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Câu I (3,0 điểm).

1). Giải phương trình 
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2). Giải hệ phương trình 


[image: image2.wmf](

)

(

)

2222

22

1

2

4

xyxy

xyxy

xy

ì

ï

ï

ï

í

ï

++

ï

ï

î

+=

=

.
Câu II (3,0 điểm).
1). Với mỗi số thực 
[image: image3.wmf]a

 ta gọi phần nguyên của 
[image: image4.wmf]a

 là số nguyên lớn nhất không vượt quá 
[image: image5.wmf]a

 và ký hiệu là 
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. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương 
[image: image7.wmf]n

, biểu thức 
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 không biểu diễn được dưới dạng lập phương của một số nguyên dương.

2). Với 
[image: image9.wmf];;

xyz

 là các số thực dương thỏa mãn đẳng thức 
[image: image10.wmf]5
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, Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
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Câu III (3,0 điểm). Cho hình thang 
[image: image12.wmf]ABCD

 với 
[image: image13.wmf]BC

 song song 
[image: image14.wmf]AD

. Các góc 
[image: image15.wmf]·
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 và 
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 là các góc nhọn. Hai đường chéo 
[image: image17.wmf]AC

 và 
[image: image18.wmf]BD

 cắt nhau tại 
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. 
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 là điểm bất kỳ trên đoạn thẳng 
[image: image21.wmf]BC

 (
[image: image22.wmf]P

 không trùng với 
[image: image23.wmf];
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). Giả sử đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image24.wmf]BIP
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 cắt đoạn thẳng 
[image: image25.wmf]PA

 tại 
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 khác 
[image: image27.wmf]P

 và đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image28.wmf]CIP
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 cắt đoạn thẳng 
[image: image29.wmf]PD

 tại 
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 khác 
[image: image31.wmf]P

.
1). Chứng minh rằng năm điểm 
[image: image32.wmf];;;;
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 cùng  nằm trên một đường tròn. Gọi đường tròn này là 
[image: image33.wmf]()
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2). Giả sử các đường thẳng 
[image: image34.wmf]BM

 và 
[image: image35.wmf]CN

 cắt nhau tại 
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, chứng minh rằng  
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 cũng nằm trên đường tròn 
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3). Trong trường hợp 
[image: image39.wmf];;
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 thẳng hàng, chứng minh rằng 
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Câu IV (1,0 điểm). Giả sử 
[image: image41.wmf]A

 là một tập con của tập các số tự nhiên 
[image: image42.wmf]N

. Tập 
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 có phần tử nhỏ nhất là 1, phần tử lớn nhất là 100 và mỗi 
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 thuộc 
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 (
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) luôn tồn tại 
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 cũng thuộc 
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 sao cho 
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 có thể bằng 
[image: image51.wmf]b

). Hãy tìm một tập 
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 có số phần tử nhỏ nhất. 

Câu I.
1). Điều kiện 
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Phương trình tương đương với 
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Nếu 
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, đồng thời 
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suy ra VT
[image: image57.wmf]>

VP (loại).

Thử lại ta thấy 
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 là nghiệm.

Nhận xét: bài toán kết hợp giữa phương pháp nhân liên hợp và phương pháp đáng giá để tìm nghiệm của phương trình. 

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:

· Biểu thức liên hợp 
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· Đánh giá: 
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 với 
[image: image63.wmf](

)

0

2

mfx

nm

ì

ï

³³

ï

ï

í

ï

=

ï

ï

î

.

Ta có: 
[image: image64.wmf](
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, suy ra phương trình vô nghiệm. Vậy 
[image: image65.wmf]xm
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 là nghiệm của phương trình đã cho. 

Ý tưởng: Bài toán xuất hiện ba căn thức nằm trong một tích, sẽ rất khó để định hình ra hướng giải, ẩn phụ sẽ rất phức tạp. Nhưng nếu xét hai căn thức đầu tiên ta thấy 
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. Vì thế ta sẽ nghĩ ngay đến chuyện dùng hằng đẳng thức dạng 
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. Khi đó phương trình đã cho tương đương với:
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Với phương trình (
[image: image70.wmf]i

), ta sẽ đi nhẩm một vài giá trị nghiệm đẹp thỏa mãn các yêu cầu là 
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 và các biểu thức trong căn thức là số chính phương vì thế ta khẳng định nó có nghiệm duy nhất 
[image: image72.wmf]1
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, đồng thời 1 lại là miền chặn của biến do đó ta sẽ đi đánh giá phương trình (
[image: image73.wmf]i

). Tức là với 
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 ta sẽ đi chứng minh (
[image: image75.wmf]i

) vô nghiệm như sau:
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(
[image: image77.wmf]i

) vô nghiệm.

Vậy ta kết luận 
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 là nghiệm của phương trình đã cho. 

Bài toán kết thúc.

Bài tập tương tự:

1. Giải phương trình 
[image: image79.wmf](
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Đáp số: 
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2. Giải phương trình 
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Đáp số: 
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+ Xét 
[image: image83.wmf]0
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 là nghiệm.
+ Xét 
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 hệ phương trình tương đương với 
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Thay (1) vào (2) ta thu được 
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Nhận xét: bài toán sử dụng phép chia các biến, sau đó kết hợp hai phương trình tìm mối liên hệ giữa hai biến để tìm nghiệm của hệ phương trình.

Ý tưởng: quan sát thấy hệ phương trình có dáng dấp của hệ phương trình đối xứng loại hai, tức là sự xuất hiện của tổng 
[image: image88.wmf]xy
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 và tích 
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 sẽ làm ta nghĩ đến phép đặt Viet là 
[image: image90.wmf];
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 để từ đó giải hệ hai ẩn 
[image: image91.wmf],
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. Nhưng nếu làm như thế ta thu được hệ 
[image: image92.wmf](
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, hệ này giải bằng phương pháp thế sẽ thu được phương trình lũy thừa bậc 4 phức tạp, vì thế ta sẽ nghĩ đến phương án khác đó chính phương pháp “ chia để trị “. Trước hết là xét phương trình hai, vế trái của nó xuất hiện tích đồng thời vế phải cũng xuất hiện tích số dạng 
[image: image93.wmf].
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. Do đó ta sẽ nghĩ đến việc chia một biểu thức bên vế trái cho 
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 và ta được như sau: 
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. Phương trình này chủ đạo là hai biến 
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 vì vậy ta cũng chia phương trình một để xuất hiện hai biến này, đó là 
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 hệ phương trình đã cho trở thành 
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Bài toán kết thúc.

Bài tập tương tự: 

1. Giải hệ phương trình 
[image: image102.wmf](
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Đáp số: 
[image: image103.wmf](
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2. Giải hệ phương trình 
[image: image104.wmf](

)

(

)

3

33

2

22

1

116

1

18

xy

xy

xy

xy

ì

ï

æö

ï

÷

ç

ï

÷

++=

ç

ï

÷

ç

÷

ï

ç

èø

ï

ï

í

ï

æö

ï

÷

ç

ï

÷

++=

ç

ï

÷

ç

ï

÷

ç

èø

ï

ï

î

.
Câu II. 

1). Ký hiệu 
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Ta có 
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suy ra 
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không biểu diễn được dưới dạng lập phương của một số nguyên dương.

Nhận xét. Áp dụng kiến thức về phần nguyên, quan hệ giữa phần nguyên của một số với số đó.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp.

· Áp dụng giả thiết của bài toán đề tìm ra điều kiện.

Ta có 
[image: image111.wmf]n

 là số nguyên dương nên 
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 khi đó 
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· Giá trị phần nguyên của một số không vượt qua số đó.


[image: image114.wmf]3

11

273

1

n

+

->

 nên 
[image: image115.wmf]3

11

273

1

n

éù

êú

+

êú

êú

ëû

-³

 hay 
[image: image116.wmf]1
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· Một số thực bất kỳ có giá trị lớn hơn hoặc bằng giá trị của phần nguyên của nó và nhỏ hơn  số nguyên liền sau số nguyên biểu diễn phần nguyên của số thực đó.

Ta có 
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[image: image118.wmf]3
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Tiếp tục biến đổi như trên bài giải ta được 
[image: image119.wmf](
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· Không tồn tại một lập phương nào giữa hai lập phương liên tiếp.
Ta có 
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 là hai lập phương liên tiếp. Mà 
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 không thể viết được dưới dạng lập phương của một số nguyên dương.

Vậy với mọi số nguyên dương 
[image: image124.wmf]n

, biểu thức 
[image: image125.wmf]2
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 không biểu diễn được dưới dạng lập phương của một số nguyên dương.
2). Ta có 
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suy ra 
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Đẳng thức xảy ra khi 
[image: image131.wmf]1;2
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 Vậy 
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Nhận xét: Bài toán sử dụng phép thế từ giả thiết và bất đẳng thức Cosi cho hai số thực dương để tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức.

Ý tưởng: Quan sát thấy, bài toán có sự đối xứng giữa hai kiến 
[image: image133.wmf];
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 nên điểm rơi sẽ xảy ra tại 
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. Thế lại giả thiết ta sẽ tìm được 
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. Giả thiết cho 
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 đồng thời số 5 này cũng xuất hiện ở biểu thức 
[image: image137.wmf]P

 nên ta sẽ nghĩ đến chuyện thế giả thiết vào 
[image: image138.wmf]P

. Khi đó ta có: 
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Và điều ta cần là sử dụng đánh giá nào đó để triệt tiêu tử số và mẫu số, tức là tìm số 
[image: image140.wmf]m

 thỏa mãn: 
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Thì lúc đó 
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. Câu chuyện tiếp theo là tìm 
[image: image143.wmf]m

, quan sát thấy các biểu thức trong căn đều là tích của hai thừa số dương, ta sẽ sử dụng bất đẳng thức Cosi cho hai số thực dương nhưng phải thỏa mãn điều kiện điểm rơi. Với căn thức cuối, với điểm rơi 
[image: image144.wmf]xyzxzy
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 thì ta có ngay rằng 

[image: image145.wmf](
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Cũng với tư duy đó, ta sẽ thấy:
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Nên 
[image: image147.wmf](
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Tức là 
[image: image148.wmf]min
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 tại 
[image: image149.wmf]1;2
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Bài toán kết thúc.

Bài tập tương tự:

1. Cho 
[image: image150.wmf];;0

abc

>

 và thỏa mãn 
[image: image151.wmf]1

abc

++=

. Chứng minh rằng:


[image: image152.wmf]1

2
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.
2. Cho 
[image: image153.wmf];;0

abc

>

 và thỏa mãn 
[image: image154.wmf]1

abc

++=

. Chứng minh rằng:


[image: image155.wmf]3
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Câu III.[image: image319.emf]K
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1). Tứ giác 
[image: image156.wmf]BPIM

 nội tiếp và 
[image: image157.wmf]ADBC

P

, suy ra 
[image: image158.wmf]·

·

·

MADBPMBIM

==

, nên tứ giác 
[image: image159.wmf]AMID

 nội tiếp. 

Tương tự tứ giác 
[image: image160.wmf]DNIA

 nội tiếp.

Vậy các điểm 
[image: image161.wmf];;;;

AMIND

 thuộc một đường tròn 
[image: image162.wmf]()

K

.
Nhận xét. Chứng minh năm điểm cùng thuộc một đường tròn ta chứng minh cho bốn điểm trong đó tạo thành một tứ giác nội tiếp.   

Nhắc lại kiến thức và phương pháp.

· Hai góc nội tiếp cùng chắn một cung của một đường tròn thì bằng nhau.

[image: image163.wmf]·

·

BPMBIM

=

 (hai góc nội tiếp cùng chắn cung 
[image: image164.wmf]¼

BM

 của đường tròn ngoại tiếp tứ giác 
[image: image165.wmf]BPIM

).
· Một đường thẳng cắt hai đường thẳng song song tạo ra các cặp góc so le trong bằng nhau.

[image: image166.wmf]·

·

BPMMAD

=

 (hai góc so le trong của 
[image: image167.wmf]BPAD

P

), suy ra 
[image: image168.wmf]·

·

BIMMAD

=

. 

· Tứ giác có góc ngoài tại một đỉnh đối diện bằng góc trong không kề với nó thì tứ giác đó là tứ giác nội tiếp.
Tứ giác 
[image: image169.wmf]MIDA

 có góc 
[image: image170.wmf]·

BIM

 là góc ngoài tại đỉnh 
[image: image171.wmf]I

 và góc 
[image: image172.wmf]·

MAD

 là góc trong tại đỉnh 
[image: image173.wmf]A

 không kề với 
[image: image174.wmf]I

 thỏa mãn 
[image: image175.wmf]·

·

BIMMAD

=

 nên suy ra 
[image: image176.wmf]MIDA

 là tứ giác nội tiếp.
Hoàn toàn tương tự ta chứng minh được 
[image: image177.wmf]DNIA

 là tứ giác nội tiếp.
Do đó 5 điểm 
[image: image178.wmf];;;;

AMIND

 cùng thuộc một đường tròn.        
2). Do các tứ giác 
[image: image179.wmf]BPIM

 và 
[image: image180.wmf]CPIN

 nội tiếp nên ta có 
[image: image181.wmf]·

·

·

QMIBPICNI

==

, suy ra tứ giác 
[image: image182.wmf]MINQ

 nội tiếp.

Mà 
[image: image183.wmf];;()

MINK

Î

, suy ra tứ giác 
[image: image184.wmf]MINQ

 nội tiếp đường tròn 
[image: image185.wmf]()

K

. 

Vậy 
[image: image186.wmf]Q

 thuộc đường tròn 
[image: image187.wmf]()

K

.

Nhận xét. Chứng minh một điểm nằm trên một đường tròn ta chứng minh điểm đó cùng ba điểm nằm trên đường tròn tạo thành một tứ giác nội tiếp.   

Nhắc lại kiến thức và phương pháp.

· Tứ giác nội tiếp có góc ngoài tại một đỉnh bằng góc trong tại đỉnh không kề với nó.
+ Tứ giác 
[image: image188.wmf]BPIM

 là tứ giác nội tiếp có góc ngoài tại đỉnh 
[image: image189.wmf]M

 và góc trong tại đỉnh 
[image: image190.wmf]I

 không kề với nó nên 
[image: image191.wmf]·

·

QMIBPI

=

.
+ Tứ giác 
[image: image192.wmf]CPIN

 là tứ giác nội tiếp có góc ngoài tại đỉnh 
[image: image193.wmf]P

 và góc trong tại đỉnh 
[image: image194.wmf]N

 không kề với nó nên 
[image: image195.wmf]·

·

BPICNI

=

, suy ra 
[image: image196.wmf]·

·

QMICNI

=

 .
· Áp dụng nhắc lại kiến thức.
Tứ giác 
[image: image197.wmf]MINQ

 có góc 
[image: image198.wmf]·

INC

 là góc ngoài tại đỉnh 
[image: image199.wmf]N

 và góc 
[image: image200.wmf]·

QMI

 là góc trong tại đỉnh 
[image: image201.wmf]M

 không kề với 
[image: image202.wmf]N

 thỏa mãn 
[image: image203.wmf]·

·

INCQMI

=

 nên suy ra 
[image: image204.wmf]MINQ

 là tứ giác nội tiếp.
· Qua ba điểm không thẳng hàng xác định được một và chỉ một đường tròn.

Bốn điểm 
[image: image205.wmf]M

; 
[image: image206.wmf]I

; 
[image: image207.wmf]N

; 
[image: image208.wmf]Q

 cùng thuộc một đường tròn mà ba điểm 
[image: image209.wmf]M

; 
[image: image210.wmf]I

; 
[image: image211.wmf]N

 cùng thuộc đường tròn 
[image: image212.wmf]()

K

 nên suy ra 
[image: image213.wmf]Q

 cũng thuốc đường tròn 
[image: image214.wmf]()

K

.

3). Khi 
[image: image215.wmf];;

PIQ

 thẳng hàng, kết hợp với 
[image: image216.wmf]Q

 thuộc đường tròn
[image: image217.wmf]()

K

 ta có 
[image: image218.wmf]·

·

AIQPIC

=

 (đối đỉnh); 
[image: image219.wmf]·

·

PICPNC

=

 (do tứ giác 
[image: image220.wmf]NIPC

 nội tiếp).

[image: image221.wmf]·

·

PNCQND

=

 (đối đỉnh); 
[image: image222.wmf]·

·

QNDQID

=

 (do tứ giác 
[image: image223.wmf]INDQ

 nội tiếp).

[image: image224.wmf]·

·

AIQQID

Þ=

, suy ra 
[image: image225.wmf]IQ

 là phân giác 
[image: image226.wmf]·

DIA

 nên 
[image: image227.wmf]IP

 là phân giác góc
[image: image228.wmf]·

.

BIC

 
Do đó 
[image: image229.wmf]PBIBIDIBIDBDPBBD

PCICIAICIAACPCCA

+
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+

. 

Nhận xét. Chứng minh đẳng thức là tỷ số của các đoạn thẳng ta thường sử dụng mối liên hệ giữa các đoạn thẳng thông qua định lý Ta-lét, tính chất đường phân giác trong/ngoài tam giác, tính chất của tỷ lệ thức.   

Nhắc lại kiến thức và phương pháp.

· Hai góc đối đỉnh thì bằng nhau.
+ Góc 
[image: image230.wmf]·

AIQ

 và góc 
[image: image231.wmf]·

PIC

 là hai góc đối đỉnh nên 
[image: image232.wmf]·

·

AIQPIC

=

.
+ Góc 
[image: image233.wmf]·

PNC

 và góc 
[image: image234.wmf]·

QND

 là hai góc đối đỉnh nên 
[image: image235.wmf]·

·

PNCQND

=

.
· Áp dụng nhắc lại kiến thức.
+ 
[image: image236.wmf]·

·

PICPNC

=

 (hai góc nội tiếp cùng chắn cung 
[image: image237.wmf]»

PC

 của đường tròn ngoại tiếp tứ giác 
[image: image238.wmf]PINC

).
+ 
[image: image239.wmf]·

·

QNDQID

=

 (hai góc nội tiếp cùng chắn cung 
[image: image240.wmf]¼

QD

 của đường tròn ngoại tiếp tứ giác 
[image: image241.wmf]QNID

), suy ra 
[image: image242.wmf]·

·

AIQQID

=

 .
· Một tia nằm giữa hai tia và chia góc tạo bởi hai tia đó thành hai góc bằng nhau thì tia này là tia phân giác.

Ta có 
[image: image243.wmf]IQ

 nằm giữa 
[image: image244.wmf]IA

 và 
[image: image245.wmf]ID

 mà 
[image: image246.wmf]·

·

AIQQID

=

 suy ra 
[image: image247.wmf]IQ

 là phân giác của góc 
[image: image248.wmf]·

AID

.

· Hai góc đối đỉnh có chung đường phân giác hay tia phân giác của góc này là tia đối của tia phân giác góc kia.

+ 
[image: image249.wmf]IQ

 là phân giác của góc 
[image: image250.wmf]·

AID

.
+ 
[image: image251.wmf]IQ

 là tia đối của tia 
[image: image252.wmf]IP

.
Góc 
[image: image253.wmf]·

AID

 và góc 
[image: image254.wmf]·

BIC

 là hai góc đối đỉnh, suy ra 
[image: image255.wmf]IP

 là phân giác của góc 
[image: image256.wmf]·

BIC


· Đường phân giác trong của một tam giác chia cạnh dối diện thành hai đoạn thẳng có tỷ số bằng với tỷ số hai cạnh tương ứng của tam giác.
Ta có 
[image: image257.wmf]IP

 là phân giác của góc trong 
[image: image258.wmf]·

BIC

 của tam giác 
[image: image259.wmf]CBI

D

 nên 
[image: image260.wmf]PBIB

PCIC

=


· Định lý Ta-lét.
Ta có 
[image: image261.wmf]BCAD

P

 nên 
[image: image262.wmf]IBICIBID

IDIAICIA

=Û=

, suy ra 
[image: image263.wmf]PBIBID

PCICIA

==

.
· Tỷ lệ thức 
[image: image264.wmf]PBIBIDIBIDBDPBBD

PCICIAICIAACPCAC

+
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+

 (điều phải chứng minh). 

Câu IV. Giả sử 
[image: image265.wmf]A

 có 
[image: image266.wmf]n

 số, chúng ta xếp chúng theo thứ tự 
[image: image267.wmf]122
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Suy ra với mỗi 
[image: image268.wmf]{
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[image: image269.wmf]1
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 (2), với 
[image: image270.wmf]1,.
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Áp dụng kết quả 
[image: image271.wmf](

)

2

 ta thu được 
[image: image272.wmf]2
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; 
[image: image273.wmf]3
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; 
[image: image274.wmf]4

8

x

£

; 
[image: image275.wmf]5
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; 
[image: image276.wmf]6
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x
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; 
[image: image277.wmf]7
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x

£

, suy ra tập  
[image: image278.wmf]A

 phải có ít nhất 
[image: image279.wmf]8

 phần tử.

+) Giả sứ 
[image: image280.wmf]8
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Vì 
[image: image281.wmf]67877
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Vì 
[image: image282.wmf]56766
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Vì 
[image: image283.wmf]45655
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 (mâu thuẫn).

+) 
[image: image284.wmf]9

n
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 ta có tập 
[image: image285.wmf]{
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1;2;3;5;10;20;25;50;100

 thỏa mãn yêu cầu bài toán .

Đáp số: 
[image: image286.wmf]9

n

=
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Nhận xét. Các bài toán dạng này chủ yếu đánh giá tư duy và không có cách giải tổng quát.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp.

· Từ 1 đến 100 có 100 số tự nhiên. Tập hợp 
[image: image287.wmf]A

 là tập hợp con của tập 
[image: image288.wmf]¥

 có phần tử nhỏ nhất bằng 1 và lớn nhất bằng 100 nên tập hợp 
[image: image289.wmf]A

 không vượt quá 100 phần tử.

Tổng quát, tập hợp 
[image: image290.wmf]A

 có 
[image: image291.wmf]2100
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 phần tử, sắp xếp các phần tử này theo thứ tự 
[image: image292.wmf]122
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· Theo đề bài có 
[image: image293.wmf]xab
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 với x, a, b đều là thuộc tập hợp 
[image: image294.wmf]A

 nên ta có 
[image: image295.wmf]xa
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 do đó  mỗi 
[image: image296.wmf]{
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 với 
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· Áp dụng kết quả 
[image: image299.wmf]1
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 ta được

[image: image300.wmf]2
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[image: image303.wmf]5
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[image: image304.wmf]6
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; 
[image: image305.wmf]7
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x

£

,

suy ra tập 
[image: image306.wmf]A

 phải có ít nhất 
[image: image307.wmf]8

 phần tử.

· Giả sử 
[image: image308.wmf]8

n

=

 theo thứ tự giả sử ta suy ra được 
[image: image309.wmf]8

100

x

=

.
· Áp dụng các kiến thức trên, cùng cách tính toán giải phương trình bậc nhất.

+ Vì 
[image: image310.wmf]67877
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+ Vì 
[image: image311.wmf]56766
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+ Vì 
[image: image312.wmf]45655
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 (mâu thuẫn).

· Vì 
[image: image313.wmf]A

 là tập hợp có ít nhất 8 phần tử mà xét trường hợp có 8 phần tử cho kết quả mâu thuẫn nên tập hợp 
[image: image314.wmf]A

 có ít nhất 9 phần tử.
Với 
[image: image315.wmf]9
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 theo thứ tự giả sử ta suy ra được 
[image: image316.wmf]9
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 từ đó ta tìm được một tập hợp 
[image: image317.wmf]{
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 thỏa mãn yêu cầu bài toán.
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