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TÀI LIỆU WORD TOÁN THCS
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HH7-C3-CD4. TÍNH CHẤT BA ĐƯỜNG TRUNG TUYẾN

CỦA TAM GIÁC

[image: image366.png]


A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT

1.Đường trung tuyến của tam giác

• Đoạn thẳng AM nối đỉnh A của tam

giác ABC với trung điểm M của cạnh.

BC gọi là đường trung tuyến của tam

giác ABC.

• Mỗi tam giác có ba đường trung tuyến.

2. Tính chất ba đường trang tuyến của tam giác

Ba đường trung tuyến của một tam

giác cùng đi qua một điểm.
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Điểm đó gọi là trọng tâm của tam

giác đó, điểm đó cách mỗi đỉnh

một khoảng bằng 
[image: image390.emf]G
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A

 độ dài đường

trung tuyến đi qua đỉnh ấy.

Nếu G là trọng tâm của tam giác

ABC thì 
[image: image2.wmf]2
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B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN

I.CÁC DẠNG BÀI CƠ BẢN .
Dạng 1. Sử dụng tính chất trọng tâm của tam giác

Phương pháp giải: Sử dụng linh hoạt các tỉ số liên quan tới trọng tâm của tam giác.

Ví dụ. Nếu 
[image: image3.wmf]D

ABC có trung tuyến AM và trọng tâm G thì ta có AG =
[image: image4.wmf]2

3

 = AM , AG = 2GM; GM = 
[image: image5.wmf]1

3

AM; ...

Bài 1. 
Cho 
[image: image6.wmf]D

ABC có hai đường trung tuyến BD, CE

a) Tính các tỉ số 
[image: image7.wmf],

BGCG

BDCE


b) Chứng minh BD + CE > 
[image: image8.wmf]3

2

 BC

Bài 2. Cho tam giác ABC có hai đường trung tuyến BP, CQ cắt nhau tại G. Trên tia đối của tia PB lấy điểm E sao cho PE = PG. Trên tia đối của tia QG lấy điểm F sao cho QF = QG. Chứng minh:

a) GB = GE, GC = GE;


b) EF = BC và EF//BC.
Dạng 2. Chứng minh một điểm là trọng tâm của tam giác

Phương pháp giải: Để chứng minh một điểm là trọng tâm của một tam giác, ta có thể dùng một trong hai cách sau:

- Chứng minh điểm đó là giao điểm của hai đường trung tuyến trong tam giác.

- Chứng minh điểm đó thuộc một đường trung tuyến của tam giác và thỏa mãn một trong các tỉ lệ về tính chất trọng tâm của tam giác.

Bài 3.Cho 
[image: image9.wmf]D

ABC. Trên tia đối của tia AB lấy điểm D sao cho

AD = AB. Lấy G thuộc cạnh AC sao cho AG =  
[image: image10.wmf]1

3

 AC. Tia DG cắt BC tại E. Qua E vẽ đường thẳng song song với BD, qua D vẽ đường thẳng song song với BC, hai đường thẳng này cắt nhau tại F. Gọi M là giao điểm của EF và CD.

Chứng minh:

a) G là trọng tâm 
[image: image11.wmf]D

BCD;

b) 
[image: image12.wmf]D

BED = 
[image: image13.wmf]D

FDE, từ đó suy ra EC = DF;

c) 
[image: image14.wmf]D

DMF = 
[image: image15.wmf]D

CME;

d) B, G, M thẳng hàng.
Bài 4.Cho 
[image: image16.wmf]D

ABC với đường trung tuyến AD. Trên tia AD lấy điểm E sao cho AD = DE, trên tia BC lấy điểm M sao cho BC = CM. Chứng minh C là trọng tâm của 
[image: image17.wmf]D

AEM.

Bài 5.Cho 
[image: image18.wmf]D

ABC. Vẽ trung tuyến BM. Trên tia BM lấy hai điểm G, K sao cho BG = 
[image: image19.wmf]2

3

BM và G là trung điểm của BK. Gọi E là trung điểm CK; GE cắt AC tại I Chứng minh:

a)  I là trọng tâm của 
[image: image20.wmf]D

KGC; 

b) CI = 
[image: image21.wmf]1

3

 AC.
Bài 6.Cho hai đoạn thẳng AC và BD cắt nhau tại trung điểm O của mỗi đoạn. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của BC, CD. Đoạn thẳng AM, AN cắt BD lần lượt tại I và K. Chứng minh:

a) I là trọng tâm của 
[image: image22.wmf]D

ABC và K là trọng tâm của 
[image: image23.wmf]D

ADC;

b) BI = IK = KD.
Dạng 2. Vấn đề đường trung tuyến trong tam giác vuông, tam giác cân, tam giác đều...

Phương pháp giải: Chú ý những tính chất của tam giác vuông, tam giác cân, tam giác đều.

Bài 7.Cho 
[image: image24.wmf]D

ABC vuông tại A, trung tuyến AM. Trên tia đối của tia MA lấy điểm D sao cho MD = MA.

a) Tính 
[image: image25.wmf]·

ABD


b) Chứng minh 
[image: image26.wmf]D

ABD = 
[image: image27.wmf]D

BAC.

c) Chứng minh AM = 
[image: image28.wmf]1

2

BC

Bài 8.Cho 
[image: image29.wmf]D

ABC , trung tuyến AM = 
[image: image30.wmf]1

2

 BC.
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a) Chứng minh 
[image: image31.wmf]·

·

2

BMAMAC

=

 và 
[image: image32.wmf]·

·

2

CMAMAB

=

.

b) Tính 
[image: image33.wmf]·

BAC


Bài 9.Cho 
[image: image34.wmf]D

ABC cân tại A có đường trung tuyến AM.

a) Chứng minh AM 
[image: image35.wmf]^

BC.

b) Biết AB = 10 cm, BC = 12 cm. Tính độ dài đoạn vuông góc kẻ từ B xuống AC.
Bài 10Cho 
[image: image36.wmf]D

ABC có hai đường trung tuyến BM, CN.

a) Chứng minh nếu 
[image: image37.wmf]D

ABC cân tại A thì BM = CN.

b) Ngược lại nếu BM = CN, chứng minh:

i) GB = GC, GN = GM;

ii) BN = CM;

iii) 
[image: image38.wmf]D

ABC cân tại A

Bài 11.Cho 
[image: image39.wmf]D

ABC có ba đường trung tuyến AM, BN, CP cắt nhau tại G.

Biết AM = BN = CP. Chứng mình 
[image: image40.wmf]D

ABC đều.

Dạng 3.Tổng Hợp

Bài 12. Cho tam giác ABC. Trên tia đối của tia AB lấy điểm E sao cho

AE = 2AB. Trên tia đối của tia BC lấy điểm D sao cho BD = BC. Chứng minh:

a) A là trọng tâm của 
[image: image41.wmf]D

CDE;

b) Đường thẳng CA đi qua trung điểm của DE.

Bài 13. Cho bốn điểm A, B,C, D không thẳng hàng như hình vẽ. Gọi O là giao điểm của AC và BD. Trung điểm của BD và AC lần lượt là M, N. Chứng minh AC + DB > 2MN.

Bài 14. Cho 
[image: image42.wmf]D

ABC vuông tại A, AB = 6 cm, AC = 8 cm.

a) Tính BC.

b) Đường thẳng đi qua trung điểm I của BC và vuông góc với BC cắt AC tại D. Chứng minh 
[image: image43.wmf]·

·

CBDDCB

=

.

c) Trên tia đối của tia DB lấy điểm E sao cho DE = DC. Chứng minh 
[image: image44.wmf]D

BCE vuông.

Bài 15. Cho 
[image: image45.wmf]D

ABC vuông tại A, trung tuyến AM. Biết AB = 6cm,

AC = 8cm.

a) Trên tia đối của tia MA lấy điểm D sao cho MD = MA. Chứng minh 
[image: image46.wmf]D

AMB = 
[image: image47.wmf]D

DMC.

b) Chứng minh 
[image: image48.wmf]D

BAC = 
[image: image49.wmf]D

DCA.

c) Tính AM.

d)Chứng minh AM < 
[image: image50.wmf]2

ABAC

+


Bài 16. Cho 
[image: image51.wmf]D

ABC có hai đường trung tuyến AM, BN vuông góc với nhau, trọng tâm G. Biết AM = 4,5 cm, BN cm. Tính độ dài các cạnh của 
[image: image52.wmf]D

ABC

LỜI  CÁC DẠNG BÀI CƠ BẢN

1. Gọi giao điểm của hai đường trung tuyến BD,CE là G.


[image: image53.wmf]D

GBC có: GB + GC > BC (bất đẳng thức tam giác).

Mà GB = 
[image: image54.wmf]2

3

BD, GC = 
[image: image55.wmf]2

3

CE nên: 
[image: image56.wmf]2

3

BD + 
[image: image57.wmf]2

3

CE > BC.Do đó BD + CE > 
[image: image58.wmf]3

2

 BC.
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2. 

a) Vì G là trọng tâm 
[image: image59.wmf]D

ABC

nên BG = 2GP, CG = 2GQ.

Lại có PE = PG, QF = QG

nên GE = 2GP, GF = 2GQ.

Do đó BG = GE,CG = GF.

b) Suy ra 
[image: image60.wmf]D

GBC = 
[image: image61.wmf]D

GEF (c.g.c)

Từ đó ta có EF = BC và 
[image: image62.wmf]·

·

GEFGBC

=
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=> EF // BC.

3. 

a) Vì AD = AB nên A là trung điểm BD

=> CA là đường trung tuyến của 
[image: image63.wmf]D

BCD

Mà AG = 
[image: image64.wmf]1

3

AC => G là trọng tâm 
[image: image65.wmf]D

BCD

b) Ta có : BD || EF => 
[image: image66.wmf]·

·

BDEDEF

=


và DE || BC => 
[image: image67.wmf]·

·

BEDEDF

=


=>
[image: image68.wmf]D

BED = 
[image: image69.wmf]D

FDE (g.c. g) => BE = DF

(hai cạnh tương ứng) (1). Mặt khác do G là trọng tâm 
[image: image70.wmf]D

BCD nên E là trung điểm BC

=> BE = EC (2).Từ (1) và (2) suy ra EC = DF.

c) 
[image: image71.wmf]D

DMF = 
[image: image72.wmf]D

CME (g.c.g).

d) Do 
[image: image73.wmf]D

DMF = 
[image: image74.wmf]D

CME => MD = MC => M là trung điểm DC => BM là trung tuyến của 
[image: image75.wmf]D

BCD.=> G 
[image: image76.wmf]Î

BM => B, G, M thẳng hàng.

[image: image371.png]D
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4. 

Theo đề bài ta có AD = DE nên

C thuộc MD là đường trung tuyến

của tam giác AEM (1)

Mặt khác ta có BC = 2CD và

BC = CM nên CM = 2CD (2)

Từ (1) và (2) suy ra C là trọng

tâm của 
[image: image77.wmf]D

AEM.
[image: image372.png]D
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5. 

a) Theo đề bài BG = 
[image: image78.wmf]2

3

BM.

Suy ra BG = 2GM => GK = 2GM

=>M là trung điểm GK.

Do đó I là giao điểm ba đường trung

tuyến trong 
[image: image79.wmf]D

KGC.

b) I là trọng tâm 
[image: image80.wmf]D

KGC nên

CI = 
[image: image81.wmf]2

3

CM= 
[image: image82.wmf]2

3

. 
[image: image83.wmf]1

2

AC = 
[image: image84.wmf]1

3

AC.

6.

a)
[image: image85.wmf]D

ABC có hai đường trung

[image: image373.jpg]


BO, AM cắt nhau tại I nên

I là trọng tâm của 
[image: image86.wmf]D

ABC .

Tương tự ta có K là trọng tâm

của 
[image: image87.wmf]D

ADC.

b) Từ ý a) suy ra ta có:

BI =
[image: image88.wmf]2

3

 BO, DK = 
[image: image89.wmf]2

3

DO

Mặt khác BO = DO

=> BI = DK = 
[image: image90.wmf]2

3

BO = 
[image: image91.wmf]1

3

BD => IK = 
[image: image92.wmf]1

3

BC. Suy ra ĐPCM.

Do đó BI =  IK = KD.

7.
a) 
[image: image93.wmf]D

AMC = 
[image: image94.wmf]D

DMB (c.g.c)

=> 
[image: image95.wmf]·

·

ADBDAC

=

=> BD //AC Mà AB 
[image: image96.wmf]^

AC nên AB 
[image: image97.wmf]^

BD

=> 
[image: image98.wmf]·

ABD

 = 90°.

[image: image374.jpg]


b) 
[image: image99.wmf]D

ABD = 
[image: image100.wmf]D

BAC (c.g.c).

c) 
[image: image101.wmf]D

ABD = 
[image: image102.wmf]D

BAC (c.g.c) => AD = BC.

Mà AM = 
[image: image103.wmf]1

2

AD => AM = 
[image: image104.wmf]1

2

BC.
[image: image375.jpg]


8. 

a) Ta có: MA = MB = MC = 
[image: image105.wmf]1

2

 BC
=> 
[image: image106.wmf]D

MAB,  
[image: image107.wmf]D

MAC là tam giác cân tại M.

Do đó


[image: image108.wmf]·

·

·

·

·

·

·

·

2,2

BMAMACMCAMACCMAMABMBAMAB

=+==+=


b) Theo ý (a) ta có 2.
[image: image109.wmf]·

·

·

·

()

MABMACMBACMA

+=+

= 180°

=> 
[image: image110.wmf]·

BAC

 = 90°.
9.
a) 
[image: image111.wmf]D

ABM = 
[image: image112.wmf]D

ACM (c.c.c) 
[image: image113.wmf]·

·

AMBAMC

=

 = 90° => AM 
[image: image114.wmf]^

 BC.

b) BC = 12cm => BM = 6cm. Áp dụng Định lí Pytago cho tam giác vuông AMB, ta tính được: AM = 8cm.

Vẽ BC. Chứng minh được dt 
[image: image115.wmf]D

ABC = 
[image: image116.wmf]1

2

 BC. AM = 
[image: image117.wmf]1

2

AC. BN.

Từ đó tính được BN = 9,6cm.[image: image376.jpg]



10.
a) 
[image: image118.wmf]D

BMC = 
[image: image119.wmf]D

CNB (c.g.c) => BM = CN.

b) i) Do G là trọng tâm 
[image: image120.wmf]D

ABC nên:

GB =  
[image: image121.wmf]2

3

BM,GM = 
[image: image122.wmf]1

3

BM,

GC = 
[image: image123.wmf]2

3

CN, GN  = 
[image: image124.wmf]1

3

CN

Mà BM = CN nên GB = GC,GN = GM.

ii) Từ ý i) suy ra 
[image: image125.wmf]D

GBN = 
[image: image126.wmf]D

GCM (c.g.c) => BN = CM.

iii) Vì BN = CM nên BN = CM => AB = AC .

Do đó 
[image: image127.wmf]D

ABC cân tại A.
[image: image377.jpg]


11.

Ta có BN = CP nên GB = GC,GP = GN.

, ta có AB = AC.

Tương tự, ta có AB = BC.

Vậy AB = BC = CA.

Suy ra 
[image: image128.wmf]D

ABC đều.[image: image378.jpg]



12.
a) Ta có BD = BC,

do đó EB là đường trung tuyến của 
[image: image129.wmf]D

CDE .

Mặt khác AE = 2AB nên A là trọng tâm của


[image: image130.wmf]D

CDE.

b) Vì A là trọng tâm của 
[image: image131.wmf]D

CDE nên CA

là đường trung tuyến, suy ra ĐPCM

13. 

Ta có

OD + OA > AD

OA + OB > BC

OB + OC > BC

[image: image379.jpg]


OC + OD > DC

2 (OA + OB + OC + OD) > AB + BC + CD + DA

Hay 2(AC + BD) > AB + BC + CD + DA.

AB + BC + CD + DA > 4MN.Suy ra ĐPCM.

[image: image380.jpg]AAB



Chú ý: Trung điểm G của MN được gọi là trọng tâm của hình ABCD.

14. 

a) BC = 10 cm.

b) 
[image: image132.wmf]D

BDI = 
[image: image133.wmf]D

CDI (hai cạnh góc vuông)

=> 
[image: image134.wmf]·

·

CBDDCB

=


c) Ta có


[image: image135.wmf]D

BCD cân tại D => DC = DB.


[image: image136.wmf]D

CDE cân tại D => DE = DC
[image: image381.jpg]


=> CD = 
[image: image137.wmf]1

2

BE => 
[image: image138.wmf]D

BCE vuông tại C

15. 

a) 
[image: image139.wmf]D

AMB = 
[image: image140.wmf]D

DMC (c.g.c).

b) Chứng minh được CD ||AB mà


AB 
[image: image141.wmf]^

AC nên AC 
[image: image142.wmf]^

 DC. Từ đó suy ra


[image: image143.wmf]D

BAC = 
[image: image144.wmf]D

DCA (hai cạnh góc vuông).

c) AM = 5 cm.

d) Xét 
[image: image145.wmf]D

ABC có BC < AB + AC,

[image: image146.wmf]2

ABAC

+

mà BC = 2AM nên AM < 
[image: image382.jpg]


16. 

Vì G là trọng tâm 
[image: image147.wmf]D

ABC nên :

AG = 
[image: image148.wmf]2

3

AM = 
[image: image149.wmf]2

3

. 4,5 = 3cm,

BG = 
[image: image150.wmf]2

3

BN = 
[image: image151.wmf]2

3

. 6 = 4cm.



 EMBED Equation.DSMT4 
[image: image152.wmf]D


ABG vuông tại G nên :

AB2 = AG2 + BG2 = 32 + 42 = 25.

Suy ra AB = 5 cm
PHIẾU BÀI TỰ LUYỆN DẠNG CƠ BẢN

[image: image383.jpg]


Bài 1. Cho hình 1. Điền vào chỗ trống :

[image: image384.jpg]



[image: image153.wmf]...;...;

...;...;

....
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GDBGAEAG
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==

==

=


Bài 2. Cho tam giác ABC, các đường trung tuyến BD và CE cắt nhau ở G. Cho biết 
[image: image154.wmf]BDCE

<

. Hãy so sánh 
[image: image155.wmf]·

GBC

 và 
[image: image156.wmf]·

GCB

.

Bài 3. Cho tam giác ABC có các đường trung tuyến BD và CE bằng nhau. Chứng minh rằng : ∆ ABC là tam giác cân.

Bài 4. Cho tam giác ABC, đường trung tuyến AM. Gọi I là trung điểm BM. Trên tia đối của tia IA lấy điểm E sao cho IE = IA.

a) Điểm M là trọng tâm của tam giác nào ?

b) Gọi F là trung điểm của CE. Chứng minh rằng ba điểm A, M, F thẳng hàng.

Bài 5. Cho tam giác ABC, ba đường trung tuyến AD, BE, CF. Từ F kẻ đường thẳng song song với AD cắt ED tại I.

a) Chứng minh rằng : IC // BE và IC = BE.

b) Cho biết AD ⊥ BE, chứng minh ICF là tam giác vuông và chu vi của tam giác này bằng tổng độ dài ba đường trung tuyến của tam giác ABC.

Bài 6. Cho tam giác ABC cân tại A. Trên đường trung tuyến BD lấy điểm E sao cho 
[image: image157.wmf]·

·

.

DAEABD

=

 Chứng minh rằng 
[image: image158.wmf]·

·

.

DAEECB

=


LỜI GIẢI PHIẾU BÀI CƠ BẢN

[image: image385.jpg]A



Bài 1.

[image: image386.jpg]



[image: image159.wmf]1
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3.

GDBDAGGE

GDBGAEAG

AEGE

==

==

=


[image: image387.jpg]



Bài 2. Hình 2.

Xét ∆ ABC có

BD và CE là 2 đường trung tuyến cắt nhau tại G(gt)

[image: image388.jpg]



[image: image160.wmf]22

;

33

BGBDCGCE

Þ==

 (Tính chất ba đường trung tuyến của tam giác).

Mà 
[image: image161.wmf]BDCE

<

(gt)  
[image: image162.wmf]BGCG

Þ<

.

Xét ∆ CGB có 
[image: image163.wmf]BGCG

<

 (cmt) 
[image: image164.wmf]·

·

GBCGCB

Þ>

 ( Quan hệ giữa góc và cạnh trong một tam giác).

Vậy 
[image: image165.wmf]·

·

GBCGCB

>

.

[image: image389.emf]G

E

D

A

B

C

Bài 3. Hình 3.
[image: image166.emf]G

E

D

C

B

A


Gọi G là giao điểm của BD và CE nên 
[image: image167.wmf]·

·

EGBDGC

=

 ( Hai góc đối đỉnh).

Xét ∆ ABC có BD và CE là 2 đường trung tuyến cắt nhau tại G (gt)


[image: image168.wmf]22

,

33

BGBDCGCE

Þ==

 (Tính chất ba đường trung tuyến của tam giác).

Do BD = CE nên BG = CG , GD = GE.

Xét ∆ BGE và ∆ CGD có :


[image: image169.wmf]·

·

GEGD

EGBDGC

BGCG

=

ü

ï

=Þ

ý

ï

=

þ

 ∆ BGE = ∆ CGD (c.g.c)


[image: image170.wmf]BECD

Þ=

 ( Hai cạnh tương ứng)

Ta có 
[image: image171.wmf]11

,

22

BEABCDAC

==

 (vì BD và CE là 2 đường trung tuyến)


[image: image172.wmf].

ABAC

Þ=

 Vậy ∆ ABC là tam giác cân.

Bài 4. Hình 4.

a) [image: image173.emf]F

E

IM

B

AC


Vì AM là đường trung tuyến của BC (gt)


[image: image174.wmf]BMCM

Þ=

 ( Tính chất đường trung tuyến).

Mà  
[image: image175.wmf]1

2

BIIMBM

==

 ( vì I là trung điểm BM)


[image: image176.wmf]2

CMIM

Þ=

 
[image: image177.wmf](

)

2

2

3

CMCICMCMCI

Þ=-Þ=

 .

Xét ∆ ACE có

CI là đường trung tuyến ( vì AI = IE);


[image: image178.wmf]2

3

CMCI

=


Vậy M là trọng tâm của ∆ ACE ( tính chất ba đường trung tuyến của tam giác).

b) Xét ∆ ACE có

AF là đường trung tuyến của CE ( vì F là trung điểm của CE);

M là trọng tâm của ∆ ACE


[image: image179.wmf]Þ

 AF đi qua điểm M ( tính chất ba đường trung tuyến của tam giác).

Vậy A, F, M thẳng hàng.
Bài 5. Hình 5.

[image: image180.emf]I

E

F

D

B

A

C


a) Xét ∆ ABC có D là trung điểm của BC ( vì AD là đường trung tuyến);

E là trung điểm của AC ( vì BE là đường trung tuyến)


[image: image181.wmf]Þ

 ED // AB và 
[image: image182.wmf]1

2

EDAB

=

 ( Áp dụng kết quả của bài 64 chương II, SBT Toán 7 tập 1).

Mà 
[image: image183.wmf]1

AF

2

AB

=

 ( vì CF là đường trung tuyến)


[image: image184.wmf]AF

ED

Þ=

(1).

Do ED // AB suy ra DI // AF nên 
[image: image185.wmf]·

·

AF

DFDI

=

 ( so le trong);

Ta có FI // AD ( gt) 
[image: image186.wmf]·

·

IF

ADFD

Þ=

 ( so le trong);

Xét ∆ AFD và ∆ IDF có


[image: image187.wmf]·

·

AF

DFDI

=


FD chung


[image: image188.wmf]·

·

IF

ADFD

=


Suy ra ∆ AFD = ∆ IDF ( g.c.g)

Nên AD = FI ; AF = ID ( hai cạnh tương ứng) (2).

Từ (1) và (2) suy ra ID = ED.

Xét ∆ BDE và ∆ CDI có

ID = ED


[image: image189.wmf]·

·

BDECDI

=

 ( Hai góc đối đỉnh)

BD = CD ( vì D là trung điểm của BC)

Suy ra ∆ BDE = ∆ CDI (c.g.c).

Nên BE = CI ( hai cạnh tương ứng),


[image: image190.wmf]·

·

EBCBCI

=

 ( hai góc tương ứng)

Mà 
[image: image191.wmf]·

EBC

 và 
[image: image192.wmf]·

BCI

 là 2 góc ở vị trí so le trong

Vậy BE // CI.

b) Ta có FI // AD  và CI // BE. Mà BE ⊥ AD ( gt), do đó FI ⊥ IC.

Vậy ∆ ICF là tam giác vuông tại I.

Ta có chu vi ∆ ICF = FI + IC + CF = AD + BE + CF ( vì FI = AD; BE = CI)

Vậy chu vi ∆ ICF bằng tổng độ dài ba đường trung tuyến của tam giác ABC.

Bài 6. Hình 6.

Vẽ AF ⊥ BD , CG ⊥ BD và CH ⊥ AE.

Vì ∆ ABC cân tại A ( gt) nên AB = AC, 
[image: image193.wmf]·

·

ABCACB

=

.

[image: image194.emf]H
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Xét ∆ ABF vuông và ∆ CAH vuông có


[image: image195.wmf]·

·

ABAC

ABFCAH

=

ü
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Þ

ý

=

ï

þ

 ∆ ABF = ∆ CAH ( cạnh huyền – góc nhọn),

Suy ra AF = CH ( hai cạnh tương ứng)    (1).

Do BD là đường trung tuyến của ∆ ABC nên AD = CD.

Xét ∆ ADF vuông và ∆ CDG vuông có


[image: image196.wmf]·

·

ADCD

ADFCDG

=

ü

ï

Þ

ý

=

ï

þ

 ∆ ADF = ∆ CDG ( cạnh huyền – góc nhọn),

Suy ra AF = CG ( hai cạnh tương ứng)   (2).

Từ (1) và (2) suy ra CH = CG.

Xét ∆ CEH vuông và ∆ CEG vuông có


[image: image197.wmf]CHCG

ECchung

=

ü

Þ

ý

þ

 ∆ CEH = ∆ CEG ( cạnh huyền – cạnh góc vuông),

Suy ra 
[image: image198.wmf]·

·

CEHCEG

=

 ( hai góc tương ứng).

Ta có 
[image: image199.wmf]·

·

·

CEGEBCECB

=+

 ( vì 
[image: image200.wmf]·

CEG

 là góc ngoài của ∆ BEC),


[image: image201.wmf]·

·

·

CEHEACECA

=+

 ( vì 
[image: image202.wmf]·

CEH

 là góc ngoài của ∆ AEC),

Do đó 
[image: image203.wmf]·

·

·

·

EBCECBEACECA

+=+

       (3).

Mặt khác, 
[image: image204.wmf]·

·

·

·

EBAEBCECBECA

+=+

 ( vì 
[image: image205.wmf]·

·

ABCACB

=

 )      (4)

Lấy (3) trừ (4) theo từng vế và do 
[image: image206.wmf]·

·

EACEBA

=

 (gt), ta được :


[image: image207.wmf]·

·

·

·

·

·

.

ECBEBAEBAECBEBAECB

-=-Þ=


Mà 
[image: image208.wmf]·

·

DAEABD

=

( gt),
Vậy 
[image: image209.wmf]·

·

.

DAEECB

=


D.MỘT SỐ BÀI NÂNG CAO PHÁT TRIỂN TƯ DUY

· Chứng minh đồng quy, thẳng hàng
Bài 1. Chứng minh rằng trong một tam giác có hai cạnh không bằng nhau thì đường trung tuyến ứng với cạnh lớn hơn sẽ nhỏ hơn đường trung tuyến ứng với cạnh bé.

Bài 2. Cho tam giác nhọn ABC. Vẽ 
[image: image210.wmf].

AHBC

^

Cho biết 
[image: image211.wmf]10,

ABcm

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image212.wmf]13,

ACcm

=

và 
[image: image213.wmf]3.

AHcm

=

Gọi O là một điểm trên AH sao cho 
[image: image214.wmf]2.

AOcm

=

Gọi M và N lần lượt là trung điểm của AB và HC.

Chứng minh ba điểm M, O, N thẳng hàng.

· Chứng minh trọng tâm
Bài 3. Cho tam giác ABC. Gọi D và E là hai điểm trên cạnh BC sao cho 
[image: image215.wmf].

BDDEEC

==

Vẽ đường trung tuyến AO của tam giác ABC. Trên tia đối của tia OA lấy điểm F sao cho 
[image: image216.wmf].

OFOA

=


a) Chứng minh rằng D là trọng tâm của tam giác BAF; E là trọng tâm của tam giác CAF.

b) Tia AD cắt BF tại N, tia FE cắt AC tại M. Chứng minh rằng tam giác ABC và tam giác AMN có cùng trọng tâm.

Bài 4. Cho tam giác ABC. Qua A vẽ đường thẳng 
[image: image217.wmf] // .

aBC

Qua B vẽ đường thẳng 
[image: image218.wmf] // 

bAC

và qua C vẽ đường thẳng 
[image: image219.wmf] // .

cAB

Các đường thẳng b và c cắt nhau tại A’ và cắt đường thẳng a lần lượt tại C’ và B’.Chứng minh rằng 
[image: image220.wmf]ABC

D

và 
[image: image221.wmf]ABC

¢¢¢

D

có cùng một trọng tâm.

Bài 5. Cho góc xOy và một điểm G ở trong góc đó. Hãy xác định điểm 
[image: image222.wmf]x;y

AOBO

ÎÎ

sao cho G là trọng tâm của tam giác AOB.

· Tính độ dài các đường trung tuyến
Bài 6. Cho tam giác ABC cân tại A, 
[image: image223.wmf]341,24.

ABcmBCcm

==


Tính độ dài đường trung tuyến BM.

Bài 7. Cho tam giác ABC vuông tại A. Các đường trung tuyến BE, CF cắt nhau tại G. Biết 
[image: image224.wmf]461,2601.

GBcmGCcm

==

Tính chu vi tam giác ABC.

Bài 8. Cho tam giác ABC vuông tại A, 
[image: image225.wmf]22

2.

ABAC

=

Chứng minh rằng các đường trung tuyến AM và CN vuông góc với nhau.

Bài 9. Chứng minh rằng tổng ba đường trung tuyến của một tam giác thì lớn hơn 
[image: image226.wmf]3

4

chu vi của tam giác đó.

· Chứng minh trung tuyến, trung điểm
Bài 10. Tam giác ABC có hai đường trung tuyến BE và CF bằng nhau. Gọi G là trọng tâm của tam giác ABC. Chứng minh rằng 
[image: image227.wmf].

AGBC

^


LỜI GIẢI BÀI NÂNG CAO VÀ PHÁT TRIỂN TƯ DUY
Bài 1. (h.18.6)

Xét tam giác ABC có BE và CF là hai đường trung tuyến cắt nhau tại G.

Giả sử 
[image: image228.wmf],

ACAB

>

ta phải chứng minh 
[image: image229.wmf].

BECF

<


Ta vẽ thêm đường trung tuyến AD, theo tính chất ba đường trung tuyến ta có AD đi qua G.

· Xét 
[image: image230.wmf]ADB

D

và 
[image: image231.wmf]ADC

D

có:


[image: image232.wmf],

DBDC

=

AD chung và 
[image: image233.wmf]ABAC

<

nên 
[image: image234.wmf]·

·

ADBADC

<

(định lí hai tam giác có hai cặp cạnh bằng nhau).

· Xét 
[image: image235.wmf]GDB

D

và 
[image: image236.wmf]GDC

D

có: 
[image: image237.wmf],

DBDC

=

GD chung và 
[image: image238.wmf]·

·

ADBADC

<

(chứng minh trên) nên 
[image: image239.wmf],

GBGC

<

suy ra 
[image: image240.wmf]22

,

33

BECF

<

do đó 
[image: image241.wmf].

BECF

<


Bài 2. (h.18.7)

Áp dụng định lí Py-ta-go vào các tam giác vuông ABH và ACH ta tính được HB = 1cm, HC = 2cm.

Vì N là trung điểm của HC nên 
[image: image242.wmf]1cm.

HNNC

==


Do đó 
[image: image243.wmf]1cm.

HNHB

==


Vậy AH là đường trung tuyến của 
[image: image244.wmf].

ABN

D


Mặt khác 
[image: image245.wmf]3,2

AHcmAOcm

==

nên 
[image: image246.wmf]2

,

3

AOAH

=

suy ra O là trọng tâm của 
[image: image247.wmf].

ABN

D


Ta có NM là một đường trung tuyến của 
[image: image248.wmf],

NAB

D

do đó NM phải đi qua trọng tâm O. Vậy ba điểm M, N, O thẳng hàng.

Bài 3. (h18.8)

a) Xét 
[image: image249.wmf]BAF

D

có 
[image: image250.wmf]OAOF

=

nên BO là đường trung tuyến.

Điểm D nằm trên đường trung tuyến BO mà 
[image: image251.wmf]12

33

BDBCBO

==

(vì 
[image: image252.wmf]2

BCBO

=

) nên D là trọng tâm của 
[image: image253.wmf].

BAF

D


Chứng minh tương tự ta được E là trọng tâm của 
[image: image254.wmf].

CAF

D


b) Vì D là trọng tâm của 
[image: image255.wmf]BAF

D

nên đường thẳng AD là một đường trung tuyến.

Vì AD cắt BF tại N nên 
[image: image256.wmf](

)

1

.1

2

FNBNBF

==


Chứng minh tương tự ta được 
[image: image257.wmf](

)

1

.2

2

AMMCAC

==


Ta có 
[image: image258.wmf](c.g.c).

OFBOAC

D=D


Suy ra 
[image: image259.wmf](

)

3

BFAC

=

và 
[image: image260.wmf]·

·

.

OFBOAC

=


Từ (1), (2), (3) suy ra 
[image: image261.wmf].

AMFN

=



[image: image262.wmf] (c.g.c),

AOMFON

D=D

suy ra 
[image: image263.wmf](

)

4

OMON

=

và 
[image: image264.wmf]·

·

.

AOMFON

=


Ta có 
[image: image265.wmf]·

·

180

o

AOMFOM

+=

 (kề bù).

Suy ra 
[image: image266.wmf]·

·

180,

o

FONFOM

+=

do đó ba điểm M, O, N thẳng hàng. (5)

Từ (4) và (5) suy ra O là trung điểm của MN do đó AO là đường trung tuyến của 
[image: image267.wmf].

AMN

D



[image: image268.wmf]ABC

D

và 
[image: image269.wmf]AMN

D

có chung đỉnh A, chung đường trung tuyến AO nên có cùng trọng tâm G.

Bài 4. (h.18.9)

Theo tinh chất đoạn chắn song song ta có 
[image: image270.wmf],

ABBCACBC

¢¢

==

suy ra 
[image: image271.wmf].

ABAC

¢¢

=


Chứng minh tương tự ta được 
[image: image272.wmf]BCBA

¢¢

=

và 
[image: image273.wmf].

CACB

¢¢

=


Xét 
[image: image274.wmf],

ABC

¢¢¢

D

ba đường thẳng 
[image: image275.wmf],,

AABBCC

¢¢¢

là ba đường trung tuyến nên chúng đồng quy tại một điểm G.

Gọi M là giao điểm của 
[image: image276.wmf]AA

¢

với BC; N là giao điểm của 
[image: image277.wmf]BB

¢

với AC; P là giao điểm của 
[image: image278.wmf]CC

¢

với AB.

Ta có 
[image: image279.wmf](

)

c.g.c

AMCAMB

¢

D=D

suy ra 
[image: image280.wmf].

MCMB

=


Vậy AM là đường trung tuyến ứng với cạnh BC của 
[image: image281.wmf].

ABC

D


Chứng minh tương tự ta được BN, CP là đường trung tuyến tương ứng với cạnh AC, AB của 
[image: image282.wmf].

ABC

D


Ba đường trung tuyến AM, BN, CP của 
[image: image283.wmf]ABC

D

gặp nhau tại một điểm. Mặt khác ba đường thẳng AM, BN, CP cũng là ba đường thẳng 
[image: image284.wmf],,.

AABBCC

¢¢¢

Do đó trọng tâm G của 
[image: image285.wmf]ABC

¢¢¢

D

cũng là trọng tâm của 
[image: image286.wmf].

ABC

D


Bài 5. (h.18.10)

· Tìm cách giải
Giả sử đã vẽ được tam giác AOB sao cho G là trọng tâm của nó. Tia OG cắt AB tại trung điểm M. Trên tia OG lấy điểm K sao cho 
[image: image287.wmf]3.

OKOG

=

Ta chứng minh được


[image: image288.wmf](

)

(

)

c.g.c;c.g.c.

AMKBMOAMOBMK

D=DD=D


Suy ra 
[image: image289.wmf] // y; //x.

KAOKBO

Do đó xác định được A và B.

· Trình bày lời giải.
· Vẽ tia OG, trên đó lấy điểm K sao cho 
[image: image290.wmf]3.

OKOG

=


· Từ K vẽ 
[image: image291.wmf](

)

 // yx

KAOAO

Î

và 
[image: image292.wmf](

)

 // 

Î

KBOxBOy


· Vẽ đoạn thẳng AB cắt OK tại M. Khi đó G là trọng tâm của 
[image: image293.wmf].

AOB

D


Thực vậy, ta có 
[image: image294.wmf]AKOB

=

(tính chất đoạn chắn song song).


[image: image295.wmf](

)

g.c.g,

AMKBMO

D=D

suy ra 
[image: image296.wmf](

)

1

MAMB

=

và 
[image: image297.wmf].

MKMO

=


Vì 
[image: image298.wmf]3

OKOG

=

nên 
[image: image299.wmf]3

2

OMOG

=

hay 
[image: image300.wmf](

)

2

.2

3

OGOM

=


Từ (1) và (2) suy ra G là trọng tâm của 
[image: image301.wmf].

AOB

D


Bài 6. (h.18.11)

Vẽ các đường trung tuyến AD, BM cắt nhau tại G.

Ta có 
[image: image302.wmf](

)

c.c.c.

ADBADC

D=D

Suy ra 
[image: image303.wmf]·

·

12;180:290.

oo

DBDCcmADBADC

=====


Áp dụng định lí Py-ta-go vào 
[image: image304.wmf]ABD

D

vuông tại D ta được


[image: image305.wmf]22222

(341)1222515()

=-=-=Þ=

ADABBDADcm


Vì G là trọng tâm của 
[image: image306.wmf]ABC

D

nên 
[image: image307.wmf]1

5.

3

GDADcm

==


Áp dụng định lí Py-ta-go vào tam giác GBD vuông tại D ta được


[image: image308.wmf](

)

22222

51216913.

GBGDBDGBcm

=+=+=Þ=


Suy ra 
[image: image309.wmf](
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Bài 7. (h.18.12)

Vì G là trọng tâm của 
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· Xét 
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· Xét 
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Từ (1) và (2), suy ra 
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Mặt khác 
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Suy ra 
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Ta viết (3) thành 
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Mà theo (1) thì 
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So sánh (*) và (**) ta được 
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Từ đó ta tính được 
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Vậy chu vi 
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Bài 8. (h.18.13)

Đặt 
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Áp dụng định lí Py-ta-go cho 
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vuông tại A ta có:
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Áp dụng định lí Py-ta-go cho 
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vuông tại A ta có:
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Gọi G là trọng tâm của 
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, ta có
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Xét 
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Do đó theo định lí Py-ta-go đảo ta được 
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vuông tại G. Suy ra 
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Bài 9. (h.18.14)

Xét 
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có các đường trung tuyến AD, BE, CF cắt nhau tại G.

Xét 
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ta có 
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Tương tự, ta có 
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Cộng từng vế các bất đẳng thức (1) (2) (3) ta được:
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Suy ra 
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Nhận xét: Trong bài 17.7 ta đã chứng minh được AD + BE + CF lớn hơn nửa chu vi tam giác. Như vậy kết quả bài này “mạnh” hơn kết quả ở bài 17.7.

Bài 10. (h.18.15)

Xét 
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có BE và CF là hai đường trung tuyến và 
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Vì G là trọng tâm nên 
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do đó 
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Ta có 
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dẫn tới 
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Gọi D là giao điểm của đường thẳng AG với BC.

Do G là trọng tâm nên AG là đường trung tuyến. Suy ra 
[image: image358.wmf].
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Ta có 
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Vậy 
[image: image361.wmf].
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