CHƯƠNG 10:
Chuyên đề7.  ĐƯỜNG KÍNH VÀ DÂY CỦA ĐƯỜNG TRÒN.
LIÊN HỆ GIỮA DÂY VÀ KHOẢNG CÁCH TỪ TÂM ĐẾN DÂY.

A. Kiến thức cần nhớ
	1. Trong các dây của một đường tròn, dây lớn nhất là đường kính.
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2. Trong một đường tròn, đường kính vuông góc với một
 dây thì đi qua trung điểm của dây ấy. Đảo lại, trong một 
đường tròn, đường kính đi qua trung điểm của một dây
 không đi qua tâm thì vuông góc với dây ấy (h.7.1).
3. Trong một đường tròn:

· Hai dây bằng nhau thì cách đều tâm;

· Hai dây cách đều tâm thì bằng nhau.

4. Trong hai dây của một đường tròn:

· Dây nào lớn hơn thì dây đó gần tâm hơn;

· [image: image226.wmf];
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Dây nào gần tâm hơn thì dây đó lớn hơn (h.7.2).




B. Một số ví dụ

Ví dụ 1. Cho nửa đường tròn đường kính
[image: image1.wmf]AB

và ba dây
[image: image2.wmf],,
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 không qua tâm. Gọi H và K lần lượt là hình chiếu của D trên AC và AE. Chứng minh rằng 
[image: image3.wmf]HKAB

<

.
Giải

Gọi I là trung điểm của AD.
[image: image227.png]7



Ta có 
[image: image4.wmf].
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Suy ra bốn điểm K, H, A, D cùng nằm trên một 
đường tròn đường kính AD.
Mặt khác, 
[image: image5.wmf]·
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nên KH là dây cung không 
qua tâm của đường tròn đường kính AD.
Trong đường tròn, đường kính là dây lớn nhất nên 
[image: image6.wmf].
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Mặt khác, 
[image: image7.wmf]ADAB
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 nên 
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.
Nhận xét: Phương pháp giải ví dụ này là dùng AD làm trung gian, AD là đường kính của đường tròn này nhưng lại là dây cung của đường tròn khác.

Ví dụ 2. Cho đường tròn (O), hai dây AB, CD bằng nhau và song song. Chứng minh rằng bốn điểm A, B, C, D là bốn đỉnh của hình chữ nhật.
Giải
Tứ giác ABCD có AB // CD và
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 nên là hình bình hành.

Suy ra AC // BD và 
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ACBD

=
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Qua O vẽ một đường thẳng vuông góc với AC tại H, cắt BD tại K.
Vì AC // BD nên 
[image: image11.wmf].
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Ta có 
[image: image12.wmf]11
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(tính chất đường kính 
vuông góc với dây cung).

Suy ra 
[image: image13.wmf]HAKB
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 (vì 
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Tứ giác ABKH có hai cạnh đối song song và
 bằng nhau nên là hình bình hành.

Hình bình hành này có 
[image: image15.wmf]µ
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nên là hình chữ nhật, suy ra 
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Do đó hình bình hành ABDC là hình chữ nhật.

Nhận xét: Dễ thấy, tứ giác ABCD là hình bình hành. Chỉ còn phải chứng minh 
[image: image17.wmf]µ

90

A

=°

. Muốn vậy, qua O ta vẽ HK vuông góc với AC và BD. Bây giờ phải chứng minh ABKH là hình chữ nhật để suy ra 
[image: image18.wmf]µ
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Ví dụ 3. Cho đường tròn (O) và một điểm M ở trong đường tròn
[image: image19.wmf](
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. Qua M vẽ hai dây, dây 
[image: image20.wmf]ABOM
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và dây CD bất kì không vuông góc với OM. Chứng minh rằng 
[image: image21.wmf].
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Giải

Vẽ 
[image: image22.wmf].
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Xét 
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vuông tại H có 
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( cạnh góc vuông nhỏ hơn cạnh huyền). 
Suy ra
[image: image25.wmf]CDAB
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( dây nào gần tâm hơn thì lớn hơn).
Do đó 
[image: image26.wmf].
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Nhận xét: Trong các dây đi qua một điểm M ở bên trong đường tròn (O), dây ngắn nhất là dây vuông góc  với OM. 
Ví dụ 4. Cho đường tròn (O; R) và một điểm M cách O một khoảng 
[image: image27.wmf]2
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. Trên đường tròn lấy một điểm A. Tìm giá trị lớn nhất của góc OAM.
Giải
Vẽ dây AB đi qua M.
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[image: image28.wmf]OAB
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cân tại O nên 
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 lớn nhất 
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nhỏ nhất
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Khi đó 
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Suy ra 
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Vậy 
[image: image36.wmf]µ

30

maxA

=°

khi 
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Ví dụ 5. Cho đường tròn (O), dây AB. Trên cùng một nửa mặt phẳng bờ AB vẽ hai dây AC, BD bằng nhau, cắt nhau tại E. Chứng minh 
[image: image38.wmf].
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Giải

Vẽ 
[image: image39.wmf];.
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Vì 
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  nên 
[image: image41.wmf].

OHOK

=


Ta có 
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Do đó 
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Xét 
[image: image45.wmf]AOB

D

cân tại O, có OE là đường phân giác nên OE đồng thời là đường cao.

Suy ra 
[image: image46.wmf].
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C. Bài tập vận dụng

· Đường kính và dây cung
7.1. Chứng minh rằng trong một đường tròn hai dây không đi qua tâm không thể cắt nhau tại trung điểm của mỗi dây.
7.2.  Cho nửa đường tròn (O) đường kính AB. Trên các bán kính OA, OB lần lượt lấy các điểm M và N sao cho 
[image: image47.wmf].
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 Từ M và N vẽ hai tia song song cắt nửa đường tròn lần lượt tại C và D. Chứng minh rằng 
[image: image48.wmf].
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7.3. Cho đường tròn (O; R) đường kính AB và dây CD nằm về một phía của AB (C, D không trùng với A hoặc B). Gọi H và K lần lượt là hình chiếu của A và B trên đường thẳng CD. Chứng minh rằng:

a) H và K nằm ngoài đường tròn (O);

b) 
[image: image49.wmf]CHDK
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7.4. Cho đường tròn (O; R). Một dây AB chuyển động trong đường tròn sao cho 
[image: image50.wmf]·
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 Gọi M là trung điểm của AB. Hỏi điểm M đi động trên đường nào? 
7.5. Cho bốn điểm A, B, C, D cùng nằm trên đường tròn (O; R) theo thứ tự đó. Tìm giá trị lớn nhất của diện tích tứ giác ABCD.
· Khoảng cách từ tâm đến dây
7.6. Cho đường tròn (O; 5cm) và hai dây AB, CD song song với nhau, cách nhau 7cm. Biết AB = 6cm, tính diện tích tứ giác có bốn đỉnh là A, B, C, D.
7.7. Cho đường tròn (O; 10cm). Hai dây AB, CD song song với nhau, tâm O cách dây AB là 8cm và cách dây CD là 6cm. Biết dây AB và tâm O thuộc hai nửa mặt phẳng đối nhau bờ CD, tính chu vi tứ giác có bốn đỉnh là A, B, C, D.
7.8. Cho đường tròn (O; 5cm) và một điểm P sao cho OP = 3cm. Qua P vẽ một dây có độ dài là một số nguyên. Hỏi vẽ được tất cả bao nhiêu dây như vậy?
· Dựng hình
7.9. Cho đường tròn (O) và một điểm A ở bên trong đường tròn . Dựng hình thoi ABCD sao cho B, C, D nằm trên đường tròn (O).
7.10. Cho đường tròn (O; R) và một đoạn thẳng AB < 2R. Hãy dựng dây CD sao cho bốn điểm A, B, C, D là bốn đỉnh của một hình bình hành.
7.11. Cho đường tròn (O; R) và một đoạn thẳng AB sao cho ba điểm A, O, B không thẳng hàng. Qua A và B hãy dựng hai đường thẳng song song cắt đường tròn lần lượt tại C, D, E, F sao cho bốn điểm C, D, E, F là bốn đỉnh của một hình chữ nhật.
7.12. Cho đường tròn (O) và 100 đường kính. Tại mỗi đường kính viết một trong các số tự nhiên từ 1 đến 99. Chứng minh rằng tồn tại bốn điểm A, B, C, D là các đầu đường kính đã vẽ mà AB = CD và a + b = c + d (a, b, c, d là các số được viết tương ứng tại A, B, C, D).
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HƯỚNG DẪN GIẢI - ĐÁP SỐ
7.1. Giả sử hai dây
[image: image51.wmf]AB

 và
[image: image52.wmf]CD

 cắt nhau tại trung

 điểm mỗi dây.

Khi đó
[image: image53.wmf];
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 (tính chất đường

kính đi qua trung điểm của một dây).

Điều này vô lí vì qua điểm M có hai đường

 thẳng
[image: image54.wmf]AB

 và
[image: image55.wmf]CD

 cùng vuông góc với
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 .
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7.2. Gọi H là trung điểm của CD.

 Khi đó OH là đường trung bình của hình

thang MCND,

Suy ra
[image: image57.wmf]//
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Ta có
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 (đường kính đi qua trung

điểm của một dây).

Suy ra
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.
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7.3. 
a) Ta có
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 (vì cùng vuông góc với 
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Suy ra 
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Do đó 
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 có số đo lớn hơn hoặc 

bằng
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Giả sử 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image67.wmf]90
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Xét
[image: image68.wmf]OAH
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 có góc OAH là góc lớn nhất nên

OH là cạnh lớn nhất.

Suy ra 
[image: image69.wmf]OHOAR
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. Vậy điểm H nằm ngoài đường tròn (O).

Vẽ
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 ta được
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 Mặt khác,
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nên
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Xét
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 có
[image: image75.wmf]OM

vừa là đường cao, vừa là đường trung tuyến nên là tam giác 

cân. Suy ra
[image: image76.wmf].

OKOHR

=>

 Do đó điểm K nằm ngoài đường tròn (O).
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b) Ta có
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(tính chất đường kính vuông góc với dây).

Suy ra
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7.4. Ta có
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 suy ra
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Xét
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Vậy điểm
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7.5. Gọi
[image: image91.wmf]E

 là giao điểm của
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Ta có
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Diện tích tứ giác
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Ta có
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image106.wmf]AC
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Vậy maxS
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7.6. Vẽ
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. Đường thẳng
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cắt
[image: image111.wmf]CD

tại
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Khi đó
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 (vì
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Suy ra
[image: image115.wmf]3

HAcm

=

 và
[image: image116.wmf]1

.

2

CKCD

=


Ta có
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Do đó 
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Ta có
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Diện tích hình thang
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7.7. Vẽ
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[image: image125.wmf]CD

 tại
[image: image126.wmf]K

. Vì
[image: image127.wmf]//

ABCD

 nên
[image: image128.wmf]OHCD

^


Ta có
[image: image129.wmf]8;6

OHcmOKcm

==

 suy ra
[image: image130.wmf]2.

HKcm

=

 

Vẽ 
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Ta có
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Ta có
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 Xét
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Suy ra
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 Vậy chu vi  tứ giác
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7.8. Qua
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 vẽ đường kính
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Ta được
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Khi dây
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Vậy số dây có độ dài là một số nguyên là:
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7.9. 
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a) Phân tích:

Giả sử đã dựng được hình thoi
[image: image157.wmf]ABCD

, hai

đường chéo cắt nhau tại
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Ta có
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 và
[image: image161.wmf]BD


là đường trung trực của
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b) Cách dựng:

-  Dựng đường thẳng
[image: image165.wmf]OA

 cắt đường tròn tại
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 và
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-  Dựng đường trung trực của
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 cắt đường tròn tại
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c) Chứng minh:

  Bạn đọc tự giải.

d) Biện luận:
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Bài toán có hai nghiệm hình là hình thoi
[image: image173.wmf]ABCD

 và
[image: image174.wmf]'''

ABCD

.

7.10.

a) Phân tích:

Giả sử đã dựng được hình bình hành
[image: image175.wmf]ABCD


thỏa mãn đề bài, ta có
[image: image176.wmf]//

ABCD

 và
[image: image177.wmf]ABCD

=


Vẽ đường kính vuông góc với đường thẳng
[image: image178.wmf]AB


tại
[image: image179.wmf]H

, cắt
[image: image180.wmf]CD

 tại
[image: image181.wmf]K

 .

Vẽ dây
[image: image182.wmf]PQAB

=

 và vẽ
[image: image183.wmf]OEPQ

^

 . Khi đó
[image: image184.wmf]PQCD

=

 và
[image: image185.wmf]OEOK

=


b) Cách dựng:

- Dựng dây
[image: image186.wmf]PQAB

=

 và dựng
[image: image187.wmf]OEPQ

^

 .

- Dựng đường thẳng vuông góc với
[image: image188.wmf]AB

 tại
[image: image189.wmf]H

.

Trên đường thẳng này lấy điểm
[image: image190.wmf]K

 sao cho
[image: image191.wmf]OKOE

=


-Qua
[image: image192.wmf]K

 dựng dây 
[image: image193.wmf]CDOH

^


Khi đó bốn điểm
[image: image194.wmf],,,

ABCD

 là bốn đỉnh của một hình bình hành.

c) Chứng minh:

Ta có 
[image: image195.wmf]CDPQ

=

 (vì hai dây này cách đều tâm).Do đó
[image: image196.wmf]CDAB

=

,

Mặt khác,
[image: image197.wmf]//

CDAB

 (vì cùng vuông góc với
[image: image198.wmf]OH

).

Vậy bốn điểm
[image: image199.wmf],,,

ABCD

 là bốn đỉnh của một hình bình hành.

d) Biện luận:

- Nếu
[image: image200.wmf]OHOK

¹

 thì bài toán có hai nghiệm hình.

- Nếu
[image: image201.wmf]OHOK

=

 thì bài toán có một nghiệm hình.

7.11.

[image: image242.png]


* Cách dựng:

- Dựng trung điểm M của AB.
- Dựng đường thẳng
[image: image202.wmf]MO

.

- Qua
[image: image203.wmf]A

 và
[image: image204.wmf]B

 dựng hai đường thẳng song 

song với
[image: image205.wmf]OM

 , chúng cắt đường tròn lần 

lượt tại
[image: image206.wmf],,

CDE

 và
[image: image207.wmf]F

. Khi đó
[image: image208.wmf]CDEF

 là 

hình chữ nhật.

* Chứng minh:

Qua
[image: image209.wmf]O

 vẽ một đường thẳng vuông góc với
[image: image210.wmf]CD

 tại
[image: image211.wmf]H

, cắt
[image: image212.wmf]EF

 tại
[image: image213.wmf]K

.

Do
[image: image214.wmf]//

AHBK

 và
[image: image215.wmf]MAMB

=

 nên tứ giác


[image: image216.wmf]CDEF

là hình chữ nhật ( xem ví dụ 2).

[image: image243.png]


7.12. Hiệu hai số ở đầu đường kính có 

giá trị nhỏ nhất là 0 ( nếu hai số ở hai đầu 

đường kính bằng nhau), có giá trị lớn

nhất là 98 ( vì 
[image: image217.wmf]99198

-=

 ) .

Có 99 hiệu và 100 đường kính, theo 

nguyên lí Đirichlê, tồn tại hai đường

kính có hiệu số ở hai đầu bằng nhau.

Gọi hai đường kính đó là
[image: image218.wmf]AC

 và
[image: image219.wmf]BD

.

Ta có
[image: image220.wmf]||||

acbd

-=-


Giả sử
[image: image221.wmf];

acdb

³³

 thế thì 
[image: image222.wmf].

acdbabcd

-=-Þ+=+


Tứ giác
[image: image223.wmf]ABCD

 có hai đường chéo bằng nhau, cắt nhau tại trung điểm mỗi đường nên là hình chữ nhật. Do đó
[image: image224.wmf].

ABCD

=


Nhận xét. Phương pháp giải bài toán trên là sử dụng nguyên lí Đirichlê. Ưu điểm của phương pháp này là nó khẳng định được một sự kiện nào đó mà không cần một mô hình cụ thể. 
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