


CHƯƠNG VIII: QUAN HỆ VUÔNG GÓC TRONG KHÔNG GIAN
BÀI 1. HAI ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÓC
A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM
[image: ]
Ta đã biết cách xác định góc giữa hai đường thẳng cùng thuộc một mặt phẳng. Có góc giữa hai đường thẳng chéo nhau không? Nếu có, làm thế nào để xác định? 
1. Góc giữa hai đường thẳng trong không gian 








[image: ] Cho hai đường thẳng chéo nhau  và  trong không gian. Qua một điểm  tuỳ ý vẽ  và vẽ . Khi thay đổi vị trí của điểm , có nhận xét gì về góc giữa  và ?
[image: ]







Góc giữa hai đường thẳng ,  trong không gian, kí hiệu , là góc giữa hai đường thẳng  và  cùng đi qua một điểm và lần lượt song song hoặc trùng với  và .
Chú ý: 



a) Để xác định góc giữa hai đường thẳng ,  ta có thể lấy một điểm  nằm trên một trong hai đường thẳng đó và vẽ đường thẳng song song với đường thẳng còn lại.


b) Góc giữa hai đường thẳng nhận giá trị từ  đến .









Ví dụ 1. Cho hình hộp  có 6 mặt đều là hình vuông và , , ,  lần lượt là trung điểm các cạnh , , , . Tính góc giữa các cặp đường thẳng:


a)  và ;


b)  và .










[image: ] Cho hình hộp  có 6 mặt đều là hình vuông , , ,  lần lượt là trung điểm các cạnh , , , . Tính góc giữa các cặp đường thẳng:


a)  và ; 


b)  và ; 


c)  và .




[image: ] Khung của một mái nhà được ghép bởi các thanh gỗ như Hình 3. Cho biết tam giác  vuông cân tại . Tính góc giữa hai thanh gỗ  và .
[image: ]
2. Hai đường thẳng vuông góc trong không gian

[image: ] Cho hình hộp  có 6 mặt đều là hình vuông. Nêu nhận xét về góc giữa các cặp đường thẳng:




a)  và ; 	b)  và .




a) là hình vuông nên góc giữa là .




b) Vì nên góc giữa là góc giữa và bằng .
Định nghĩa



[image: ] Hai đường thẳng ,  được gọi là vuông góc với nhau nếu góc giữa chúng bằng .




Hai đường thẳng ,  vuông góc được kí hiệu là  hoặc .



Ví dụ 2. Cho hình hộp  có 6 mặt đều là hình vuông. Chứng minh rằng , .

[image: ] Cho hình hộp  có 6 mặt đều là hình vuông.

a) Tìm các đường thẳng đi qua hai đỉnh của hình lập phương và vuông góc với .


b) Trong các đường thẳng tìm được ở câu , tìm đường thẳng chéo với .
Chú ý:
a) Hai đường thẳng vuông góc có thể cắt nhau hoặc chéo nhau.
b) Cho hai đường thẳng song song, đường thẳng nào vuông góc với đường này thì cũng vuông góc với đường kia.




c) Trong không gian, khi có hai đường thẳng phân biệt ,  cùng vuông góc với một đường thẳng thứ ba  thì ta chưa kết luận được  như trong hình học phẳng.

[image: ]Hình bên mô tả một người thợ đang ốp gạch vào tường có sử dụng thước laser để kẻ vạch. Tìm các đường thẳng vuông góc với đường thẳng  trong Hình 4.
[image: ]
,...
B. PHÂN LOẠI VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP
[bookmark: _Toc475772953]Dạng 1.  Tính góc giữa hai đường thẳngHu
1. Phương pháp
· Lấy điểm O tùy ý ( ta có thể lấy điểm O thuộc một trong hai đường thẳng), qua đó vẽ các đường thẳng lần lượt song song (hoặc trùng) với hai đường thẳng đã cho.
· Tính một góc trong các góc được tạo bởi giữa hai đường thẳng cắt nhau tại O.
· Nếu góc đó nhọn thì đó là góc cần tìm, nếu góc đó tù thì góc cần tính là góc bù với góc đã tính.
2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng
Ví dụ 1: Cho tứ diện đều ABCD. Gọi I là trung điểm của BC. Tính côsin của góc tạo bởi hai đường thẳng DI và AB. Ví dụ 2: Cho hình lập phương ABCD.A’B’C’D’. Xác định Góc tạo bởi hai đường thẳng BD và CD’. 
[image: ]

Do  nên góc giữa BD và CD’ là góc giữa BD và BA’


Mà  là tam giác đều nên góc giữa BD và BA’ là 

Vậy góc giữa BD và CD’ là 


Ví dụ 3: Cho tứ diện ABCD. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của các cạnh BC và AD. Cho biết  và . Xác định góc tạo bởi hai đường thẳng AB và CD







Ví dụ 4. Cho hình lập phương cạnh . Gọi  lần lượt là trung điểm các cạnh . Xác định góc giữa hai đường thẳng và .







Ví dụ 5. Cho hình chóp  có tất cả các cạnh đều bằng . Gọi lần lượt là trung điểm của . Tính số đo của góc hợp bởi  và . 
[bookmark: _Toc475772954]Dạng 2.  Chứng minh hai đường thẳng vuông góc trong không gian
1. Phương pháp

Cách 1: Dùng định nghĩa: 

Cách 2: Dùng định lí: 
2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng





Ví dụ 1. Cho hình chóp  có , . Chứng minh  vuông góc với .





Ví dụ 2. 	Cho hình hộp  có sáu mặt đều là các hình vuông. Gọi ,  lần lượt là trung điểm của  và .
a) 

Chứng minh: , .
b) 

Tính góc giữa  và .



Ví dụ 3: Cho hình chóp  có  và .



		 Chứng minh rằng ,  và .
C. GIẢI BÀI TẬP SÁCH GIÁO KHOA










Bài 1. Cho hình chóp có đáy là hình thoi cạnh . Cho biết , và. Tính góc giữa  và,  và.


Bài 2. Cho tứ diện đều . Chứng minh rằng .










Bài 3. Cho hình chóp  có , , . Cho  và  lần lượt là trung điểm của  và . Chứng minh rằng  và .






Bài 4. Cho tứ diện đều  cạnh . Gọi  là trung điểm của . Tính góc giữa hai đường thẳng  và .









Bài 5. Cho tứ diện . Gọi ,  lần lượt là trung điểm của  và . Biết  và . Tính góc giữa  và .







Bài 6. Một ô che nắng có viền khung hình lục giác đều  song song với mặt bàn và có cạnh  song song với cạnh bàn  (Hình 5). Tính số đo góc hợp bởi đường thẳng  lần lượt với các đường thẳng ,  và .
[image: ]
D. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM
Câu 1: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng?
A. Hai đường thẳng cùng vuông góc với một đường thẳng thì song song với nhau.
B. Một đường thẳng vuông góc với một trong hai đường thẳng vuông góc với nhau thì song song với đường thẳng còn lại.
C. Hai đường thẳng cùng vuông góc với một đường thẳng thì vuông góc với nhau.
D. Một đường thẳng vuông góc với một trong hai đường thẳng song song thì vuông góc với đường thẳng kia.
Câu 2: Cho hai đường thẳng phân biệt [image: ] và mặt phẳng [image: ], trong đó[image: ]. Mệnh đề nào sau đây là sai?
A. Nếu [image: ] thì [image: ].	B. Nếu [image: ] thì[image: ].
C. Nếu [image: ] thì[image: ].	D. Nếu [image: ] thì [image: ].
Câu 3: Cho hình lập phương [image: ]. Hãy xác định góc giữa cặp vectơ [image: ] và[image: ]?
A. [image: ]	B. [image: ]	C. [image: ]	D. [image: ]
Câu 4: Cho hình lập phương [image: ]. Góc giữa [image: ] và [image: ] là:
A. [image: ]	B. [image: ]	C. [image: ]	D. [image: ]
Câu 5: Cho hình hộp [image: ]. Giả sử tam giác [image: ] và [image: ] đều có ba góc nhọn. Góc giữa hai đường thẳng [image: ] và [image: ] là góc nào sau đây?
A. [image: ]	B. [image: ]	C. [image: ]	D. [image: ]
Câu 6: Cho hình lập phương [image: ]. Chọn khẳng định sai?
A. Góc giữa [image: ] và [image: ] bằng [image: ]	B. Góc giữa [image: ] và [image: ] bằng [image: ]
C. Góc giữa [image: ] và [image: ] bằng [image: ]	D. Góc giữa [image: ] và [image: ] bằng [image: ]

Câu 7: Cho tứ diện [image: ] có [image: ]. Gọi [image: ] lần lượt là trung điểm của [image: ]. Góc [image: ] bằng
A. [image: ]	B. [image: ]	C. [image: ]	D. [image: ]
Câu 8: Cho hình chóp [image: ] có tất cả các cạnh đều bằng [image: ]. Gọi [image: ] và [image: ] lần lượt là trung điểm của [image: ] và [image: ]. Số đo của góc [image: ] bằng:
A. [image: ]	B. [image: ]	C. [image: ]	D. [image: ]
Câu 9: Cho hình chóp [image: ] có cạnh [image: ], tất cả các cạnh còn lại đều bằng [image: ]. Tính số đo của góc giữa hai đường thẳng [image: ] và [image: ]
A. [image: ]	B. [image: ]	C. [image: ]	D. [image: ]
Câu 10: Cho tứ diện [image: ] có [image: ]. Gọi [image: ] lần lượt là trung điểm của [image: ] và [image: ]. Biết [image: ] vuông góc với [image: ]. Tính [image: ].
A. [image: ]	B. [image: ]	C. [image: ]	D. [image: ]
Câu 11: Cho tứ diện [image: ] có [image: ] vuông góc với [image: ]. Mặt phẳng [image: ] song song với [image: ] và [image: ] lần lượt cắt [image: ] tại [image: ]. Tứ giác [image: ] là hình gì?
A. Hình thang.		B. Hình bình hành.
C. Hình chữ nhật.		D. Tứ giác không phải hình thang.

Ta có 

Tương tự ta có .

Do đó tứ giác  là hình bình hành


Ta có . Suy ra 

Ta có 



Vậy 
Câu 12: Cho tứ diện [image: ] có [image: ] vuông góc với [image: ], [image: ]. [image: ] là điểm thuộc cạnh [image: ] sao cho [image: ]. Mặt phẳng [image: ] đi qua [image: ] song song với [image: ] và [image: ]. Diện tích thiết diện của [image: ] với tứ diện là:
A. [image: ]	B. [image: ]	C. [image: ]	D. [image: ]





image3.wmf
a


image48.wmf
CD

¢


oleObject46.bin

image49.wmf
EF


oleObject47.bin

image50.wmf
CC

¢


oleObject48.bin

image51.png




image52.wmf
OMN


oleObject49.bin

image53.wmf
O


oleObject1.bin

oleObject50.bin

image54.wmf
a


oleObject51.bin

image55.wmf
b


oleObject52.bin

image56.png




image57.png




oleObject53.bin

image58.wmf
AB


oleObject54.bin

image4.wmf
b


image59.wmf
BB

¢


oleObject55.bin

image60.wmf
AB


oleObject56.bin

image61.wmf
DD

¢


oleObject57.bin

image62.wmf
ABBA

¢¢


oleObject58.bin

image63.wmf
  '

ABvàBB


oleObject59.bin

oleObject2.bin

image64.wmf
90

o


oleObject60.bin

image65.wmf
'//'

DDAA


oleObject61.bin

image66.wmf
  '

ABvàDD


oleObject62.bin

image67.wmf
  '

ABvàAA


oleObject63.bin

oleObject64.bin

image68.png




image5.wmf
M


image69.wmf
a


oleObject65.bin

image70.wmf
b


oleObject66.bin

image71.wmf
90

°


oleObject67.bin

oleObject68.bin

oleObject69.bin

image72.wmf
ab

^


oleObject70.bin

oleObject3.bin

image73.wmf
ba

^


oleObject71.bin

oleObject72.bin

image74.wmf
ABCC

¢

^


oleObject73.bin

image75.wmf
ACBD

¢¢

^


oleObject74.bin

image76.png




oleObject75.bin

image77.wmf
AC


image6.wmf
//

aa

¢


oleObject76.bin

image78.wmf
a


oleObject77.bin

image79.wmf
AC


oleObject78.bin

oleObject79.bin

oleObject80.bin

image80.wmf
c


oleObject81.bin

image81.wmf
 // 

ab


oleObject4.bin

oleObject82.bin

image82.png




image83.wmf
a


oleObject83.bin

image84.png




image85.png




image86.wmf
BA'//CD'


oleObject84.bin

image87.wmf
D

A'BD


image7.wmf
//

bb

¢


oleObject85.bin

image88.wmf
o

60.


oleObject86.bin

image89.wmf
o

60.


oleObject87.bin

image90.wmf
==

ABCD2a


oleObject88.bin

image91.wmf
=

MNa3


oleObject89.bin

image92.wmf
.

ABCDABCD

¢¢¢¢


oleObject5.bin

oleObject90.bin

image93.wmf
a


oleObject91.bin

image94.wmf
, , 

MNP


oleObject92.bin

image95.wmf
, , 

ABBCCD

¢¢


oleObject93.bin

image96.wmf
MN


oleObject94.bin

image97.wmf
AP


image8.wmf
M


oleObject95.bin

image98.wmf
.

SABC


oleObject96.bin

image99.wmf
a


oleObject97.bin

image100.wmf
, 

IJ


oleObject98.bin

image101.wmf
, 

SABC


oleObject99.bin

image102.wmf
IJ


oleObject6.bin

oleObject100.bin

image103.wmf
SB


oleObject101.bin

image104.wmf
(

)

·

0

aba,b90

^Û=


oleObject102.bin

image105.wmf
b//c

ab

ac

ì

Þ^

í

^

î


oleObject103.bin

image106.wmf
.

SABC


oleObject104.bin

image107.wmf
ABAC

=


image9.wmf
a

¢


oleObject105.bin

image108.wmf
·

·

SACSAB

=


oleObject106.bin

image109.wmf
SA


oleObject107.bin

image110.wmf
BC


oleObject108.bin

image111.wmf
.

ABCDMNPQ


oleObject109.bin

image112.wmf
E


oleObject7.bin

oleObject110.bin

image113.wmf
F


oleObject111.bin

image114.wmf
AB


oleObject112.bin

image115.wmf
BC


oleObject113.bin

image116.wmf
^

EFBD


oleObject114.bin

image117.wmf
^

EFAM


image10.wmf
b

¢


oleObject115.bin

image118.wmf
EF


oleObject116.bin

image119.wmf
AQ


oleObject117.bin

image120.wmf
.

SABC


oleObject118.bin

image121.wmf
SASBSC

==


oleObject119.bin

image122.wmf
·

·

·

ASBBSCCSA

==


oleObject8.bin

oleObject120.bin

image123.wmf
SABC

^


oleObject121.bin

image124.wmf
SBAC

^


oleObject122.bin

image125.wmf
SCAB

^


oleObject123.bin

image126.wmf
.D

SABC


oleObject124.bin

image127.wmf
D

ABC


image11.png




oleObject125.bin

image128.wmf
a


oleObject126.bin

image129.wmf
3

SAa

=


oleObject127.bin

image130.wmf
SAAB

^


oleObject128.bin

image131.wmf
D

SAA

^


oleObject129.bin

image132.wmf
SB


image12.wmf
a


oleObject130.bin

image133.wmf
D

C


oleObject131.bin

image134.wmf
D

S


oleObject132.bin

image135.wmf
CB


oleObject133.bin

image136.wmf
ABCD


oleObject134.bin

image137.wmf
ABCD

^


oleObject9.bin

oleObject135.bin

image138.wmf
.

SABC


oleObject136.bin

image139.wmf
SASBSCa

===


oleObject137.bin

image140.wmf
·

·

60

BSACSA

==°


oleObject138.bin

image141.wmf
·

90

BSC

=°


oleObject139.bin

image142.wmf
I


image13.wmf
b


oleObject140.bin

image143.wmf
J


oleObject141.bin

image144.wmf
SA


oleObject142.bin

image145.wmf
BC


oleObject143.bin

image146.wmf
IJSA

^


oleObject144.bin

image147.wmf
IJBC

^


oleObject10.bin

oleObject145.bin

oleObject146.bin

image148.wmf
a


oleObject147.bin

image149.wmf
K


oleObject148.bin

image150.wmf
CD


oleObject149.bin

image151.wmf
AK


oleObject150.bin

image14.wmf
(

)

,

ab


image152.wmf
BC


oleObject151.bin

image153.wmf
ABCD


oleObject152.bin

image154.wmf
M


oleObject153.bin

image155.wmf
N


oleObject154.bin

image156.wmf
BC


oleObject155.bin

oleObject11.bin

image157.wmf
AD


oleObject156.bin

image158.wmf
2

ABCDa

==


oleObject157.bin

image159.wmf
3

MNa

=


oleObject158.bin

image160.wmf
AB


oleObject159.bin

image161.wmf
CD


oleObject160.bin

image15.wmf
a

¢


image162.wmf
ABCDEF


oleObject161.bin

image163.wmf
AB


oleObject162.bin

image164.wmf
a


oleObject163.bin

image165.wmf
a


oleObject164.bin

image166.wmf
AF


oleObject165.bin

oleObject12.bin

image167.wmf
AE


oleObject166.bin

image168.wmf
AD


oleObject167.bin

image169.png
Hinh 5




image170.wmf
, 

ab


image171.wmf
(

)

P


image172.wmf
(

)

aP

^


image173.wmf
(

)

bP

^


image174.wmf
//

ba


image16.wmf
b

¢


image175.wmf
(

)

//

bP


image176.wmf
ba

^


image177.wmf
//

ba


image178.wmf
(

)

bP

^


image179.wmf
ba

^


image180.wmf
(

)

//

bP


image181.wmf
.

ABCDEFGH


image182.wmf
AB

uuur


image183.wmf
EG

uuur


image184.wmf
0

90.


oleObject13.bin

image185.wmf
0

60.


image186.wmf
0

45.


image187.wmf
0

120.


image188.wmf
.''''

ABCDABCD


image189.wmf
AC


image190.wmf
'

D

A


image191.wmf
0

45

.


image192.wmf
0

90.


image193.wmf
0

60

.


image194.wmf
0

120

.


image17.wmf
a


image195.wmf
''''

.

AB

AB

C

D

D

C


image196.wmf
'

ABC


image197.wmf
''

ADC


image198.wmf
AC


image199.wmf
'

AD


image200.wmf
·

'.

ABC


image201.wmf
·

''.

DAC


image202.wmf
·

'.

BBD


image203.wmf
·

'.

BDB


image204.wmf
.''''

ABCDABCD


oleObject14.bin

image205.wmf
AC


image206.wmf
''

BD


image207.wmf
0

90.


image208.wmf
''

BD


image209.wmf
'

AA


image210.wmf
0

60.


image211.wmf
AD


image212.wmf
'

BC


image213.wmf
0

45.


image214.wmf
BD


image18.wmf
b


image215.wmf
''

AC


image216.wmf
0

90.


image217.wmf
ABCD


image218.wmf
ABCD

=


image219.wmf
,,,

IJEF


image220.wmf
,,,

ACBCBDAD


image221.wmf
(

)

,

IEJF


image222.wmf
30.

°


image223.wmf
45.

°


image224.wmf
60.

°


oleObject15.bin

image225.wmf
90.

°


image226.wmf
.

SABCD


image227.wmf
 

a


image228.wmf
I


image229.wmf
J


image230.wmf
SC


image231.wmf
BC


image232.wmf
(

)

,

IJCD


image233.wmf
90.

°


image234.wmf
45.

°


oleObject16.bin

image235.wmf
30.

°


image236.wmf
60.

°


image237.wmf
.

SABCD


image238.wmf
SAx

=


image239.wmf
a


image240.wmf
SA


image241.wmf
.

SC


image242.wmf
0

30.


image243.wmf
0

45.


image244.wmf
0

60.


oleObject17.bin

image245.wmf
0

90.


image246.wmf
ABCD


image247.wmf
, 3

ACaBDa

==


image248.wmf
,

MN


image249.wmf
AD


image250.wmf
BC


image251.wmf
AC


image252.wmf
BD


image253.wmf
MN


image254.wmf
6

.

3

a

MN

=


image19.wmf
O


image255.wmf
10

.

2

a

MN

=


image256.wmf
23

.

3

a

MN

=


image257.wmf
32

.

2

a

MN

=


image258.wmf
ABCD


image259.wmf
AB


image260.wmf
CD


image261.wmf
(

)

P


image262.wmf
AB


image263.wmf
CD


image264.wmf
, , , 

BCDBADAC


oleObject18.bin

image265.wmf
, , , 

MNPQ


image266.wmf
MNPQ


image267.wmf
(

)

(

)

(

)

//

//.

MNPQAB

MQAB

MNPQABCMQ

ì

ï

ï

Þ

í

ï

Ç=

ï

î


oleObject168.bin

image268.wmf
//,//,//D

MNCDNPABQPC


oleObject169.bin

image269.wmf
MNPQ


oleObject170.bin

image270.wmf
·

(

)

·

(

)

0

;;60

ABCDQMMP

==


oleObject171.bin

image20.wmf
0

°


image271.wmf
0

..sin60.

MNPQ

SQMQN

=


oleObject172.bin

image272.wmf
1

2.

3

CMMQ

CMQCBAMQ

CBAB

DDÞ==Þ=

∽


oleObject173.bin

image273.wmf
2

2.

3

AQQN

AQNACDQN

ACCD

DDÞ==Þ=

∽


oleObject174.bin

image274.wmf
0

3

..sin602.2.23.

2

MNPQ

SQMQN

===


oleObject175.bin

image275.wmf
ABCD


image276.wmf
AB


oleObject19.bin

image277.wmf
CD


image278.wmf
4,6

ABCD

==


image279.wmf
M


image280.wmf
BC


image281.wmf
2

MCBM

=


image282.wmf
(

)

P


image283.wmf
M


image284.wmf
AB


image285.wmf
CD


image286.wmf
(

)

P


image21.wmf
90

°


image287.wmf
5.


image288.wmf
6.


image289.wmf
17

.

3


image290.wmf
16

.

3


oleObject20.bin

image22.wmf
.

ABCDABCD

¢¢¢¢


oleObject21.bin

image23.wmf
M


oleObject22.bin

image24.wmf
N


oleObject23.bin

image25.wmf
E


oleObject24.bin

image26.wmf
F


oleObject25.bin

image27.wmf
BC


oleObject26.bin

image28.wmf
BA


oleObject27.bin

image29.wmf
AA

¢


oleObject28.bin

image30.wmf
AD

¢¢


oleObject29.bin

image31.wmf
AC

¢¢


oleObject30.bin

image32.wmf
BC


oleObject31.bin

image33.wmf
MN


oleObject32.bin

image34.wmf
EF


oleObject33.bin

image35.png




image36.wmf
.

ABCDABCD

¢¢¢¢


oleObject34.bin

image37.wmf
M


oleObject35.bin

image1.png




image38.wmf
N


oleObject36.bin

image39.wmf
E


oleObject37.bin

image40.wmf
F


oleObject38.bin

image41.wmf
BC


oleObject39.bin

image42.wmf
BA


oleObject40.bin

image2.png




image43.wmf
AA

¢


oleObject41.bin

image44.wmf
AD

¢¢


oleObject42.bin

image45.wmf
MN


oleObject43.bin

image46.wmf
DD

¢


oleObject44.bin

image47.wmf
MN


oleObject45.bin

