
Chuyên đề 17. PHƯƠNG TRÌNH TÍCH
A. Kiến thức cần nhớ
Phương trình tích
· Phương trình có dạng: 
[image: image1.wmf](

)

(

)

.0

AxBx

=

; trong đó A(x), B(x) là các đa thức của biến x.
· Phương pháp chung: Muốn giải phương trình 
[image: image2.wmf](
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ta giải hai phương trình A(x) = 0 và 
B(x) = 0, rồi lấy tất cả các nghiệm thu được.
A(x). B(x) = 0  A(x) = 0 hoặc B(x) = 0.
Mở rộng: A(x). B(x)….M(x) = 0 
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B. Một số ví dụ

Ví dụ 1: Giải các phương trình: 
a) 
[image: image4.wmf](
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b) 
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c) 
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Tìm cách giải:

a) Phương trình có dạng: 
[image: image7.wmf](
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b) Ta thấy 
[image: image8.wmf](
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 .Hai vế có nhân tử chung. Chuyển vế, đặt nhân tử chung sẽ đưa về được về dạng phương trình tích
a) Chuyển vế và biến đổi phương trình đã cho thành phương trình tích.
Giải

a) 
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Với 
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[image: image12.wmf](

)

(

)

(

)

223

45

08235450

54

x

x

xx

-

-

-=Û---=
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Tập nghiệm của phương trình là: 
[image: image14.wmf]{
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b) Ta có:  
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Do đó 
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Tập nghiệm của phương trình là: 
[image: image22.wmf]{
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c) 
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Tập nghiệm của phương trình là: 
[image: image27.wmf]{
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Ví dụ 2. Giải phương trình: 
[image: image28.wmf]32
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Tìm cách giải: Ta phải phân tích đa thức ở vế trái thành nhân tử. Thông thường với đa thức bậc cao
[image: image29.wmf]³
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 ta sử dụng hệ quả của định lý Bézout (Bézout (1730 - 1783) nhà toán học Pháp): Đa thức f(x) chia hết cho (x - a) khi và chỉ khi f(a) = 0. Nói cách khác: Nếu f(a) = 0 thì f(x) phải chửa nhân tử (x - a). Ở ví dụ này ta thay x bằng một trong các ước số của 15 ta thấy:
[image: image30.wmf](
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. Như vậy 
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[image: image32.wmf](
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.Từ đó có cách giải sau:
Giải

[image: image33.wmf](
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Nếu
[image: image36.wmf]30
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  thì 
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. Phương trình 
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Vậy tập nghiệm của phương trình là 
[image: image40.wmf]{
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· Nhận xét: Thực chất phương pháp làm trên là nhẩm nghiệm để tìm ra một nhân tử chung, từ đó phân tích được ve trái thành nhân tử để giải phương trình tích.
Ví dụ 3. Giải phương trình:
[image: image41.wmf](
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· Tìm cách giải: Chuyển vế rồi thay 
[image: image42.wmf]2
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 ta thấy vế trái nhận giá trị 0. Do đó vế trái nhận 
[image: image43.wmf](
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 là nhân tử chung. Từ đó ta có cách giải sau:
Giải
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Vậy phương trình (1) có 6 nghiệm là: 
[image: image50.wmf]2;3;4
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Tập nghiệm của phương trình là 
[image: image51.wmf]{
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· Nhận xét. Sau khi phân tích vế trái (VT) thành 
[image: image52.wmf](
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 ta dùng phương, pháp tách và thêm bớt, hoặc dùng phương pháp nhẩm nghiệm như trên để phân tích 
[image: image53.wmf](
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Ví dụ 4. Giải phương trình 
[image: image54.wmf](
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Giải
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Tập nghiệm của phương trình (1) là 
[image: image59.wmf]{
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· Nhận xét :Ta có cách giải khác:
Do z + 2 là trung bình cộng của z + 1 và z + 3 nên ta đặt z + 2 = y phương trình trở thành 
[image: image60.wmf](
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Nghiệm của phương trình là 
[image: image63.wmf]6;2
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Ví dụ 5. Tìm năm số tự nhiên liên tiếp, biết rằng tổng các lập phương của bốn số đầu hơn lập phương của số thứ năm là 8.
· Tìm cách giải: Hai số tự nhiên liên tiếp hơn kém nhau 1 đơn vị.
Nếu gọi số nhỏ nhất là a thì các sổ tiếp theo là (a + 1); (a + 2); (a + 3); (a + 4) phân tích .
Dựa theo đầu bài ta lập phương trình

Giải
Gọi 5 số tự nhiên liên tiếp đó là a; a + 1; a + 2; a + 3; a + 4; a + 5.
Ta có: 
[image: image64.wmf](
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Do 
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Vậy năm số tự nhiên liên tiếp cần tìm là 2; 3; 4; 5; 6.
Ví dụ 6. Giải phương trình: 
[image: image73.wmf](
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· Tìm cách giải: Ta thấy 
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 có các hạng tử chứa ẩn giống nhau. Phần số khác nhau. Ta đặt ẩn phụ.
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Đặt 
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[image: image77.wmf]2

233

xxy

+-=+

 phương trình trở thành
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Từ 
[image: image80.wmf](
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Từ 
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Tập nghiệm của phương trình là 
[image: image82.wmf]{
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Ví dụ 7. Giải phương trình:
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(1)
* Tìm cách giải: Xét vế trái nếu nhân nhân tử thứ nhất với nhân tử thứ tư và nhân tử thứ hai nhân nhân tử thứ 3 ta có 
[image: image84.wmf](

)

(

)

22

812815

xxxx

-+-+

. Mỗi nhân tử là một đa thức có cùng hệ số của x2 và của x. Phương trình trở thành  
[image: image85.wmf](

)

(

)

(

)

222

81281531812128

xxxxxx

-+-+=-++


Do đó ta dùng phương pháp đặt ẩn phụ.
Giải

[image: image86.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

235631812128

xxxxxx

----=-++



[image: image87.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

222

81281531812128    2

xxxxxx

Û-+-+=-++



Đặt 
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Khi ấy phương trình (2) trở thành 
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Với 
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Với 
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 hoặc  
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Vậy tập nghiệm của phương trình là 
[image: image97.wmf]{
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Ví dụ 8. Giải các phương trình:
a) 
[image: image98.wmf]32
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b) 
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* Tìm cách giải: Khi giải phương trình ta có thể gặp phương trình có hệ số của các hạng tử đối xứng nhau. Ta gọi các phương trình ấy là phương trình đối xứng. Nếu phương trình đối xứng bậc lẻ thì bao giờ cũng có một nghiệm là 
[image: image100.wmf]1
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 . Nếu phương trình đối xứng bậc chẵn thì ta giải bằng cách chia hai vế cho bình phương của ẩn 
[image: image101.wmf](
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Giải
a) 
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.Vậy tập nghiêm của (8) là 
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b) Với y = 0 từ (2) ta có 
[image: image107.wmf]20
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 nên y = 0 không là nghiệm của (2)
Do y = 0 không phải là nghiệm của phương trình 
[image: image108.wmf]0
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Đặt 
[image: image110.wmf]1
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Vậy tập nghiệm của phương trình (2) là 
[image: image115.wmf]1
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· Nhận xét: Trong phương trình đối xứng, nếu a là nghiệm thì 
[image: image116.wmf]1
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 cũng là nghiệm, 
Ví dụ 9. Giải phương trình 
[image: image117.wmf](
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* Tìm cách giải: Ta thấy nếu vế trái nhân 4 vào nhân tử thứ ba, nhân 2 vào nhân tử thứ tư thì cả bốn nhân tử đều là các đa thức mà hệ số của X đều là 4. Vế phải nhân với 8 để được phương trình mới tương đương. Sau đó nếu nhân 
[image: image118.wmf](
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 ta thấy kết quả xuất hiện các hạng tử giống nhau 
[image: image121.wmf]2
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 Ta có: 
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Đặt 
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Với 
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Với 
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Vậy tập nghiệm của phương trình là 
[image: image132.wmf]{
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C. Bài tập vận dụng
17.1. Giải các phương trình:
a) 
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) 
[image: image137.wmf]21

x=,

32

x

-=


b) Chuyển vế, đặt 
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 làm nhân tử chung. Tập nghiệm:
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c) 
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d) 
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17.2. Giải các phương trình (với y là ẩn số):
a) 
[image: image142.wmf]3
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b) 
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) 
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Do 
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d) 
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[image: image157.wmf]322

4284160

yyyyy

Û-+-+-=



[image: image158.wmf](
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17.3. Giải các phương trình (z là ẩn số):
a) 
[image: image161.wmf]432
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b) 
[image: image162.wmf]642
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c) 
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Hướng dẫn giải – đáp số

Đây là các phương trình, bậc cao. Ta phải sử dụng hệ quả của định lý Bézout (xem ví dụ 2) để xác định nhân tử chung và phân tích thành nhân tử bằng phương pháp tách, thêm bớt.
a) 
[image: image164.wmf](
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Tập nghiệm của phương trình là 
[image: image165.wmf]{
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Tập nghiệm của phương trình là 
[image: image167.wmf]{
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c) 
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Ta tìm được tập nghiệm của phương trình là 
[image: image172.wmf]111
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* Nhận xét: Câu c) còn có cách giải khác. Nếu phân tích ngay hai vế thành nhân tử trước ta thấy 
[image: image173.wmf](
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 và có 
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17.4. Giải các phương trình:
a) 
[image: image176.wmf](
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b) 
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Hướng dẫn giải – đáp số

Các phương trình này khi khai triển đều là phương trình bậc cao vì thế phương pháp chung là chuyển vế, khai triển, rút gọn đưa về dạng A(t) = 0 sau đó phân tích vế trái thành nhân tử. Tuy nhiên nếu xuất hiện các đa thức chứa ẩn có phần hệ số của các ẩn cùng bậc giống nhau, ta có thể đặt ẩn phụ dễ giải.
a) Chuyển vế, khai triển, rút gọn, sau đó phân tích vế trái thành nhân tử bằng tách, thêm bớt các hạng tử ta được phương trình:

[image: image180.wmf](

)

(

)

(

)

4322

2541202160

tttttttt

-+--=Û-+-+=


Suy ra nghiệm của phương trình là 
[image: image181.wmf]1;2
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Nhận xét: Còn cách giải khác, dùng phương pháp đặt ẩn phụ:
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Đặt 
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 ta có phương trình 
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Với 
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Với  
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b) Cách 1: Chuyển vế, khai triển, rút gọn sau đó phân tích thành nhân tử đưa về dạng: 
[image: image189.wmf](
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Cách 2: Ta biến đổi bài toán như sau 
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Đặt 
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. Phương trình trở thành 
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.  Hay 
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Với 
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 vô nghiệm vì 
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Vậy tập nghiệm của phương trình 
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Đặt 
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Từ đó có 
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 hoặc 
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Vậy tập nghiệm của phương trình 
[image: image210.wmf]{
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d) 
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Đặt 
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· Với  
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· Với 
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 ta có 
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Phương trình có hai nghiệm là 
[image: image223.wmf]0;5
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Nhận xét. Ta có thể đặt 
[image: image224.wmf]2
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 thì phương trình trở thành 
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Hay 
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. Giải ta cũng được kết quả trên.
17.5. Giải các phương trình:
a) 
[image: image227.wmf](
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Hướng dẫn giải – đáp số
Trong các bài toán xuất hiện các dạng  
[image: image230.wmf](
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Lưu ý:  
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a) Đặt 
[image: image234.wmf]43;25

yxzx

=+=-

 thì 
[image: image235.wmf]28

yzx

-=+

. Ta có:

[image: image236.wmf](

)

(

)

(

)

3

333333

330

yzyzyzyzyzyzyzyz

-=-Û-=---Û-=



[image: image237.wmf]0
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Tập nghiệm của phương trình là 
[image: image239.wmf]{
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b) Đặt 
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Phương trình trên trở thành  
[image: image242.wmf](

)

3

33

0

uvuv

+-+=

 hay 
[image: image243.wmf](

)

(

)

3333

3030

uvuvuvuvuvuv

éù

+-+++=Û-+=

ëû



[image: image244.wmf]0320160672

0320190673

06300,5

uxx

vxx

uvxx

ééé

=+==-

êêê

Û=Û-=Û=

êêê

êêê

+=-==

ëëë


Tập nghiệm của phương trình là 
[image: image245.wmf]{
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c) 
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Do đó phương trình trở thành 
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Khai triển, rút gọn (hoặc dùng hằng đẳng thức 
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· Với  
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Tập nghiệm của phương trình là 
[image: image256.wmf]{
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17.6. Cho phương trình 
a) 
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Hướng dẫn giải – đáp số
Lưu ý dạng  
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a) Đặt 
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Do 
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Tập nghiệm của phương trình là 
[image: image269.wmf]{
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Chú ý: Có thế đặt 
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b) Đặt 
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Tập nghiệm của phương trinh là 
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xy

+=

 phương trình trở thành 
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Ta dùng khai triển của 
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Thay vào, chuyển vế, rút gọn được phương trình 
[image: image285.wmf]3

450

yy

+-=



[image: image286.wmf](

)

(

)

(

)

32

144011410

yyyyyy

Û-+-=Û-+++-=



[image: image287.wmf](

)

(

)

2

1501

yyyy

Û-++=Û=

 vì 
[image: image288.wmf]2

2

119

50,

24

yyyy

æö

++=++>"

ç÷

èø


Do đó 
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* Nhận xét: Cách giải khác của c) (bạn đọc tự giải tiếp):
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Phương trình trở thành 
[image: image291.wmf]33
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17.7. Cho phương trình 
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a) Giải phương trình với a = 2;
b) Tìm a để phương trình có nghiệm là nghiệm của phương trình  
[image: image293.wmf]3
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Hướng dẫn giải – đáp số
a) Với  
[image: image294.wmf]2
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vì 
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Để 
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17.8. Cho phương trình 
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a) Tìm các giá trị của m để một trong các nghiệm của phương trình là 3;
b) Giải phương trình với các giá trị đó của m.
Hướng dẫn giải – đáp số
a) Thay 
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b) Thay 
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Ta có 
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Vậy phương trình có ba nghiệm: 
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17.9.  Giải các phương trình sau vói tham số m:
a) 
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Hướng dẫn giải – đáp số
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b) 
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17.10. Giải các phương trình:
a) 
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b) 
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Hướng dẫn giải – đáp số
a) Nhân 2 vào nhân tử thứ hai, nhân 4 vào nhân tử thứ ba ở vế trái và nhân 8 vào vế phải ta có:
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Đặt 
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· Với  
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Tập nghiệm của phương trình là 
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[image: image345.wmf](

)

(

)

(

)

2

2732518

xxx

+++=


Nhân hai vế của phương trình với 4 ta được
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 phương trình trở thành 
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 Từ đó có 
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Tập nghiệm của phương trình là 
[image: image353.wmf]{
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)

(

)

(

)

(

)

2224232524

xxxx

Û----=



[image: image356.wmf](

)

(

)

22

414104141224

xxxx

Û-+-+=


Đặt 
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 phương trình trở thành 
[image: image358.wmf](

)

(

)

1124

yy

-+=



[image: image359.wmf](

)

(

)

2

124550

yyy

Û-=Û-+=



· Với 
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Vậy tập nghiệm là 
[image: image367.wmf]{
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17.11. Giải các phương trình:
a) 
[image: image368.wmf]32
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Hướng dẫn giải – đáp số
a) Phương trình trong câu a) là phương trình đối xứng bậc lẻ (bậc 3) nên có một trong các nghiệm là - 1. Phân tích vế trái thành nhân tử (lưu ý chắc chắn có một nhân tử chung là 
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Ta có 
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Tập nghiệm của phương trình là 
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b) Phương trình trong câu b) là các phương trình đối xứng bậc chẵn (bậc 4). Ta nhận thấy z = 0 đều không phải là nghiệm nên 
[image: image374.wmf]0
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. Ta chia hai vế của phương trình cho z2 và dùng phương pháp đặt ẩn phụ để giải tiếp. Ta nhận thấy z = 0 không phải là nghiệm của phương trình nên 
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  được phương trình tương đương: 
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Đặt 
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Với 
[image: image381.wmf]10
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Vô nghiệm vì  
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Với 
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[image: image386.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

393033303310

zzzzzzzz

Û--+=Û---=Û--=



[image: image387.wmf]3
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. Vậy tập nghiệm của phương trình là 
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c) Giải tương tự câu b), chia hai vế của phương trình cho 
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 được phương trình tương đương: 
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Đặt 
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Từ đó ta tìm được tập nghiệm của phương trình là 
[image: image394.wmf]{
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17.12. Tìm bốn số tự nhiên liên tiếp sao cho lập phương của một số bằng tổng các lập phương của ba số kia.
(Thi học sinh giỏi lớp 9 TP. Hồ Chí Minh, năm học 1995 - 1996)
Hướng dẫn giải – đáp số
Gọi số tự 
nhiên nhỏ nhất là x thì 
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17.13. Giải phương trình 
[image: image398.wmf](
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(Tuyển sinh lớp 10 khối THPTchuyên Toán - Tin ĐHSP Vinh, năm học 2002 - 2003)
Hướng dẫn giải – đáp số
Đặt 
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17.14. Giải phương trình 
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(Thi vào lớp 10 THPT chuyên Trần Đại Nghĩa TP. Hồ Chí Minh, năm học 2003 - 2004)
Hướng dẫn giải – đáp số
Biến đổi phương trình thành 
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Tập nghiệm 
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17.15. Giải phương trình 
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(Đề thi tuyển vào lớp 10 chuyên ĐHSPNN Hà Nội, năm học 2004 - 2005)
Hướng dẫn giải – đáp số
Biến đổi phương trình thành 
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Đặt 
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Xét với 
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17.16. Giải phương trình 
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(Thi học sinh giỏi lớp 9 tỉnh Thanh Hóa, năm học 2005 - 2006)
Hướng dẫn giải – đáp số
Biến đổi thành 
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Phương trình trở thành 
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Thay 
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Tập nghiệm của phương trình là 
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17.17. Giải phương trình 
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(Tuyển sinh lớp 10 THPTchuyên ĐHSP Hà Nội, năm học 2006 - 2007)
Hướng dẫn giải – đáp số
Nhân 
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17.18. Giải phương trình 
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(Thi học sinh giỏi lớp 9 huyện Thường Tín - Hà Tây, năm học 2006 - 2007)
Hướng dẫn giải – đáp số
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Đặt 
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Với 
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 vô nghiệm
17.19. Giải phương trình 
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(Tuyển sinh lớp 10 chuyên Tin Quốc học Huế, năm học 2019 - 2010)
Hướng dẫn giải – đáp số
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Đặt 
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vì 
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Vậy phương trình có hai nghiệm 
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