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Câu 1: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên  và có đồ thị như hình vẽ sau 

 

 

Cho ( ) ( )a f x f x= − , 2 3

4
b a a= − + +  và ( ) ( )

2 22
3

3 2
1 1 . 2

8 1 . 2
S b b b

b b
 = + + − −
  + −

. 

Có giá trị lớn nhất của S  bằng 
m

n
 và 

( )
2

m n
k

mn

+
= . Khẳng định đúng là 

A. 1k = . B. 
49

6
 C. 

25

4
. D. 

9

4
. 

Câu 2: Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số m  sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 

( ) 3 3f x x x m= − +  trên đoạn  0;3  bằng 16 . Tổng tất cả các phần tử của S bằng 

A. 16 . B. 16 . C. 12 . D. 2 . 

Câu 3: Cho hàm số ( ) ( ) ( )
2 2 3

1
2

f x x x m m= − + −  ( m  là số thực). Gọi tổng các giá trị của m  sao cho 

 
( )

 
( )

1;21;2

9
max min

4
f x f x+ =  là ( )1

2
S a b= −  (với ,a b ). Giá trị 

b

a
 bằng  

A. 
5

18
. B. 

9

5
. C. 

36

5
. D. 

18

5
. 

Câu 4: Cho hàm số ( )f x , đồ thị của hàm số ( )y f x=  là đường cong trong hình bên. Giá trị lớn nhất 

của hàm số ( ) ( )2 4g x f x x= −  trên đoạn 
3

;2
2

 
− 
 

 bằng 

 

Min max của hàm hợp DẠNG 3 
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A. ( )0f . B. ( )3 6f − + . C. ( )2 4f − . D. ( )4 8f − . 

Câu 5: Cho hàm số ( ) 4 3 2y f x ax bx cx dx= = + + + , ( ), , ,a b c d  , biết đồ thị hàm số ( )y f x=  như 

hình vẽ. 

 

Gọi S  là tập hợp các giá trị của x  sao cho hàm số ( )
( )

( ) ( )2

2 2

2 2

f x
g x

f x f x

−
=

− +
 đạt giá trị lớn nhất 

hoặc đạt giá trị nhỏ nhất. Số phần tử của tập S  là 

A. 3 . B. 4 . C. 5 . D. 7 . 

Câu 6: Cho hàm số ( )
1

x m
f x

x

+
=

+
. Số giá trị của m  thỏa mãn 

 
( )

 
( )

1;2 1;2

16
min max

3
f x f x+ =  là 

A. 3. B. 0. C. 1. D. 2. 

Câu 7: Cho hàm ( )f x  liên tục trên đoạn  4;4−  và có bảng biến thiên như hình vẽ bên dưới. 

 

Có tất cả bao nhiêu giá trị thực của tham số m  thuộc đoạn  4;4−  để hàm số 

( ) ( ) ( )3 2 3g x f x x f m= + +
 
có giá trị lớn nhất trên đoạn  1;1−  bằng 8 ? 

A. 12 . B. 11. C. 9 . D. 10 . 

Câu 8: Cho hàm số ( ) 4 3 28f x x ax bx cx d= + + + +  thỏa mãn ( )  1, 1;1f x x   − . Tính 

2 2 2 2S a b c d= + + + ? 

A. 60 . B. 75 . C. 70 . D. 65 . 

Câu 9: Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị như hình vẽ và hàm số ( )
2 4 2 6 4

2 1 2 3

x x x x
g x

x x

+ − + − + −
=

− + −
. 

Đặt ( ) ( )( ) ( ) ( )2 23 2 2 4h x f g x f x x f m= − − + + − − . Gọi M  là giá trị lớn nhất của ( )h x . 

Giá trị lớn nhất của M  thuộc khoảng nào sau đây: 
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A. ( )0;2 . B. ( )2;4 . C. ( )4;5 . D. ( )5;10 . 

Câu 10: Cho hàm số ( )
42 4

2

x mx
f x

x

− −
=

+
, với m  là tham số. Tìm tham số m  để 

 
( )

1;1

3
min

4
f x

−
 ? 

A. 
1

4
m  . B. 

1

5
m  . C. m . D. 

1 5

4 4
m  . 

Câu 11: Cho các số thực ,x y thỏa mãn 3 1 3 2x x y y− + = + − . Giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

P x y= +  là 

A. 
9 3 21

min
2

P
+

= . B. min 9 3 15P = + . C. min 63P = − . D. min 91P = − . 

Câu 12: Cho hàm số ( ) 3 3f x x x= −  và ( ) ( )2 cosg x f x m= − +  ( m  là tham số thực) gọi S  là tập hợp 

tất cả các giá trị của m  sao cho ( ) ( )3max min 100g x g x+ = . Tổng giá trị tất cả các phần tử 

của S  bằng 

A. 16.−  B. 12.  C. 32.−  D. 28.−  

Câu 13: Cho hàm số 
2

( )
2 2

ax b
y f x

x

+
= =

+
. Gọi ,M m  lần lượt là giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của 

( )f x . Có bao nhiêu cặp số ( ),a b  với ,a b  sao cho 
2 2 5M m+  ? 

A. 51. B. 89 . C. 198 . D. 102 . 

Câu 14: Cho hàm số ( ) ( )3 2 21
2 3 3 1

3
y x m x m x= − + + − + . Tìm 

2
;0

3
m

 
 − 
 

 để giá trị lớn nhất của 

hàm số đã cho trên đoạn  1;1−
 
bằng 4. 

A. 
1 2

2
m

−
= . B. 

1 3

4
m

−
= . C. 

1 2

4
m

−
= . D. 

1 5

6
m

−
= . 

Câu 15: Tìm số giả trị của tham số m  để giá trị lớn nhất của hàm số 
4 3 23 4 6 12y x x mx mx m= − − + +  

trên đoạn  1;2  bằng 18 . 

A. 0 . B. 3 . C. 1 . D. 2 . 
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Câu 16: Cho hàm số ( )y f x=  đồng biến trên  và thỏa mãn 

( ) ( ) 6 4 2. 3 2 ,f x x f x x x x x− = + +     . Gọi M  và m  lần lượt là giá trị lớn nhất và giá trị 

nhỏ nhất của hàm số ( )y f x=  trên đoạn  1;2 . Giá trị của 3M m−  bằng 

A. 33 . B. 3− . C. 4 . D. 28− . 

Câu 17: Có bao nhiêu số thực m  để giá trị nhỏ nhất của hàm số 2 2 4y x x m x= − + +  bằng 1− . 

A. 0 . B. 3 . C. 2 . D. 1 . 

Câu 18: Có bao nhiêu giá trị nguyên của m  để giá trị lớn nhất của hàm số ( ) 3 12f x x x m= − +  trên 

 1;3 không vượt quá 20 . 

A. 33 . B. 34 . C. 35 . D. 36 . 

Câu 19: Gọi M  là giá trị lớn nhất của hàm số ( ) 2f x x ax b= + +  trên đoạn  1;3− . Giá trị của biểu thức 

2a b+  khi M  nhỏ nhất là 

A. 3 . B. 4− . C. 2 . D. 4 . 

Câu 20: Cho hàm số bậc bốn ( )y f x=  có đồ thị như hình vẽ bên. Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham 

số m  thuộc đoạn  0;20
 
sao cho giá trị nhỏ nhất của hàm số ( ) ( ) ( )2 4 3g x f x m f x= + + − −  

trên đoạn  2;2−
 
không bé hơn 1? 

 
A. 18. B. 19. C. 20. D. 21. 

Câu 21: Tìm tất cả các giá trị của a  để giá trị nhỏ nhất của hàm số 
24 4 3y ax x x= + − +  lớn hơn 2? 

A. 
1

2
a   B. 1a  −  C. 

1 3

2 2
a   D. 0a   

Câu 22: Có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên dương của tham số m  để hàm số ( )
2 2 4 8

2

mx x
f x

x

− +
=

+
 có 

giá trị nhỏ nhất trên đoạn  1;1−  là a  thỏa mãn 0 1a  . 

A. 3 . B. 4 . C. 5 . D. 2 . 

Câu 23: Cho hàm số bậc bốn ( )y f x=  có đồ thị như hình vẽ bên dưới. Gọi S  là tập hợp tất cả các giá 

trị nguyên của tham số m  thuộc đoạn  1;20  sao cho giá trị nhỏ nhất của hàm số 

( ) ( ) ( )2 4 3 2g x f x m f x m= + + + + −  trên đoạn  2;2−  không bé hơn 2. Tổng tất cả các phần 

tử của S  bằng: 
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A. 207 . B. 209 . C. 210 . D. 212 . 

Câu 24: Gọi S  là tập hợp các giá trị nguyên dương của tham số m  để giá trị nhỏ nhất của hàm số 

2 5 4y x x mx= − + +  lớn hơn 1. Số phần tử của S là: 

A. 7 . B. 6 . C. 8 . D. 3 . 

Câu 25: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm trên , bảng biến thiên của hàm số ( )y f x=  như hình vẽ 

và ( ) ( )0, 0;f x x    + . 

 

Biết ,a x  thay đổi trên đoạn  0;2  và giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2

1 2 0 6

2 4 2 2 4 2

f x f a x f a
S

f x f x f x f a

   + + − +   
=
   − − + − − +
   

 bằng 
m

n
(phân số tối giản, ,m n + ). 

Tổng m n+  thuộc khoảng nào dưới đây? 

A. ( )20;25 . B. ( )95;145 . C. ( )45;75 . D. ( )75;95 . 

Câu 26: Cho đồ thị hàm số ( ) ( )f x f x=  như hình vẽ. Biết rằng ( ) ( ) ( ) ( )0 3 5 1f f f f− = − . Gọi M, m lần 

lượt là giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số ( )f x  trênđoạn 0;5   . Đáp án đúng là 
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A. ( ) ( )5 ; 1M f m f= = .                                      B. ( ) ( )0 ; 1M f m f= = . 

C. ( ) ( )3 ; 0M f m f= = .                                      D. ( ) ( )1 ; 5M f m f= = . 

Câu 27: Đặt 24M max x x mx= − − . Giá trị nhỏ nhất của M  là 

A. 1 . B. 2 . C. 
3

2
. D. 2 . 

Câu 28: Cho đồ thị hàm số ( )y f x=  như hình vẽ. Biết rằng 2 (6) (0) (2).f f f= +  Gọi M  và m  

lần lượt là giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số ( )f x  trên đoạn [0;6] . Đáp án đúng là 

 
A. (6); (0)M f m f= = .                                        B. (2); (6)M f m f= = . 

C. (2); (0)M f m f= = .                                          D. (6); (0)M f m f= = . 

Câu 29: Cho đồ thị hàm số ( )y f x=  như hình vẽ. Biết rằng (0) (2) (1) (3)f f f f+ = +  và

(0) (1) (3) (5).f f f f+ = +  Gọi M  và m  lần lượt là giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm 

số ( )f x trên đoạn [0;5] . Đáp án đúng là 

 
A. (3); (1)M f m f= = .                                        B. (0); (1)M f m f= = . 

C. (0); (5)M f m f= = .                                        D. (3); (5)M f m f= = . 

Câu 30: Cho hàm số ( )y f x=  đạt giá trị nhỏ nhất trên  tương ứng là .m  Khi đó giá trị nhỏ nhất 

của hàm số 2( ) 3 ( ) 2g x f x x x= + −  thỏa mãn điều kiện nào dưới đây? 

A. min ( ) 3g x m .                                        B. min ( ) 3 2g x m= − . 

C. min ( ) 3 2g x m − .                                        D. min ( ) 3 1g x m − . 

Câu 31: Cho hàm số ( )y f x=  đạt giá trị nhỏ nhất trên  tương ứng là 3  và giá trị nhỏ nhất của hàm số 

( ) ( ) 24 4g x f x x x= + −  tương ứng bằng 8 . Kết luận nào dưới đây luôn đúng? 

A. ( )2 3f = . B. ( )2 3f  . C. ( )3 3f  . D. ( )3 4f  . 
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Câu 32: Cho hai hàm số ( )y f x=  và ( )y g x=  liên tục và xác định trên , có giá trị lớn nhất lần lượt là 

3  và 6 . Khi đó giá trị lớn nhất của hàm số ( ) ( )3 2y f x g x= +  luôn thỏa mãn điều kiện nào dưới 

đây? 

A. ( ) ( )( )max 3 2 21f x g x+  . B. ( ) ( )( )max 3 2 24f x g x+  . 

C. ( ) ( )( )max 3 2 30f x g x+  . D. ( ) ( )( )max 3 2 21f x g x+  . 

Câu 33: Cho hai hàm số ( )y f x=  và ( )y g x=  liên tục và xác định trên , có giá trị lớn nhất của hàm 

số ( )y f x=  là 6  và giá trị nhỏ nhất ( )y g x=  là 3 . Khi đó giá trị lớn nhất của hàm số 

( ) ( )2 3 2y f x g x= − +  luôn thỏa mãn điều kiện nào dưới đây? 

A. ( ) ( )( )max 2 3 2 5f x g x− +  . B. ( ) ( )( )max 2 3 2 3f x g x− +  . 

C. ( ) ( )( )max 2 3 2 5f x g x− +  . D. ( ) ( )( )max 2 3 2 2f x g x− +  . 

Câu 34: Cho hàm số ( )y f x= liên tục trên , có giá trị lớn nhất là 2. Biết hàm số ( ) 22 6y f x x x= − +  có 

giá trị lớn nhất bằng 8. Chọn đáp án đúng trong các đáp án sau? 

A. ( )0 4f  . B. ( )3 1f − . C. ( )2 0f  . D. ( )2 2f − . 

Câu 35: Cho hàm số ( )y f x= liên tục và xác định trên , có ( )min 4f x = . Khi đó kết luận đúng về 

nghiệm của bất phương trình ( ) 4f x   sẽ là: 

A. luôn có nghiệm. B. luôn vô nghiệm. 

C. có thể có nghiệm có thể vô nghiệm. D. luôn có đúng một nghiệm duy nhất. 

Câu 36: Cho hàm số ( ) 4 2 6 3y f x x ax a= = − + −  có giá trị nhỏ nhất bằng m. Nhận xét nào trong các đáp 

án dưới đây luôn đúng? 

A. 3m  − . B. 3m  − . C. 78m  . D. 3m  . 

Câu 37: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên , có giá trị lớn nhất và nhỏ bằng M và m . Biết rằng 

( ) ( )2 18f a f b+ = , trong đó a  và b  là hai số thực dương. Nhận xét nào trong các đáp án dưới 

đây là luôn đúng? 

A. 3m  . B. 9M  . C. 5m  . D. 6M  . 

Câu 38: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên , có giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất lần lượt là M và m

. Biết rằng ( ) ( )2 12f a f b+ = , trong đó a và b là hai số thực dương. Khi đó giá trị biểu thức 

( )( )2 5M m− −  có thể bằng 

A. 1− . B. 3− . C. 0 . D. 10 . 

Câu 39: Cho hàm số ( ) 4 2 4 7f x x ax a= − + − , có giá trị nhỏ nhất là m . Hỏi có tất cả bao nhiêu giá trị 

nguyên dương mà m có thể nhận? 

A. 11 . B. 8 . C. 9 . D. 10 . 

Câu 40: Cho đồ thị hàm số ( )y f x=  như hình vẽ. Biết rằng m  là tham số thực, giá trị nhỏ nhất của hàm 

số ( ) 2 22 1f x x mx m+ − + +  tương ứng bằng: 
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A. 1 . B. 3 . C. 1− . D. 2− . 

Câu 41: Cho đồ thị hàm số ( )y f x=  như hình vẽ. Biết rằng m  là tham số thực, giá trị nhỏ nhất của hàm 

số ( ) 2 22 3 4 4 1f x x mx m+ + − + −  bằng 4−  thì tham số m  bằng: 

 

A. 1− . B. 0 . C. 
1

2
− . D. 2 . 

Câu 42: Cho đồ thị hàm số ( )y f x=  như hình vẽ. Biết rằng m  là tham số thực. Gọi S  là tập chứa tất cả 

các giá trị thực của tham số m  để hàm số ( ) ( )23 2 2f x m f x x− + −  đạt giá trị lớn nhất. Tổng các 

giá trị của tất cả các phần tử thuộc tập S  bằng: 

 
A. 6 . B. 3 . C. 0 . D. 2− . 

Câu 43: Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị như hình vẽ bên dưới. Biết rằng m , n  là hai số thực. Để hàm số 

( ) ( ) 23 3 4f x m f x n x x− + + − +  đạt giá trị lớn nhất thì ( )2m n−  bằng 
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A. 3 . B. 0 . C. 5 . D. 1 . 

Câu 44: Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị như hình vẽ bên dưới. Hỏi có tất cả bao nhiêu giá trị thực của 

tham số m để hàm số ( ) ( )( )2 2 42g x x m x m f f x= − + −  đạt giá trị nhỏ nhất? 

 
A. 6 . B. 4 . C. 3 . D. 8 . 

Câu 45: Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị như hình vẽ bên dưới. Biết rằng m , n  là hai số thực. Để hàm số 

( ) ( ) 22 2 3 2f x m f x n x x− − + + −  đạt giá trị nhỏ nhất thì 2 3T m n= +  bằng 

 
A. 11− . B. 7− . C. 13− . D. 5 . 

Câu 46: Cho hàm số ( ) 2 2f x x mx= − . Hỏi có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên của tham số 30;30m−    

để hàm số ( )f x  tồn tại giá trị nhỏ nhất trên ( )1;3− ? 

A. 3 . B. 2 . C. 5 . D. 4 . 

Câu 47: Cho hàm số ( ) ( )2 2 2 1f x x m x= − + − . Hỏi có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên của tham số 

30;30m−    để hàm số ( )f x  tồn tại giá trị nhỏ nhất trên ( 3;11−  ? 

A. 6 . B. 31 . C. 4 . D. 5 . 
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Câu 48: Cho hàm số 3 3y x mx= − . Hỏi có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên của tham số 30;30m−    để 

hàm số ( )f x  tồn tại giá trị nhỏ nhất nhất trên ( )1;3 ? 

A. 8 . B. 9 . C. 7 . D. 11 . 

Câu 49: Cho hàm số 3 23y x mx= − . Hỏi có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên của tham số 30;30m−    để 

hàm số ( )f x  tồn tại giá trị nhỏ nhất trên ( )2;3− ? 

A. 30 . B. 18 . C. 32 . D. 1 . 
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BẢNG ĐÁP ÁN 

1.D 2.A 3.A 4.C 5.D 6.D 7.C 8.D 9.D 10.D 

11.A 12.A 13.B 14.D 15.D 16.A 17.D 18.B 19.B 20.B 

21.C 22.D 23.C 24.A 25.C 26.B 27.B 28.C 29.D 30.D 

31.A 32.A 33.C 34.A 35.C 36.C 37.D 38.B 39.D 40.D 

41.A 42.C 43.C 44.A 45.C 46A 47B 48.C 49.C  

HƯỚNG DẪN GIẢI CHI TIẾT  

Câu 1: Ta có: ( ) ( )
( )

( ) ( )

0 0

2 0

khi f x
f x f x

f x khi f x

 
− = 



 

Từ đồ thị hàm số ( )y f x=  ( ) ( )  0;1 ,a f x f x x= −    . 

Có  2 3 3
;1 , 0;1

4 4
b a a a

 
= − + +    

 
. Xét ( ) ( ) ( )

2 221 1 . 2g b b b b = + + −
 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 22 2' 2 1 1 . 2 1 2 . 2 2 . 2g b b b b b b b b b   = + + − + + − − −

   
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( )( )

2 2 2 3 2 3

2 3 4 2 3 4 2 3 3 4 2 3

4 3 2

2

2 1 1 . 4 4 1 . 4 4 1 . 2

2 1 1 4 4 4 4 4 4 2 2

2 1 3 8 2 4 1

2 1 2 3 2 2 1

b b b b b b b b b b b

b b b b b b b b b b b b b b

b b b b b

b b b b b

 = + + − + + + − + − + −
 

 = + + − + + − + + − + − + − + 

 = + − + + + 

 = + − − − +
 

 

Ta có 23
;1 2 0;3 2 2 0

4
b b b b

 
  −  − −  
 

( )
3

' 0, ;1
4

g b b
 

    
 

 

Hàm số ( ) ( ) ( )
2 221 1 . 2g b b b b = + + −
 

đồng biến trên 
3

;1
4

 
 
 

 

( ) ( )
3

1 8, ;1
4

g b g b
 

  =   
 

 

Xét ( )
2

1 . 2
h b

b b
= −

+ −
 ( )

( )
2

4 3
'

2 1 . 2

b
h b

b b b

−
= −

− + −

 

( )
3

' 0, ;1
4

h b b
 

    
 

( ) ( )
3

1 1, ;1
4

h b h b
 

  = −   
 

( ) ( )
2 22 33

3 2 3 1
1 1 . 2 8 1

8 8 41 . 2
S b b b

b b
  = + + − −  − = −
  + −

. Đẳng thức xảy ra khi 1b = . 

Giá trị lớn nhất của S  bằng 
1

4
−  và 

9

4
k = . 

Câu 2: Ta có : 

 

 

 

3

3

3

3 16 0;3

16 3 16 0;3

16 3 16 0;3

x x m x

x x m x

m x x m x

− +   

 −  − +   

 − −  −  −  
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Xét hàm số ( ) 3 3g x x x= −  với  0;3x . Khi đó : 
 

( )

 
( )

0;3

0;3

max 18

min 2

g x

g x

=



= −


 

18 16
14 2

2 16

m
m

m

 −
  −   −

−  − −
. 

Dấu ‘= ’ xảy ra khi 
14

2

m

m

= −


= −
. Tổng tất cả các phần tử của S bằng 16− . 

Câu 3: ( ) ( )( )2' 1 3 2 1f x x x m= − + − . 

( ) ( )( )2' 0 1 3 2 1 0f x x x m=  − + − =

( )

( )
2

1 1;2

1 2
1;2

3

x

m
x m

= 
 − =  


 

Bảng biến thiên: 

 

Từ bảng biến thiên ta có: 
 

( )
1;2

3
min

2
f x m= −  và 

 
( ) 2

1;2

3
max 2 0

2
f x m m m= − +   . 

Xét phương trình 
 

( )
 

( ) ( )
1;21;2

9
max min 1

4
f x f x+ = . 

Trường hợp 1: 
3

0 0
2

m m−    . 

( ) 2 2

3 10

3 3 9 1 2
1 2 3 0

2 2 4 4 3 10

2

m

m m m m m

m

 +
=

 − + − =  − − = 
 −

=


. 

Do 0m   nên 
3 10

2
m

−
= . 

Trường hợp 2: 
3

0 0
2

m m−    . 

( ) ( )
9

1 max
4

f x =  
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( ) 23 3
max max ; 2

2 2

m m
f x m

 
= − + 

 
 

( )
2

3 9

9 32 4
max

3 34 2
2

2 2

m

f x m
m m

m


=

=   =
  − +


(nhận) 

( )

2

2

3 9
2

9 2 4
max

3 34
2

2 2

m
m

f x
m m

m


− + =

=  
  − +


( )

( )

3 13

4

3 13

4

m ktm

m ktm

 +
=


 −

=


 

Vậy ( )
3 10 3 1

36 10
2 2 2

S
−

= + = −  nên 36, 10a b= =  giá trị 
10 5

36 18

b

a
= = . 

Câu 4: Xét ( ) ( )2 4g x f x x= −  ( )*  

Đặt  
3

2 , ;2 3;4
2

u x x u
 

=  −   − 
 

 

Khi đó theo cách đặt ( )*  trở thành: ( ) ( )1 2g u f u u= −  ( ) ( )1 2g u f u  = − ,

( ) ( )
 

 
1

0 3;4
0 2

2 3;4

u
g u f u

u

 =  −
 =  =  

=  −
 

Ta có bảng biến thiên của hàm số ( )1g u  trên  3;4−  

 

Từ bảng biến thiên suy ra 
 

( ) ( ) ( )1 1
3;4

max 2 2 4g u g f
−

= = − .  

Câu 5: Đặt ( )f x t= , ( ; ], 2t a a −   

Ta có ( )
( )

( ) ( )2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

f x t
g x

f x f x t t

− −
= =

− + − +
. 

Đặt ( ) 2

2 2

2 2

t
h t

t t

−
=

− +
, ( ; ], 2t a a −  . 

( )
( )

( )

2

2
2

2 2 0
' 0

22 2

t t t
h t

tt t

− − =
= =  

=− +
. 

Ta có bảng biến thiên của hàm số ( )h t . 
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Ta có ( ) 2

2 2
0 2

2 2

a
h a a

a a

−
=   

− +
 nên từ bảng biến thiên suy ra: 

( )
( 

( )
;

max max 1 2
a

g x h t t
−

= =  =  hay ( ) 2f x = (phương trình này có 3 nghiệm). 

( )
( 

( )
;

min min 1 0
a

g x h t t
−

= = −  =  hay ( ) 0f x = (phương trình này có 4 nghiệm). 

Vậy có tất cả 7 giá trị của x  sao cho hàm số ( )g x  đạt giá trị lớn nhất hoặc đạt giá trị nhỏ nhất. 

Câu 6: Ta có: 
   1;2 1;2

16
min ( ) max ( )

3
f x f x+ =  (1). Đặt ( )

1

x m
h x

x

+
=

+
 có đạo hàm: ( )

( )
2

1
'

1

m
h x

x

−
=

+
. 

Nếu 1m =  thì 
 

( )
 

( )
1;2 1;2

min max 1f x f x= =  (loại) 

Nếu 1m =  thì ( ) 0, 1h x x     và ( ) ( )
1 2

1 ; 2
2 3

m m
h h

+ +
= =  

Trường hợp 1: ( ) ( )1 , 2 0h h   khi đó 1m  −  

Phương trình (1) 
1 2 16

2 3 3

m m+ +
+ = 5m =  (TM) 

Trường hợp 2: ( ) ( )1 , 2 0h h   khi đó 2m  −  

Phương trình 1 (1) 
1 2 16

2 3 3

m m+ +
+ = −

39

5
m

−
 =  (TM) 

Trường hợp 3:

( ) ( )1 . 2 0

1 2

2 3

h h

m m



 + +




 khi đó 
7

1
5

m−   −  

Phương trình (1) 
2 16

3 3

m+
= 14m =  (không TM) 

Trường hợp 4:

( ) ( )1 . 2 0

2 1

3 2

h h

m m



 + +




 khi đó 
7

2
5

m
−

−    

Phương trình (1) 
1 16

2 3

m+
− =

35

3
m = −  (không TM) 

Vậy 
39

5,
5

m m
−

= =  nên có 2 giá trị của m  thỏa mãn. 

Câu 7: Cách 1: 

Đặt ( )3 2t f x x= + . Vì  1;1x − nên  6;5t − . Khi đó, ( )g x t n= +  với ( )3n f m=
.
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Do đó, 
 

( )  
1;1

5 8
3

5 6
max max 5 ; 6 8

6 8
2

6 5

n
n

n n
g x n n

n
n

n n

−

 + =
 =

+  −
= + − =  

 − =
 = −

−  +

 

Với ( ) ( )3 3. 3 1n f m f m=  =  = , suy ra có 5  giá trị của m .
 

Với ( ) ( )
2

2 3. 2
3

n f m f m
−

= −  = −  = , suy ra có 6  giá trị của m .
 

Vậy có 11 giá trị của m
 
thỏa mãn yêu cầu đề bài. 

Cách 2: 

Vì  1;1x − nên ( )3 33 3 3 6 3 5.x x f x x−  +   −  +  . 

Ta có : ( ) ( )  3 3 3 8, 1;1f x x f m x+ +    − ( ) ( )  38 3 3 8, 1;1f x x f m x −  + +    −
 

( ) ( )

( ) ( )
 

3

3

3 8 3
1;1

8 3 3

f x x f m
x

f m f x x

 +  −
   −

− −  +

( )

( )

( )

( )

1
5 8 3

.2
8 3 6

3

f m
f m

f m f m


 − 

  
− −  −  − 



 

Do đó ( ) ( )
( )

( )
3

1

max 3 3 8 2

3

f m

f x x f m
f m

=
+ + = 
 = −


. 

Với ( ) 1,f m = có 5  giá trị của m . Với ( )
2

,
3

f m
−

=
 
có 6  giá trị của m .

 

Vậy có 11 giá trị của m
 
thỏa mãn yêu cầu đề bài. 

Câu 8: Ta có: 

( )

( )

( )

1 1 8 1

1
1 2 1

2 22 2 2

0 1 1

1 2 11
22 2 22

8 11 1

f a b c d

a b cf d

f d

a b c
df

a b c df

 −   − + − + 
 
   −  − + − +       

   
 

   + + + +    
 

+ + + +   

 

4 2 2 2 2 2 1
2 2 22 2 2 2 2 2

a b c a b c b
b d d d d+ +  − + − + + + + + +   + +   

Tương tự: 16 2 2 2 8 1b d b d+ +   + +   

Dấu “=” xảy ra kết hợp với 1d   khi: 

2 1
2

1
8 1

8
1

b
d

d
b d

b
d


+ + = −

= 
+ + =  

= − =
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Khi đó: 

1 1

1 1
2 2 2

1 1
2 2 2

1 1

a c

a c

a c

a c

 − − + 

 − − − 


 + − 



+ + 

 dấu “=” xảy ra khi 0a c= =  

Vậy ( ) 4 28 8 1f x x x= − +  

Suy ra: 
2 2 2 2 65a b c d+ + + =  

Chú ý: Ta có thể suy luận như sau để được nhanh đáp số: 

Vì ( ) 4 2cos 4 8cos 8cos 1t t t= − +  nên nếu đặt cosx t=  thì ( ) 4 2cos 4 8 8 1t x x= − +  và như vậy 

hàm ( ) 4 28 8 1f x x x= − +  thỏa mãn ( )  1, 1;1f x x   −  

Câu 9: Điều kiện:  0;2x . Ta có: ( )
2 4 2 6 4 2

2
2 1 2 3 2 1 2 3

x x x x x x
g x

x x x x

+ − + − + − + −
= = +

− + − − + −
. 

Do ( ) ( )
2

2 2 2 2 4x x x x+ − = + −   vì ( )  2 1, 0;2x x x−    . 

2 2 2 1 3 2x x x x + −   − + − ( )2 3g x   ( )( ) ( )4 1f g x  . 

Dấu " "=  xảy ra 1x = . 

Ta có:    23 2 2;3 , 0;2x x x− +     ( ) ( )23 2 0 2f x x− − +  . 

Dấu " "=  xảy ra 1x = . 

Ta có:   ( ) ( )2 22 4 0;2 2 4 4 3m f m− −   − −   

Dấu " "=  xảy ra 0m = . 

Từ ( ) ( ) ( )1 , 2 , 3  ( ) 4 0 4 8h x  − + = ( )max 8 1; 0h x x m =  = = . 

Câu 10: Ta có: 
 

( ) ( )  
( )   ( )

( )   ( )
1;1

3
, 1;1 1

3 3 4
min , 1;1

34 4
, 1;1 2

4

f x x

f x f x x

f x x
−


   −

     −  
  −   −


. 

Trường hợp 1: ( )  
3

, 1;1
4

f x x   − . 

Nhận thấy ( )
3

0 2
4

f = −  . Nên trường hợp (1) không tìm được m . 

Trường hợp 2: ( )  
3

, 1;1 .
4

f x x −   −
 

Ta có: ( )  
3

, 1;1 .
4

f x x −   −
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  ( 

 )

( )

4
4

4 3

3

2 4 3
, 1;1 8 4 16 3 6, 1;1

2 4

0 10, 0

10
4 8 3 10, 1;1 4 8 3 , 0;1 *

10
4 8 3 , 1;0

x mx
x x mx x x

x

khi x

mx x x x m x x
x

m x x
x

− −
  −   −  − −  − −   −

+


  − =



  + −   −   + −  



 + −   −


 

Xét hàm số ( ) 3 10
8 3g x x

x
= + −  có ( )

4
2

2 2

10 24 10
24 0, 0

x
g x x x

x x

+
 = + =    . 

Bảng biến thiên: 

 
Dựa vào bảng biến thiên: 

( )
( 

( )

 )
( )

0;1

1;0

10
4 1 1 54

* 4 max .
4 5 5 4 4

4 min 4

m khi x m
m

m g x m
m

m
m g x

−


   =  

        
  

  


 

Câu 11: Cách 1: 

 

Đặt 1, 2X x Y y= + = +  với , 0X Y  suy ra: 
2 21, 2x X y Y= − = −  

Ta có: 3 1 3 2x x y y− + = + − 2 2 3 3 3 0X Y X Y + − − − =  (1) 

Tập hợp các điểm ( ),M X Y  thỏa mãn phương trình (1) là đường tròn ( )C  có tâm 
3 3

;
2 2

I
 
 
 

, bán 

kính 
30

2
R = . Gọi ( ) ( )

3 21
0;

2
A C Oy A

 +
=    

 
; ( ) ( )

3 21
;0

2
B C Ox B

 +
=    

 
. Vì 

, 0X Y  nên ta chỉ xét các điểm M AmB . 

Ta có: 
2 2 23 3P x y X Y OM= + = + − = −  suy ra min minP OM OA OB = = . 

Mặt khác: 

2

2 3 21 3 21
0

2 2
OA

 + +
= + =  

 
. 
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Vậy 

2

2 3 21 9 3 21
min 3 3

2 2
P OA

 + +
= − = − =  

 
. 

Cách 2: 

ĐK: 1; 2x y  − . Ta có: 3 1 3 2 3 1 3 2x x y y x y x y− + = + −  + = + + + , ( )0x y+ . 

( ) ( ) ( )( )
2

9 3 18 1 2x y x y x y + = + + + + +  

( ) ( )
2 9 3 21

9 27 0
2

x y x y x y
+

 + − + −  +  

Đẳng thức xảy ra 

1

11 3 21

2

x

y

= −


  +
=



 hoặc 

2

13 3 21

2

y

x

= −

 +

=


 

Vậy 
9 3 21

min
2

P
+

=  khi và chỉ khi 

1

11 3 21

2

x

y

= −

 +

=


 hoặc 

2

13 3 21

2

y

x

= −

 +

=


. 

Câu 12: Đặt  2 cos , 1;3 .t x t= −   Ta có ( ) 3 3f t t t= − ; ( ) 3

1 3g t t t m= − +  

Xét hàm số ( ) 3 3h t t t m= − +  trên đoạn  1;3 ; ( ) 2
1 ( )

3 3 0
1 ( )

t tm
h t t

t l

=
 = − =  

= −
. 

( ) ( )1 2, 3 18.h m h m= − = +  

Trường hợp 1 : 
 

( )

 
( )

1
1;3

1
1;3

min 2

2
max 18

g t m

m
g t m

 = −


  
= +



 

Từ giả thiết bài toán ta có : ( )3 18 2 100 12 (tm)m m m+ + − =  =  

Trường hợp 2 : 
 

( )

 
( )

1
1;3

1
1;3

min 18

18
max 2

g t m

m
g t m

 = − −


 −  
= − +



 

Từ giả thiết bài toán ta có : ( )3 2 18 100 28 (tm)m m m− + − − =  = −  

Trường hợp 3 : 
 

( )

 
( )  

1
1;3

1
1;3

min 0

18 2
max max 2 ; 18

g t

m
g t m m

 =


−    
= − +



 

Nếu 2 18 8.m m m−  +   −  

Từ giả thiết bài toán ta có :

 

106
( )

3
3 2 100

94
( )

3

m l

m

m l


=

− =  
− =



 vì 18 8m−   −  

Nếu 18 2 8.m m m+  −   −  

Từ giả thiết bài toán ta có : 

( )

154
( )

3
3 18 100

46

3

m l

m

m l

−
=

+ =  
 =


 vì 8 2m−    
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Vậy  12; 28 12 28 16S = −  − = −  

Câu 13: Cách 1: 

Tập xác định ( )2

2
: 2 2 0 1

2 2

ax b
D x y yx ax y b

x

+
=   =  − + − =

+
 

Để có max , miny y  thì phương trình (1)  phải có nghiệm x  

Trường hợp 1: 0y = , khi đó (1) 0ax b − − = . Phương trình có nghiệm 
0

0

a b

a

= =
 


. 

Với 0a b= =  thì 0,y x=   , do đó min max 0 5y y+ =   (thoả mãn). 

Với 0a   thì 0
b

y x
a

=  = − . 

Trường hợp 2: 0y  . Xét 2 216 8y by a = − + + . 

(1)  có nghiệm 
2 2 2 2

2 20 16 8 0
4 4

b a b b a b
y by a y

− + + +
   − + +      

2 2 2 2

;
4 4

b a b b a b
M m

+ + − +
 = =  

2 2
2 2 2 22

5 2 40(*)
8

a b
M m a b

+
+ =   +  . 

Suy ra 
2 20 4 4b b  −    (do b ). 

Nhận xét nếu 
2a M  thì có 2 1M  +

 
 số nguyên a  thoả mãn. 

Với 
24 8b a=   . Có 5  số nguyên a  thoả mãn.Vậy có 10  cặp ( );a b . 

Với 
23 22ab   = . Có 9  số nguyên a  thoả mãn.Vậy có 18  cặp ( );a b . 

Với 
22 32ab   = . Có 11 số nguyên a  thoả mãn.Vậy có 22  cặp ( );a b . 

Với 
21 38ab   = . Có 13  số nguyên a  thoả mãn.Vậy có 26  cặp ( );a b . 

Với 
20 40ab  = . Có 13  số nguyên a  thoả mãn.Vậy có 13  cặp ( );a b . 

Tổng cộng có 89  cặp ( );a b  cần tìm. 

Cách 2: 

( )

2

22
2

2
( ) :

2 2 2 1

ax b ax bx a
C y y

x x

+ − − +
=  =

+ +
 

Nếu 0a b= =  thì 0,y x=   , do đó 
2 2 50 MM mm = +=   (thoả mãn). 

Xét ,a b  không đồng thời bằng 0 . Khi đó 0y =  luôn có 2 nghiệm phân biệt 1 2,x x  

Ta có 1 2

1 2

2

. 1

b
x x

a

x x

−
+ =


 = −

 (Giả sử 1 2x x  ) 

lim 0
x

y
→

=  nên ( )C
 
có dạng 
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hoặc 

 

,M m
 
nhận ( )1y x , ( )2y x . 

Ta có công thức cực trị của hàm số 
( )

( )

u x
y

v x
=  là ( )ct

ct4
y

u a

v x
x


==


 

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 2

4
2 5 2 40.

4 4 16

a a a b
M m b a

x x a

 
 + = + = +   +  

 
 

(đến đây thực hiện tương tự cách 1.) 

Câu 14: Đặt ( ) ( ) ( )
3

2 22 3 3 1
3

x
f x m x m x= − + + − + . Suy ra 

( ) ( ) ( )( )2 22 2 3 3 1 3 3f x x m x m x m x m = − + + − = + − − − . 

( ) 1

2

1
0

3 3 .

x m
f x

x m

= −
 =  

= +
. Vì 

2
;0

3
m

 
 − 
 

 nên 

( )
 2

1

2

1

5
1;

3 1;1

1;3

.,
x

x x

x

 
 

  − 





 

 

Do đó hàm số ( )f x  đơn điệu trên đoạn  1;1− . Suy ra 
 

( )
 

( ) ( ) 
1;1 1;1

max max 1 ; 1f x f f
− −

= − . 

( ) 2 27 7
1 3 3

3 3
f m m m m= − − + = − − + ( ) 2 213 13

1 3 3
3 3

f m m m m − = − − = − + + . 

 

( )

( )

( )

( )

2
1;

2

2

2

1

1 4

1 4 1 5
max 4

6

7
3 4

3

13
3 4

3

7
3

4
4

3

1

1

1 4
3

3 4
3

f

f
y m

f

f

m m

m m

m m

m m

−


− − + =


− +

 =

 −  −
=   =
 

 − =





+


 
 − − + 

 − + + =


. 

Câu 15: Đặt ( ) 4 3 23 4 6 12f x x x mx mx m= − − + + . Ta có: ( )1 7 1f m= −  và ( )2 16f m= + . 

Điều kiện cần: giả sử 
 

( )
1;2

max 18f x =
( )

( )

1 7 1 18 17
2

72 16 18

f m
m

f m

 = − 
  −  

= + 

. 

Vậy chỉ cần xét 
17

;2
7

m
 

 − 
 

. 

Điều kiện đủ: Ta có: ( ) ( )( )212 1f x x x m = − − . 
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Trường hợp 1: 
17

1
7

m−   , khi đó: ( )  0, 1;2f x x     suy ra hàm số ( )f x  đồng biến trên 

 1;2 , mà ( ) ( )2 16 0;17f m= +   nên yêu cầu bài toán tương đương

( )
17

1 7 1 18
7

f m m= − = −  = − . 

Trường hợp 2: 1 2m  , khi đó: ( ) 0f x =  có nghiệm duy nhất  1;2x m=   

Bảng biến thiên: 

 

Với: ( ) ( )2 23 4 6 12 3 2 2 0f m m m m m m m m m m m m m m= − − + + = − + +  . 

Do đó YCBT 
( )

( )

19
1 7 1 18 ( )

7
2 16 18

2

f m m l

f m
m

= − = = 
= + = =

. 

Vậy có hai giá trị m thỏa mãn là: 
17

, 2
7

m m= − = . 

Câu 16: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6 4 2 3 3. 3 2 . 2 2 ,f x x f x x x x f x x f x x x x x x x − = + +  − = + + −            

( ) ( )
( )

( )

3

3 3

3

2
2 . 0

f x x x
f x x x f x x x

f x x x

 = +
    − − + − =     

= − +

 

Vì ( )f x  là hàm đồng biến trên  nên loại ( ) 3f x x x= − + . 

( ) 3 2f x x x = + ( ) 23 2 0,f x x x = +     

( )
 

( ) ( )
 

( )
1;2 1;2

1 3 min ; 2 12 maxf f x m f f x M = = = = = =  

Suy ra: 3 3.12 3 33M m− = − =  

Câu 17: Yêu cầu bài toán 1,y x  −    và 1y = −  có nghiệm. 

Ta có 
21, 2 4 1,y x x x m x x −    − + +  −   ( )2 2 4 1, *x x m x x − +  − −    

2

2

1
2 4 1,

4

1
2 4 1,

4

x x m x x

x x m x x


− +  +   −

 
 − +  − −   −


 ( vì 
1

4
x  −  thì (*) luôn đúng) 
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2

2

1
6 1,

4

1
2 1,

4

m x x x

m x x x


 − + +   −

 
  − − −   −


0m  (1). 

Ta có 1y = −  có nghiệm  2 2 4 1x x m x− + = − − có nghiệm

2

2

2 4 1

2 4 1

x x m x

x x m x

 − + = +
 

− + = − −

 có 

nghiệm 
1

4
x  −

2

2

6 1

2 1

m x x

m x x

 = − + +
 

= − − −

có nghiệm 
1

4
x  −

9

16

0

m

m


 −




0m  (2). 

Từ (1) và (2) suy ra 0m =  

Câu 18: Đặt ( ) 3 12g x x x m= − +  ( ) 23 12g x x = − , ( )
( )

( )2

2 1;3

1;
0

3

x
g x

x

=
 =  





= − 
 

Ta có: ( )1 11g m= − ; ( )2 16g m= − ; ( )3 9g m= −
 

( )
 

( )
1;3 1;3

min 16;max 9g x m g x m = − = −  

Do đó: 
 

( )  
1;3

max max 9 ; 16f x m m= − −

9 20 20 9 20 11 29
4 29

20 16 20 4 3616 20

m m m
m

m mm

 −  −  −  −   
   −    

−  −  −  −   

. 

Vậy có 34 giá trị nguyên của m  thỏa yêu cầu bài toán. 

Câu 19: M  là giá trị lớn nhất của hàm số ( ) 2f x x ax b= + +  trên đoạn  1;3−  

( )

( )

( )

1

3

2 2 1

M f

M f

M f

 −


 




 

1

9 3

2 2 1

M a b

M a b

M a b

  − +


  + +


 + +

 

4 1 9 3 2 1M a b a b a b  − + + + + + − − − 1 9 3 2 2 2a b a b a b − + + + + − − −  

4 8 2M M    min 2M = . 

Dấu bằng xảy ra khi: 

1 2
2

3 9 2
1

1 2

a b
a

a b
b

a b

− + + =
= −

+ + =  
= −− − − =

. 

Thử lại thấy thỏa 2M =  là giá trị lớn nhất của hàm số ( )f x  trên đoạn  1;3− . 

Vậy 2 4a b+ = − . 

Câu 20: Dựa vào đồ thị hàm số, ta thấy ( )  2;2f x  −  với  2;2x − . 

Đặt ( ) 2t f x= +  với  2;2x −  0;4t   với  2;2x − . 

Xét ( ) 2 1 2 1 1h t t m t t m t t m= + − − = + − − = + −  (vì 2 0t m+   do    0;4 , 0;20mt  ). 

Trường hợp 1: Xét 1 0 1m m−   
 

( )
 

( )
2;2 0;4

1Min g x Min h t m
−

 = = − 1 2m    (tm) 
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Trường hợp 2: Xét 
1 0

0 1
3 0

m
m

m

− 
  

+ 
 (do  0;20m )

 
( )

 
( )

2;2 0;4
0 1

x t
Min g x Min h t
 − 

 = =   

(ktm). 

Trường hợp 3: Xét 3 0 3m m+    −  (không thõa mãn  0;20m ). 

Ta có 
 

( )
2;2

1 1 1 2Min g x m m
−

  −    mà  , 0;20m m  nên  2;3;...;20 .m
 

Suy ra có 19 giá trị nguyên m thỏa mãn đề bài. 

Câu 21:  

 

Để giá trị nhỏ nhất của hàm số 
24 4 3y ax x x= + − +  lớn hơn 2 thì: 

24 4 3 2ax x x+ − +   với mọi x  

Suy ra 
2 4 3 2 4x x ax− +  −  với mọi x  

Hàm số 
2 4 3y x x= − +  có đồ thị ( )C  

Đường thẳng : 2 4d y ax= −  đi qua điểm cố định ( )0;2 . 

Đường thẳng : 2 4d y ax= −  là tiếp tuyến của đồ thị hàm số 2 4 3 ( 1)y x x x= − +   

2 1

2

1
1 : 2 2

2 4 4 3 2

34 2 4
1 : 2 6

2

x a d y x
ax x x

a x
x a d y x


=  =  = − − = − +

  
− = −  = −  =  = −



. 

Để 
2 4 3 2 4x x ax− +  −  với mọi x  thì : 2 4d y ax= −  nằm giữa 1d , 2d

1 3

2 2
a   .

 

Câu 22: Đặt 2t x= +  với  1;1x − 1; 3t   
 

 và 
2 2x t= − . 

Hàm số đã cho trở thành ( )
2

2

2 4 4mt t m
g t

t

− −
= . Khi đó: 

 
( ) ( )

1;1 1; 3

min minf x g t
−  

 

= . 

Xét hàm số ( )
2

2

2 4 4mt t m
h t

t

− −
=  trên đoạn 1; 3 

 
. 

x

y

d1

d2

1

2

2

3-1 0 1
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( )
2

4

4 8
0, 1; 3

t mt
h t t

t

+
  =   
 

 
và 0m  . 

suy ra ( )
1; 3

min 2 4h t m
 
 

= − −  và ( )
1; 3

2 4 3
max

3

m
h t

 
 

−
=  

Điều kiện cần: Ta có: ( ) ( )
1; 3

min 0;1g t a
 
 

=  ( ) ( )1 . 3 0h h  ( )
2 4 3

2 4 0
3

m
m

 −
 − −   

 

2 2 3 −  m . 

Vì m  nguyên dương nên  1;2;3m . 

Điều kiện đủ:  1;2;3m  

Khi đó: ( ) ( ) ( ) 
1; 3

2 4 3
min min 1 ; 3 min 2 4 ;

3

m
g t g g m

 
 

 − 
= = + 

  

. 

+ 1=m : ( )
1; 3

4 3 2
min min 6;

3
g t

 
 

 − 
=  

  
 

4 3 2
1

3

−
=   (loại). 

+ 2=m : ( )
1; 3

4 3 4
min min 8;

3
g t

 
 

 − 
=  

  
 ( )

4 3 4
0;1

3

−
=   (nhận). 

+ 3=m : ( )
1; 3

4 3 6
min min 10;

3
g t

 
 

 − 
=  

  
 ( )

4 3 6
0;1

3

−
=   (nhận). 

Vậy  2;3m  nên có 2 giá trị m  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Câu 23: Với *, 20m m  , ta có   ( )  2;2 2;2x t f x −  =  − . 

Khi đó ( )  2 4 3 2 2 0, 2;2h t t m t m t= + + + + − −    −  

( )  2 2 3 2 0, 2;2h t t m t m t = + + + + −    −  

Trường hợp 1: ( )2 3 3 4t m h t t m −  = +  

+) 
 

 
( ) ( )

2;2

2 3 2;2 6
0 1

min 2 3 6 5 0 5

m
m m

h t h m m
−

 −  −


    =
= − = − 



 

+) 
 

( ) ( )  
2;2

2 3 2 3
2;3;...;20

min 2 4 6 0 2

m
m m

h t h m
−

−  −
    = − = − 



 1;2;...;20m   

Trường hợp 2: 2 3t m −  không cần xét nữa vì đã lấy tất cả các giá trị m  nguyên thuộc đoạn 

cho trong đề bài. 

Vậy tổng các phẩn tử của S  là 
( )1 20 20

1 2 .... 20 210
2

+
+ + + = = . 

Câu 24: Ta có 
( ) (   )

( )  

2

2

2

5 4,    x ;1 4;
5 4

5 4,    x 1,4

x m x
y x x mx

x m x

 − − +  −  +
= − + + = 

− + + + 
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Trường hợp 1: 
5 5

0 3 1 4
2 2

m m
m

− +
       

Bảng biến thiên của hàm số đã cho 

 

Từ đó để giá trị nhỏ nhất của hàm số 2 5 4y x x mx= − + +  lớn hơn 1 thì 1m  , kết hợp với điều 

kiện 3m   và m  nguyên dương ta được 2m = . 

Trường hợp 2: 

5
4

2
3

5
1

2

m

m
m

+


  
− 



 

Bảng biến thiên của hàm số đã cho 

 

Từ đó để giá trị nhỏ nhất của hàm số 
2 5 4y x x mx= − + +  lớn hơn 1 thì 

2
2 210 9

1 10 9 4 10 13 0 5 2 3 5 2 3
4

m m
m m m m m

− + −
  − + −   − +   −   + . Kết 

hợp với điều kiện 3m   và m  nguyên dương ta được 3;4;5;6;7;8}m . 

Gộp hai trường hợp ta được tập các giá trị m  thỏa mãn yêu cầu bài toán 2;3;4;5;6;7;8}S = .  

Câu 25: Do ( ) ( )0, 0;f x x    +  nên ( )f x  có đồ thị lồi trên ( )0;+ , tức là tiếp tuyến ở phía trên đồ 

thị. Suy ra ( ) ( )( ) ( ) ( )0 0 0 , 0;f x f x x x f x x − +   +

( ) ( )( ) ( ) ( )0 0 0 0 2f a f a f af   − + = + . 

Xét trên  0;2 , ta có 
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Suy ra ( ) ( )2 4 2 2 4f x f− −  = , do đó ( ) ( ) ( )2 4 2 0 6f a f x af + − −  + . 

Ta chứng minh ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 0 6 0 6 2 0 *f a x f a af a f x a f a    + − +  +  −  −  

Thật vây: 

Nếu x a  thì ( ) ( )* 0 *VT VP  . 

Nếu x a  thì 
( ) ( )

2 0

0

a x a

f f a

−  − 


 
 nên ( )*  đúng. 

Do đó 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 0 6
1

2 4 2

f a x f a

f x f a

 + − +


− − +
. 

Lại có ( )
2

1 1f x +     và ( ) ( ) ( )2 4 2 2 2 8f x f x f− − +  =  nên suy ra 
1

64
S  . 

Dấu " "=  xảy ra khi 0; 2a x= = . Như vậy 1, 64 65m n m n= =  + = . 

Câu 26: Chọn B 

Bảng biến thiên của hàm số ( )f x  trên đoạn 0;5    như sau: 

 

Suy ra: ( ) ( )
0;5

min 1
x

f x f m
  

= =  và 

( ) ( )

( ) ( )
0;5

0;5

max 0

max 5

x

x

f x f

f x f

  

  

 =

 =


. 

Từ giả thiết: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 3 5 1 5 0 1 3 0 5 0f f f f f f f f f f− = −  − = −    . 

Suy ra, ( ) ( )
0;5

max 0
x

f x f M
  

= = . 

Câu 27: Ta có:  24 , 0;4x x mx M x− −     và 0M 
 

Với 0x =  thỏa mãn. 

Với ( 0;4x  ta có: 

( )

( )

( 2

4
1

4 , 0;4
4

1

M
m g x

x x
M x x mx M x

M
m h x

x x


 − + =


−  − −    


 − − =



 

+ Ta có g x  nghịch biến trên 0;4  nên: 
0;4

min 4
4

M
m g x g  
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+Ta có 
2 2

2

4 4
' 0 4 Max

4 4

M M
h x x h x

M M
 

Vậy: 

2
24

2 2 2
4 4

Min

M M
m M M M

M

−
       =

 

Câu 28: Chọn C 

Bảng biến thiên của ( )f x  trên đọan [0;6]  như sau: 

 

Suy ra: 
[0;6]

max ( ) (2)
x

f x f M


= =  

Và 
[0 ,6]

min ( ) (0)
x

f x f


= ; 
[0;6]

min ( ) (6)
x

f x f


=  

Từ giả thiết: 2 (6) (0) (2) (6) (0) (2) (6) 0 (6) (0)f f f f f f f f f= +  − = −     

Suy ra: 
[0;6]

min ( ) (0)
x

f x f m


= =  

Câu 29: Chọn D 

Bảng biến thiên của ( )f x  trên đọan [0;5]  như sau: 

 

Suy ra: 
[0 ,5]

[0,5]

max ( ) (0)

max ( ) (3)

x

x

f x f

f x f





 =

 =


 và 
[0 ,5]

[0,5]

min ( ) (1)

min ( ) (5)

x

x

f x f

f x f





 =


=


 

Từ giả thiết: (0) (2) (1) (3) (0) (3) (1) (2) 0 (0) (3)f f f f f f f f f f+ = +  − = −     

Suy ra: 
[0,5]

max ( ) (3)
x

f x f M


= =  

Từ giả thiết: (0) (1) (3) (5) (1) (5) (3) (0) 0 (1) (5)f f f f f f f f f f+ = +  − = −     

Suy ra: 
[0,5]

min ( ) (5)
x

f x f m


= =  

Câu 30: Chọn D 

Tồn tại một giá trị 0
x R  sao cho: ( )0( )f x f x m =  với x   

Suy ra: ( )03 ( ) 3 3f x f x m =  với x   
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Lại có: 2 22 ( 1) 1 1x x x− = − −  −  

Suy ra: 23 ( ) 2 3. ( 1) 3 1.y f x x x m m= + −  + − = −  Suy ra min ( ) 3 1f x m −  

Câu 31: Chọn A 

Ta có: ( ) 3,f x x    

Mà: ( ) ( ) ( ) ( )
224 4 4 2 4 4.3 4 8g x f x x x f x x= + − = + − −  − =  

Dấu " "=  xảy ra 
( )

( )

( )
( )2

3 3
2 3

22 0

f x f x
f

xx

 =  = 
   = 

=− =  

. 

Câu 32: Chọn A 

Ta có: ( ) 3,f x x    và ( ) 6,g x x    

( ) ( )3 2 3.3 2.6 21y f x g x = +  + = ( ) ( )( )max 3 2 21f x g x +  . 

Câu 33: Chọn C 

Ta có: ( ) 6,f x x    và ( ) 3,g x x    

( ) ( )2 3 2 2.6 3.3 2 5y f x g x = − +  − + = ( ) ( )( )max 2 3 2 5f x g x − +  . 

Câu 34: Chọn A 

Theo giả thiết ta có: ( ) ( ) 22 6 8y g x f x x x= = − +  . 

Do đó: ( ) ( ) ( )0 2 0 8 0 4.g f f=     

( ) ( ) ( )
1

3 2 3 9 8 3 .
2

g f f= +    −  

( ) ( ) ( )2 2 2 8 8 2 0.g f f= +     

Câu 35: Chọn C 

Nếu ( ) 4f x =  là hàm hằng trên thì bất phương trình ( ) 4f x   vô nghiệm.(Đáp án A sai) 

Nếu ( ) 2 4f x x= +  liên tục và xác định trên thì bất phương trình ( ) 24 0f x x   0x 

có vô số nghiệm.(Đáp án B, D sai) 

Câu 36: Chọn C 

Ta có ( ) 4 2 6 3 , .y f x x ax a m x= = − + −     

Suy ra ( ) 43 3 2 .3 6 3 78 .f a a m m= − + −     

Câu 37: Chọn D 

Ta có: ( )m y f x M =  , x  . 

Từ giá thiết ta có 
( )

( )
( ) ( )18 2 2 3 6

f a m
f a f b m m m m

f b m

 
 = +  + =  



. 

Tương tự ta cũng có 
( )

( )
( ) ( )18 2 2 3 6

f a M
f a f b M M M M

f b M

 
 = +  + =  



. 
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Câu 38: Chọn B 

Ta có ( )m y f x M =  , x  . 

Từ giả thiết ta có 
( )

( )
( ) ( ) ( )12 2 2 3 4 5 1

f a m
f a f b m m m m m

f b m

 
 = +  + =    −  −



. 

Tương tự, ta cũng có được: 

( )

( )
( ) ( )12 2 2 3 4 2 2

f a M
f a f b M M M M M

f b M

 
 = +  + =    − 



. 

Suy ra ( )( )2 5 2M m− −  − . 

Câu 39: Chọn D 

Ta có: ( ) ,m f x x   . 

Suy ra ( )2 9m f = . Suy ra các giá trị nguyên dương của m thỏa 1 9m  . 

Có 9  giá trị. 

Câu 40: Chọn D 

Ta thấy ( ) ( )min 1 3f x f= − = − . 

Xét hàm số ( ) ( ) ( ) ( )
22 22 1 1g x f x x mx m f x x m= + − + + = + − + . 

Có 
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

2

1 3
1 3 0 1 2

0

f x f
g x f x x m

x m

  − = −
 = + − +  − + + = −

− 

. 

Dấu bằng xảy ra khi: 
1

1
x

m
x m

 = −
 = −

=
. Khi đó ( ) ( )min 1 2g x g= − = − . 

Câu 41: Chọn A 

Ta thấy ( ) ( )min 1 3f x f= − = − . 

Xét hàm số ( ) ( ) ( )
2

2 3 2 1 3 0 1 4g x f x x m= + + − −  − + − = − . 

Dấu bằng xảy ra khi: 
( )2 3 3 2 3 1 2

2 12 0

f x x x

x m mx m

 + = −  + = − = −
   

= = −− =  

. 

Câu 42: Chọn C 

+) Ta thấy ( ) ( ) ( ) ( )3 4 3 4,maxf x f f x f x= =   =  . 

+) Ta có 
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )2

2

3 3 4
2 2 3 2.4 4 12

2 3 4

f x m f
f x x f x m

f x x f

 −  =
 − + −  + =

−  =

. 

Dấu bằng xảy ra khi:  2

3 3
3 3

6;61
2 3

3

m x
x m

m Sx
x x

x

 = −
 − = 

   − = = − 
− =   =

. 

Vậy tổng các phần tử thuộc tập S  bằng 0 . 

Câu 43: Chọn C 
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Ta thấy ( ) ( )max 3 4f x f= =  nên 

( )

( ) ( ) ( ) 2

2

3 4

4 3 3 4 20

4 4

f x m

f x n f x m f x n x x

x x

 − 


+   − + + − + 

− + 

. 

Để xảy ra dấu bằng thì 

2 2

3 3 3

3 1

x x

x m m

x n n

 =  =
 

− =  = 
 + = = 

. 

Vậy 2 5m n− = . 

Câu 44: Chọn A 

Ta thấy ( ) ( )max 3f x f= −  nên ( )( ) ( )3f f x f−  − − . 

Mặt khác, ( )
2

2 2 4 22 0x m x m x m− + = −  . 

Từ đó, ta có ( ) ( )( ) ( )2 2 42 3g x x m x m f f x f= − + −  − −  

Để xảy ra dấu bằng thì 
( )

( )
2

2 3
3

x m
f m

f x

 =
 = −

= −

(*) 

Dựa vào đồ thị hàm số ( )y f x=  và (*) tồn tại 0a b c d     để 

2

2

2

2

m a
m b

m b
m c

m c
m d

m d

 =  = 
=
 =  = 

 =  =

. 

Vậy có 6  giá trị của m  thỏa mãn. 

Câu 45: Chọn C 

Ta thấy 
( ) ( )

( ) ( )

max 0 5

min 4 3

f x f

f x f

 = =


= = −

 nên 

( )

( ) ( ) ( ) 2

2

2 3

3 5 2 2 3 2 12

2 1

f x m

f x n f x m f x n x x

x x

 −  −


+   − − + + −  −


−  −

. 

Để xảy ra dấu bằng thì 

1 1

2 4 2

3 0 3

x x

x m m

x n n

 =  =
 

− =  = − 
 + = = − 

 

Vậy 2 3 13T m n= + = − . 

Câu 46: Chọn A 

Ta có đạo hàm: ( ) 2 2f x x m = − . 

Bảng biến thiên: 
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Yêu cầu bài toán ( ) ; 30;30
1;3 0 2

m m
m m

  −    − ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→   . 

Vậy có tất cả 3  giá trị nguyên của m thỏa mãn. 

Câu 47: Chọn B 

Ta có đạo hàm: ( ) 2 4 2f x x m = − + − . 

Bảng biến thiên: 

 

Yêu cầu bài toán 
; 30;30

3 2 1 1 0 30
m m

m m m
  −   −  −  −  ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→   . 

Vậy có tất cả 31  giá trị nguyên của m thỏa mãn. 

Câu 48: Ta có đạo hàm: 23 3y x m = − . Hàm số 3 3y x mx= −  tồn tại giá trị nhỏ nhất trên ( )1;3  khi có 

điểm cực tiểu trên ( )1;3  và giá trị cực tiểu nhỏ hơn giá trị của hàm số tại hai đầu mút. 

Nhận thấy, khi 0m   thì hàm số ( )f x  đồng biến trên  (cũng đồng biến trên ( )1;3 ) nên không 

tồn tại giá trị nhỏ nhất nhất trên ( )1;3 . 

Khi 0m  , hàm số có điểm cực tiểu là x m=  
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Khi đó, ta phải có: 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1;3 1 9

1 1

3 3

m m

f m f f m f

f m f f m f

 
   

 
   

 
  
 

. 

Yêu cầu bài toán tương đương với ( )1;3 1 9 2 8mm m m    ⎯⎯⎯→   . 

Vậy có tất cả 7  giá trị nguyên của m  thỏa mãn. 

Câu 49: Ta có đạo hàm: 23 6y x mx = − . Hàm số 3 23y x mx= −  tồn tại giá trị nhỏ nhất trên ( )1;3  khi có 

điểm cực đại trên ( )2;3−  và giá trị cực đại lớn hơn giá trị của hàm số tại hai đầu mút. 

Nhận thấy, khi 0m =  thì hàm số ( )f x  đồng biến trên  (cũng đồng biến trên ( )2;3− ) nên 

không tồn tại giá trị lớn nhất nhất trên ( )2;3− . 

Khi 0m   thì 23 6 0 0; 2y x mx x x m = − =  = =  hàm số đạt cực đại tại 0x =  

Khi đó ta phải có: 
( )

( ) ( )

( ) ( )

0
0

0 2;3
0 8 12 1

0 2
0 27 27

0 3

m
m

m m
f f

m
f f

 
  

 − 
  − −   

 −   − 

 

Khi 0m   thì 23 6 0 0; 2y x mx x x m = − =  = =  hàm số đạt cực đại tại 2x m=  

Khi đó ta phải có: 
( )

( ) ( )

( ) ( )

3

3

0
1 0

2 2;3
4 8 12

2 2
4 27 27

2 3

m
m

m
m m vo nghiem

f m f
m m

f m f

 
−  

 − 
 −  − −  

 − 
−  − 

 

Kết hợp lại ta được: 
; 30;30

1 1 30
m m

m m
  −   ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→   . 

Vậy có tất cả 30  giá trị nguyên của m  thỏa mãn. 

 

 


