Chuong 1: DUGNG THANG VA MAT PHANG

A. TOM TAT GIAO KHOA

l. D8I tuong co bén va tién- d§

Céac ddi tuong co bdn cla hinh hoc khéng gsan E d’ém

duding thidng , mét phdng. Chung c6 nhung quan hé v6i nhau
qua céc tién d8.

Tién o3 1: Qua 2 diém phén biét c6 mét dudng thingva
chi mft ma thoi. T

Tién d& 2 : Qua 3 diém kh6ng thing hang co mét mét
- phdng va chi mét ma thdi. VoL

 Tién d& 3 : N6u mét dudng théng c6 2 diém phan bigt =
ndm trén mét mit “phdng thi dubng thing d6 hoan toan ném >
trén mét phéng ~ e
g
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Tién o® 4 : N&u hal mét phdng phan biét c6 mé: diém
chung thi chlng c6 chung mét dudng thing di qua didm chung
dy. Dudng thing chung ndy goi 1a giao tuysn cia hal mét
phing. ‘ :

Il Vi trf tuong d6i cua dudng thing va. mat phing ;
C6 ba vi trf tuong d6i gila dudng thing a va mat phing « :
alla © ana=g@ :
acita o anNa= {A}
aCa «® anNa=a
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HL. Vi trf tuong d8i cua hai dudmg thing ,

C6 bdn vi trf tuong d8i gl hai dudng thdng a va b :

a=b ‘¢ avab cé 2 diém chung phan biét
a cit b anb = {A) ~

< ’
al/lb © a,bdingphdngvianb = g
achéab e a, b khong ddng phing (a N b = @)

a=b acdt b allb a chéo b




IV. Vi tri tuong d6i cia hal mit phing 7
Co6 ba vi trf tuong d&i gilla hai mit phing a va g :

.a=p o aviapcod3 dim chung khdng thing hang.
all B e’cwzﬁ;‘3=®
" acitBe ang =

-
[T

azp allp- ) achp
" V. Céch x&c dinh mit phing |
C6 bbn cach x4c dinh mdt mit phing
~ a) Ba diém khong thang hang,
b) Mét diém v mft dudng thing kh6ng chia né.

. €) Hal dudng thdng ddng quy.
" d) Hal dudng théng song song.

aSSes

VI Vai hinh thbng dung
“a) Td dién 1a hinh hop bdi 4 diém khéng ddng phéng.

'b) Hinh chép : cho da giic Idi At Ag... An va diém S & ngodi
mét phang da gidc. Hinh chép 1a hinh gidi han bdi n tam giac
| SA1A2, SAzAa. “ SAnA1 va da gidc A1A2 An.




B. PHUONG PHAP GIAI TOAN
Vin &2 1: -~ Céch x&c dinh mét mat phing

Xac dinh : .
— ba didm khdng thdng hang. -

~ mt didm va mdt dudng thing khdng chia né.
~ hai dudng thidng ddng quy.
— hai dudng thdng song song.

vibu1:

Cho 4 diém A, B, C, D khéng dbng phéng -

a) Ching td ba trong b&n diém nay khong théng héng -
lit k& cac mat phing khac nhau.

b) Hay néu cac cap dudng thing chéo nhau.

Gidi

a) Gid suco3dldm B,C, D
* thing hang thi diém A va-
duimg thing BCD xde dinh -
mot mit phdng. Do d6 4

phing, dizu nay tréi vél gxé
thiet, |

Vay 3 lro"ng 4 diém A R
B, C, D khong thing hang.

diém A, B, C, D dong \




T

Suy ra ¢6 4 mat phing khic nhau ABC, ABD, ACD, BCD.
b) Cic cip duong thing chéo nhau la AB va CD, AC va BD,
AD va BC.

viroy 2 : : g S
Cho hai dudng théng chéo nhau a, b. Trén a I8y hal diém phan
biét A , B va trén b 14y hal diém phan biét C, D. Chung minh
AC va BD chéo nhau.

Giai
Néu AC va BD dong phing
trong mdt mit phing a thi _ o
tacé: - : ¢

.'A,BEa + aCa
C,D€a =» bCa

Ditu nay trai gid: thiét vi a

va b chéo nhau. :

Viy AC va BD khong dong -

phing nén AC va BD chéo

nhau. :

BAI TAP TUUNG W
1. Cho t gléc I3 ABCD va duém s khéng thuOc mét phing cla
tu glac.
&) Liét k& cdc mat phéng ma ta ¢6 duge.
b) Hay néu cac cip canh chéo nhau.

2. Cho 5§ di &m ABCDE trong d6 khbng cé 4 diém néo cung ném
ttong mot mit phing.
-a)’ Chung 16 ba trong nam d’ém khbng théng hang
b) Hoi ¢6 m&y mat phing xéc d}nh bai 3 trong 5 diém trén.

3. Cho hal dudng théng dr va d2 cét nhau tai A Mot dubng
~ théng a cit c& hai dudng do. Hoi cd ba d_ubng thdng c6 ndm .
trong mét mét phéng khéng ?

: g
it e o Ly e, - - R L i 1r'~r:g_<,a
s ™ - R o e a— . B . —




I MR sl

Vin && 2: Tim giao tuyén cﬁa hai mjt phing
L Ta tim hal diém chung cla ching. o *]

viout:
Cho ti dién ABCD. L4y diém M trén doan AB, diém N trén
doan AC va | § trong tam giac BCD. Gid s MN khong song
song v6i BC. Tim giao tuy&n cla hal mat phing :
' a) (MNI) va (BCD)
b) (MNI) va (ABD).
c) (MNI) va (ACD)
' Giéi
* MN va BC ciing ndm trong mit
phﬁng (ABC) va khong song song
nén cit nhau tai J.
Taco: JEMN =] & (MNI)
J € BC = 1J € (BCD)

Hai mit phdng (MNI) va (BCD) c6 hai diém- chung I va J nén
giao tuy€n cla ching la 1J.

* Trong mit phing BCD , duimg thing IJ cit BD tai K va CD
tai E. ,
Hai mat phing (MNI) va (ABD) c6 hai diém chung M va K .
nén giao tuyén cia chung la dudng thing MK. .
* Hai mat phing (MNI) va (ACD) c6 hai diém chung ANvaE -
nén giao tuyén clia ching 1a NE.

vi Du 2:
Cho td giac ABCD cé céc cap canh d6i khéng song song va
diém S -khéng thube mét -phdng cla ti giac. Tim giao tuyén
clia hai mat phing :
a) (SAC) va (SBD)
" b) (SAB) va (SCD) ‘
. c) (SAD) va (SBC) e =)
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o _ ) Gidi
a) Goi O la giao diém cla hai
duwtmg chéo AC va BD, ta.
T ed: ' :
O € AC» 0 € (SAC)
O € BD=» O € (SBD)
Do d6 hai mit phing (SAC)
va (SBD) c6 hai diém chung =
S va O nén giac tuyén cla
ching 1a duomg thing SO. =
b) Theo gia thi6t cic canh d6i
AB va CD ciia t& gidc khong
song song nén cit nhau tai
I. Ta ¢é :
I € AB = | € (SAB)
I€CD=1IE¢ (5CD)
Viay hai mat phing (SAB) va (SCD) c6, hai diém chung S va I
nén giao tuyén cia ching 1a SI

¢) Hai canh d6i AD va BC khong song song nén cét nhau tai J. Hai
mat phing (SAD) va (SBC) c6 hai diém S va J chung nén giao
tuyén cta ching 1a SJ. ‘

BAI TAP TUONG TV

1. Cho 1 dién ABCD. Ly diém M uén AC, diém N trén BD va
diém | trén AD. Tim giao tuyén clia mat phéng MNI véi cac
mét clia td dién ABCD. '

2. Tromg méat phdng a cho hai dudng thdng d1 va d2 ddng quy
tal O. Diém M khong thudc mét phing a. Tim giao tuyén cla
hai mat phdng (M,d1) va (Md2). .

3. Cho U dién ABCD. L4y diém | trén AB, diém-J trong tam giac
BCD va diém. K trong tam gidc ACD. Tim giao tuyén cla mat

- phéng K Vi cic mét cla tu dién,




Vin &2 3: Dung giao diém cua dubrng"théng véi mit phing

Ta dyng giao diém cla dudng thing db véi: du'ang thing nim A
trong mjt phing. (Ta dyng giao tuyén cla- mgt phing nay véi mat
phlng chira dudng thing) _

i Dl) 1:
Cho ti dién ABCD. Goi M va N Ran Iuot 1 trung diém clia AC P
va BC,va K la diém trén BD véi KD < KB Dung giao diém ¥«
ctia CD va AD véi mét phing (MNK)

Giai

* NK va CD ciung ndm lrong mat ph?mg (BCD) va khﬁng song
song (vi KD- < KB) nén cit nhau tai. I

Mi: NK C (MNK)
Vay CD cét (MNK) tai 1.

* Ta c6 MI va AD cung ndm trong mit phing (ACD) vi khbng
song song ndn cit nhau tai J. :

MAaTENK = J€ (MNK) » MIC(MNK)
Vay : AD cit (MNK) tai J. :
10
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vioyz: R S SRS
Cho tu dién ABCD. Ldy diém M trén AB, diém N trong tam
-giac BCD va diém K trong tam gidc ACD. Dung giao diém cla

CD va AD v6i mat phdng (MNK).

Giai

* AK va CD cing ndm trong mit phing (ACD) va khong song
song nén cft nhau tai L

MK va BI ciung ndm trong mit phz’mg (ABI) va khong song
song nén cit nhau tai E. '

Taco E € MK - EE(MNK) s ,
Ee€Bl =» E € (BCD) *"

Miit khic N 1a diém chung cla 2 mat phing (MNK) va (BCD)
theo gid thiét. Do d6 hai mil phfmg (MNK) va (BCD) cit nhau
~ theo giao tuyén NE.

© Ta ¢6 ::NE cit CD tai F,ma NEC (MNK)
Viy : Fh giao ;_iném.cua CD véi mit phing (MNK).
* Hai mjt phing (MNK) va (ACD) c6 hai diém chung K va F
" nén giao tuyén cla ching 1a KF.

1




‘Ta c6 : KF cit AD tai J (vi cung ndm trong (ACD)).

-.Ma : KF C (MNK). Vdy J 1a giao dxdm cia. AD vii mat ph"mg
(MNK). |

i oy
') Cho hinh ch6p SABCD. LAn lugt |4y trén SA, AB va BC cac
diém M, N, P sao cho NP khéng song song véi AD va CD.
Dung giao diém cla SD, SC v6i mat phing (MNP).

Gt o T

* Theo gid thict NP khong song song véi AD va CD nén NP cit
AD i E va CD tai F (vi cing nim trong mit phing ABCD).
E€AD = E € (SAD)
E€NP = E € (MNP) .
Do d6 hai mit phing (MNP) va (SAD) ¢6 hai diém chung M
va E nén cdt nhau theo giao tuyén ME. Trong mat phéng (SAD),
ME va SD cit nhau tai . Vay 1 Ia giao diém clia SD v6i (MNP).

* Tuong ¢ hai mit phfmg (MNP) va (SCD) c6 hai diém chung
I va F nén cit nhau thco giao tuyén IF. Trong mat phdng (SCD),
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IF cit SC i J. Vay J 12 giao didm cia SC v6i mat phing
(MNP)

’ BM TAP TUONG TU :

1. Cho tU dién ABCD: Liy diém M trén AB va N trong tam gidc
BCD. Dung giao diém cla AC v6i mat phing (MND).

2 Cho t dién ABCD. L4y diém M trén AB va N trén AC,va | &
~ trong tam gidc BCD. Dung giao .diém cla BD, CD véi mat.
phing (IMN).

3. Cho hinh chép SABCD va diém M & trén SB. Dung giao diém
clia SC v6i mat phdng (ADM).

Vin 42 4: Chimg minh ba diém thing hang

Ta chimg minh ching ia ba didm chung cla hai mjt phing phan biat.

vi DU 1:
Cho dudng thdng d cit mat phéng (a) tai I. Liy hai diém A
va B trén d va diém M trong khdng gian khdng thuSc d va |
(a). Gid sit MA va MB 1an luot cét (o) tai A’ va B'. Chimg minh
ba diém |, A’ va B’ thdng hang.
Giai
Diém M va duimg thing d
khong chira né xic dinh mot
mit phing (M,d).
Tacd I, A, B’ € (a) (g1)
Va A€ MA = A € (Md)
B'€MB =B € (Md)

Viy 1, A, B’ Ia ba diém
chung cia hai mit phing
‘phén bi¢t (@) va (M,d) nén
ching thing hang trén giao

_ tuyén clia hai mat phing nay.

13




vipy 2: = \ ,

Cho ba niia dudng thing Ox, Oy, Oz khéng ddng phing. Liy
hal diém phan biét A, A’ trén Ox; hai diém phan biét B, B’ trén
Oy va hai diém phan biét C, C' trén Oz sao cho BC cét B'C'
tai D, CA cit C'A’ tai E va AB cit A'B’ tai F. Chimg minh ba
diém D, E, F thing hang. S S

- Gidl

D € BC = D € (ABC) -

D€ BC = De&(ABC) ~ ‘ ~
Twong tv : EF € (ABC) va EF € (A'B'C) )
Nhv vly : D,EF la ba diém chung cBa hai mit phing phin
bi¢t (ABC) va (A’B'C’) nén ching thing hang trén giao tuy¢n
ciia hai mit phing nay.

BAI TAP TUONG TV . o
1. Trong mét phing (a) cho 2 dudng thing di va dz. Ldy hai
diém A va B khong thudc (a) sao cho dudng thing AB cét: (a)

14




tai |. Mat phing (§) qua AB cit di tai M-va d2 tai N. Ching
6 ba diém |, M, N thdng hang. ,

2. Tho hinh chdp SABCD trong dé AD va BC khdng song song.
Liy diém M trén SB va O la giao diém hai dudng chéo AC va
BD. ‘ ‘

a) Dung giao diém N clia SC v6i mat phdng (ADM).

b) AN va DM cét nhau tai I. Ching 16 3 diém 8,1, 0
thing hang.

Vin &¢ 5: Chimg minh ba dudmg thing dbng quy

D& chimg minh ba dudng thing ddng quy ta ¢6 thé ching minh :
- % Mai dudng thdng ct nhau tai mdt diém & trén dudng thing thir ba.
* Chiing A céc dudng thing khdng ddng phing va cit nhau ting
doi mdt (xem vi dy 2).

vioyt: , 7
Cho tif dién ABCD. Gol E, F, G i&n luot 12 3 diém trén ba canh
AB, AC, BD sao cho EF cét BC tai |, EG cét AD tai J (I khac
C va J khac D). Ching minh CD, IG va JF ddng quy. ‘

Giai
; Ta ¢6 : ‘
‘. 1 € EF » I € (EFG)
| 1 € BC » 1 € (BCD)’
Viy IG 1a giao tuyén cia hai
mit phing (EFG) va (BCD).
Tacingc6: =
J € EG = J € (EFG)
J € AD » J € (ACD)
Viay JF la giao tuyén cia hai
mat phing (EFG) va (ACD).
IG va JF ndm trong (EFG)
va khong song song.cit nhau

-
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tai 0. Dodé6 O € (BCD) va O € (ACD) nén" O € glao.\

tuyén CD.
Vay ba duimg thing CD, IG, va JF ddng quy tai diém chung cia
ba mat phing phéin biet (EFG), (ACD) va (BCD).

viou 2:
Chimg minh ring néu ba dudng thdng khang ddng phing va

ddi mdt cét nhau thi ba dudng thing nay dbng quy tai mit
diém.

Giai

Cho dy, d2 va d3 khong ddng phing -

7 : - va cit nhau timg ddi mot.

Theo gia thict, di va dz cft nhau
tai O nén xac dinh mot mat phing
0 %» (a). Ta néi d3 phéi qua O vi néu
o ds cét d1 tai A va da tai B khic
xS 7 Othids C (a), dlbu niy lral gid

/ thiét.

BAI TAP TUONG TU
1. Cho hinh chép SABCD. Mot mat phéng (a) 1an luot cét cac
canh SA, SB, SC, SD tai A, B', C', D'. Goi O 4 giao diém hai
dudng chéo AC va BD. Chimg minh ba dudng thing A'C’, B'D’
va SO ddng quy.

2. Cho hai tam gidc ABC va A'B'C’ khéng cing ndm trong mdt |

mét phing. Gid st BC cit B'C’, AC cit AC' va AB cit A'B’

Chimg minh ba dudng thing AA’, BB', CC' thudng dbng quy-

tal mét diém.
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Vin dé 6 :  Tap hop diém 1 giao tuyén (hay mdt phin cda -
giao tuyén) cua hal mat phéng

Ta ching minh diém dé thudc hai m3t phing ¢8 dinh.

vipbu 1 : i Bormm
" Cho hinh chép SABCD. Mdt'mat phang (a) luu ddng qua trung diém
A’ va B’ clia SA, SB va cat’'SC, SD 1an jugt tai C' va D'. Tim tép hop
giao diém M cla A'C’ va B'D". (Gid st (A'B'C) cét SO).

Giai
* Goi O la giao diém cua
AC va BD.
T ., A’ € SA
360 o esc
> A'C’ C (SAC)
MaMe AC
> M € (SAC)
Ta cing ¢6 :
B € SB
D’ € SD
» B'D’ C (SBD)
va M € BD' = M € (SBD)

Do d6 : M thudc giao tuyén SO cia hai n\%l/ phing (SAC)
va (QBD) )

Khi ¢ = SthiM = S va khi C = C thi M = Mo la giao
di¢m cia SO va A'C.

* Pio lai, ldy dilm M € SM,, trong mit phéng (SAC) dudng
thing A'M cét SC tai C. Trong mat phing (SBD) duong thing
B'M cit SD tai D’. Hai dutmg thing A’C’ va B'D’ dbng quy
nén xic dinh mot mat phang ().

* Viy : Tap hop cic diém M la doan SMo tién giao tuycn cia

(SAC) va (SBD)
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viby 2:
Cho hinh chop SABCD trong ddé AD va BC khong song song.
Goi O la giao diém cda AC va BD, E la giao diém clia AD va
BC. Diém M luu ddng trén SB, EM cét SC tai N. Tim tiap hop
giao diém | cia AN va DM.

— Ta ¢o

}: I € (SAQ)

} = [ € (SBD)
Véy I € SO, giao tuyén ctia hai mat phing (SAC) va (SBD).

- Khi M=Sth I=§
M = B thi | o) -
- Vay I chay trén doan SO khi M chay trén doan SB.

It
]

BAI TAP TUONG TV
1. Cho hinh chép SABCD. Goi O 1a giao diém clia AC va BD, H
va K lan lugt 1a trung diém cla SA va SB. Dtém M luu dong
trén doan SC.
a) Dung giao diém N cla SD voi mat phéng (N]_HK).
b) Tim tdp hop giao didm | cla HN va KM
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2. Cho hinh ch6p SABCD trong dé AB va CD khdng song song.
Mat phang (o) luu ddng qua BC cét SA tai M va SD tai N.
Tim tdp hop giao diém | cla BM va CN.

Vin &¢ 7 : Dung hinh trong khdng gian

Ta ding cac phép dyng co ban sau day :

* Phép dyng 1 : iy 1 diém trén mdt hinh 93 dung dugc.

* Phép dung 2 : dyng mijt phing bdi cac yéu t6 xac dinh né.

* Phép dyng 3 : dyng dudng thing bling chch dung giao tuyén
cla hai m¥t phing.

* Phép dung 4 : dung cac d&i tugng trong hinh hoc phing.

viou1:
Cho hai dudng thing chéo nhau di va dz va diém A khéng
thudc hai dudng thdng nay. Dung dudng thdng d qua A cat di
va de.

Giai

a) Phdn. tich

Gia st dung dugc duimg

thing d qua A va cét d; tai

B, cit d2 tai C.

Diédm A va duomg thing di
~ xdc dinh mit mit phing a

vadC a.

Diém B va dutmg thing dz

xac ‘dinh mat phing 8 va

dy
dcg B \
Viy d la giao tuyén cia a : N
ag.

b) Cdch dung
Duyng mit phing a xic dinh bdi di€n A va duomg thing di (phép
dung 2).

M.

)
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_Dyng mit phing B xic dinh bdi diém A va duimg thing d2
“(phép dung 2).
Duyng giao tuyén d cia a va B (phép dung 3).
c) Chimg minh
A la diém chung clta @ va § nén A € d.
Mat khdc d va di cung ndm trong a nén thuimg cit nhau ; d
va d2 cung nim trong B nén thuong cit nhau.

d) Bten ludn
Hai mat phing a va B phan bi¢t vi di va d2 chéo nhau.

Néu d khong song song vdi di hay dz thi bai toin co mot
nghi¢m hmh

Néu d song song véi di hay song song vdi d2 thi bai toin v0
nghi¢m.

vibu2:
Cho 3 dubng thing di va d2 va da chéo nhau ting doi mét.
Chiing t& c6 vd s§ dudng thdng cit cd ba duong thing nay.

Giai
T Ly didm A trén d3 (phép
B 7 dung 1). Theo vi du 1 ta dung
V : dugc mdt dudmg thing d qua
---4A d
) i % A cét dy va da.

Ma trén d3 c6 thé 14y vo s6
didm A nén c6 vd s6 duomg
thing d cit di, d2 va ds.
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BAI TAP TUONG TV
1. Cho méit phing «, diém A € a va dudng théng a khong nam
trong a. Dung dudng thing d qua A, ndm trong « va cat a.
2. Dung dudng thdng d qua diém A va vudng goc véi dudng
thing a cho trude.

C. TOAN TONG HOP

1. Cho trong mét phang « hai dudng thdng d1 va d2 cét nhau tai
O. Hai diém A va B c§ dinh & ngodi a sao cho dudng thang
AB cit a. MOt mat phang B luu ddng qua AB cét d tai M va
cét d2 tal N.

a) Ching minh dudng thing MN di qua mdt diém c§ dinh.

b) Ching minh glao diém | cla AM va BN & trén mdt duong
thdng c8 dinh.

¢) Ching minh giao diém J cla AN va BM & trén mdt dudng
thdng c& dinh.

d) Ching minh dudng thdng IJ di qua mdt diém cd dinh.

Giai
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a) Theo gid thidt, AB cit « tai E.
Ta cé M,N,E € a. _
M,NEES vi E€ABCS
Vay M, N, E thing hang trén giao tuyén cta a va B. Suy ra
duong thing MN ludn qua diém ¢6 dinh E.
b) Ta c6 :

M
(Ad) } > e

n»

I
A

m m

1 € BN R
BN C (B,dy)

o

1 € (Bdy)

Viay 1 € a, giao tuyén clia hai mjt phéng c6 dinh (A, dy) va
(B,d2). Hai mat phing nay c6 di€m O chung nén O € a.

c) Ta ¢6 :

} > J € (Ad)
} > J € (Bd)

Viy J € b, giao tuyfn cia hai mat phing ¢6 dinh (A, d2) va
(B,d1). Hai mat phing nay c6 diém O chung nén O € b,

d) U va AB cing ndm trong mit phing (IMN) nén cit nhau tai ‘
F. Hai duomg thing a va b dbng quy tai O xic dinh mit phing
(a,b). Ta ¢6 :

Fel

U C (ab) } F € (ab)

Vay F la giao diém cha AB va mat phing c6 dinh (a,b) nén F
¢6 dinh, va duing thing 1J luén qua diém c8 dinh F.

2. Cho ti dién ABCD. Goi Gi va G2 Ian lugt 1a trong tdm cac
tam gidc BCD va ACD.

a) Chung minh AG1 va BG2 ddng quy tai mot diém I va tinh
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a)

B B
iIG1 ' 1G2
b) Ching minh I la trung diém cda doan thdng ndi trung didm
hai canh d8i AB va CD.
¢) Ching minh cac dudng thdng ndi ti dinh cla ti dién d&n
trong tdm cla mat d&i dién thl ddng quy.
Giai
Goi M la trung diém cta CD
thi BM va AM 4 duomg trung
tuyén clia cic tam gisgc BCD
va ACD nén G; € BM va
G2 € AM.
Do d6 hai duong thing AGy
va BG cung nidm trong tam
giic ABM nén cit nhau
tai 1.

Thco tinh chdtl trong tam ta
I‘Vl_(‘h _ 1\—4?13 _1_
MB  MA 3
nén G1G2 // AB.

co

Suy ra hai tam giic 1G|G2 va IAB dbng dang. Do d6 :
1A 13 _ _AB

1G; 1G> GiG;

Mat khic hai tam giic MGGz va MBA ddng dang cho :

AB. __ MB _ _,
G1G2 MG,
1A 18
Viy : —_— = — = -3,
24 1G 1G2

Theo tinh chét cia hinh thang ABG;iG2 thi MI qua trung diém N
cia AB va trung diém K cta G1Ga.
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Zl Z[
ZYR
W fr=

Ta c6: N a3 =
IK

Suy ra [ la trung diém cia MN.

c) B6n duong thing n6i tir dinh cia t& dién dén trong tam cua
mat d6i cit nhau ting do6i mot (thco céu a) va ba trong hén
duomg nay khong dong phdng. Vdy ching ddrig quy tai diém I
(theo vi du 2 clia vdn d2 5). I la trung di€m cia doan néi lrung
diém hai canh d6i dién.

\“w

M THEM
3ho hinh ch6p SABCD trong d6 ABCD la hinh thang c6 day
I6n 1a AB. Goi | va J 1a trung diém cua SA, SB. Biém M luu
déng trén SD.
a) Tim giao tuyén cla hai mat phang (SAD) va (SBC).
b) Dung giao diém K cla IM v6i mat phing (SBC) va giao
~ diém N cla SC v6i mat phdng (IJM).
c) Ching to giao diém H clta IN va JM & trén mét dudng
thdng ¢ dinh.

2. Cho tu dién SABC. Goi M, N, P ia trung diém cua SA, SB, SC.

a) Chiing minh 3 mat phdng (MBC), (NCA) va (PAB) c6 chung
mét diém | va 3 mat phang (ANP), (BPM), (CMN) c6 chung
mét diém J. s
b) Ching minh 3 diém S, l J thing hang va tinh - T
-3. Cho ti dién ABCD. L4y diém M trén AB va diém N trong tam
giac BCD.
a) Dung giao diém clGa AC v6i mat phing (MDN).
b) Dung giao diém cia AN véi mat phing (CDM).
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Chuong Il : DUONG THANG VA MAT PHANG
SONG SONG

A. TOM TAT GIAO KHOA

I. budong thidng song ‘song

1. Djnh nghia [ :
aCa,bCa /m
a//b¢{anb=@ \ /
o® .
2. Cac dinh i

a) Tu mét diém & ngoai dudng thing ta dung dugc mét dudng
thang song song véi dudng thang nay va chi mot ma thoi.

b) 2/Aba={A)}: afnb={B}

-~

a &
c) b/l c

p=c |
; ]'» cl/la,b o
b

V

3. G6c cua hai duong thing
a) Goc c6 canh song song :
* N&u hai goc c6 cac canh song song va cung chidu thi
bang nhau.

_—

°}=~ allb

Py

d)

oo R
=NnnNno>

-\




Néu hai goc c6 cac canh song song va nguoc chidu thi
bang nhau.

Néu hai goc c6 hai canh song song clng chidu va hai
- canh songsong ngugc chidu thi by nhau.

b) Goc cla hai dudng thing :

*

Goc cla hai dudng thing trong khéng gian 1a mét trong
cac géc hop bdi hai dudng
thdng 1an lugt song song vai

' ching, phat xuft tir mot diém
o % bt ki
: ° *a 1 b e gbc (ab) = 90°
* Hé qua :
\ allc

a¢b}=>c'Lb

Il. Dudng thang va mit phing song song
1. Dinh nghia &
aflaeanNa =g

2. Didu kién cin va du g 7
* Cho a khéng ndm trong a. | '

b C a

aszb

Tacé:a//aa{

* Cac hé qua :
. Néu mét dudng thing %
song song voi mét mat
phang thi né song song véi
giao tuyén clia mat phing
nay véi mat phing nao chia
no.




. Néu mét dudng thang song song véi modt mat phang va
tir mot diém trong mat phang ta dung mdt dudng thing
song song véi dutng thang dé thi dudng thdng nay chia

trong méat phang da cho.

3. Cac dinh ii
anpg=d/y

a) yNa=a =>d/ffa/lb
ynNpB=>
anNp==>b

b) a/la »>al/lb
a/lp '

c) Tu mdt diém ta dung ducc
mOt mat phdng song song

.« VO hai dudng thdng chéo
nhau va chi mét ma thdi. -
Pac biét cho hai'dudng thing —

gz

chéo nhau, qua dudng thdng Py
nay ta dung dugc mot mat —

phdng song song vdi dudng )&\’
thang kia va chi mét ma thoi.

B. PHUONG PHAP GIAI TOAN

Vin d¢ 1 :  Ching minh hai dudng thing song song

chlng minh hai duding thing song song trong hinh hoc phing.
* Ching minh ching clng song song véi dudng thang thir ba.

* Dung tinh chit : hai mat phing cdt nhau 1N luot chira hai dudng
thing song song thi giao tuyén cla chung song song vdi hai dudng
thang nay.

* Ching minh ching cling thude mbt m3t phing va dung phuong phéap
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vibyt: : ‘

Cho t( dién ABCD. Goi M, N, P, Q, R, S an iugt 1a trung diém

ctia AB, BC, CD, DA, AC va BD.

a) Ching minh MNPQ 1a hinh binh hanh. Suy ra MP, NQ va
RS cét nhau tai trung diém mdi doan.

b) Gid sU tam gidc BCD c8 dinh va diém A luu ddng trén
mét phang « qua BC sao cho NSQR Ia hinh thoi. Chiing
t0 di€ém A luu dong trén mét dudng tron ¢ -dinh.

Giai
a) Trong tam giic ABC ta ¢6 :

MN /i AC va MN = AE
Trong tam giic ACD ta ¢6 :
SN AC
PQ // AC va PQ = -
Do do MN // PQ va
. MN = PQ.
Vay (i gisc MNPQ Il hinh
binh hanh. .
Suy ra hai duimg chéo MP va NQ cit nhau tai trung diém mdi
duimg.
L AB
Tuong ty RN // QS // AB va RN = QS = Ty

Do d6 wr gidc RNSQ la hinh binh h;mh.
Suy ra hai dudmg chéo RS va NQ ciit nhau tai trung didm mdi
duomg, . A
Viy : MP, NQ, RS cit nhau tai trung diém cda mdi doan.

b) Néu NSQR Ia hinh thoi thi ta ¢6 RN = RQ. "

- Ma: AB = 2RN va CD = 2RQ
Do d6 : BA = CD = hing s6. . _ _
Viay A chay trén duimg tron t4m B ban kinh CD & trong miit
phing a.
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AD va AC. Cho AB = 23, CD = 2av 2 vda MN = a v 5. Tinh
géc clia AB va CD.

Gii

TacoIM//ABvaIM = —%g-:a

(vi IM la duomg trung binh
cua tam giic ABC).
Tuong tv IN // CD va

-(429- = av 2.

o~
Viy gihc (AB,CD) = MIN.
< Ap dung h¢ thic cosin trong
tam gidc IMN ta c6 :
2 2 2 ’ e
MN® = IM © + IN® — 2 IM.IN cosMIN

IN =

M2+ IN? — MN? a’ + 2a° — Sa’

o~
Do dé cosMIN 2IM . IN T T2 aave

1 o~ '0
= -7 = MIN = 135

vioy 2:
Cho hinh binh hanh ABCD va mat phidng c& dinh « qua AB.
Diém S fuu dong trén a. Goi M, N, P, Q Ian luct 13 trung diém
ctia SC, SD, AD va AC. Gid st MNPQ ia hinh chi nhat. Chiing
t0 S luu déng trén mdt dudng thdng cd dinh.

Giai
Ta ¢c6 MN //'PQ (cung song song
vagi CD). - :

NP // MQ {(cung song song vdi
SA).

Theo gia thict MN L MQ nén
SA 1 CD = SA 1 AB.

v
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Viy S chay trén duimg thing vudng goc véi AB tai A trong
mit phing a.

vioy 3:
Cho i dién ABCD c6 c4c canh déu bing a. Goi I, J, K I&n
lugt la trung di€m cla BC, CA va AD. Tinh IK. Suy ra cac cap
canh déi cla td dién vudng goc nhau.

*

Giai
Taco:1A = ID = 9—? (dwomg cao cha cdc tam giic dtu
ABC va DBC canh a).
Do d6 : tam giic TAD cén, suy ra trung tuyén IK cing la
duing cao.
Tam gidc vudng AIK cho :

IK2 = AP® - AK? A
I T «
4 4 2 ;
av?2
2 B
S _AB _a L
Tacing c6: 1) = ) -
s - CD _a
vi JK = 2 =3
2 2
Dod(’):Jl2+JK2=%+—§—- IK?

Vay tam giic [JK vudng can tai J.
Mit khic :
AB // JI va CD // JK nén géc (AB,CD) = UK = %°

Vay AB vudng goc voi CD. Tuong tv: BC L AD va
AC 1L BD.
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BAI TAP TUONG TV
1. Cho hinh chép SABCD ; ABCD 14 hinh binh hanh va SA = SB,
SC = SD. Ching minh rdng : géc (SA,BC) = gbc (SB,AD).

2. Cho tu dién ABCD vdéi AB vudng géc vai CD. Goi M, N, P, Q
lan luoct 1a trung diém cla AC, BC, BD va AD. Ching 1o :
MP = NQ.

Vin dé 3 : Chﬁng minh dudng thing song song v6i mit
phing

Ta chiing minh dudng thdng do song song vdi mdt duding thang nim
trong m3t phing.

viby1:
Cho diém S & ngoai mat phang hinh binh hanh ABCD. Goi M
va N la trung diém cla SA va SB. Ching t6 MN song song
v6i mat phang (SCD).
Giai
Ta c6 MN // AB (duimg trung
binh cia ASAB).
Ma: CD // AB , nén
MN-// CD C (SCD)

Vay : MN // (SCD).

viby 2: _
Cho t dién SABC. Goi M va N 1A trung diém clia AB va SB.
Ching 16 SA song song v6i mat phidng CMN. Xac dinh giao
tuyén clia mat phéng (CMN) véi mét phang (SAC).
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Giai
Ta ¢6 : SA // MN (duong
trung binh clia ASAB).
Ma : MN C (CMN)
n: SA // (CMN).
Hai mit phing (CMN)
va  (SAC) ¢6 diém C
chung vi lin lugt chira
MN // SA nén giao tuyén
la duimg thing d qua C
va song song vdi SA,

BAI TAP TUONG TY
Cho tir dién ABCD. Goi G1 va Gz la trong tdm cla cic tam

giac ACD va BCD. Ching t6 G1G2 song song véi mat phdng
(CAB).

Vin d¢ 4 :  Dung thiét dién song song vo6i nﬁét dudng thing

Ta 6 1hé dung céc tinh chét :

* Néu mét dudng thing song song vai mdt mit phing thi né song song
véi giao tuyén cla m3t phing nay va mdt mit phing nio db chia no.

* Néu hai m§t phing phan biét c6 mdt didm chung va fan lugt chia

hai dudng thdng song song thi gnao tuyén clia ching song song vé&i
" hai dudng thing nay. :

viby1: \ .

Cho tu dién ABCD. Tu diém M trén AC ta dung mdt méat phing

a song song voi AB va CD. Mat nay Ian luot c&t BC, BD, AD,

tai N, P va Q.

a) Ta giac MNPQ 1a hinh gi ?

b) Gid s AB 1L CD thi MNPQ I3 hinh gi ? Tinh dién tich cla
MNPQ biét AM = x, AB = AC = CD = a. Tinh x dé
dién tich nay I4n nhét.
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e TRE

Mit phing a song song vai
AB nén a cdt hai mit chira
AB la-(ABC) va (ABD)
thco hai giao tuyén
MN // PQ /I AB.

Tumg (v . « // CD = a
cit (ACD) va (BCD) theo
MQ // NP // CD.

Viy MNPQ la hinh binh

hanh,
b) Néu AB L CD thi MN 1 MQ. Viy MNPQ Ia hinh chir nhdt.
MN CM M a
MNJ/AB:AB = TA MN—(,Mr—a X
(vi AB = AQ)
MQ _ AM - _
M_()//CD-~'-CD = AC > M(){—AM-x

vi CD = AQ)
Vav: Sumypo = MNMQ = x(a ~ x)
Theo bit ding thie Cosi ta ¢6 :

X4+ a-— Xx\2 a2
x(a-—x)s (—'——-2'——“")’ =-I
aZ
Viy : Smax=-a- vil dﬁp=xz’nyrakhi X =a2a-—X
a
hayx-—2

vioy 2:

Cho diém S & ngoai mat phang hinh binh hanh ABCD. Goi M
va N 1a trung diém clia AD va BC. Mat phing a qua MN va
song song véi SD cét hinh chop SABCD theo hinh gi ?




Giai
Mat phing a // SD
nén a ciat (SAD)
thco MQ // SD.
Hai-mat phing o va
(SAB) ¢6 diém Q
chung va 1an lugt
chira MN va AB song
song nén giao tuyén
cia chung la
PQ // AB // MN.
Thidt diégn MNPQ la
hinh thang.

vioy 3:
Cho diém S & ngoai mat phing hinh thoi ABCD canh a sao
cho tam giac SAD la tam giac ddu. Tu diém M trén doan AB
ta dung mat phang a song song véi SA va BC. Mat phing a
1An luot cit CD, SC, SB 1ai N, P, Q. .
a) Tu giac MNPQ 1a hinh gi ?
b) Tinh dién tich cia MNPQ theo a va x = AM.

c) Tim tap hop giao diém | clla MQ va NP khi M di chuyén
ts A dén B. '

Giai

a) Mit phing a qua M va song song vt SA nén cit mat phing
(SAB) thco giao tuyfne MQ // SA.

Mat phing a song song v&i BC nén cit hai mit phéng chira
- 'BC la (ABCD) va (SBC) theo hai giao tuyén :

MN // PQ // BC
CN _ BM

Hom nira ta ¢co : CD —_BA

(vi MN // BC // AD)




ma :

Do d6 :

Viy :

PNM =

Suy ra tir gidc MNPQ la hinh thang cin.

b) Taco: MN = BC = a
PQ _ SO
BC ~ SB PQ | AM
SQ _ AM BC ~ AB
SB AB
_KéduimgcaoQH.LMNtacc’;:
_MN-PQ _a-x
MH = > >

- -BB—‘S). (vi PQ // BC)
- Eg‘ (vi MQ // SA)
- % > NP/ SD.
—~—~~

= DAS = 60°
P
SDA = 60°

AM

PQ

(hinh thang cin)

Tam giic vuong MQH c6 M = 60° nén:
QH = MH.lg()OO = w

2

X




1}

Viy : dt MNPQ %(MN + PQ).QH

1 (@ =xvV3 _ (@ - )yWV3
=@ T = 3
.. lem
¢) Ta ¢6 : MQ C(zSAB)'} > .l € (SAB)

I € NP ‘
NP C (SCD) } = 1€ (SCD)

Viy: 1€ d = (SAB) N (SCD)

Ma : ./ CD, nénd qua S va// AB va CD.

‘ Khi M= Athil = v
! ' MsBlhllslo vai Blo // SA.

Suy ra t3p hop cic di€m I 1a doan Slo cia giao tuyén d. (Phin
dio doc gid ty chimg minh).

~ BAI TAP TUONG TY
1. Cho tr dién ABCD. Goi | va J 1an luot 1a trung didm cla CA

va CB. Diém M luu dong trén doan BD. Mat phéng (IJM) cit
AD tai N.

a) Chung minh IUMN thong thudng 1a hinh thang. Dinh vi trf
clia diém M d& IJMN Ia hinh binh hanh. /

b) Tim tap hop giao diém K cta IM va JN khi M di dong tir
B dén D.

c) Gia st cac canh cula ta dién ddu bang a vi dat BM =
(0 = x =< a). Tinh dién tich cta JMN theo a va x.

2. Cho tu gidc ABCD trong d6 AB va CD cét nhau tai E, AD va
BC cat nhau tai F. Diém S & ngoadi mat phing cla tu gi4c.
Mot mat phangaqua diémM trén doan SA Ran luot cét SB, SC,
SDtai N, P, Q.

a) Ching minh rang néu « song song v&i SE hay SF thi
MNPQ Ia hinh thang.
b) Néu a song song véi SE va SF thi MNPQ 13 hinh gi ?
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C. TOAN TONG HOP

1. Cho t(f dién ABCD. Tu diém M trén canh AC ta dung mdt mat
phdng a song song véi AB va CD, mat phing nay Rin luot cét

BC, BD vd AD tai N, P, Q. cho AB =

va MN = x.
a) Ta gidc MNPQ 13 hinh gi?T

a, CD b, AC =

inh chu vi clia n6.

b) Khi M luu dbng trén AC, tim hé thuc gilla a va b 830 cho
chu vi MNPQ khong déi.
c) Tim tap hop giao diém | cia MP va NQ khi M di chuyén
tt A dén C.

Giai

-

a) @ // AB = a cit (ABC) va
(ABD) thco 2 giao tuyén
MN // PQ // AB.

a /| CD = a cit (ACD)
va (BCD) theo 2 giao tuyén
MQ // NP // CD.

Vay MNPQ la hinh binh

R I UL

hanh.
MQ AM
MQ // CD = _—
Q ) CD AC
v CM _MN _x
Ma : MN // AB = CA = AB =3
CA - CM a—x
B  —— =
. CA a
AM _a-x
AC T a
Do do MQ _a-x MQ=bSa_x!”
CDh a a




i

Viy : chu vi MNPQ

_2[@=-bx+ab]l 4
a

b) Chu vi MNPQ khong d6i khia — b = 0 hay a = b. 4

'¢) Goi E va F Ia trung diém cia AB va CD.
MQ // CD nén AF cit MQ tai trung diém R cda MQ.
NP // CD nén BF cét NP tai trung diém S cia NP.
Do d6 : RS // MN // AB va I la trung diém cia RS, nén 1
chay trén dudmg trung tuyén FE cua tam gidc ABF.

Dio lai, My diém I trén FE, dyng duing song song v&i AB cit
AF va BF fai R va S. Tir R va'S ta dung dudng song song voi
CD ta dugc mit phing a. ‘

Viy : Tap hop diém 1 la doan EF n6i trung diém hai canh v

AB,CD. v

2. Cho tif dién ABCD va diém M & trong tam giac BCD.
a) Dung dudng thdng qua M song song vai hai mat phéng
(ABC) va (ABD). Pudng thdng nay c&t mat phang (ACD)
tai B'. Ching minh AB’, BM va CD dbng quy tai mot diém.

- . . MB' _ dtMCD
b) Ching minh “BZ" = “GBCD -

¢) Tuong tu dudng thing song song vdi hai mat phing (ACB)
va (ACD) ké tit M cét (ABD) tai C' va duong thang song
song v6i hai mat phing (ADC) va (ADB) ké tu M cét (ABC)
e e MB® . MC , MD' _
tai D'. Ching minh rang sn t At DA " 1.

Giai

2(MN + MQ) = },[*4 P_@_g_"l] o

¥

a) Duimg thing MB’ qua M va song song véi hai mit phing (ABC)

va (ABD) nén song song vdi giao tuyén AB cia hai mit phing
nay.




AB va MB’ song song xdc dinh mot mét phing va AB’, BM cit
\ nhau tai I.
Ta ¢6 : 'IEAB’»IG(ACD)
I € BM » I € (BCD)

Viy: 1 € CD = (ACD) N (BCD). Néi cich khic, ba durong
AB’, BM va CD dong quy tai I

: MB _ M
b) MB’ // AB = AB " 7B

K¢ MM’ L CD vy
BH L CD 1a co :

MM’ // BH =
M MM
IB ~ BH
» Mait khdc :
. ,
dtMCD _ 2 D .MM
dt BCD '%CD.BH
MM’
~  BH

s MC_ dMBD . MD' 4 mBC
€) Tuong w ta co : o= = &«BCD ™ DA~ 4BcD

vay : MB  MC MD' _d(MCD + diMBD + dt MBC
Y Ba tCcatboa = dt BCD

=1

3. Cho mét phdng « vi hai duong thang chéo nhauds, do cht
tai A va B, Budng thdng d 1wy dong song song véi a cét di

tai M va d2 tai N. Budng thdng d; qua N va song song véi
di cét a tai N,
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a)

b)

a) Tu gidc AMNN' 1a hinh gi ?
b) Ching minh dudng thang NN' & trong mdt mat phing cé
dinh. Tim t4p hop cac diém N - :
) Xac dinh vi trf cla d sao cho dd dai MN nhd nhat.
Gidi

Ta ¢6 d // a (gia thi€l) nén ) 45
m3t phing (d1,d3) cit a theo :
giao tuyén AN’ // MN. 4,
Ta c6 : AM // NN’ (gid thict). ’
Viy : AMNN’ 13 hinh binh
hanh, .

* Duimg thing NN’ tya trén
d2 ¢6 dinh va song song voi
di ¢6 diph nén NN’ nim «)
trong mit phing ¢6 dinh qua
d2 va song song vdi dy.

2

* . Ta cé : N’ chyy trén giao tuyén & cta hai mat phing a va
(d2,d3).
.Dio lai, lfy N € & va kE NN/ di va NM // AN’ thi
MN // a. ‘
. Vay : Tap hop cic diém N’ 1a dueimg d'.
Ta ¢c6 MN = AN’
A ¢3 dinh va N’ chay trén d&’ nén AN’ ngdn nhdt khi AN’ L ¢
Dung All L &, HN // d] va NM // AH thi MN ¢6 do dai ngin
nhit,

Cho tir dign ABCD. Goi AE 1A trung tuyén cla tam giac ACD
va | la mét diém trén doan AE. MOt mat phing « qua Bl v
song song voi CD, cit AC tai M va AD tai N.

a) Ching minh MN // CD.
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b) Tim giao tuyén cla hai mat phing (BMN) va (BCD).

c) Chimg minh giao tuyén nay c8 dinh khi I di chuyén trén
AE.

Gidi

a) Mat phing a va mat phing
ACD c6 I chung va a //
CD nén a cit (ACD) theo
MN qua I va // CD.

b) Hai mat phing (BMN) va
(BCD) 6 B chung va Iin
lwgn chirs MN va CD sokng
song nén giao tuyén .cia
chunh la d qua B va // CD.

¢) d qua B ¢6 dinh va // CD
¢ dinh nén d c§ dink.

BAI LAM THEM , '
1. Cho hai dudng thdngchéo nhaudi va dz cét mat phing o tai

42

A va B. Dung doan thdng MN song song voi a cét di tai M
va d2 tai N sao cho MN = |,d6 dai cho trudc.

Hudéng dén : Chiéu MN xudng « thea phuong d,

. Cho hai nila duong thdngchéo nhau Ax va By Diém M di dong

trén Ax, diém N di dong trén By.

a) Dung méat phing a qua By va song song v(m Ax.

b) K& MM' // AB vA MM’ cét a tai M. Chlng t& khi M di
dong trén Ax thi M’ di ddng trén nlfa dudng thdng ¢ dinh.

c) Gid st AM = BN. Ching td NM' song song véi mat phéng
c8 dinh.

d) LAy diém | 12 trung diém cia MN. Tim ‘tép lhqp cac
diém 1.




3. Cho hinh vudng ABCD canh a va diém S & ngoai mét phing

(ABCD) sao cho tam giac SAB ddu. Goi H va K lan luot 1a
trung diém cla SA, SB va diém M trén canh AD. Mat phing
(HKM) cét BC tai N.

a) Chang minh HK // MN.

b) Tim t4p hop glao diém | clia HM va KN khi M di ddng tir
A dén D. , .
. P N

c) Cho SAD = SBC = 60° vd AM = x (0 <= x = a). TU
gidc HKMN 1a hinh gi ? Tinh dién tich hinh nay theo a va
¥. Tinh x d8 dién tich nhd nhét.

. Cho hai dudng théng 'song song di v& dz trong mat phing a.

Trén dudng thang d cit a tai O ta idy hai diém A va B khac
O. Mot mat phang 8 luu dong qua d cét ds tai M va dz tai N.
a) Ching t6 MN qua mét diém c& dinh.

b) Tim tap hop giao diém | clia AM va BN va giao diém J

cta AN va BM. v : :

c) Ching té dudng thang IJ qua mét dlém c8 dinh.
d) Dung mat phing 8 dé MN = I, d6 dai cho san.
Hudng dén :

b) Xét mat phing fo ¢6 dinh qua d cit dy, dz tai Mo, No. AMo cit BN tai
l. | niim trén duding thing qua lo va song song véi dy, da.

- ¢) Giao didm cla I vad. -

d) Ta chi cin dung dudng thing qua O citdy, d2 tai M, N sao cho
MN = | .

2

43




Chuong Il : MAT PHANG SONG SONG

A. TOM TAT GIAO KHOA

I. Dinh nghia

Il. bidu kién cin va du
. I a,bCca v
a ﬁ had acitb ‘ { o
| lanpvavnpg 4 :
lil. Dung mat phén'g song song véi mit phéng cho
san : . ’
1. Dinh i ,
Tu mét diém ngoai mat phing ta dung duoc mét méat phing
song song véi mat phdng cho sdn va chi mét ma théi.
2. Hé qua '
ally
ﬂﬁy}’“”ﬁ

v all B
b) alNy =a

=BNy=>bvaal b
C) Tap hop c4c dudng thdng \ X

qua mét diém O va song Y4
song v6i mat phdng a 13 |
mét phidng 8 qua O va v T—

a)




song song véi a
Suy ra : N&u hai mat phdng song song thi dudng thing
nao c&t mat phang thi nh4t cling cat mat phing thu hai.

5. Dinh Ii Talet trong khdng gian

1. Dinh If mdé diu : Nhilng doan song song kém gilla hai mat
phang song song thi bang nhau.

2. Dinh i thugn : Nhing mat phdng song song dinh trén hai
céat tuy8n nhiing doan thang tuong (ng ti 18.

3. Dinh If ddo : N&8u ba dubng thdng dinh trén hai cat tuyén
nhilng doan thang tuong Ung ti 1& thi ching clng song song
voi mft mat phang (hay dudng thing nay song song véi mot
méat phing song song véi hai dudng thing kia).

B. PHUONG PHAP GIAI TOAN

 Vinde 1 : Ching minh hai mit phing song song

Ta chiing minh mit phing ndy chia hai dudng thdng ddng quy song
song véi hai dudng thing dbng quy trong mit phing kia.
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viout:
Cho t¢ dién ABCD. Goi G1, G2, G3 1an lugt ia trong tdm cla
c4c tam giac ABC, ACD, va ABD. Ching minh hai mat phdng
(G1G2G3) va (BCD) song song.

Giai

Goi M, N, P Iin luot fa trung
diém cia BC, CD va BD.

Theo tinh chdt trong tdm ta cé:
AGt _ AGy 2

AM ~ AN 3
2> GGz // MN

. AGr AGy 2

“ AaM T AP T 3
= GiG3 /| MP

Viy:  (GiG2Gs) // (BCD).

vioua2:
Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF & trong hai mdt phing
khac nhau. Ching minh (ADF) // (BCE).-

e e Giai .
Ta.c6: AD // BC B :
' ' (canh d6i clia hinh binh hinh)
A —7%  w AF // BE (lwong ts)
L Viy:  (ADF) // (BCE).
p c :

BAI TAP TUONG TV _
1. Cho 3 nila dudng thdng song song cung chidu Ax, By, Cz va
khéng ddng phang. Trén Ax, By, Cz ta fan lugt Iy cac diém




A, B, C' sao cho AA' = BB' = cC.
Ching minh (ABC) // (A'B'C). _
2. Cho hinh binh hanh ABCD. Tu A va C ké Ax va Cy song song

cung chidu va khdng nam trong mét phing ABCD. Chlng minh
(BAx) // (DCy).

Vin £ 2 : Chung minh dudng thing song song véi mat
phing

* Ta chimg minh dudng thing 46 nim trong mdt m3t phing song song
vii mit phing nay.
* Dlung dinh li dao cla dinh Ii Talet.

vioy1:
Cho hai hinh vudng ABCD va ABEF & trong hal mat phéng
khac nhau. Trén cac dudng chéo AC va BF ta f&n luot Idy cac
diém M va N sao cho AM = BN. Cic dudng thing song song
vGi AB ké tii M va N Ian lugt cit AD va AF tai M’ va N'.
Ching minh MN // mat phing (DEF).

- Giai

Hai hinh vudong ABCD va
ABEF bing nhau nén

AC =
Ta ¢ :
: AM' _ AM
MM’ // CD » AD = AC
: AN _ BN
NN //f AB = AF = BF
Ma AM = BN (gia thif)
AM _ BN
AC = BF
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AM’ _ AN’

Do d6 : D = AF > M'N’ // DF
o MM’ // EF s .
Viy : M'N' / DF } = (MM'NN’) // (DEF)
Ma:  MN C (MM'NN’) nén MN // (DEF).
vioy2:

Cho t dién ABCD sao cho AB = CD. Goi M va N 13 hai diém
luu ddng trén AB va CD sao cho AM = DN. Ching minh MN
ludn ludn song song véi mdt mat phing c& dinh.

Giai ‘
Theo gia thi®t AB = CD va
A -~ AM = DN nén ta cb :

M MA _ ND
MB =~ NC

B Vay thco dinh li ddo ciia dinh
N Ii Talct thi MN song song voi
v ~ mat phing chira AD va song

song vdi BC.

BAI TAP TUONG TV

1. Cho hai hinh binn hanh ABCD va ABEF khong ddng phang.
Trén céc dudng chéo AC va BF Ian lugt 14y cac diém M va N

AM BN

sao cho AC = . Chiing minh MN // (DEF).

2. Cho hai nla dubng thang chéo nhau Ax va By. Diém M chuyén
dong trén Ax , diém N chuyén dong trén By sao cho
AM = BN. Ching minh MN song song v6&i mat phang c8 dinh.

Vidn && 3 : Ching minh hai duong thing song song

Ta chiing minh hai dudng thdng nay Ia hai giao tuyén cla mdt mit
phing cét hai mjt phing song song.

e e T




viby 1:

Tu céc dinh cda hinh binh hanh ABCD ta ké c4c nla duodng
thdng Ax, By, Cz, Dt song song va cung chidu, khong nam
trong mat phang ABCD. Mot mat phdng a cat bdn nda duong
thdng nay RBn luot tai A, B’, C', D".

a) Ta gidc A'B'C'D'la hinh gi ?

b) Goi O va O' la tdm cac hinh binh hanh ABCD va A'BCD".

Ching minh AA’ + CC' = BB’ + DD’

Giai

o Ax/ Dt | .
a) Ta ¢6 : AB /| CD } = (Ax,By) // (C/.,Dl).
Do d6 mat phing a cét hai mat phﬁng song sdng nay thco hai
giao tuyén song song : A'B’ // CD’ ’
. Ax // By ~
Tuong tu : AD J/ BC } = (Ax,Dt) // (By,C7)
Viay a cit hai mat nay thco A’D’ // B'C.
Suy ra A’B’C’D’ la hinh binh hanh.
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AA’ + CC

il

b) Tacs: OO (dudmg trung binh ctia hinh

: 2
. ’ thang ACCA’)
va : o0’ = @—;—D—R (duomg lrung binh cda hinh

. thang BDD’B’)
Vdy : AA’ + CC = BB’ + DD

viov2:

Cho hai mat phdng « va 8 song song véi nhau, tam giac ABC
ndm trong a va tam giac DEF nidm trong B.

a) Xac dinh giao tuyén cta hai mat phing o va (ADF), giao
tuyén cla hai mat phing g va (BCE).
b) Xac dinh giao tuyén clia hai mat pking (ADF) va (BCE).

Giai .
i
a) Tacé ;-
: allB -
A (ADF) N § = DF
| (ADF) N @ = Ax // DF
allB

(BCE) N a = BC }““
(BCE) N B = Ey J/ BC

b) Gia sit Ax cit BC tai I va
Ey cit DF tai J, 1a 6 :
1 € BC » I € (BCE)
I € Ax = I € (ADF)
J € DF = ] € (ADF)
J € Ey » J € (BCE)

Vdy : IJ la giao tuytn cla hai mit phing (BCE) va (ADF).
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BAI TAP TUONG v
1. Cho hinh binh hanh ABCD, ké cac nia dudng thing Bx, Cy _
Dz song song va clng chidu va khdng ndm trong mat phing
ABCD. Mot mat phing a qua A fan lugt cét ba nla dudng
thdng nay tai B', C', D". '
a) Tu giac AB'C’'D' Ia hinh gl ?
b) Cho BB' = b va CC' = c,tinh DD'.

2. Cho hai mat phing « va B song song v6l nhau. Tam giac ABC
vudng taiAndmtrong a. Hai diém D va E trong mat phing 8.
a) Xac dinh giao tuy&n ctia hai mat phing 8 va (DAB) va hal '
méat phing 8 va (ACE).
b) Hai giao tuy8n nay cit nhau tai A' Ching minh tam gi4c
A'DE vudng.

Vin &2 4 : Tép hop diém la mat phing hay tip con cua
mat phing : £

* Ding dinh i dio Talet.

~vipu1:
Cho hai duding thing chéo nhau a va b. Diém M luu dbng-trén
a va diém N luu ddng trén b. Tim tdp hop trung diém | clia
MN. "
Giai

L4y diém A c6 dinh trén a
va B ¢6 dinh trén b. Goi O
la trung diém cia AB ta cé:

M _0A _ _|

IN ~ OB »
Viy thco dinh li ddo Talct
thi OI nim trong mit phing
a qua O song song vdi a va
b. Poc giz:\ ty xét phin dido.
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vipy2:

Cho hai nia dudng thdng chéo nhau Ax va By. Diém M luu

déng trén Ax, diém N luu ddng trén By sao cho AM = BN.

Tim tdp hop trung diém | cla MN.
Giai

Theo vi dy trén thi I thubc mat phdng @ qua O va song song

vgi Ax va By.

“ M4t khdc, ké Bz // Ax va MM’ // AB cit Bz tai M, ta ¢ :

AM = BN (g)
BM’ = AM

BN = BM’

Do d6 tam gidc BNM’ cin nén trung tuy€n BJ cing la phin
giic clia y/f!\? Viy J di dong trén phin giic Bt ¢§ dinh.

Doc gia ty chimg minh phin ddo.

Ma :

nén

/MM va
MM’
U= )
/0B va
IJ = OB.

Véy I thudc mat phing

(ABU).

Suy ra J chay trén giao
tuyén Ou cia hai mit
phing a va (ABt) va ta
c6 Ou // Bt

- Chu y: Cob th€ dung phép tinh tién BG trong chuong 6.

BAl TAP TUONG TY

1. Cho ti dién ABCD. Diém M di dong trén canh AB va diém N
di déng trén canh CD. Ching to trung diém | ctia MN thudc

mdt mat phang ¢ dinh.

2. Cho hai nila dudng thing chéo nhau Ax va By. Diém M di
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dong trén Ax va diém N di dong trén By sao cho AM = 2BN.
Tim tap hop trung diém | clia doan cua doan MN.

Huong din : Ké Bz /I Ax vi MM' // AB okt Bz tai M. Ta ching minh
MN // mdt dudng thing cd dinh.

C. TOAN TONG HOP

1. Tu c4c dinh clia hinh binh hanh ABCD ta ké cAc vecto AR =
= BB' = C& = DD' khéng ndm trong mat phing ABCD.
a) Ching minh ring (BA'C) // (ACD’).

b) Xac dinh giao dif.a | va J cua B'D vl cc mat phéng
(BA'C') va (ACD’). Ching minh BT = IJ = JD.

Giai

a) Ta ¢ AA’ /I CC va AA’" = CC nén tr gidc ACCA’ la hinh
binh hinh.
Do do @ AC /J AC '
Tuong ty ABC'D’ la hinh binh hanh nén BC // AD’
Vay : (BA’C’) // (ACD).
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b) * Goi O va O la tm cic hinh binh hanh ABCD va AB'CD".
Trong hinh binh hanh BDD'B’, dutmg chéo B'D cit BO' tai I,
Ma: BO’ C (BA'C) nén { 1 } = B'D N (BAC).

Tuong ty, dutmg chéo B'D cﬁ‘ng cit D’O tai J.

Ma: DO C (’AC) n¢a {7} = BD N (D’AC)

* Mat khic, ta ¢6 OB // O'D’ va OB = O D’ nén (it g,mc OBO’D’
ia hinh binh hanh. Do d6 BO* // D

Ta ¢6 : O la trung diém cia BD nén J‘ 1a trung diém DI,va
O’ la trung diém cia B’'D’ nén I 1a trung di€m B’J.
Véy : Bl = 1J = JD.

2. Cho diém S & ngoai mat phdng cta hinh binh hanh ABCD véi

AB

= a, AD = '2a,va tam gidc SAB vudng cén dinh A. Diém

M di dbng trén AD voi AM = x. Mt phdng a qua M sbng
song voi (SAB) cét BC, SC, SD Ian luot tai N, P, Q.

a)
b)

c)

a) *

Chiing minh MNPQ 1a hinh thang vudng.

Tinh dién tich_cia MNPQ theo a vé x. Tinh x dé& dién thh
 nay bang 3

Tim tdp hop giao diém | clla MQ va NP khi M chay tu A
- dén D.

Gii
?‘A/rlscslf)\)B A (SAB) = AB } = (ABCD) S N“//=A2‘N
Tuong tr : a N (SAD). = MQ // SA.
@ N (SBC) = NP // SB.
Do d6 : SA 1L AB = MQ L MN

Mit khic a chita MN / CD  nén a cit (SCD) theo
PQ // MN // CD. ‘ :

Viy : MNPQ la hinh thang vudng.




b)"Tacé:MN==AB= . _

PQ _ SQ *
CD - SD :
SQ _ AM _ x

.PQ// CD =»

Ma:SD =~ AD ~ 2a’
PQ _ x - X
nn: oy = 5, = FQ =5
MQ _ DM
.MQ // SA » SA =~ DA
=(2a—)3_2a—x
=» MQ 72 = 2
. Viy : Dt (MNPQ) = %(MN + PQ)MQ
1 X 2a - X
=2 (2+3) (53 )
=%(4a2—-x2).
: 3a” 1 3a
* DMNPQ) = —E"* * 3 (42 - 2) = _g_
<« 33=a2»x=a
c).Tacod: ghc,:lQ(SAD)' } > IE(SAD)
1€ NP
NP C (SBC) = 1€ (6BO

Vay I thudc giao tuyén x’Sx cia hai mat phéng '(SAD) va
(SBC).
Ma AD // BC nén x'Sx // AD va BC.

.Khi M=Athil=S§

M=Dthil = I, véi Slo = AD

. Doc gid ty ching minh vphhn dio.




¢ 3. TU c4c dinh clia tam giac ABC ta ké cac doan thing AA'. BB',
CC' song song cung chidu, bing nhau va khéng nam trong
mat phang cla tam giac. Goi I, G, K la trong tdm cac tam giac
ABC, ACC' va ABC.
a) Chung minh (IGK) // (BB'C'C).
b) Ching minh (A'GK) // (AIB).
Giai
¢ a) Goi M va M la trung diém
' ciia AC va A’C’, ta ¢
e BM , G € CM,
K € B'M
* Va theo tinh chdt trong tim
ta ¢ :

o —_—— o —— -

"MB ~ MC 3
» IG /1 BC
MI _ MK 1

‘MB T MB T3 "
MM/ BB’ » IK // BB
Viy : (IGK) // (BB'C"C).
b) . Goi E va F la trung diém clia BC va B'C’, O la tam cia hinh

binh hanh ACCA’. -

A, 1, E thing hang nén (\IB’) la (AEB’).

A’, G, C thing hang (G & trén trung tuy@n CO ctia tam gidc

ACC) nén (A'GK) 1a (A’CF).

.Tacé: BE // CFvi EC// BF va EC = BF

va: AE // AF

Viy : (AIBY) // (A’'GK).

Nhiing bai tip ¢d ghi ddu @ la bai khd, danh cho hgc sinh kha.
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BAI LAM THEM

1. Cho tu dién ABCD vGi AB = AC = AD. Ching minh cac phan
gidc ngoai clia cac géc BAC, CAD va DAB dong phang.

2. Cho hai nlia dutng thing Ax, By chéo nhau. Trén Ax ldy diém
M, trén By 14y diém N sao cho AM = BN. Goi o 1a mat phang
chia By va song song Vvéi Ax. ~ '

a) Dung mat phing «.

b) Dudng thdng qua M song song vdi AB cét a tai P. Ching
minh NP song song v6i mat phing ¢§ dinh. Suy ra MN
song song voi mat phing c6 dinh.

c) Goi O, |, J, K 1an lugt 1a trung diém cla AB, MP, NP, MN.
Ching minh (OIK) // a.

Tim tp hop céc diém |, J, K.

3. Tu cac dinh cua hinh binh hanh ABCD ta ké cac doan AA,
BB, CC', DD’ song song clng chiu bang nhau va khéng nim
trong mat phing ABCD. Goi M, N, P 1a trung diém cua BC,
CD' va AA. 4 |

a) Chiing minh (ACB') // (A'C'D).
b) Dung giao diém E cua BD' v4i mat phing (AMB'). Ching
1 1l

minh BE = 2 BD'.

" ¢) Dung giao diém F cua DB’ v6i (MNP). Ching minh F 14
diém giGa cGa DB’ va 14 trong tdm cla tam gidc MNP.
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Chuong’ v DUdNG THIJ\NG‘ VUONG- GOC

A. TOM TAT GIAO KHOA

I. Budng thing vudng géc véi mit phing
1. Dinh nghia . . ; X ,
Mgt dudng thdng goi 1a vudng géc véi mét mét phdng khi n6
vuéng géc véi moi dudng thdng trong mét phing dob.
8la o & L moi d trong o
2. Dinh li co béan

-Didu kién &t c6 va di d& mot duodng théng vudng géc voi mét
mat phang I1a dudng thing 8y vudng géc véi hai dudng thing
cit nhau chia trong métf,ﬁh’é'ng ds.

aL Ox frong a 1a
ala e {aJ. Qy trong a ' —
Hé qud : , ><
* :_/{.aa'}_-; & La t
* :i/ﬂa} > aLg

3. Cac dijnh Ii khéc

Dinh I/ 1: Ti 1 diém, ta dung dugc mét va chi mot mat phing
vubng géc véi mét dudng thang cho sén.

Dinh If 2 : Tu 1 diém ta dung dugc mét va chi mot dudng
thing vudng géc véi mét mat phéng cho sin.
\
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* : i ; } > all B
* g :uaao } > d trdng aqua O vé_vuéng_géc a.
*31:} > d/a

*gig} > allb

Il. Doan vudng gbc va doan xien .
1. So sadnh doan vubdng géc va doan xién o

. Doan vudng géc OH la doan
ngan nhat.

.OA = OB o HA = HB
. OA < OC & HA < HC

2. Dinh li 3 dudng vudng gbéc
OA 13 duding xién.
HA 14 hinh chiéu cia OA xufng a.
d trong a. ' '
Ta cb : _
OA 1L d e HA L d

3. Khodng céch

OH L a | . _
* H e a} OH = d(0,a)
« O a

H L ) :
He a } : OH = d(O,a)
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d@@a) = d(O.a)

« alla
VO € a

* ol den - aop

4. M3t phing trung truc
— Truc cua dudng tron
a) Mat phang trung truc (r)
cua doan AB 14 mat phang
vudng goéc véi AB tai trung
diém | cla nd.

ME (1) « MA = MB.

b) Truc d clia dudng tron

(C) 1a dudng thdng vudng

goc véi mat phang cla (C)

tai tam O cua no.

Med o MA=MB = MC
(AB.C € (C)

5. Mat clu ngoai hé’p hinh chép

* Mat cau ngoai 1i€p hinh chép la mat cau qua cac dinh clia
hinh chép.

* Tam cla mat ciu ngoai tlép 13 dlém cach ddu tat ca cac
dinh cta hinh chép.

* Néu 1 hinh chép co mat cAu ngoai tiép thi day 1a 1 da gidc
ndi tiép dugc. Day ciing 13 didu kién dU dé hinh chop co6
mat ciu ngoai tiép.

6. G6c cua dudng thing va mit phéng

* Goc (aa) = goéc (aa) ; : 1a hinh chiéu cua a
' ' xu6ng a.

* ala : gbc (aa) = 90°




lll. Doan vudng goc chung cua 2 dudng thang chéo -
nhau - .
*  AB Ia doan vudng goéc chung cls a va b -

« ABlLa va ABLb;A€a va Beb.
* AB<MN , YMea va VNEeEbL
* Céch dung :
_a i «,btrong «: AB l& doan .a 1 a,bcita: AB la doan vudng
vudng géc chung gbéc chung.
(b’ : hinh chiéu cda b xubng «)
o @ b
A B
[
/ Al ’ € F
/ B .

e
o3
~

B. PHUONG PHAP GIAI TOAN

Vin ¢ 1: Chimg minh mét dudng thing vuéng géc voi
' mdt mat phing

CACH 1: ,
Ta chi cin ching minh dudng thdng vudng gbc véi -hai dudng cit
nhau nim trong mit phing do.

vioy1:
Cho hinh chép S.ABCD ; ABCD la hinh thoi va SA = SC.
Chung minh rang AC vudng géc véi mat phang SBD.

‘,
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Giai

Taco: ‘
AC L BD (1) (duimg chéo cha
hinh thoi)
Goi O 1a tAm cia hinh thoi ABCD, ta
co: R ’
AC 1 SO (2) (tam giic SAC
can nén trung tuyén ciing la duimg cao)

(1) va (2) cho : v
AC 1 (SBD) (BD va SO cit nhau va nim trong (SBD)).
vibpy 2:

Cho hinh chép S.ABCD ; ABCD 1A hinh binh hanh va tam giac
SAB vudng tal A ; tam giac SCD vudng tai D. Ching minh
ring AB vudng géc vai mét phing SAD.

Giai
Ta cé:
AB L SA J)

Ta ciing ¢6 ;

CD 1 SD
CD // AB }=> AB L SD (2)

(i) va(2)cho: AB 1 (SAD).

c

e vibys: &

Cho tu dién ABCD CO HK L (DBC) (H, K la truc tdm tam giac

ABC va DBC). Chung minh ring DA 1 (ABC).

* Gidi
* AH cdt BC tai E. Ta ¢6 :
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BC 1. HK (v HK L (DBC)
BC L AH  (vi H la trye tm)
Viy:  BC 1 (AHK)
> BC1EK
(vi EK ndm trong AHK)

Ma K la tryc tdm nén EK chinh
la duimg cao cta tam gidc DBC,
nghia ia KE qua D.
Do d6: BC 1L DA

(vi DA nim trong (AHK))

* Vi H la truc tdm tam giic ABC nén :
EH.EA = -EB.EC.
Tuong ty, K 12 tryc tim tam giac DBC nén :
EKED = -~ EB.EC .
Do d6: EK.ED = EH.EA «» ADHK ndi tip duoc.
Talaico: KD = 9%°  (vi HK L DE)
ntn  DAH = %0°  (goc d6i cia HKD)
hay DA L AE | @

It

(1) va (2) cho: DA 1L (ABC).

Ghi chi :
Ta c6 thé chung minh DB 1 (CHK) > DB L CHy.
' CH L1 (ABD) = AD 1 CH.
viou s : o
Cho hinh chép S.ABCD, ABCD Ia hinh chil nhat va SA 1

(ABCD). AE, AF la dudng cao cua cic tam gnéc SAB vé SAD.
Ching minh ring SC 1 (AEF).

Giai.
. Taco: AE L SB 1)
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Ta ciing ¢6 :
BC L AB (ABCD la hinh chir nh4t)
BC L SA (vi SA L (ABCD))
Vidy: -  BC 1 (SAB)
Suyra: BC L AE (2)
(vi AE ndm trong (SAB)) -
(1) va (2) cho : o
AE L (SBC) = AE 1 §C

. Chimg minh tumg tv : - AF L SC.
. Vady: SC 1 (AEF).

BAI TAP TUONG TV
1. Cho hinh chép S.ABCD , ABCD Ia hinh binh hanh tam O :
SA = SC va SB = SD. Ching minh rding SO L (ABCD).
2. Cho hinh chép S.ABCD, ABCD Ia hinh chil nhit va SA - SB.
Chang minh rang :
CD L (SW) (I, J la trung diém cla AB va CD)

3. Cho hinh chép S.ABC ; ABC 1a tam giac vudng tai A ;
SH L (ABC) va H thudc canh AC thda : SH? = HAHC. Ching
minh rang : SC 1 (SAB).

CACH 2 :

Mun ching minh mdt dudng thing vubng goc voi médt m3t phing,
ta cb thé ching minh ring dudng thing nay Ia tryc cta dudng tron
qua 3 diém nim trén mat phing. Khi d6 dudng thing sé vudng goc
véi mét phing.

vibu t:
Cho hinh chop S.ABC c¢6 : BSC = 120°; CSA = 60° ;
ASB = 90° vd SA = SB = SC = a. Chlng minh rang ABC
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la tam gidc vubng va SI vu6ng géc véi (ABC) (I 1a trung diém
cla BC). ‘
; ‘ Giai
* _Tam gidc SAC dtu nén (vi 1a tam
gidc c4n c6 1 goc bing 60°):
' AC = SA =SC =a
Tam giic SAB vudng cin nén :-
" AB = SAV2 = av' 2
*  SI I2 trung tuyén, ciing la phan giic,
dudmg cao cia tam gide cdn nén :

- BSI = 60°
Suy ra, tam giac BSI la nita tam gic ddu nén :
av3

“ Bl = === = BC = 2BI = a¥ 3

Dodé BC? = 3a% = AB? + AC?
Viy : tam giic ABC vudng ai A.

* Nhueth¢: JA = 1B =-IC

-~

ma : SA = SB = 8C

Do dé I, S € truc d cia duomg tron ABC.

Vay Sl=d va SI L (ABC).
vipy2:

Cho hinh vudng ABCD, canh a. Vé cic doan AA', CC' ciing
* vubng goc voi (ABCD) va & v& mét phia d6l voi (ABCD) véi
- AA" = CC' = a Ching minh ring : AC L (BDC).
Giai
Ta ¢ : ‘ )
AB = av 2 (canh huyln ciia tam gidc vudng can A’AB)
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viby1:
~ Cho hinh chép S.ABCD, ABCD 1a hinh thoi va SA -k (ABCD)

Ching minh ring BD 1 SC.
. Giéi

Taco:
© BD 1 AC (duimg chéo hinh lhon)
BD L SA (vi SA L (ABCD))

Do dé: BD 1 (SAC).
Viay: BD 1SC.

vioy 2: ,
Cho tu dién ABCD co AC = AD va BC BD. Ching minh
ring AB L CD.

Gial , A
Goi- 1 la trung diém.cha CD, ta ¢o :
BI L CD (tam gidic BCD cén, trung
tuyén cing la- duo‘ng, tao)
Al L CD (twomg ty)
Do dé: CD 1 (ABI)
Vay: CD L AB.

vioys: }
Cho tam gidc ABC vudng tai A véi AB = a', BC = 2a va
diém H trén doan AC v6i HA = 2HC . SH L (ABC) va
’ avé
SH = =5
ddu la tam giac vuong

. Chung minh réng cac mat cla clia td dién SABC
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Giai

~-* Tam giic ABC vudng tai A (‘vgi‘z"x" thict).

*Taco:
~ AB-L AC (gia thit)
AB 1 SH (vi SH L (ABC))

Do d6 : AB 1 (SAC) = AB 1 SA
Vdy tam gidc SAB vudng tai A.

* Taco: sl e ‘
AC = v BC? - ABZ =.av3

: 2_ (aVBy2 _ 2
ma : SH‘—(3)V_‘-3
nén : SH? = HA.HC

Viy tam giic SAC vuing tai S.

* Ta ciing co : SC L SA . (chimg minh trén)
SC L' AB  (vi AB 1 (SAC))

Do dé : SC 1 (SAB) > SC L SB.
Viy tam giac SBC vudng tai S. '

Chit y :* Ta ciing c6 thd tinh cic canh vd suy ra-cic tam gidc
SAC, SBC wvuing.

vioy a: _ ‘
Cho hinh ch6p S.ABCD ; ABCD & nla luc gidc ddu
SA L (ABCD). M6t mat phing qua A va vudng goc voi SD tai
D' cét SB, SC tai B', C. Chiing minh tu gidc AB'C'D' néi tiSp
duoc. -




- Gial

Ta di biét ABCD ndi 1i6p trong nia dubng trdn dudng kinh AD ndn 1a sé thi
ch(mg minh AB'C'D’ ndi tiép trong nlia dudng trdn dudng kinh AD' , nghia &
AB' 1.B'D'; AC'L CD".
* Ta co :
BD L AB
BD 1 SA

= BD 1 AB’ C (SAB) (1)

}.. BD 1 (s;;\'B), |

Ta lai ¢ ; »

AB’ L SD @

(vi SD 1 (AB'CD")
(1) va (2) cho :

AB’ L (SBD) = AB' L B'D".
Chimg minh tuong ty : AC’ 1 CD.

Viéy : AB’C’D’ néi ti€p trong ducng tron duong kmh AD'.

vibus: ’
Cho ti dién ABCD. Ching minh rang : =
AB L CD o AC? - AD? = BC? - BD?
| Giadi
Goi O la trung d:ém cia CD. ‘
a) Ching minh : AB L CD » AC? - aD? = BC? - BD’
VEé : AH L CD (H € CD) - A
Ma: AB 1 CD (g) '

nén: CD 1 {ABH)
» CD 1 BH.

Trong tam gidic ACD, ta c6 ¢
AC? - AD? = 2CD.OH"
~(cong thirc v& hi¢u s6 binh phuong
2 canh ciia 1 tam gidc)
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Tuong tu, ﬁong tam giic BCD, ta ¢6 :
BC? - BD? = 2CD.OH
Vay  AC? - AD? = BC? - BD2

b) Chimg minh AC? — 4D* = BC® - BD® = 4B 1 CD.

Vé: AH L CD(H € CD)
BH' L CD (H' € CD)
Trong tam ,gfiic_A.(:D, ta ¢+ ACE — AD2 =2(-:T)O—ﬁ
Trong tam giic BCD, ta ¢6 : BC? — BD? = zﬁ'ﬁaﬁ
Ma: ACZ_ADZ=BCQ‘-__BD;
nén: 2CD.OH = 20DOW
= OH = O (H = H)

. CD .1 AH S OB (AR
Nhu thé : CDb L BH } »» .QD i (ABH)
Vay : CD 1 AB.

BAI TAP TUONG TV ‘ , 7
1. Cho tu dién ddu ABCD (4t ca cac canh bing nhau). Ching
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vudng.

. Cho t dién ABCD c6 : AB 1 (BCD): BCD la tam giac dau ;

minh rdng AB 1LCD.

Cho tu dién ABCD co : AB L (BCD) ; BCD = 90° BH I
dudng cao cla tam giac ABC. Chiing minh ring tam giac BHD

I 1a trung diém cda BD va CH 1a dudng cao cua tam giac ACD
(H € AD). Ching minh réng ta gidc ABIH ndi tiép duoc.

Cho hinh chop S.ABCD, ABCD fa hinh chil nhat. Mat phing

qua A va-vudng géc voi SC cat SB, SC, SD Ian luot tai B',.C',D".
Ching minh t giac AB'C'D’ néi ti€p dugc.




re

CACH 2:

Muén chimg minh mt dudng thing vudng gbc vit mit dudng thing,
ta cb thé su dyng dinh If 3 dubng vudng gbc. chnchuyeh.ro
dudng xidn va hinh Q@m nd xubng. mt phing.

vibu1:
Cho hinh chép SABCD ABCD Ia hinh chi nhat, SA 1 (ABCD).

Chung minh ring 4 :am gidc SAB, SBC sCD va SDA doy lﬁ
giéc vudng.

- Gial
“Tach:
SA L AB

Wi SA L1 (ABCD
SA L AD ( »

Viy, hai tam giic SAB va SAD
vudng tai A.

*Taco:
AB 1 BC (BC lmng (ABCD))

va AB 12 hinh chifu cia duimg
xién SB xudng (ABCD)

»nen : SB L BC (dinh li 3 dudng vubng géc)

Viy tam’ gigc SBC vudng tai B
Tuong ty, tam giic SCD vubng tai D.

v(nuz :
ChotudiénABCDcéAB.LCDvaAC.LBD Hléhinhchoéu

(vudng géc) cla A xubng (BCD). Chimg minh. ring H la truc
tam clia tam giac BCD va AD L BC.

n
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P Giai o
* Chig minh H lé tryc tdm tam gidc BCD 7
Taco: AH L (BCD) (vi H I hinh
~ chi€u clia®A“xuéng (BCD)) nén BH

la hinh chiéu cia AB xufng (BCD)
(AB la duong xién).

Ma AB 1 CD (g1 _ |
Vay:  HB 1 CD (dinh li 3 duimg
. - vudng goc)

" Do-d6 : BH Ia duomg cao trong tam
giic BED.
Tuong ty, CH la duimg cao trong tam gidc BCD. e
Véy H la tryc tim tam giéc BCD.
* Ching minh : AD L BC ,
Ta c6 : DH L BC (vi H la tryc tam tam gigc BCD)
ma DH 1a hinh chi¢u cira AD xudng (BCD)
nén AD 1 BC (dinh li 3 duiimg vudng goc).

BAI TAP TUONG T

1. Cho hinh chli nhat ABCD ; Cx va Dy cung vuéng goc vdi
ABCD. M§t mat phdng qua AB cét Cx va Dy tai E va F. Ching
minh rang ABEF 1a hinh chil nhat.

2. Cho hinh chép S.ABCD ; ABCD ia hinh chil nhét va SH 1
(ABCD), H € (ABCD) ; SK va SL la dudng cao clia céc tam
gidc SAB: va SCD (K € AB ; L. € CD). Ching minh réng H,
K, L thing hang. ,
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Vin &8 3 :- Tinh khoa
phing (a)

tr mot diém O dén mot mit

Ta thudng phdi thye hidn céc cdng vidc sau : .
+ Xéc dinh doan vudng gbc OH. (OH.La:HEa)
(xem thdm v3 bai todn nay & chuang mit ph&ng vudng gbe).
+ Tinh doan OH. ~ »
Bé tinh OH, ta c6 thé xem :
. Nfu OH & doan thing clia mdt tam giac vudng : sl 'dung cac
h§ thirc lugng -trong tam gibc vubng.
. N6u OH 1a doan thing cia mdt tam gibe thudng : sudung cac
h§ thic lugng trong tam giac thudng.
. N6u OH 12 mdt doan thing song song véi mdt doan thing khac
] dyng dinh I Talét hay tam gisc ddng dang

vi Dy 1:
Cho hinh chbp S.ABC ; ABC I3 tam giac vubng tai B (AB

2a ; BC = a); SA 1 (ABC). Tinh khodng cach tit B dén (SAC).

Giai
Ké - BH L AC(H € AC)
Tac6: BH 1 SA.
(vi SA L (ABC))
Suyra: BH L (SAQ).
Vay BH Ia khoing cich ti B
ddp (SAC). c
Trong tam gidc vudng ABC, BH
12 duiomg cao nén : ;
1. 1 1 1
_BHZ, BAY  BC®  4a? & 4a?

Viy : d[B,(SAC)] - BH =7%; - 25




vi Dy 2: :
Cho ti dién ABCD c6 AB

= 6a ; BC = BD = 53 :

AC = AD = av' 73 . VeAH.L(BCD) ChcmgminhréngH
némtréntrungtuyénBlcuatamgiécBCD Tfnhkhoéngcéch
tr A dén (BCD).

Giai o
 *'facé: AH L (BCD)
Mi AC=AD
nén: HC = HD (ducmg

V ‘xjéa bing nhau acn hmh chi€u
- bing nhau). '

VAy H E’Bl la trung try
cia CD , , cling 1A trung tuyCn
cia lam guic ¢in BCD.

T lai 6 :
Bl =vVBC - cxz
= \u/,'.’Ja2 - 9a§ = 4a

© Al = VAC? - CI2 =V732? - 047 = g
Ta nhan thdy AH la dmmg cao clia- fam gidc ABI, nén :
Sami = '—- AHBI

md - Sam = Vp{p - Bl)(p - IJ‘\)(p ~ AB)
(véi 2 (Bl + 1A + AB) 9a)
o= m= :vis
" Véy:

AH _ 2Samt L6 VIS 3aviy
~ Bl da 2

]

Q d[A,(éCD)}




vipy3:

Cho hinh chép S.ABC c6 SA = h va SA 1 (ABC) ; M thubc .

goan 58 va M8 _ 1 | trung diém cia CM. Tinh khodng.

1
MB 2°
cach tu | dén (ABC).

Gildi
Ké : MK 1 (ABO)-
- IH 1 (ABC)

Tacé6: MK/ IH// SA
(vi ciing vudng goc voi (ABC))
Dodo: KE ABvataco:

MK _BM _ 2

SA BS

Mé:lH=-—12-MK

(duimg trung binh trong ACMK)

nn : TH = d[L(ABO)] = ~h.

vibu a:

Cho tam giac ABC c6 trong tam G va 1 mét phéng a. Ching
minh ring da = 3 (A + da + dc) : da. da, de, do fan lugt
14 khodng cach ti G, A, B, C dén a. '
Giai , »
Ta c6 thé gid sit a khong cit tam gidic ABC va da > dp 2 dc.
Vé cic doan AA’ , BB', CC’', GG’ , MM’ ciing vudng guc vén
a (M la trung diém ciia BC). Ta c6 :
AA’ // BB | CC /I GG’ il MM,
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BB + CC _dp + dc

; &M = MM’ =

2 2

V& Mx // M'A’ va Mx cit GG’ tai E, AA®* tai F. Ta ¢6 :

1 1
GE = 3 AF = 3(dA"‘dM):
MG _1 \
(vi MA = 3° tinh chit trong tam)

-

Suy rav: VdG = dM + —‘:-(dA - dM) )
G oZaystg 2 datde 1
T ».dG—3dm+3dA 3T 2 ,"+3d'>\'
Vdy:  do =3 (da + dp + do).

BAI TAP TUONG TY : ' : o
1. Cho hinh chép S.ABC ; ABC Ia tam gidc d®u canh a va
SA 1 (ABC). Tinh khodng céach tu B dén.mat phing (SAC).

76




2. Cho hinh chép S.ABC ; ABC 1 tam gidc ddu canh a, SA L
(ABC) va SA = h. Tinh khodng céch ti A dén (SBC).

3. Cho hai diém A, B va mit phing «. Pudng AB cét a tai I

Ching minh rang g—g =k e ‘—lg— = k . (da. dg la khodng
cach tir A va B dén a). ‘
4. Cho hinh chép SABCD ¢c6: ,SA = SB = SD = 3a;

o~ ~— . Py~
ABC = ADC ="90° ; BAD = 60° va BD = 2a. Tinh khodng
cach ti S dén (ABCD). - ‘

Vin de 4: Tinh khodng cich giia dudng thing b (hay = mat
phidng B) va mit phdng o (b // a hay 8 /] a)

Ta thudng chon mdt diém thusn Igi trén b (hay B) va tinh khodng
cach tir didm nay dén « (xem vdn dd 3).

vioy1: :
Cho tam giac ABC vudng tai A (AB = a ; AC = 2a) ; Ax va
By cung vudng géc véi (ABC). Tinh khodng céch gila By va
(CAX) ; gilla Ax va (CBy). :

Gial

. D¢ y ring By // (CAx) (vi By // Ax) nén : Yy
d[By,(CAx)] = d[B,(CAx)]. *

* Ta co:

BA 1 AC (g)
BA 1 Ax (vi Ax 1 (ABC))

» BA L (CAXx).

Vay BA = a la khodng céach giira
By va (CAx).
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* K¢ - "AH L BC H € BO)
ma  AH L By (vi By 1 (ABC))
nén AH 1 (CBy) :
. Viy  AH = d[A(CBy)] = d[Ax(CBy)]
Trong tam giic vubng ABC, ta ¢6 :
1 1 1 1

= + - =L, 1 _ 5
AH?  AB? A 2 4 4a?

» AH;%=£§>

5
Do d6 : d[Ax,(CBy)] = —23%_5—- ,

e viby 2: o o
Cho ti7 dién S.ABC. K, N, | 1an fuot 14 trung diém cia SA, BC
va SB. M € SC va khong phdi 1a trung di§m cla SC.
a) M' la diém bt ki trén AB. Ching minh ring mat phdng
(KIN) cach ddu M va M. .
b) Mét phdng (KMN) cét 1 dién theo 1 thidt dign. Ching minh
rdng KN chia thiét dién nay thanh 2 phan cé dién tich
bang nhau. .




" a) Chimg minh d{M,(KIN)] = d[M’,(KINY}
Ta ¢6 : SC // IN (duimg trung bmh ABSC)
nén  SC// (KIN).
Do d6 : dM,(KIN)] = d[S (KIN)].
Taong ty. :
d[M’(KIN)] = d[A,(KIN)] (Vt AB y (KlN))
ma - d[S(KIN)] = d[A,(KIN)]
(vi 2 tam gisc vudng SKS' va AKA’_biﬁg nhau)
Vay:  dM(KIN)] = dM(KIN)] B
b) * Dung thiét dién
KM cit AC tai E va EN cit AB
tai L. Thict dien 1a ti giac KLNM.
* Chimg minh KN chia thiét dién
thanh 2 phin tuong diong B
KN cit ML tai F. F ciing la giao
diém cia ML va mit phing (KIN).
K¢ MP 1 (KIN) ; LO 1 (KIN). Theo céu a, ta 6 :

" MP = LQ
= 'AMFP ALFQ
> FM = FL

Trong tir gidc KLNM ké cdc doan
MH 1 KN ; LG 1 KN
(H, G € KN). Ta ¢6 :
AFMH =.AFLG
= MH = LG.

Viy : SMKN = SLKN.

BAI TAP TUONG TV
1. Cho hinh thoi ABCD canh a va dién tich bang 2 . Ax va

By cqng vudng goéc véi (ABCD). Tinh khodng céch giltla 2 mat
phing (DAx),va (CBy).

zﬁ
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2. Cho tif dién ABCD va M € doan BD véi MD = 2MB. - « 12
mat phing qua M v& song song vGi AD va BC. I'e€ AD va
J € BC. W cét a tai O. Ching minh ring OJ = 20,

3. Cho 2 mét phdng song song a va B. Trong o latam giac ddu
ABC canh 3a.-M 12 1 diém trén 8 thda MA = MB = MC =
= 2a. Tinh khodng céch giia o va ﬂ.

Vin &8 5 : Tinh khoang céch t0 mot diém o] d&n mbt dudng
thing a trong o

- O8 tinh OK = d[Oa] ta thudng phai
sU dyng dinh If 3 dudng vudng gbc va
tinh céc khodng cach OH = d[Qa] vi

dHa] = HK.
viou 1 : : :
~ Cho hlnh chép SABC ;: ABC 1a tam. gidc wubng tén
(AB = =a);SB 1 (ABC) va SB = a. Tinh khoang céch

tuSdénCMvéolMEdoanABvéAM-3

$ . , Giai |
*Ké¢ SK.1LCM (K € CM)
Mai : BK = hcSK/ABC

nén: BK L CM

(dinh Ii 3 duomg vubdng géc).
* Hai tam giic vﬁﬁng CAM va
BKM dong dang, ta ¢6 :

BK _ BM
AC CM
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‘ 9 3
_ 2a
BM = 3 |
. m
CA.BM 3 2a
mn:  BK="CM T8 VIO
3
Tam gidc vudong SBK cho * S
ol
- Jsg? 2 _ /2 4 a4
SK = V'SB® + BK* = /o + o = ==
_a/140 _ av35 '
-1 5
Vay: d[SCM] = SK = 28

h)
vioy 2:

Cho tam giac ABC vudng tai B (AB = a ; BC = 2a). Ax-va
Cy cung vudng géc véi (ABC) va & v mdt phia. Liy M € Ax

va N &€ Cyvii AM = a, CN = av 5 . Ching minh ring
AB L (BCy). Tinh khoang cach tif M dén BN.

Gidi - 7 .
* Chimg minh AB L (B(v) -
Ta ¢o : o

AB 1 Cy(vi Cy L (ABQC))
AB 1 BC (giz thict)

Véy : AB 1 (BCy)

* Tinh d[M,BN]

Ké MH L (BCy), H € (BCy)
(MH// ABvaMH = AB = a
vi Ax // (BCy))

MK L BN ,K € BN
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Suyra: . HK L BN  (dinh ki 3 dutmg vudng goc). -
D¢ y ring BH // Ax // Cy (vi MHBA la hinh chir nhe’ﬂ). nén 2 tam
gidc vudbng BKH va NCB ddng dang (vi c6 Bi = Nj). Do do6 :

HK BH BC.BH
| BC - ~B ~ HK="Rg
Ma:  BH =AM =a '
BN = VBC’ + CN* = V4a® + 5a® = 3a
2a.a _2a
dodé: HK = 3 3
Tam gisc MHK wudng tai H (i MH 1 (BCy) nén MH L HK)
cho : '
2 2 2 2 . 42 1322
MK® = MH* + HK® = a _+—9— =9
Vay: dMBN] = MK = 9—‘?——3
vioua: , :
Cho goc vudng xOy va 1 diém A & ngodl mit phing xOy.
Khodng cach tu A dén Ox, Oy ddu bang a, va AO = gg.
Tinh khoang céch ti A d&n mat phing (xOy).
- Gidi .
Ké : AH 1 (xQy) (H € x0y) .
va : -AE. 1 Ox
thi ta ¢6 : HE L Ox (HE // Oy)

(dinh }i 3 dudomg vudng goc).
Tuong ty, k¢ AF L Qy
. =» HF L Oy (HF/ Ox)
Takico: HE = HF ‘
(i AE = AF = a) nén OEHF L
hinh vuéng = EH = OE .
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Tam gidc vudng OAE cho :
' 4 2
Tam gisc vudng AEH cho :

2
= VAE: — EHZ = 2 _3a _a
AH = V AE' - EH J a 2 >

BAI TAP TUONG TV
1. Cho hinh chép S.ABC cé AB a; SA L. (ABC) vé SA =
Bx 1a nlia dudng thing trong méat phéng (ABC) va ABx = 60°
Tinh khoang cach ti S dén Bx.

2. Cho tam gidc ddu ABC canh a . Bx va Cy la hai nla dudng
- thing cuing chi®u,vubng géc voi (ABC) . Ly M € Bx va
NeCy voi BM = a; CN = 2a. Ching minh ring :

Al L (Bx,Cy) va tinh khoang cach ti A dén MN. (1 1& trung
diém cua BC) .

Vin & 6 : Goéc cua duong thing a va méat phing o

Ta phdi xkc dinh hinh chiéu a' cla a _
xubng a . Khi d6 : A

goc [a,a] = gbc {aa’)
©é xac dinh a', ta thudng xac dinh giao A

didm B clia a vd « ; doan vudng goc

""AH, HeavaAEa: a = BH,
em thém & chuong mit phing vuong
goc).

'v{nu1~

“Cho hinh chép S.ABC ; céSA.L(ABC)véSA 2a ; ABC
Ja tam glic dBu canh a . Tinh cic goc géc[sa(ABcnva
g6c [SC.(SAB)] .
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Giai
* Géc [SB,(ABC)]
Ta ¢6 AB la hinh chiu cta SB
xudng (ABC) nén ; \
SBA = goc [SB,(ABC)]
Tam giic vudng SAB cho :
SA: ~2a°
S It

Vay SBA = -arctg2.

* Géc [SC,(SAB)]
Ké: Cl L AB (I1atrung diém
ciia AB vi AABC d2u)

Ma : SA L CI (vi SA 1 (ABC))
nén ' CI L (SAB).

Do d6-  SI l1a hinh chifu cia SC xudng SAB.
Vay: €SI = goc [SC,(SAB)]

2
= VSA? + AC? =Vaa? + a2 = av's.
Tam gisc vudng SCI cho : |

Taco: CI =23 (duimg cao tam gidc dou)

av3

~ a 2 VI
sinCSI = 56 = 2v3 = 1o
Viy : CSI = arcsm—i-(li—

vioy 2: :
Cho hinh ch6ép S.ABCD c6 ABCD la hinh thang cén (BC il AD;
. BC = CD = a; BAD = a nhon) ; cac doan SA, SB,
' SC, SD deu tao véi (ABCD) 1 goc.8. Tinh khodng cach tu dinh
$ dén (ABCD). ’

8¢




Giai

* K& SH L (ABCD), H € (ABCD).
Ta c6 HA la hinh chifu cia SA xudng (ABCD) nén :
B = SAH = goc [SA,(ABCD)). |
Tuong ty : §BH = SCH = SDH = f.
Suy ra: ASAH = ASBH = ASCH = ASDH
Do d6: HA = HB = HC = HD.
Vdy: H trung vdi tim O ctia duong tron ngoai ti€p ABCD.
* Ta lai c6 : _
d[S,(ABCD)] = SH = HAtgp.
Ta phai tinh HA, la ban kinh duomg tron ngoai ti€p ABCD.

Taco: A, = ’c‘l (solc trong) '
A, = ’6, (tam giac ABC can)
~ ”~ a
A=Ay ==
T A==
Ap dyng dinh Ii ham s3 sin vao tam gidc ABC, ta ¢ :
AB  _oHA = HA=ABa= —
sin — 2sin — 2sin —
2 2 2
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a(g@ '
Viy : d{S,(ABCD)] = SH = —=_

ZSm‘i

BAI TAP TUONG TV

1.

Vin

B, Cia 2 diém trén a ; A & ngoai a va AB, AC tao v6i BC
nhiing géc bang nhau. Ching minh ring AB va AC tao véi a
nhilng géc bang nhau.

Cho hinh chép S.ABC c6 BAG = 90° ; AC = b; SA L (ABC).
M, N 1a trung diém cla SA va BC. MN tao véi (ABC) mét géc
a va 1o véi (SAB) mét géc B. Tinh cac canh clia hinh chép -
S.ABC theo b, a, 8.

. Cho doan AB = 2ava A B d 2 bénxmé't bhéng a. Téng céc

khodng cach ti A va B dén a bing a. Tinh géc clia AB va a.

€ 7 : Bai todn v@ doan vubdng 96c chung

Cho AB la doan vubng goc chung cla
dy va dz. Trong céc bai toan vd dudng
vubng goc chung ta thudng ké thém
Au j/ d2 va st dyng cic hé qua :
UAdy = géc (dh,da)

AB 1 (Audi)

viouy1:

Ax va By 1a 2 dudng thing chéo nhau va vudng géc , nhin
AB = a lam doan vudng géc chung. L&y M € Ax; N € By;
vadat AM = x, BN = y. Dinh hé thilc gitla a , x , 'y dé
MN = AM + BN. :




Giai
. K¢ Au // By, ta co :
XAu = 90° (vi Ax L By) -
AB 1 (Ax,Au)
(vi AB 1L Ax va AB L Au).

* K& NN // AB (N € Au),

ta co :

NN’ 1L (AxAu)

(vi AB 1 (AxAu)) |

Suy ra: AN = BN =y (vi ABNN’ 1a hinh chir nhat)

NN' 1L NM (vi NN° L (AxAu))

ANN'M cho : MN? = NN? + MN? = 2% + 2 + ¥

Do d6 : MN =AM+ BN =x4+y <
© (x+y)2=a2+)?+)2
. o2

2
e vioy2: ’ »

Ax va By la 2 dudng thang chéo nhau va vudng géc , nhan
AB = a lam doan vudng goc chung. Ldy M € Ax va N € By,
va dit AM = x , BN = y. K& OH t MN (O la trung diém AB
va H € doan MN). Gid thiét raing MN = AM + BN.

a) Ching minh rang HM = AM va HN = BN. Suy ra khoang
cach til O dén MN.
b) Tinh theo X, y khodng cach tif H dén 2 mat phing (BAX)
va (ABy) va kim lal rang H cach dBu 2 mat phing nay.
Giai
a) Chimg minh HM = AM ; HN = BN.
bit HM = u ; HN = v,
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Taco: u+v=x+y (1)
(ViMN = x +y) '

Ta ciing ¢6 : : :
w = oM? - Ol?
2
= —-Z— + ¥ - OH?
vV = ON? - o2
2

=-2—+y2‘—.()H2>‘
Dodé:u2~—v2=x2-)"2(2)
(1) va (2) cho : U=V=x-y : e 3)

(D va (3) cho: U=x;v =y

Viy HM = AM va HN = BN,

Tinh OH

Hai tam gidic vubng OAM va OHM bing nhau (c6 canh‘huyén
chung va 1 canh géc vuong bing nhau)

Viy OH = OA =—2§.

b) Tinh d[H,(B:x)]

Ta c6 : BN L (ABx)  (vi BN L AB va BN L Ax)
Ké HK L (ABx)  (HK/ BN va K € MB)
Ta o6 - HK _MH _ _ x
aco: BN - MN " x+y
: _ XY
Vay ; HK = d[H,(BAX)] = 2 5

Tuong tv:  HL = d[H,(ABy)] = x :yy

Viy : H cich dtu 2 mat phing (ABy) va (BAx).

g




BAl TAP TUONG TY

1.

¢3.

Vin

Ax va By tao véi nhau 1 gbc 60° va nhan AB 1am doan vudng
géc chung. LAYy M € Ax vdA M € By 830 cho BN = 2AM.
Chung minh rdng MN L Ax.

. Ax va By vudng géc véi nhau va nhén AB 1am doan vuong géc'

chung. Ldy M € Ax vd N € By. Chung minh ring tu dién
ABMN c6 4 mat ddu la tam gidc vuéng.

Ax va By tao v6i nhau 1 gbc « v nhin AB = a fam doan
vubng goc chung. LAy M € Ax va N € By sao cho AN L BM.

a2

Bat AM = x ; BN = y. Ching minh : xy = —"—

Hudng dén : Vé thém AH L BM. Ta cb : NH L BM.

dé¢ 8 : Xac dinh doan vubng géc chung

Truong hop 1 : Xéc dinh doan vubng

géc chung cia hai dudng thing a, b véi - a i
a vubng géc b.
— Dyng mpa chla b va vubng géc vdi /<

a tai l.
~ Chiu | rén b thanh J. IJ 13 doan
vudng géc chung.

Tnrdng hop 2 : Hai dudng thing a, b
khéng vubng géc nhau. -

- Duyng mpa vubdng gbéc voi a tai O. ) . " ,
= Chifu b trén a thanh b b
~ Chidu O trén b' thanh H. g ‘
~ Ti H vé dudng thing song song vdi

a cit b tai J.
~ TU J vé dudng thing song song véi

OH cit a tai L
IJ 12 dogn vudng gbc chung.

]

PRS- -_..
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Truong higp 3 : Xée dinh doan vubng
goc chdng cla AB, CD khi AC = BD
va AD = BC :
Goi | vd J n lugt I trung didm cia
AB va CD. Tlobl.llidognvubnggéc
chung. (Xem ching minh & phin b clia
vidy 1)

Trnromg hop 4

— Dyng mpe chia b va song: song véi
a Pad

— Ly M € a, chifu M trdn mpa thanh
M. .

~ Qua M dyng dudng thing a' song
song v&i a cdt b tai J . -

~ Tl J dyng dudmg thing song song véi
MM’ cit a tai I.

W 1a doan vubng gbéc chung.

Ghi chd :

Néu chi cin tinh a9 dai doan vudng gbc chung clia hai dubng thir3

ava b thi d6ia:
= d(a,a)
vdi mpa chiia b va song song vbi a.

vibu1:

Cho hinh chép S.ABCD c¢6 : ABCD I3 hinh vuéng ‘canh a, SA
vudng géc ABCD, SA = a. Xac dinh va tinh dd dai doan vubng

géc chung clia cac duong thing :

a) BD va SC.
b) AB va SC.

Giai

a) Doan vuéng géc chung ciia BD va SC
Ta g4 y thdy BD L SC , dung trudng hop 1.




SC va vydng géc BD : s
Taco BD L SA ~ va '
BD L AC

nén BD 1 (SAC) tai
jao diém O cua BD va
AC. -

- - o o —

&+ Dung doan vuong géc
chung :

Chiéu O lén SC thanh O,,
tachH: : B

BD L SAC) = BDL1OO,
Nhu vdy, 00, la doan vudng goc chung cua BD va SC.
~ %.Tinh doan vudng géc chung :
Hai tam gidc vudng SAC va 001C co goc C chung nén ddng

dang
. av'2
00, _oc _ 00, = SAOC _ - 2 _av6
SA ~ SC 1

SC = a3 6
b) Doan vuéng géc chung cila AB va SC . '
Ta db y thdy : SA, = BC, AC = SB . Ap dyng trudng hep 3. § ’
* . Goi I, J 1a trung diém AB, SC. Ta ¢6 :
SA = BC = a; AC = SB = a2 = ASAC = ACBS (c.cc)
Do d6 : Al =B] = AAJBcintil) = 1] 1 AB.
. Tuomg ty, ASIC can tai [ aén : I L SC.
. Vay : IJ 1a dnan vudng goc chung cua AB va SC.
* Taco: AJ'—-—%SC;"—‘Q———j

2
2 2a v av 2
- Al = i 1J = 5

2

12 = AJ




viby2: B T T
Cho hinh chép SABCD c6 SA vudng géc véi ABCD va ABCD
~ 12 hinh chit nhét. Dung doan vuéng géc chung clia AB va SC.

Gidi

Dling trudng hop 4 :
* Xic ﬁj@ mait ghégg chua
SC va mvm AB :
Tacé: CD//AB  nén
(SCD) /f AB.
* Chidu A Ién (SCD) :
Taco: (CD L AD va

lcD L sa
nén CD L (SAD)
Ké AH 1L SD,tacé:
_ AH 1 SD
D ¢ va: AH C (SAD) .LCD}

= AH 1 (SCD)
Do d6 H la hinh chifu cia A trén (SCD).

Dung_doan vudng goc chung : ,
Dudmg thing qua H va song song vai CD cét SC tai 1. Du«mg thing

qua I va song song véi AH cit AB 1ai J .

.Qi%:a 6: U/J/AH = U L (SCD) >  1J1SC
UL(SCD) > HWL1CDC(SCD)= 1] L AB.

Vay IJ 1a doan vubng gic chung cia AB va SC.

vioy 3:
Cho hinh chép SABCD c6 SA vudng géc (ABCD), SA = a va

-~ ABCD 1a hinh vuéng canh a. Dung va tinh doan vudng géc
chung clia AC va SD




Giai
CACH 1 : (Dung trudng hop 4)
Xidc dinh_mat phing
hia AC v
SD: :
Vé SE = AB = DC.
Ta cé : SD // CE
Do d6 : (ACE) // SD

* Chi€u D trén sACE! :

. Taco:EB/ SA

=  EB 1 (ABCD)

' AC LBD wa
AC 1 EB

= AC 1 (BDE)

Goi H 1A hinh chitu

cia D trén OE. Ta co :
DH C (BDE) 1 AC
DH L OE

Do d6 H la hinh chifu cia D trén (ACE).

Dung doan vudng goc chung :

- Puimg thing qua H va song song CE cit AC tai 1. Duimg thing
~ qua I va song song DH cdt SD tai J .

Tacé: DH .L(ACE) = DH .1l ACCE

oy ’
*

} » DH 1 (ACE)

Ma: U/DH va CE//SDnén: I L AC va 1J.1.SD
ay : 1J la doan vudng goc chung cia AC va SD."*
* Tinh doan vudng géc chung :
2 .
Tacs: OE? = 0B +BE' =% =+ OE - ‘—‘Q—F

23




Hai tam gidic ODH, OEB dbdng dang nén :

DH _ 0D
BE = OE
V2
. _ BE.OD 2 T a3
Suy ra: DH = OE e - 3
2
Viy : U=DH=ﬂ-

CACH 2 : (Dlng trudng hep 2) Ry S

* Xéc dinh mat phing vudng

goc véi AC :

Tir giao diém O cia AC va

BD vé Ot // SA.

Tac6: Ot L (ABCD).
AC L.BD vi ACL Ot
= - . AC i (BD,0Y).

g - *_Chi¢u SD trén mp(BD,Ot);
Dutmg thing qua S va song
song AC cit Ot tai E.

SE // AC = SE L (BD,O1).
Do d6 duimg thing DE I

c hinh chi€u cia SD trén

mp(BD,0).

* Dyng doan vadag géc chung : |
Chifu O trén DE thanh H. Tquedmglh@songmv&
AC cit SD tai J. TqucdmgthingsengsongvaHcatAC
tai 1.

Ta c6: AC.L(BD,O\) > ACL OH = AC.LU.-




OH L (SDE) = OH L 'SD
1J L SD.
Vdéy 1J 1a doan vudng goc chung cia AC va SD.

* Tk 6c_chung :

DE 1 OH
SE 1 OH c (BD,0Ot) }

1 1 1 2 1 3
Tach: —— = —= 4 —. =~ f —2 =
OH?* oOD? OF? a2 a¢  a
.
2 _al
=» OH 3
Dodé:U=OH=9—§-3_

vipy 4:
Cho tii dién SABC c6 SA : vudng géc (ABC) , SA = av 3,
ABC la tam gidc vudng tai B, AB = 2a, BC = 3a. Ldy diém
M trén doan SC v6i MC = x . Goi N, P 1an lugt 1& hinh chiéu
cla M trén AC va clia N trén AB.

a) Tinh MP theo a va x. Dinh x dé MP nhd nhit.
b) V&i x vua tim hdy néu y nghia hinh hoc clia doan MP
tuong Ung. : }
Giai '
_a)* Tinh MP '
Taco: AC = av 13,
SC = 4a
MN _ M
SA CS
SA.CM

MN//SA =»

»> MN =

o




NP // BC W —— m — =

Vi SA 1 (ABC) nén MN X:-(ABC). Suy ra: MN L NP.
» : .

Dodo: MP = MN2+NP2=3T§+%(4a-x)2

= 2@ - 6ax + 127)

Viy : MP=—12—\/3(x2—6ax+12a2) vai ‘05x$4a

* b,mh x dé MP nhé nhét
Taco: x*— 6ax + 12a% = (x-—3a)2 + 3a% = 3a°
Do d6: MP nhd nh4t @ x = 3a.

b) Y nghia hinh hoc cila MP

Tacé: ABLNP va MN L (ABC) nén AB L MP
' (dinh Ii 3 dudmg vudng goc).

' 2
Khi X = 3a thi MP2=—94a—
.. AP __AN SM _ a _1 _a
Taco: B=ac=5 - um = . AP =7 AB =3
2
SP2 = SA? + AP ~——]i"

Do dé : SP> = SM? + MP? nén MP 1 SC.

Viy : MP la doan vuéng géc chung ciia AB, SC.

Ghi chii : O cau b ta ¢6 MP nhé nhat khi x = 3a. Khi dé ta
chua két ludn dwgc MP la doan vudng goc chung cia hai dutmg
thz’mg AB va SCvi M va P di dong Iin luot trén hai doan SC va
AB thco ditu ki¢n cud gia thict.




N

BAI TAP TUONG TV

1. Cho I dién dBu ABCD canh a. Xac dinh va tinh doan vuéng
gdc chung cua AB vi CD.

(@) Cho hinh chép SABCD ; ABCD Ia hlnh thang vu6ng tai A

vaB, AB=2a; BC=a; AD = A=aVv2,
SA 1 (ABCD). Dung va tinh doan vudng géc chung cla :
a) AB va SD.

b) AD va SC.

3. Cho hinh chép SABCD c6 ABCD la hinh vuéng canh a, ASAB
déu, | 1a trung diém AB, SI L (ABCD) Dung va tinh doan
vubng goéc chung cla :

a) Sl va AC.

b) SA va BC. .
4. Cho hai hinh vudng ABCD , ABEF canh a , BC L (ABEF). Dung
va tinh doan vudng goéc chung cua : -
a) AB va CF .
b) AC va BF . -

LY

Vin €& 9: Dinh tdm va tinh ban kinh mat ciu ngoai ti€ép mot
hinh chép S.ABCD

CACH 1 :

Ta chi ¢3n ching minh cic dinh cia hinh chép nhin 1 doan chung
EF dudi 1 géc vudng. Khi d6, mit ciu dudng kinh EF 1a m#t clu
ngoai ti€p hinh chop.

vioy1: . ‘
Cho hinh chép S.ABCD ; ABCD 1 hinh chil nhat va .
SA L (ABCD). Dinh tdm va ban kinh mat cau ngoat tlép hinh
chbp
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Giai

*Taco:SA L AC (v SA L (ABCD))
* Ta cing <6 :

AB 1 BC  (ABCD:la hinh chir nhat)

SA L (ABCD)

nén: SB L BC (dinh If 3 dutmg
; vudng goc).
Temge: SD L DC.

—~ —~ —~

Tém lai SAC. = SBC = SDC = 90°,
Vay mit ciu duimg kinh SC 1a mit cu ngoai Li¢p hinh chop
SABCD. ,

vioy 2:

> Cho hinh chép S.ABC ¢6 : BC = a; BAC = 60°, SA L(ABC)
va SA = 2a. Dinh tdm va ban kinh mat ciu ngoai tiép hinh
chép.

Giai S
Goi AD 1a duimg kinh cia duimg
tron ngoai ti€p tam giic ABC. Ta
co :
AB L DB - (géc ndi ti€p trong
nira duimg tron)
Dodo: SB L BD (dinhli3
duimg vudng goc)
Tuong tv:  SC L CD.
Tacingco: SA L AD v
SA 1 (ABQ).

Tom lai SAD = SBD = SCD = 90°. ;
Vay mit cdu duimg kinh SD la mat ciu ngoai tiép hinh chép
SABC.

N




Taco6: —— = AD (dinh Ii ham s§ sin)
sinA :
- a a 2a

Vi AD = ———— = - = =

y singl® Y3 V3

2
ASAD cho: SD = VSA? + AD? = ,/
- 16a \/_

Viy, tim O clia mat ciu ngoai ti€p SABC 1a trung dtém cia SD -
vibin kinhla: R = -IESD = _Z_Z;SLT;

BAI TAP TUONG TY

1.

Ax, By 1a hai dudng thdng chéo nhau va vubng géc va nhén
AB 1am doan vudng géc chung. M € Ax va'N € By. Dinh tdm
mat ciu ngoai tiép ABMN.

Cho hinh ch6p S.ABCD c¢6 ABCD la nia luc gidc ddu ,
SA 1 (ABCD).
a) Dinh tdm va ban kinh mét ciu ngoai ti€p S.ABCD.

b) Gol H, K, L 14 chdn dudng cao vé tu A trong cac tam giac
SAB, SAC, SAD. Ching minh rang 7 diém A, B, C, D, H,
K, L ndm trén 1 mat ciu.

CACH 2 :

Mu8n dinh tam m3t cu ngoai tiép mdt hinh chop, ta si dyng tinh chét

céch ddu cla tryc dubng trdn, duding trung tryc, mit phing trung tryc.

* Dyng tryc d clia dudng tron (ABCD).

* a) Néu mdt canh bén cla hinh chép (gia si 1a SA) va tryc d clng
& trong mét mit phing (P) dung dudng trung tryc d' cua SA
(trong (P)). Giao diém cla d' va d 1A tdm O mit cBu ngoai tiép.

b) N8u khdng cd canh bén nao cla hinh chdp cling trong 1 mit
phing véi tryc d, dyng m¥t phing trung tryc = cla mét  canh
bén, giac diém cla x va d 13 tdm O.clia m¥t chu ngoai tiép.
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Chi y : Trong trudng hgp b), ta cb thé
dinh tdm O nhu sau :
* . Ching minh ring O nim trén 1 dudng
thing d.
", Trén d, chon 1 didm 1 1am gbc va 1
chidu duong, t8m O sé dugc x&c dinh
béi hoanh d9 10 = x .
(Xem vi dy 3)

viou1:

Cho hinh chép S.ABC ; ABC 1 tam ‘gidc ddu canh a ; SA L
* (ABC) v SA = 2a. Dinh tdm va ban kinh-mat c3u ngoai tiép
hinh chép.

Giai

. Dyng truc d cia dudmg tron

'(ABC) (d qua tdm [ va vudng

gic voi (ABC) nén d // SA).

. Trong mjt phing (SA,d), dwig
dubng trung tryc d’ clia SA
(& qua trung diém E cia SA
va & // Al vi Al 1 SA).

. &’ cdt d tai O vataco:
OA = OB = OC (v O € d)-
OA = OS viOe d’)

= 0A = OB = OC

Véy o la t&m mit chu ngoan m‘!p S.ABC.

* Bin kinh mat chu bing :

R = 0A = Y OF + AP
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vioy2: .
Cho hinh vuéng ABCD canh av 2 . L4, H € doan AC vi

AH = -g- V6 Hx L (ABCD) vi ldy S € Hx sao cho :

ASC = 45°. Dinh tam va bén kinh mét cAu ngoal ti€p S.ABCD.

Giai

* . Dung truc d cia

duimg tron (ABCD) :

d qua tdm 1 cia hinh

vudng va vudng géc vai

(ABCD).

Do d6 : d // SH va cic
-, canh SA, SC cung trong

1 mit phing vai d.

. Dung duimg trung

tryc d’ cla SA (trong

mit phing (SAC)) : &

cit d tai O la tim mat

cdu ngoai tiép S.ABCD (ciing I t4m dudng tron ngoai ticp SAC).

E Ap d@ng dinh 1i ham 6 sin vio tam gidc SAC, ta ¢6 :
AC
Resao) = GRASC
Ma: AC = (aV 2 )V 2 = 2a va sinASC = sind5® = >
Véy : Bin kinh mdt ciu ngoai 1i€p S.ABCD la :
av 2.

!a»

IS

R = Rsac) =
: 2.
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vipy 3:
Cho hinh chép S.ABC : ABC 1a tam gléc vudng can (AB
= AC = a) va SH L (ABC) v6i H I1a diém d&i ximg cla A
qua B. Dmh tdm va ban kinh mdt cdu ngoal tlép S.ABC khi
SH =

Giai

* Dung truc d clia duimg tron (ABC): d qua tim I va vuodng goc .
vai (ABC), nghia la d // SH.

Ta nh3n thdy khdng c6 mdt canh bén ndo cua hinh chop clng
ndm trong mat m#t phing véi d. :

* T&m O clia mt cu ngoal tiép phal ndm trén d. Chon I Bm g6c
chitu duong 1a chitu HS va dat [0 =

.Tac6: OB® =0 + IB? = x2 + (%C)
.Talico: O$? = OK? + SK2 ‘
voi OK? = 112 (vi OKHI Ia hinh chir nht)’
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B2 .+ BH? — 2IB.BHcos135°
(dinh i han s6 cosm)
aﬂ 2 2 _ a\/_ ’ _Q
(———2 ) + a '2.———2 .a.( 2 )

L

1H?

avZ\2 2
| (———-2 ) + 2a |
va: SK = |3a - x| ERT
* Vi O la tAm cla m3t cau rigo.;i tiép SABC m,n :
2 _ os? av2y2 _ L2, (aV2)2 oz
OB? = OS e)?+( ) = 2a +(2) +(3a = x)
o 6ax = 1la’
Viy: x = —
* Ban kinh mdt cAu ngoai tifp la: ‘
o avZye [ neya 2 aV1®
(%) )"+

R =OB = =/ ( o "%
Tém lai, .mi:l ciu ngoai tip SABC ¢o lﬁm O & rén true d, dinh
b&i I0 = 1—?— va  bin kinh bdng 1‘59

viby 4:
Cho t dién ABCD cd AC = AD = BC = BD ; AB =
CD = 2b: 1 = ¢ (I, Jlatrung diém cuta AB va CD). Ching

minh rang tém mat c3u ngoal tiép ABCD nam trén 1J. Binh tAm
va ban kinh mat ciu ngoai tiép ABCD.

Giai
’ Chimg minh tdm O cla mdt chu ngnai'rriﬂi ndm trén I
DE y ring : "AJLC.DI’ ' S
I CD 1 (ABJ)
BJLCD }.

=- (ABJ) la m.n phing trung tryc cia CD.

103




Tuong tw, (CDI) 1a mat phing
trung truc cia AB.
Ta lai ¢6 :

OA = OB & O &€ (CDI)
OC = OD « O € (ABJ)
Viy O € U Ia giao iuyén clia

(CDI) va (ABJ) - -
* Trén 11, chon I lam gc, chitu
c_.h_m‘ng la chiéu I va diat
10 = x.Ta ¢6 :

0A? = 0D* ay
O + 1A = 2 + ¢ ¢
OF +J0% = (c =22 + b
(1) thanh = %% + & = (c - x)? + b

Vi : 0A?

~
A
<

o
Il

hay 2x = b2+ - g
L Riedog
‘ -2
Ban kinh mat ciu ia
R = OA = x2+a2=-215 /(b2+02faz)z+4azcz

CACH 3 : , , :
Tém hinh clu ngosi tiép hinh chép cb thé 1a giao diém cla hai tryc.

vioy .
Cho tam gidc ABC vudng cén tai B véi AB = a. T trung diém
M clia AB ta dung dudng thing vudng géc véi (ABC), trén d6
idy diém S sao cho tam giac.SAB dBu. Xac dinh tdm va tinh
ban kinh hinh c3u ngoai tiép tir dién SABC.




Giai

*.Goi O la tdm hinh c3u ngoai
i€p tir di¢n. Ta cob :

OA = 0B = OC e
O € tryc d cia dudng tron
ngoai ti€p AABC.
Ma AABC wvudng tai B nén
d L (ABC) tai trung d:ém I
_cla AC.

. Mt khic :

OA=0B=0S«0€d .

truc ciia duimg tron ngoai tiép

tam giic SAB.

Ma ASAB dtu nén d L (SAB) tqi trong tim G €. SM vii
2 2av3 _ av3 :

S(1—§§M=§'——2—— 3

.Vly OA=0B=0C=0Ds {0} =dnd.

*Taco: IM L AB (vi 1M J/ BO)
IM L SM (Vi SM L (ABQC)
Do dé IM L1 (SAB) = &/ IM

Taco: d L (ABC) '
} = d // SM,
SM 1 (ABC)
Vay tir gidc IOGM la hinh chir nhdt, nén :
-mm=BC_a
0G =1IM=7"= 2

Tam giic vudng SGO cho :

: .2 2 2
osz=scz+002=§‘9‘—+ a’ _ 2la
a\'21_ :

6

, 4T 36
Viy: R =0S =
05




BAI ¥AP TUONG TU :

1. Cho hinh ch6p S.ABC c6 AB = “AC = BC = ; SA = 8B
= SC = 3a. Dinh t4m va tinh ban kinh mat céu ngoai -tiép
S.ABC. '

2. Cho hinh chép S.ABC CO AB = AC = a : BAL, = 120°
SA 1L (ABC) va SA = 2a. Dinh tam va tinh bén kinh mat céu
ngoal tiép SABC

3. Cho hinh chop S.ABCD. ABCD Ia hinh vubng canh 2a, SH J
(ABCD) vé6i H 1a trung diém clia AB v& SH = &V 3. Dinh tdm
va tinh ban kinh mét cBu ngoal tiép S.ABCD.

Vén & 10 : Tép hop nhimg diém chiéu M cua mot dlém A c6 |
dinh xudng d (hay a) '

Ta thudng gip hai fruéing ‘hop sau :

d. trong B cf dinh A
1 d qua B ¢§ dinh ‘
A¢p ‘ .
"Také AH L A (H € f) - d H
Ap dyng dinh li 3 dudng vudng goc ta M [
cb (trong f) . B B i
BMH = 90° |
B . H c8 dinh o
- Tap hop cac didm M4 dudng trdn dudng
kinh BH (hay mét phhn cua dudng tron
nay.)
2. a chUayA ¢d dinh
AgA

KéAMLu.AMJ.AV

nén AM n3m trong § qua A va vubng

géc vai A. f cit A tai H. Ta ¢b {trong

A 3
-
AMH = 80°

. A, H of dinh

Tap hgp cac didm M 1a duéng trén dubng kinh AH (hay mot phin cla
dudng tron ndy) & trong 8.
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viDpy 1:
Cho hinh chép S.ABCD ; ABCD 1 hinh chit nhit va
SA 1 (ABCD). M8t mét phang luu dong « qua BC cit doan
SA tai E. ’

a) Tim t4p hop cé4c hinh chidu M clia D xubng BE. ..
b) Tim tap hop cic diém chidu N cla D xudng a.
| Giai N
a). Tacé: DA L (SAB) (vi DA L AB va DA 1 SA)
Ké DM L BE » AM L BE . (dinh Ii 3 dimg vudng goc)
Trong mijt phing (SAB) ¢ dinh, ta co : ' A
AMB = %0°. x
A ; B c6 dinh ’
Viy : M thujc dudmg
- tron duong kinh AB
:trong (SAB).

. Gi6i han :
E=A=>Mz=A;
E=S=>Mz=K€BS
.» M € cung AK cla
_ dudmg tron dudomg kinh
AB.

. Dio lai, iy M’ € AK, BM’ cit AS i E’. Ta ¢6:
AM’ L BE' (4 M’ € duimg ‘

tron duimg kinh AB)
nén DM’ L BFE’ nghia li

M’ 1a hinh chi€u cia D xulng E
BE’ vii E' € AS. .

Vay : Tp hop cic difm M la B A
cung AK ciia dutmg tron duomg N o

kinh AB & trong (SAB). N e
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vioy 2:
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b) K¢ DN La = DN 1 BC
7 = DN .ndm trong m3t phing 8 qua D wa
vubng goc. véi BC (nghia 1a B // (SAB)).
Viy B la mit phing chira CD va Dx // SA.
Trong mit phing (CDx) nay, ta c6 :
{ CND = %0°
C,D c6 dinh . 7
= N € duimg tron duomg kih CD.
Clumg minh tuong tv & cdu a; tap hop cic-diém N 1a cung DH

clia duomg tron duong, kinh CD, vai H Ia giao* diém cua (‘T va
duomg tron (DT AS). .

Cho tam giac dbu ABC co canh a; Bx, Cy 2 2 nda dudng
thang cling chidu- va cing vubng géc v6i (ABC). B'va C' 13 2

-diém luu ddng trén Bx va Cy sao cho : CC' = 2 BB’. Ching

minh réng B'C’.1udn di qua 1 diém c6 dinh. Tim t&p hop hinh
chiu cla A xuSng B'C' va tip hop hinh' chiu clia B xu6ng
mét phing (AB'C').

- Giai
* Chitng minh BC’ qua 1 diém co dinh
B'C’ cit BC tai E.
Ta c6 :

EB BB’ 1

EC~ CC ~ 2. P
= E ¢6 dinh (va EB = BC = a)
* Tdp hop. hinh chiéu M cia A xuéng B'C’

.Taco: Al LBC (Ilatrung diém BC)
Al L Bx (vi Bx 1 (ABC))
. Al 1 (BxCy) '

L9 ] g,

s e e N . .




Taliico: AM L BC . o
nén : IM L BC (dinh li 3‘du'i,mg‘ vudng goc).
Trong mit phing (Bx,Cy) taco: : .
IME = 90°
1, E c6 dinh v
= M € duimg tron duong kinh'IE.
. Gidi han 7 * . ¥
C=CaM=1iC->o. »
> M- E (Vi EC // Bx)
. Viy : Tap hop cic diém M
" 1a nita duimg tron dumg kinh
IE, trir diém E. '

(Doc gia ty chimg minh Iy N et
~phin dio) '

* Tdp hop hish chidu N cla B xudng (AB'C’) -
.Déyring BE = BA = BC =~ anén:
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AC 1 AE '
CC 1 AE } > AEL(AG)
K& BN L (ABC) » BN LAE
= BN nim trong mit phing 8 c6 dinh
(qua B va vuéng goc véi AE).
Do d6 B chinh 1a mit phing (FBx), véi F la trung diém AE.

. Trong m3t phing (FBx), ta c6 :

ENF = %0°

B, F ¢ dinh
Chimg minh twong ty, tap hop cic diém N la nita dudmg tron dutmg
kinh BF, trir diém F.

BAI TAP TUONG TV _ ,

1. Cho hinh vudng ABCD. Ax 1a nlia dudng thing vudng goc véi
(ABCD) tai A. S luu-ddng trén Ax va E luu ddng trén canh AD.
Tim tdp hop céc hinh chiSu ctia | xudng CE (I la trung diém
clia SB).

Hudng dén : Gol J 12 trung didm.cla AB thi IJ // Ax .

2. Cho hinh chép S.ABCD ; ABCD a hinh chir nh4t va SA 1
(ABCD) ; E, F I3 trung dlém cla SB va SC. a« la 1 mat phing
luu ddng qua EF va cit canh SA. Tim tip hop hinh chléu cla
S xubng a.

Hudng dén : K& SH L giao tuyén clia a va (SAB).

C. TOAN TONG HOP

1. Cho tam gi4c déu ABC.canh a, d la dubng théng vuéng géc
voi ABC tai A. LAy S € d va dat AS =

a) Ching minh ring HK L (SBC) (H K 1a tryc tdm cla tam
giac ABC va SBC).
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b) Ching minh ring 7 diém S, H, K |, J, B, C ndm trén 1.
mat cau (,J 1a trung diém AC, AB va B', C' la chan Qué_;ng
cao vé tir B va C trong tam gidc SBC.

¢) HK cét d tai §". Dinh x d8 SS' nghn nhét.
Giai |

a) Chimg minh : HK 1 (SBC)
Goi A’ la trung diém cia BC.

Ta ¢6 : o » ‘
{ AA’ L BC (tam giac cén:trung tuyén ciing la
SA’ L BC duimg cao)
Vay BC 1 (SAA)
Do d6 BC i HK C (SAA) 1)
Ta ciing ¢6 : '
BI L AC.

, = BI 1 (SAC)
BI 1 SA o :

1 -




Do dé : Bl L SC ' Lo
: =  SC 1 (BIB)
‘ml BB’ L SC
= SCu. HK C (BIB’) (7))
(1) va (2) cho: " HK 1 (SBC) .
b) Chimg minh 7 diém S, H, K, I, J, B, C 6 trén 1 mdt ciu

-~

Ta c6 : SKH = 90° (vi HK L (SBC) chira SK)
SIH 9%° (vi BI L (SAC) chita’ S])
SB'H = 90° (vi SC L (BIB') chia B'H)
Twong tv:  SIH = SCH = 9°,

Vdy: 7dim S, H, K I, J, B, C nim trén mit ciu dudomg
kinh SH. '

s
) Dinh x dé SS’ ngdn nhdt o
Xét tam gigc SA’S’ ¢ H 13 trirc tAm, ta c6 ;
AS’AH ~ AA’AS nén :

AS _ AH
AA’ ~ AS

hay AS'AS = AA"AH = 3‘;3 av3

Theo bat d.ing thic Cosita lai c6: .
8§ = AS + AS’ = 2VASAS = avZ
(dfu = xdy ra khi AS’ ='AS = x = %7)'

Vdy SS’ ngdn nhdt (= av2) khix = —3—2@

2. Cho hinh chép S.ABC ¢6 BAC = 90° : AB = 2a AC = 33
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SB L (ABC) va SB = av' 3. L&y M € SC va dit CM =

Goi H va K 13 hinh chiéu ctia M xubng (ABC) va (SAB). Mét
phing (MHK) c&t AB tai L. ' :




a) Ching minh ring MHLK 1a hinh chr nh4t. Tinh dién tich
cla hinh chit nhét nay theo a va x. Tinh x dé MHLK Ia hinh
vudng.

b) Tim tp hop tdm mat c3u ngoai tip hinh chop B.MHLK
khi M chay trén SC.

c) Dinh x d& ML ngan nh4t. Khidbchungto ring ML 14 doan
vudng goéc chung clia AB va SC. :

Giai

a) * Chimg minh MHLK la hinh chit nhdt

D€ y ring :
AC L (SAB)
(i AC L SA va
AC L AB).
Ta lat €6 :

MK L (SAB)
Suy ra :

MK // AC

(K € SA)
Tuong (v :

MH // SB. A
Do d6, (MHK)

cit (SAB) thco KL // MH // SB va (MHK) cit (ABC) theo
HL // MK // AC.

Ma SB 1 AC nén MH L LH.
Vay : MHLK 1a 1 hinh chir nhat.

* Tinh SMIILK

Ta c6 : ‘ o
BC = VAB? + AC? = aV 13; SC = V SB? + BC? =
MH CM _ x X3
SB - Cs @ = MH=7
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M_!S < SM < da - x > MK _3da —x)
AC SC 4a 4

Vly:  Syx = MHMK = 3’5(4%'61‘&?

S * Dinh x dé MHLK 13 hinh vuéng
MHLK la hinh vubng & MH = MK

X3 _ 3(da — x)
4 4

& x =23 (\/'3'- -1)
b) Tim tdp hop tdm mat cdu ngogi ticp B.MHLK

<

* Ta ¢b : ML L BL (vi MH L (ABC) va HL 1 BL)
» B’L\M = 90°,

Tacing c6: BHM = 90° (i MH 1 BC)
BKM = 9° (i MK 1 (SAB) chin BK)

Vidy mit cdu duimg kinh BM Ia mit ciu ngoai ti€p hinh chép
B.MHLK.

* . Tam O cda mit chu ngoai ti&p la trung diém cia BM nén Q €
doan trung binh S,C, khi M luwu dong trén SC.

s - Dio lai, oy O’ € S, C,, BO’ cft
SCtai M. KE M'H’ L (ABC), MK’
o L (SAB) ; (M'H’K’) cit AB tai L.
S b " Ta d ding ching minh duge O’ Ia
' tim mit ciu ‘ngoai ti€p cia hinh
' chép BM'HL'K’,
B S ¢

Véy 4p hop tim O 1a doan SoCo-
¢) Dinh x dé ML ngdn nhat A

Taco: ML? = MH? + MK = }13 [3¢ + 94a - x)7]

ML = —12— V308 - 6ax + 1227

114




e

= -15 3(x - 3:1)2 + 33]

Do d6 ML nhd nhft khi x = 3a va khi d6 gid tri nhd nht Ia
3a '
ML = = |
* Chimg t& ring khi d6 ML 1a doan vuong goc chung ciia SC va -
BA:

.Ta c6 : ML 1 AB (thco chimg minh & ciu b)

. Ta ciing ¢6 : . : 4
AL _CH CM _3a _3 =35, .
AB=CBTCs "4 "3 T ALTIR=G

, ,
LC2=AC2+LA2=_9a2+2%-
s . 2 2 _ (3ay2 2
Ma: ML*+CM (2) + 9a

dodé: LC?=ML*+CM> o ML.LMC
- Viy : ML la doan vuong goc chung cia AB va SC.

Ax va By ia hai nlia dudng théng chéo nhau va tao voi nhau
1 gébc a, nhin AB = a lam doan vubng goc chung. Liy
Me Ax, N € By va-dat AM = x ; BN =y, '
a) Tinh khodng céch ti M gén mat phing (ABY).

b) Gid st ta co : xy = c;a , ching minh rang AN 1 BM.

c)GiasuMN =x +y via E€ MNsaocho EM = x,
EN = y. Tinh khodng cach tu E d&n cac mat (ABy) va
(BAx). Suy ra ring E cich ddu hai mit phing ndy. -

Giai

a) Tinh khodng cdch d[M,(ABy))

.Ké Au// By, tacd:
xAu = a = g6c (Ax,By)
AB L (AxAu) (vi AB L Axva AB 1 Au)
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* Ké MH 1L Au (H € Au)
Do conc6: MH 1 AB (vi AB L (Ax,Au))
nén MH L (ABy) = (AB,Au).
Vay 4 MH = d[M,(ABy)].

* Tam gidc vubng AMH cho :
MH = xsina va AH = xcosa.

Viy : d[M,(ABy)] = xsina.

2

b) Cho biét xy = —2— (1), chimg minh AM 1 BM.
y == g

H¢ thirc (1) ¢6 thé vidt :
M o 2=

Xcosa a
o AB _BN
AH AB

Viy hai tam gidc vuong ABH va BNA dong dang.




Suyra /B\l =ﬁl magl +/§2 = 900n6n Nl + Bz =

Viy: BH L AN, o

T« lai 6 BH la hinh chifu ctia BM xubng (ABy) , nén :
BM L AN (dinh Ii 3 dudmg vudng goc). ’

c) Tinh d[E,(ABy)] va d[E,(ABx)).

Ké EK 1 (ABy) < EK// MH.

Ta ¢6 : : S
EK _NE __y _ xysina
MH™NM ~“x+y = ER=775

Tuong ty, ta vé Bt // Ax, NH’ L Bl (H’ € Bt) :

‘ NH' = d[N,(ABx)] = ysinc.

Ké EK’ L (ABx), 1a ¢6 : ; ,
EK _ME _ _x . _ Xysina
METMN T x+y EK»-x-f-y

Vay E cich dtu hai mit (ABx) va (ABy).

- thdng cuing chiBu va cling vudng géc Vo (ABC). Ly

90°.

--Cho tam gidc déu ABC, canh a ; Bx va Cy & hai nla dudng

B' € Bx

va C' € Cy sao.cho : BB' + CC' = 2b (b Ia 1 hang s6).
a) Ching minh rang mét phing (AB'C’) lubn chia mét dudng

thang ¢§ dinh.

b) Tinh khodng canh tir A d&n (Bx, Cy) va tir A dén B'C' theo

a, va a = goéc (B'C', Bx).

c)‘ Binh vi trf ctia mét phing (AB'C')dé tam gisc AB'C’ cb dién

tich bé nhat.
| Gidi o
a) Chimg minh (AB'C’) chita mét dudmg thdng cé dinh
Goi 1, J, la trung diém cia BC va B'C. Ta ¢6:
| U= 12(133' +CC) =b
J // Bx / Cy.
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Ma : diém I c6 dinh, b hdng s6 nén J c6 dinh.
Viy mit phing (AB’C’) ludn chira duimg thing Al c6 dinh.

b) Tinh d[A,(BsCy)] v d[A,B'C)
*Taco: ,
{ Al L BC (AABC deu, trung tuyén Al cing la duimg cao)
Al 1 Bx (vi Bx L (AB(")) ' ,
Do do Al L (Bx,Cy). ‘
| 7 Vay:
x VT
Al = 222 ga (Bxoy)]
(vi AT la dudmg cao ciia tam
-gidc dtu).

*Ké¢ AK L BC
(KEBC) » KK 1BC
(dinh 1i 3 dudmg vudng goc).

Tam giic vudng UK cho :
IK = Hsina = bsina.

Tam gidc vudng AIK cho :

AK = VAR + IK

;) :
= \/E’%— + b?sin’a

2
vay:  dABC) = / E 4 Hsin’a

c) V1 rf cila (AB’C’) dé S,p.c* nhé nhdt
Ké CE // BC (E € Bx)
Tam gifc vudng B'EC’ cho :
EC

pCe = E€ - -2 MEC = BC = a)
. [311704 sinx

Dods:  Sapc = 5 AKBC
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2
\/Sa + b?sin’a
" sina

3&4
4si_n a
. 3at

4sin’a

+ a’b? '

o e Nlr—a

Viy: Sppc bé nhit bé nhat (vi a’b® = hing s6)

o sina =1 ©® a =

‘Nlﬁ

< BC / BC
Tém lai SAp'c bé nhit khi mit ph&ng AB’C’ qua AJ va song
song voi BC.

BA! LAM THEM

1. Cho tI dién OABC c6 OA, OB, OC vuﬁng géc véi nhau timg
déi mét va OA = a; OB = b; OC =

a) Ching minh rang hinh chifu H cla O xu6ng ABC 1 truc
tdm cla tam giac ABC.

b) Tinh khodng céach tif O dén (ABC)..
¢) Chimg minh rang S%asc = S%osc + SZOQA + S%0as.

Suy ra ring SaeC = -%f a?b? + b%c? + cfa’

Hudng dén :
a) Co thé diing dinh Ii 3 duding vudng gbc.
. abe
) c{[O,(ABC)] Vait? + b2 + a2

2. Cho hinh vubng ABCD canh a, Ax & niia dudng thing vudng
gbe voi ABCD. LAy S € Ax. a la mat phéng qua A va vubng
goc véi SC.

a) Chimg minh ring o ludn chia 1 dubng thing ¢6 dinh khi
S luu- déng trén Ax.

b) Goi B', C, D’ 1a glao diém clia a v6i SB, SC, SD. Chiing
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minh rdng ti gidac AB'C'D’ ndi_ti€p dugc va 7 diém A, B,
C. D, B, C, D' ndm rén mdt mit ciu cb dinh.
c) Ching minh rang ti gidc AB'C'D’ c6 2 dudng chéo vubng
goéc va tinh dién tich cha AB'C'D' khi AS = a.
Iudng dan :
a) Ching minh BD // «, khi 46 « chia Au // BD ; Au o8 dinh.
b) Ching minh AB' L (SBC).
a2 v3
6

©) Sgcry = 5 ACIBD' =

3. Cho hai dudng thdng d1, d2 chéo nhau va vudng géc, nhin
AB lam doan vuéng goc chung. A € dq, B € d2 ; (r) 1a mat
phang trung truc cla AB va M € {r). ,

a) Chi cach dung giao tuyén cla mat phang (M.d2) véi mat
phadng a qua ‘A va vudng gbc v4i AB. Suy ra cach dung
dudng 'thang qua M va cét di tai E, d» tai F. ‘

b} Ching minh ring AE? + BF? = 4OM? (O i trung didm
cla AB. -

Ihesng dén : . . ~ e
a) Dung MN = BM. Dyng Nx // d,. Nx fa giao tuyér phai dyng.
b) Goi F' = 1a hinh chiéu cla F wén «. EF Ia canh huyén cia 1
tam giac vudng dinh A ma trung tuydn vé tir A bing OM.

4. Cho tam giac d&u ABC canh a, tam 1a O. Ax, By, Cz va Ot 1a
nhiing nifa dudng thing cling chidu va cing vubng goc i
(ABC). L4y O1 € Ot sao cho OOy = a. MGt mat phang « qua
O1 cét Ax, By, Cz tai Ay , By , Cs.

a) Ching minh ring O la trong tdm cla tam giac A1B1C.
b) Ching minh ring AA; + BB; + CCy = 3a.
c) Gia st thém rdng CC1 = a : tim t@p hgp hinh chigu cla
B xudng a. ' ' '

Huéng ddn . ’

a) V& lu 1 (ABC) ¢kt B,C, tai |, (1 Ia trung didm BC). Ching' minh
AO, = §A,v‘. o :

b) Xem bai khoang chch.

¢) 1.phan dudng tron trong mit ph3ng (Ax,By).
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b) Tinh khodng céach tu S dén (ABC).
c) Tinh khodng cach tu $' d&n (SAB), véi S’ 14 hinh chifu
clia S trén BC.
Hudng dén : Chi ¥ S' 12 trung didm IC.
¢5. Cho 2 mat phing «, B cét nhau va 2 diém A, B cb t6ng s6
khoang cdch d&n 2 mat phidng a, 8 bdig nhau. Ching minh
- mft di€ém M bét ki trén AB c6 téng s khoang cich dén 2
mét phing a va B khdng déi. ,
" Huéng dén :
Tinh tng s8 khodng céch tir M dén 2 mit phing theo khodng céch tir A,B dén

2 mit phﬁng vak = -Mg

Vin &8 4 : Dun'g thiét dign vubng géc véi mdt mit phéng

Ding djnh I : aa L f = @ C a hay a /la dé xac dinh thiét di¢n.

-

vi DU 1:
Cho hinh chép SABCD ¢6 SA vudng géc ABCD, SA = a ;
ABCD la hinh vudng canh a, tdm O. Dung va tinh dién tich
thiét dién qua SO va vubng goc (SAD).

Gidi
Goi (P) 1a mat phdng qua SO
va vubng goc (SAD).
AB L ADSA = AB 1 (SAD)
= AB // (P)
Do dé (P) cit (ABCD) thco
giao tuyén qua O va song song

AB. Giao tuyén ndy cdt AD, BC
tai trung diém [, J.
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Thiét di¢n 12 tam gidc vudng SLJ.
Tacs: SI*> =SA% + AP =

Dién tich thi¢t di¢n :

1 a? V3

S = —ZSI.U =2

vipy2:

5a

av's

» Sl = — .

2

Cho hinh chép SABCD c6 ABCD Ia ninh vudng canh a, hinh
chifu clGa S trén (ABCD) 1A tdm O cla ABCD. Goi | 1A trung
diém CD. Géc cla S! va (ABCD) I1a «. Mat phing (P) qua AB

va vudng goéc (SCD).

X4c dinh thiét dién cla (P) voi hinh chép. Dinh a dé (P) é_t
doan SC. Tinh dién tich thiét dién theo a va a.

Gidi

* Goi J la trung diém AB.
Tacé: CD L SO
=. CD L (SU)
Do d6 : (SU)‘vu()ng géc
(SCD) theo giao tuyén SI.
Ha JK vuong goc SI tai
K thi JK L (SCD). -
Tacé: ABC (P),
(P) L (SCD)
nén : JK C (P).
Hon nita AB // CD nén
(P) c4t (SCD) theo giao
tuyén qua K song song

véi CD va cit SC,SD tai M,N. Thi¢t di¢n Ia hinh thang ABMN.

SO 12 truc dudmg tron (ABCD) nén SA = SB = SC = SD.
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Suyra: SM = SN, ASBC = ASAD.
Do db : BM = AN.
Vdy thi¢t di¢n 1a hinh thang cAn ABMN.

* Vi SO L (ABCD) nén OIS = a < 90°
Taco: (P)cit doan SC e (P) cdt doan SI
o IS1<90° o OSI<45° o 45° < a < %W°

*Taco: JK = Usina = asina

Ol a
IK = lcosa = acosx ; Sl=cow=m,

MN _SK _SI-1K_ . _ CDGSI-IK)
CD "SI ST SI

-» MN = - acos2a
Dién tich thiét dién :
- -li-(AB + MN)JK = a’ sin’a .

BAI TAP TUONG ft,r
1. Cho tit dién déu ABCD canh a. O 1A hinh chifu cla A trén
(BCD), | 1a trung diém CD. Mat phidng (P) qua A va vudng gbc
véi (BCD) cét canh BC; BD tai M, N. Dt BM = x, BN =y
0 < xy = a).

a) Tinh ti s6 dién tich cdc tam gi4c BOM va BIC ; BON vi
BID; BMN va BCD theo a,xy. Suy ra : 3xy = a(x + y).
b) Xac dinh vi trf mat phdng (P) d& n6 chia tam giac BCD

thanht hai phan c6 dién tich bAng nhau.

2. Cho hinh chép SABCD c6 ABCD Ia hinh vudng canh a, hinh
chiu cla S trén ABCD 1a tdm O cia ABCD; SO = h. Mat
phing (P) qua AB va vudng géc (SCD) cét SC va SD tai MN.

a) Tim di2u kién gilla a va h d8 mat phdng (P) c&t doan SC.
b) Tinh dién tich thi&t dién.
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¢3.

Cho hinh chép ABCDE c6 : ABC la tam gidc vudng tal A va

BCDE 13 hinh chlr nhdt ndm trong hai mat phdng vudng géc

nhau. Cho AB = a, AC = b, CD = c. Goi AH la dudng cao

clia tam gidc ABC. Mat phdng (P) qua AH va vuéng géc (BCDE).

a) Xac dinh thiét dién. cva ( P) va hinh ch6p ABCDE.
Tim gué tri I6n nhét cla dién tich thiét dién khi a > b
vaa® + b2 < c?

b) Duding thing qua E va vudng géc BD cét BC tal F. Tinh
BF. Suy ra didu kién cla a va ¢ dé mat phing (P) cét
doan BE trgng trudong hop (P) vudng gbéc BD.

Van 42 5 :  Xé&c dinh géc phing (s§ do) cua nhj dién

- véi AC = BCva AD = BD :

Truong hgp 1

Xac dinh géc phdng cla nhj dién (A,CD,B)
véi ACD va BCD !a hai tam gidc céan
canh ddy CD :

Goi | ia tung didm CD ta cb
ALBI L CD nén AIB 1a goc phidng nd.(CD).

Truwdng hop 2
Hai tam giac ACD va BCD- b§ng nhau

Goi | 1 chan dudng cao Al clia tam giac
ACD, vi hai tam giac ACD va BCD bing
nhau nén Bl L CD. :
Do @6 AIB la gbéc phing nd.(CD).

Tnrong hop 3 _ ‘

Xic dinh géc phing ciia nd.(@,AB) :
TmAEa.BEﬂsaochoAB'.LA
{thudng AB L « hay AB L §).

Chidu A trén A thanh I Ta c6 AB la
géc phing cba nd{z,Ag).
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vioyi1:
Cho t¥ dién ddu ABCD canh a. Tinh géc phing nhi dién
(A,BC.D).
Giai

Goi I la trung diém BC. )

Tam gidc ABC, DBC d¢u nén :
ALDI L BC.

Do d6 : AID Ia gdé phdng nhj

dien (A,BC,D).

Ta ¢6 : AI=BI=1§3—

Trong tam gidic ADI ta co : )
AD? = AP + DI — 2ALDIcosAID

Do d6 : .
@_A12+D12—AD2_4 4 1
cosall = 2ALDI =T a3 av3 3
25Ty

Viy : géc phing nhi di¢n (A,BC,D) 1 arccos % :
~ Cho hinh chép SABCD cé ABCD la hinh vudng canh a, SA
vudng géc (ABCD) va SA = a. Tinh gbéc phéng clia cac nhj

dién : ‘ : o :
a) (SBC,ABCD) ; b) (SBC,SDC).
Giai
a) Géc phdng nhi di¢n (BC)
Tacé: SA L (ABCD)va BC L AB
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nén BC 1 SB.
Do d6 : .
s6 do nd(BC) = SBA = 45°
b) Géc phdng nhy dién (SC)
Vé duimg cao BI ctia tam gidc
SBC.
Vi tam giic SBC va SDC bing
nhau nén : DI L SC
Do dé6 : -

s6 do nd (SC) = BID.

a1, 1 _ 1 -
BE sB? BC 2% a 2
3

Ta cod :
Suyra: DI = BI = 23—
Trong ABID ta c¢6 :

BD? = BI® + DI? — 2BI.DI.cosBID

Suyra: _
| 20, 200 _ Lo
g BE+DP-DB 3 *3 "
2BIDI ' 22a2 2

| o 3
Vay : 86 do nhi di¢n (SC) = BID = 120°.

viby 3: ,
Cho ti1 dién ABCD c6 BCD Ia tam gidc ddu canh a, AB vudng
géc (BCD) va AB = 2a. Tinh s6 do nhi dién (AC).
Gial
Goi I 1i trung diém BC.
Taco: DI 1 BC va (BCD) L (ABC)

138



nén : DI L (ABC).
Do d6: DI L AC.
Ha U vubng gic AC tai J ta cb:

AC 1 DL = AC 1 (DL)
= AC L1 DJ

Suyra: s6 do nhj di¢n (AC)
= DJI.

R _2a _ 2
Tacd : smACB._a\f'S_fS'
= a

2

Do d6 : tgDl) =‘Tj-_=

a3
DI _ 2 _
z .
V3

Vdy : s6 do nhi di¢n (AC) = arcig "\,2'1-i

BAI.TAP TUONG TV
1. Cho hinh chép SABCD c6 SA = 2a, SA vudng goc (ABCD),
ABCD 1a hinh vudng canh a. Tinh s8 do c&c nhi dién :

a) (ASDC) : b) (ABDS) :. c) (SAD,SBO).
2. Cho hinh chtp SABCD c6 ABCD 1A hinh vudng, SA vubng géc

~ (ABCD), SB hgp v6i ddy mét géc a. Dinh a dé s8 do nhj dign
(B.SC.D) 1a 120°.

- 3. Cho hinh .chil nhat ABCD. Trong mit phing vubng goc Voi
(ABCD) theo giao tuyén BD,ta iy diém M sao cho.
BMD = 90°

a) Chimg minh AMAC vudng. .
b) Xac dinh géc phing nhi dién (MAB,MCD). Ching minh hal

mét phing (MAB) va (MCD) khéng thé vudng g6c nhau.
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4. Cho 3 nlla dubng thdng Ox, Oy, Oz khdng .cung trong mét
phdng v6i xOy = 90°, yOz = xOz = 60°. Tinh s8 do nhi dién
tao thanh bdi 2 mat phing (xOz) va (yOz).

5. Trong mat phiang (P) cho 2 dudng tron (0), (O') tiép xic ngoai
tai A. Goi | 1a trung diém ti€p tuyén chung ngoai. OS va OY'
vubng géc (P) va & clung phia dGi véi (P) v6i OA = OS ,
O'A = 0'S’. Xac dinh goc phing clia nhj dién (S Al,S). Chiing
minh nhi dién nay vudng.

Vién d¢ 6 : Xac dinh mit phin gidc.

* M4t phan gidc cla nhj d»én {«,AB) xac dinh bdi A vA dudng
phan gidc mét goc phidng cla nhi dién, hay bdi A va diém | cach
ddu hal mjt a8.

viou1:

Cho hai nlla dudng thing chéo nhau Ax, By vudng géc nhau
va nhé&n AB lam doan vudng géc chung. Vé Bt song song -Ax.
Trén Ax , By lan lugt ldy 2 diém M, N sao cho
MN = AM + BN. ' ’

a) X4c dinh méat phan giac a cﬁa nhi dién (ABy,ABt).

b) L4y diém | trén doan MN sao cho MI = AM. Chiing minh

I ndm trén a.

Giai
a) Mat phén gidc nhy di¢n (ABy,ABt)
Ta ¢ : AB L By,Bt nén yBt 1a goc phing cia nhj di¢n (ABy,ABt).
Do d6 vé dutmg phén gidc Bz cia yBt thi (ABz) la mit phan gisc
a ctia nhi di¢n (AB).

b) I ndm trén a
Goi M’ 13 hinh chi€u clla M trén Bt, I’ 1a hinh chifu cia I trén
M'N,
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Tac6: MM //AB =
MM’ L M’N = I // MM’
‘'va BM’ = ; IN = BN
Do d6 :
M IM _ BM
N~ IN =~ BN
Suy ra : I’ 1a chin phin gidc
géc B trong ABM’N.
Dod6: I € Bz
Hon nira I’ // MM’ // AB
nén I’ C (ABz) =

Véy I n.’i_m trén a.

vioy 2:
Cho hinh chép SABCD c6 ABCD 1 hinh thoi, O 1a giao diém
cta AC va BD, SO vu6ng géc (ABCD).
a) Ching minh (SAC) va (SBD) I&n luot 1a mét phan gidc cla
nhi dién (SA), (SC) va (SB), (SD).
b) Tim mét diém cdch ddu cd nam mat cta hinh chép.

a) * (SAC) la mat
phan gidc nhi dién
(SA)(SC)

Goi I, J, H, K in lugt
Ia hinh chiu cia O
trén CB, CD, SI, SJ.
Ta ¢ :

BC 1 SO,0I
> BC 1 (SOI)
= (ABCD) 1 (SOI)
va OH & (SBC).
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Tuong ty ta ¢5 : (ABCD) L (SOJ)
vi OK 1 (SCD).
Hon nira trong hinh thoi ABCD ta ¢6 : OI = OJ nén hai tam
gidc vudng SOI va SOJ bing nhau.
Suy ra : OH = OK hay O cich d®u hai mit (SBC), (SCD);
do d6 : (SAC) = (SOC) 1a mat phin giic nhj di¢n (SC).
Chimg minh tuong ty ta ¢6 (SAC) cing 12 mit phén gidc nhj di¢n
(SA).

* (SBD) la mar phdn gidc nhl di¢n (SB), (SD)
- Chimg minh tuong ty.

b) Tim mér diém cdch déu nam mdt clda hinh chép

Thco cdu a) ta c6 SO la giao tuyén ciia mit phin gidc cic nhj
dien (SA), (SB), (SC), (SD).
Ta ¢6 : BC L OLSI = SIO 1a goc phing nhi dien (BO).
Vé phén giic goc SIO cit SO i w, ta ¢d':
w € SO = w cich dtu 4 mat (SAB), (SBC), (SCD), (SAD).
w € lw = w cich d2u (SBC) va (ABCD).

Vay w 1a diém cich dtu ci nim mit cta hinh chép.

BAI TAP TUONG TV

1.
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Cho hinh ch6p SABCD cé ABCD la hinh thoi tam O, SO vubng
géc (ABCD). Ching minh SO 12 giao tuyén cla cidc méat phan
giac clia cac nhi dién (SA), (SB), (SC),.(SD).

. Cho hinh chop SABCD c6 SAB la tam giac dau, ABCD 1A hinh

vudng va (SAB) vudng goéc (ABCD). X4c dinh mat phén giac
céQ nhi dién :

a) (B,AD,S) ; b) (S,CD.A) . ©) (ASDC).
Cho nhj dién (a,A8). Trong mét phan gidc cla nhi dién, vé

dudng thidng Ot vubng gbc A tai O. MOt mat phing qua Ot
cét a va B theo giao tuyén Ox va Oy.



a) V& géc phing uOv clia nhi dién (A). Chimg minh Ot 1A
phan gidc goc nay.
b) LAy M va N trén Ox va Oy. MN cét Ot tai I. Cac dudng
thdng qua M,N song song v6i A cét Ou (trong a) va Ov
(trong B) tai M’, N'. Ching minh M’, N' | thing hang.
¢) Chimg minh Ot 1a phan gidc géc xOy.
¢4 Cho nhj dién (2,Af) va 2 diém M, N Rn lugt trén o, B. Mat

phén gidc. cla nhi dién (a,4,8) cdt MN tai |. Goi P, Q fa hinh
chi€u clia M, N trén A. Ching minh :

M _ PM
IN ~ QN

Vin && 7 : Dién tich hinh chiéu

Ta o6 thé ding cdng thiic didn tich hinh chifu clia mdt da giac
r8n mdt mit phing : §' = Scosp dd tinh dign tich da gi4c hay
tinh géc phing cltia nhi dign.

vioy1:
Cho tu dién SABC c6 ABC la tam gidc d&u canh a, céc mat
(SAB), (SBC). (SCA) hop véi (ABC) cac goéc bing nhau 1 a.

a) Chung minh hinh chiu H cla cia S trén (ABC) 1A tam
dubng trdn ndi ti€p tam gidc ABC.

b) Tinh tdng s dién tich bdn mat cla ti dién.
Giai
" a) H 12 tam duomg tron néi ticp AABC

Goi I, J, K 12 hinh chiéu cia H trén AB, BC, CAThco dinh I 3
duimg vudng goc ta co :

ABL1SI , BCLSI , CALSK
Do do:SIH = SJH = SKH = a.
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Suy ra ba tam gidc vudng SIH, .
SJH , SKH bing nhau nén
HI = HJ = HK. Ta ¢6 H cich
dtu 3 canh AABC.

Véy H la tdm dudng tron ndi Lilp
tam gidc ABC.

b) Téong di¢n tich bon mdt cla tir
dién A

Hinh chi¢u cua (SAB), (SBC),
(SCA) trén (ABC) 13 tam giic
(HAB), (HBC), (HCA).Vi ba mit
(SAB), (SBC), (SCA) hop vai (ABC) cdc goc bing nhau la a nén:
SiAB = Ssap€osa , Sypc = Sspc-cosa , Spica = Ssca-cosx

Do dé6 :
Ssap + Sspc + Ssca + Sapc =
1 : '
= + + S +
woss Suas * Supc + Suca) + Sasc
cosax DABC ABC
4 )
1 a® vV3(1 + cosa)
(cosa 1) Sanc 4 cosa
vibua2:
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Cho tir dién ddu ABCD canh a. Tinh géc phdng cla nhi dién
(A.BC,D). ;

Giai
Vi AB = AC = AD nén hinh chifu H cia A trén (BCD)
13 tim duimg tron ngoai ti€p ABCD.

a2 v3
4

Ta cé : SABC =



1
SllBC = —2_ HILBC

2

3

12 A
Goi ¢ la géc phing nhi di¢n
(BC) ta ¢6 :
Sipc = Sapc-cosy
Suy ra : D

Sunc

co = =
i SABc

Viay : goc phing nhi di¢n (BC) 1a ¢ = arccos % ‘
BAl TAP TUONG TU
1. Cho hinh chép SABCD cé ABCD Ia hinh thoi canh a, A = 60°,
H 1& hinh chigu cia S trén (ABCD). SH hop v6i cac mat (SAB),
(SBC), (SCD), (SDA) cac géc bang nhau 1a «.

a) Ching minh H 1a giao diém cla AC va BD.

b) Tinh tdng s8 dién tich cac tam giac SAB, SBC SCD, SDA
theo a va «.

2. Cho hinh vuéng ABCD canh a. M va N 1a trung diém BC vi
CD. Dung 3 ni:a dudng thdng Ax , By , Dt vuéng goc (ABCD)
va & clng phia dgi voi (ABCD). LAy dim S trén Ax vdi

3a
SA =

a) Dung giao diém E, F clia mat phdng (SMN) va By, Dt
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b) Tinh s& do nhi dién (S,MN,A).
c) Tinh dién tich ngd gidc SEMNF theo a.

¢ 3. Cho hinh chép SABCD c6 tam gidc SAB vubng tai S, (SAB)

vudng goc vai (ABCD), SA = 2a, SB = av 5 ; ABCD la hinh

chit nhédt, BC = a.

a) X4c dinh thiét dién cda mat phdng (P) qua S va vubdng
goc BD,vai hinh chép.

b) Ching minh s& do nhi dién (SAB,P) = ADB. Tinh cosADB.

¢) Tinh dién tich thigt dién trén ; suy ra dién tich hinh chiéu
clia thidt dién trén mat phing (SAB).

Hudng dén : a) Luu y (P) cit doan CD.

Vin d¢ 8 :  MAat cdu ndi tiép hinh chop

* M4t c3u tam O ban kinh R ti€p xic mat phing (P) khi va chi khi :
d(OP) = R

* M3t ciu ndi ti€p hinh chop khi nd tidp xGc voi tat ca cac mat cla
hinh chép. ’

* Tam mit chu ndi tiép hinh chop 13 didm cach dBu tdt ca cac miat
hinh choép.

* Ban kinh mat ciu ndi tiép hinh chop 1a khoang sach tU tam mit cdu
dén mét mat cla hinh .chép.

* Xac dinh tam o cla m3t cau ndi tiép hinh chép dinh S :
— Tim didm | vén mit day cach ddu tit ca cac mit bén.
~ Tim giao diém « cla m3t phan giac nhi dién tao bdi mdt mit

bén va mat day vai Sl

viby1:
Cho tam gidc ABC deu canh a. Trén dudng vudng géc voi (ABC)
tai tam H cla duong tron ngoai ti€p AABC, 1y diém S véi
SH = 2a. Xac dinh tdm va tinh ©.an kinh mat cdu ndi tiép SABC.
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Giai
Goi I, J, K la trung diém
BC, CA, AB.
Taco: BC L SH,HI
nén BC 1 (SIH)
Do d6: (SBC) L (SIH).
Suy ra duimg cao vé r H

cia ASHI 1 khodng cich wr
H dén (SBC).

Vi ASHI = ASHJ = ASHK
nén H cich dtu 3 mit bén.

Do d6 SH 1a giao tuyén mat
phin pidc cdc nhi dién (8A), (§B), (8O).
V& phin gidc cta goc phing SIH cia nhi dicn (BC), ¢it SH 1w O
O€ESH = O cich dtu (SAB), (SBC), (SCA).
0 € 0l = O cich dtu (SBC), (ABC).
Viy O 1a tim mdt clu ndi ti€p SABC.

Trong ASHI ta ¢o : .

v
S = SH® + HE = 422 + [L.293 147a
32
7av3

=>bl=6

" OH _IH OH _ 0S _ OH + OS SH

0os IS IH ~ IS MH+IS  iH+18
av 3

= OH = IH.S‘K‘ = () . Za et Ei- .
H+1S ~ a3  T7a/3 4

6 6

Véy, bin kinh mit ciu ndi tiép la: r = OH =
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vioy2:

Cho hinh chép SABCD co6 ABCD la hinh vuong canh a ,
ASB = ¢ , SA = SB = SC = SD.

a) X&c dinh hinh chi€u H cla S trén (ABCD).
b) Xac dinh tdm va tinh ban kinh mat cau ndi tiép hinh chop.
Giai
a) Xdc dinh hinh chiéu H

Ta ¢c6 SA = SB = SC = SD, nén hinh chifu H cia S trén

(ABCD) la tim duing tron ngoai ti€p ABCD.
i
b) Hinh cdu néi tiép hinh chop

* Goi I, J, K, L 1a trung diém
AB ,BC,(CD , DA. Ta ¢6:
AB 1 SH,HI nén (SAB) L (SHI).
Do dé duimg cao vé tr H cua
ASHI la khodng cich tr H dén
(SAB).

* Vi ASHI = ASH] = ASHK =
= ASHL nén H cich dtu 4 mit
bén cua hinh chop. Do do SH i
giao tuyfn ctia 4 mat phan gidc
cic nhi dién (SA), (§B). (S0O),
($D). V& phan gidc cta goc phing
STH cta nd(AB), cit SH tai O.

O € Sii

= ) cich dtu 4 mit (SAB), (SBC), (SCD), (SDA).
0 € 0l = O cich dtu 2 mit (SAB), (ABCD).
Viy O Ia tdm hinh clu ndi ticp hinh chop SABCD.

* . Taco:SI = Al colg% = %colg2

2
2 2 2
- a” 2 a” £l
SH? = S — HI? = vy cotg % -~ T4 (C()[g2 % -1
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_ a z
T4 2P
sin 2
2 et
SH? = 2.0 - SH = avco
4 sin? 2sin £
2 v 2
. Trong ASHI ta ¢6 : ,
OH _IH _ OH _0S_OH+0s__SH
[oN 1S IH IS IH+IS IH+IS
a_avcosp
2 P
IH.SH _2siny
= OH -
IH + IS a a col K
2 T2 72
- avVv cosp

2<sin—2£ + cos—szg)

Viy ban kinh hinh ¢iu ndi Gép la :
a Vv cosp
2V'2 sin (ﬂ + -22)

= OH =
4

BAl TAP TUONG TY
1. Xac dinh tdm, ban kinh mat cau ndi tiép ti dién déu canh a.

2. Xac dinh tdm , ban kinh mat cau ndi ti€p td dién SABC cod
ABC la tam gidc déu canh a , SA = SB = SC va s0 do
nd.(BC) = _ .

3. Cho hinh chép SABCD cd ABCD la hinh vudng canh a tam O.
SO vudng géc (ABCD). Géc cua (SAB) va (ABCD) 1a «.

a) Xac dinh tam, ban kinh mat ciu ngoai ti€p va ndi ti€p hinh
chép.

b) Ching minh khi tdm hai mat cdu nay tring nhau thi
cosu = VvV 2 — 1.
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C. TOAN TONG HOP

1. Trong mat phang (P) cho hinh chit nhat ABCD. Mat phang (Q)
vubéng géc (P) theo giao tuyén AB. Diém M di dong sao cho
AMB = AMD = 90°.

a) Tim tdp hop (T) cac dim M. Xac dinh vi trf diém M dé
khoang cach tuU M dén (ABCD) i6n nhat.
b) M' fa giac dién clla MD va (Q). Tim tép hop cac diém M.
c) Mat phdng chia (T) cat CD tai I, IM cét lai (T) tai N, ND
cat (Q) tai N’. Ching minh M'N’ // AB.
d) Cho ABCD la hinh vudng,hay chdng minh :
1

2 L2 s
sin“MDB + sin°NDB = P

Giai
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~a) * Tim tdp hop cic diém M
-~ Ta ¢c6 : MA L MBMD
nén : MA 1 (MBD).
Suy ra : MA L BD.
Do d6 M thuoc mit phinga ¢§ dinh qua A va vudng goc BD
tai E.
Ta ¢c6 MA L (MBD) » MA 1 ME.
Do do6 : M thudc duimg tron (T) duimg kinh AE trong mpa
— Dio ki, lfy M € (T), ta ¢6 : MA L MEBD = MA L (MBD)
> MA 1 MBMD.
— Viy : tip huop cic diém Mladuimg tron (T) dudmg kinh AL
~ lrong mpe. ‘
*Vi i diém M ‘
Ta ¢6 a L (P) theo giao tuydn AE nén ha MH vudng goc AE
tai H thi MH L (P). Do d6 : MH = d(M,(P)).

Ta ¢6 : MH I'm nhit < MIH = A_2E « M li trung diém cung

AE.
b) Tap hop.cdc diém M’
— Ta cod: AD L AB
(P) L (Q)
MA L (MBD)
M'B C (MBD)
Tir (1) va (2) ta duve : M'B L (MAD) nén M'B L M’A.
Do d6 : M’ thuoc duimg tron (T°) dudng kinh AB trong mit
phing (Q). ’

}:AD L(Q) = AD L MB (1)

} > MA L M'B (2)

— Do lai, ldy M’ € (T’) va goi M 1a hinh chifu c¢ta A trén M’D,
Ta ¢o: MB L MAAD =» MB’ 1 (M’AD) => M'B L MA.
Mi: MA 1L MD nén MA 1L (M'BD) hay MA + MB.



— Vdy : tdp hop cic diém M’ la dudmg tron (T’) duimg kinh AB
trong mit phing (Q).
c) Chimg minh M'N' /| AB.
Ta co I Ia giao diém cha AE va CD.
Vi AB // CD, (Q) N (CDM’N’) = M'N’ nén M'N’ // AB.

P T
d) Chimg minh sin’MDB + sin®’NDB =

o=

Tacé: M'B L (MAD) = M'B L M’D.
N 1a moi vi tri cia M trén (T) nén N’ 1a mot vi tri cha M’ tuong
~ung nghia 1a N'B L N'D va N’ € (T").

Do d6 :
0T 3 M'B? | NB? M'B2 + M’A?
sin"MDB + sin"NDB = 5 S = —
BD-~ BD~ BD~
(vi M'N’ // AB trong (T7))
_ AB? _ 1.
BD? 2

2. Cho hinh chép SA§QD ¢é ABCD I(a hinh binh hanh vdi
AB = a, AD = b, BAD = a < 90° ; SA hop vai (ABCD) gbc
45°, SC vudng géc (ABCD). Dung va tinh do dai doan vudng
gdéc chung ctGa SA va BD.

; Giai

* Doan vuong géc chung ciia SA va BD

Tie.C vé duong vuldng goc BD i E.
Taco: BD L CESC = BD L (SCE).
Goi F la hinh chifu cta A trén CE.
SC 1 (ABCD) = (SCE) L (ABCD)
> AF L (SCE).
Do 46 SF Ia hinh chidu ctia SA (rén (SCE).



Goi H Ia hinh chiCu cta E trén SF.
Tir H vé duimg song song AF cit SA tai L.
Tir I vé duimg song song EH cdt BD tai J.

Tacé: BD L (SCE) = BD L EH = BD 1 1L
EH L SF = EH L (SAF) = EH LSA=>SA 1 1)

Véy 1J la doan vudng goc chung ctia SA va BD.
S

* Tinh IV
+ Tacé:. ditn tich ABCD las = -15 CB.CDsinC = lz absina.
".BD? = a? + b* — 2abcosa (dinh li ham s& cosin

trong tam giic BCD)

25
BD

Talaico: s = -% BD.CE = CE

absina
vV a* + b¥ — 2ubcosa




Goi O la giao diém AC va BD. OE la duong trung binh trong
tam gidc ACF ntn : EF = CE = = CF.

+ Trong tam giac ACD ta ¢o:
AC? = AD? + CD? - 2AD.CDcos(z — a)
= a’® + b’ + 2abcosa. ’

SC L (ABCD) = SAC = 45° = SC = AC.

+ Tacod: .
SF2 = SC* + CF

42> b2 sinzd
= a* + b? + 2uabcosa + 3 5
, a® + b® — 2abcosa
(a® + b)) — 4a’bPcos’a + 4a’bPsin’a
a’ + b?® ~ 2abcosa -
(12 + b2)2 — 422 b2 cos 2a
a’ + b — 2abcosa

+ Hai tam gidc EHF v SCF dbng dang nén :

EH _ EF
SC = SF
Do d6 :
__ EFSC
EH = =F

absina
v a® + b* — 2ubcosa
/ (@ + b*) - 4’ b? cos 2a
a® + b? = 2ab cosa

. \/ a> + b2 + 2abcosa

Véy do dai doan vudng goéc chung la :

1) = EH = absing . \/:2 + b2 + 2abcosa
‘ ‘/Taz + b )2 — 4a”b% cos 2a
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3. Cho tam giac ABC d&u canh a. Bx, Cy. la 2 nlla dudng thing
cung vudng goéc (ABC) va a clung phia ddi v&i (ABC). Trén Bx,
Cy 1an luct 14y 2 diém MN. Pat BM = x, CN = y.

a) Goi | 13 trung diém clia MN. Ching minh IM < IB < IA.
Suy ra tam gidc AMN chi c6 thé vudng tai M hay N. Tim
hé thic gilla a, x, y dé tam gidac AMN vudng tai M.

b) Cho M, N di dong théa CN = 2BM. Ching minh (AMN)
cét (ABC) theo giao tuy&n d ¢8 dinh. Xac dinh doan vuéng
gée chung cla d va Cy ; AM va BC.

¢) Van cho CN = 2BM. X&c dinh M\N d& tam gidc AMN
vudng tai M. Khi dé goi J 1a trung diém BC, hdy ching
minh tam gidc JAM vubng can va tinh s§ do nhi dién
((ABC),(AMN)).

Giai
a) * Chimg minh IM < IB < IA
. Néu BMI tu thi trong ABMI
ta co: IM < IB. :
Neu CNI tis thi trong ACNI
ta co : IN < IC.
MaIM = INvalB = IC

nén ta ludn ludn co
IM < IB.

.Ta ¢o: /I Bx
= 1J + (ABC).
_ a3 _a
ma: JA = > >.IB—2
Viy: IM < IB < IA,

nén [A > IB

* AAMN chl c6 thé vuéng tai M hay N
Vi 1A > IM = IN nén AAMN khong thE vudng tai A.
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* Hé thite giita xy,a dé AAMN vuong tai M
Taco: MA? = MB?> + AB? = x> + a°
NAZ = NC? + AC? = ¢ + &
Trong hinh thang vuong MBCN 1a cé :
MN? = BC? + (BM — CN)? = &> + (x = ¥)°
Do do: AAMN vuong tsi M e NA? = MN? + MA?
9 Y +a=a +(x-y?+xX+a
o 2 -y +a’ =0

b)* Clumg minh giao tuyén d cita (AMN) va (ABC) ¢6 dinh

Vi CN = 2BM nunMNculBClalKv‘:\m'Q=-—=—]—
Do d6 : K ¢6 dinh. Vay : d 1a duomg thing AK ‘¢3 dinh.

* Doan vuong goc chung cia d va Cy.

Tacé: AB = BC = BK nén AACK vudng tai A.
Do d6: AK L AC.

Hom nira : Cy L (ABC) nén Cy 1L AC,

Viy AC la dOdn vudng goc chung cia AK vi Cy

* Doan vuodng gnc chung cia AM va BC
Goi M’ 1a hinh chiéu cia M trén Cy,
ta c6 : MM’ // BC = BC // (AMM’)
Goi L 1a trung difm MM’ ta ¢o :

BC 1 JL,AJ = BC 1 (AJL)

= MM’ 1 (AJL).

Do do ha JT vubng goc AL tai T thi
JT £ (AMM’).
Puimg thing qua T song song MM’ cit
AM tai E.
Duimg thing qua E song song véi JT it BC tai F.




JT L (AMM’) = JT L AMMM = JT L AM,BC.
EF //JT = EF 1 AMBC
Yéy EF la doan vuOng goc chung cia AM va BC.

¢) * Xdc dinh M\N dé AAMN vuong tai M

Theo trén ta c6 ditu kitn dé AAMN vuong tai M la :

2x2—2xy+a2=0

a2

ViCN = 2BM hayy = 2% nén : & = - hayy = 2 = av 2
* Chimg minh AJAM vuong can
Al 1L BC

> Al 1 (BCMN) = AJ L JM.
(BCMN) L1 (ABC)

2 2 2 & a2 342
TaanM"=JB'+B»M=-Z-+_2_=_Z..
Do d5: JM = i\gj‘= Al

Viy AJAM vudng cén.

* 83 do nhi dién ((ABC,(AMN))
Ha JH vubng géc AK tai H. Théo dinh i 3 duimg vudng goc
ta ¢6 IH vuong géc AK. Do d6 sd do nd.(AK) = IHJ
Ta ¢6 AK? = KJI?+ AP
3a }? av3)2
- 3+ ()

= 3a? > AK =av3

Trong AAJK ta ¢6 : JHAK = AJKJ
av3 3a

AIKI 2 2 3a
Suyra: H o ==K = "3 ~ 3




3x
46 o 2
Dodéo: 1gHI = JH = JH

3av2
4
3a
4

- V2

Viy s6 do nd.[(ABC),(AMN)] = s6 do nd.(AK) = arcig vV 2.

4. Cho t dién SABC c6 (SAB) va (SAC) vuéng gboc (ABC), B va
C 1A hai diém di dong trén dudng thiang A ¢ dinh khdong qua
A Cho SA = h,BAC = a < 90° ,AB = x,AC = y ,
a = d(AA) (h,a,a : khdng d8i). Goi H, K 1a hinh chiu cla A

trén SB, SC.
a) Tinh s& do nd.(S,BC.A).

b) Dung va tinh dd dai doan vudng goc chung cua AB, SC.
c) Ching minh A, B, C, H, K ndm trén mdt mat cau (X).
d) Cho @ = 60° Tinh ban kinh mat ciu (X) va x, y dé ban

kinh nay nhd nhét.

e) Cho a = 90° Ching minh (X) chia mét dudng tron ¢8

dinh.
Giai

a) Tinh sé do nd.(BC).

Goi I 12 hinh chi¢u cua A
trén BC,

Vi : (SAB),(SAC) 1 (ABC)
nén  SA 1 (ABC).

Do do : SI L BC. Suy ra :
SIA = 36 do nd.(BO).

oy SA h
T VIRIR LA = 2 - =
a co : tgSIA Al "
Viy :
h
sd.nd (BC) = arclg—;



b) * Doan vudng goc chung cila SC va AB
Tu C v Ct song song ABtaco: AB // (S8Ci).
Ha AD vuéng goc Ct tai D. Ta ¢6: Ct L AD,SA
"mén: G L (SAD)  hay (SC1) L (SAD).
Do dd ha AE vudng goe SD tai E thi AE L (SCt).
Puimg thing qua E va song song Ct cit SC t4i F.
Tir F vé duong thing song song AE cit AB tai G.
AE L (8C) » AE 1 SCCt = AE 1 SCAB
FG /| AE = FG L SC,AB

Vv FG la doan vudng goc chung cia SC va AB.
* Ta ¢o : A/(?D = a (sole trong)
Do d6 : AD = ACsinACD = ysiner.

1 1 1 1 . 1
ASDA 6 : 2= —— = o
- AE2 SA?  AD? W ysinla

h? + yisinta

2 2 .2
h® y° sin“a

Suyra: FG = AE

¢) AB,CHK nam trén mét mgt cdu

ASAB v ASAC ¢6 :
SAZ = SHSB = SK.SC

- Do d6 : BCKH ndi tiép duoc.
Suy ra hinh chop A BCKH co
mdt clu agoai tcp.
Viy A,B,C,H,K nim trén mdt
mit ciu (X).

d) Bdn kinh mdt cdu va gia tri

nho nhdt ciia né

* Goi dpd, 12 trung true cla AB, AC trong mat phing (ABCQ).
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Vi AAHB, AKC vudng tai H, K nén dj,d2 qua tdm 2 dudng tron
(AHB), (AKC).

Hon nira vi (SAB) , (SAC) L (ABC) vadi L AB,d2 L AC nén

d1, d2 1a truc clia cic duomg tron (AHB) va (AKCQ).
Do d6 giao diém O clia di va dz chinh la tdm mat ciu ngoai ticp
ABCKH (va ciing la tam duimg tron (ABC)).

Dien tich AABC la: S = S ALBC = — ABACsinA

2
Suy ra: BC = xyv3
2a ‘
Dung dinh i ham s6 sin trong AABC vdi R = OAta co:
_ BC _ xv
R = sinA  a

Viay : bin kinh mit ciu la R = X

2a

* Trong AABC ta ¢6 :
B2 = AB? + AC? - 2ABAC.cosA = x> + ¥ — xy

Do d6 :
(Hg,@)z=xz+yz~xy22xy-xy=xy
hay : et L R-Xp2
3 2a 3
Tir d6 suy ra : R nhd nhit ¢ R = -a

€) (X) qua duomg tron c¢é dinh.
Khi @ = 90° thi O la trung diém BC.
Xét duimg tron (T) t&m I, ban kinh IA & trong mp(1,SA) : (T) Ia
duimg tron ¢§ dinh.
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ChoM € (T) taco:

AOIA = AOIM (vi Ol chung
valA = IM)

nén OM = OA.

Do d6 M nim trén mit ciu (X).

Noéi cach khic :

Mit ciu (X) chira duong tron

(T) ¢6 dinh.

BA! LAM THEM
1. Trong 2 mat phdng vuéng géc (P), (Q) fan lugt cho 2 tam giac
can ACD, BCD c6 CD = 2x, AC = AD = BC = BD = a
Goi M va N la trung diém cua AB va CD.
a) Xac dinh va tinh do dai doan vudéng géc chung clia AB
va CD.
b) Dinh x dé nhi dién (AB) vubng. Khi dé hay xac dinh tdm
va ban kinh hinh ciu ngoai tip td dién ABCD.

2. Trong mat phang (P) cho dudng trdn dudng kinh AB. Diém M
di dong trén dudng tron. Doan SA vudng géc (P). H 1a hinh
chi6u cta A trén SM. Hai tiép tuyén vdi dudng tron tui A va
M cét nhau tai K.

a) Ching minh (SAM) L (SBM)

b) Tim tap hop (T) cac diém H.

c) Xac dinh doan vudng géc ha tir H xudng mat phang (SAB).
Tim vi trf ciia H dé doan vudig géc nay dai nhat.

d) Ching minh KH tiép xac (T).
3. Trong mat phdng (P) cho tam gidc wvudng cin ABC voi
= AC = a. Bx, Cy vudng géc va & cung mdt phia vé6i (P).
Hai diém M va N di dong {&n luot trén Bx va Cy sao cho
AAMN wvudng tai M. Dat BM = x va CN = y.
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4.

+5.
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a) Tinh y, dién tich AAMN, cosin clia géc hop bdi (AMN) véi-
(P) khi x = a

b) .| 1a trung diém BC. Ching minh AMI 1a géc phing
nd (A, MN, B). Tinh gid tri géc nay khi x = a

¢) Chung minh A, C, I, M, N cing nam trén 1 mat clu. Xac
dinh tdm mat cau.

Trong mat phing (P) cho nlla dudng tron dudng kinh
AB = 2R.M di dong trén ndia dudng tron va c6 hinh chiéu trén
AB 13 H. Bat AH = x. Trén nlla dudng thdng Mt vudng gbéc
(P) 14y diém S véi SM = MH.

a) Tinh dé dai cac canh clia t& dién SABM.

b) Ching minh s& do nhi dién (P,SAB) khong ddi.

c) Dinh x dé hinh cau ngoai ti€p SABM c6 ban kinh 16n nhat.

TU dién déu ABCD c6 M va N 14 trung diém AB va CD. Hinh
chi6u cla ti dién trén mat phang (P) song song vGi MN 1a 1
ti gidc c6 dién tich S va mét géc béng 60°. Tinh t8ng s8 dién
tich 4 mat cua ta dién.

Huéng dén :
Hinh chidu cla tir dign trén (P) 12 1 hinh thang can. Goc clia AB va (P) 13 « thi

géc cla CD va (P) 1a —’2i - a



Chuong VI : PHEP BIEN HiNH

A. TOM TAT GIAO KHOA

I. Phép tinh tién

1. Dinh nghia
Phép tinh tién vecto V la phép bién ddi diém bién diém M
thanh diém M’ sao cho MM® = V

TV): M —> M e MM =V

2. Tinh chét
Phép tinh tién bién :
* mot vecto thanh mdt vecto bang né.
* mét dudng thing thanh mét dudng thng cung phuong.
* mdt mat phang thanh mdt mat phing cung phuong.
* moét dudng tron thanh modt dudng tron cung ban kinh va hai

tam 1A hai diém tuong Ung.

Il. Phép ddi ximg
* Hai diém M va M’ d&i xing qua diém O khi O 14 trung diém
clia MM'.
* Hai diém M va M’ d&i xing qua dudng thing A khi A 1
dudng trung truc clia doan MM’

* Hai diém M va M’ ddi xing qua mat phing () khi () la
méat phdng trung truc cla doan MM
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lll. Phép vi tu
1. Dinh nghia
Phép vi tu tam O ti s8 k = 0 }a phép bién déi diém bién diém
M thanh diém M’ sao cho OM' = kOM.
VI(OK : M ——> M <« OM = kOM
k > 0:phépvituduong ; k < O : phép vi tu &m
2. Tinh ch4t
Phép vi tu bién :
" * Vecto AB thanh vecto AB' va AB' = KAB.
* nla dudong thang khdng qua tdm vi ty thanh nila dudng
thdng song song cung chidu néu k > 0, v& nguoc chiéu

néu k < 0.
* mot mat phang khong qua tam vi tu thanh mét mat phang
song song.

* mét duong tron thanh mdt dudng trdon ¢6 ban kinh
R = |k|R

B. PHUONG PHAP GIAl TOAN

Vin d¢ 1: Tim tap hop diém »béng phép bién hinh

Néu c6 mdt phép bién hinh bién diém P thanh diém M va ta biét
tap hgp (F) cla P thitap hgp cac diém M Ia hinh bién clia (F) trong
phép bién hinh trén.

viby1:
Cho hai nlla dudng thdng vudng géc va chéo nhau Ax va By
nhédn AB lam doan vudng géc chung. Hai diém M va N [an
luot di dong trén Ax va By. Goi « & mat phiang chira By va
song song v&i Ax, M" 1a hinh chifu cla M trén a, J va | lan
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a)

b)

luot 1a trung diém cia M'N va MN. Tim tdp hop cua J va |
trong cac trudng hop sau :

a) AM = kBN, k fa hang s& duong.

b) AM + BN = a (a 1a d6 dai cho trudc).
Giai

Ta ¢o :

AB 1 Ax

2> AB L «a
AB 1 By
> MM' // AB

Ax /l a = BM /| AM
Do d6 : BM’ = AM.

Theo gia thidt

AM = kBN nén ta ¢o :

BM’ ;

BN = k = hing s duong

=  MN // phuomg A khong déi. _
Suy ra tap hop trung diém J cia NM’ la nia dudmg thang Bt. (Doc
gid tv x¢ét phin dao).

Mit khic ji = BO (O Ia trung diém ciha AB)

nén T(B?)) ) -]

Viay tap hop cic diém 1 15 nia dikmg thing Ou // Bt, Ou la hinh
tinh tién cta Bt trong phép tinh tién BO.

Dit AM = BM" = x; BN = y, va
xz20,yz0.
Theo gid thift ta ¢o

AM + BN = a & x +y = a
N&u chon 2 truc toa do (BzBy), ta ¢o
toa do (x,y;) thoa : 2% + 2y = a vii
=0,y =20. |




- A

Vay t3p hop cac diédm J 1a doan JoJi voi J, € By va )y € Bz
a

2

Suy ra tdp hgp cic didm I l1a doan Iol1 tinh ti€n cia JoJ3 bdi phép
tinh ticn BO.

va Blo = BJ) =

vioy 2 :
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Cho ba nlia duding thing Ox, Oy, Oz vudng gbc ting ddi mot.
L&n luot 18y ba diém A, B, C trén Ox, Oy, Oz va goi G 1A trong
tdm cua tam giac ABC. '

Gia st A va B c6 dinh, diém C di dong trén Oz. Tim tip hgp
cac dudng trung tuy&n phét xudt tir A va B cla tam giac ABC
va tap hop diém G.

Gidi
Goi AM va BN la hai trung tuyén cia tam giic ABC.
Ta ¢6 : BM = —]2- BC
Do d¢ :
1
VI(B,5):Cr— M

Viy tip hop cic didm M
la nira dudmg thing Ogt //
Oz , Ot i hinh vi tu ctia
Oz bdi phép VT

()

Suy ra tap hop cic duimg
trung tuyén AM Ia phlin mdt phing xic dinh béi difm A va nira
dudmg thing O1t.

Tuong ty tdp hop cdc duimg trung tuyén BN la phin mit phing
xic dinh b&i didm B va nira dudmg thing O véi VT (A,lz)
Oz »—» O



* e 2 = 2 ‘
Taco: AG = 3 AM & VT (A7) :M—G
3 3
Viy t4p hop cic diém G la nira duong thing Gyv, hinh vi tv cia

Oit béi phép vi tw (A,%)

BAl TAP TUONG TY

1. Cho ba nla dudng thdng Ax, By, Cz song song clung chidu va
khong ddng phang. Trén Ax, By, Cz Ian lugt 18y cac diém M,
N, P sao cho AM = BN = CP.

a) Tim tdp hop trung diém | ctia doan NP.
b) Suy ra tdp hogp trong tdm G cla tam gidc MNP.

2. Trong mat phdng a cho tam giac ABC c& dinh. Diém M &
ngoai a. Goi E, F, G, P, Q, R lan luot la trung diém clia BC,
CA, AB, MA, MB, MC.

a) Ching to cac doan PE, QF, RG ddng quy tai diém L.
b) Tim diém M dé hai t& giac PQEF va QRFG 1a nhilng hinh
chit nhét.

c) M di doéng sao cho agF_ = k # 1. Ching to0 | di dong

trén mét mat ciu cd dinh.

Hudng dan : ciu c) : Tinh l—E theo k.

Vin d¢ 2 :  Dung hinh bing phép bién hinh

vioy 1 :
Dung mét td dién ABCD biét A va C o tren dubng thang d; B
va D & trén mat phdng a sao cho AB = V1 va CD = Vz , V1
va V2 1a 2 vecto cho sin.
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Giai

LAB =V e T(V)):A— B
Mi A € d nén B € & tinh ti¢n
clia d bdn phép tinh tiéa V1. Viy
{B} =d Na

.CD = Vi T(V)) : C = D
Ma C € d nén D € d”tinh tién
clia d bai phép tinh tién Vo. Viy

/
[ {D} =d"Na
Tir do ta suy ra cich dmg tir
dicn ABCD.
vipby 2:

Cho diém ¢ dinh O, mat phdng ¢8 dinh « va dudng tron cd
dinh (C) khéng ndm trong a. Dung mét cat tuyén qua O cét
a tai A va dudng tron (C) tai B sao cho OA = kOB (k = 0).

Giai
OA = kOB & VT(Ok) : B> A

Ma B € (C) nén A € (C), vai
(C) 1a duong trdn vi ty cua (C)
“trong phép vi ty tdm O ti s6 k.

Viy : { A} = a N ().

(C') nam trongmit phing (B) //
B va tam I dinh bdi OF = kOI
vai I la tdm cta (C). Tir d6 suy
ra cach dung cit tuyén QAB.




BAI TAP TUONG TU
1. Cho ba mat phang «, B, y ¢6 mdt diém O chung. Dung tam
gidc ma cac dinh A, B, C lan lugt & trén «, 8, y sao cho AB
= V1 va AC = Vz.

2. Cho hai mat phing giao nhau a va g va diém O & ngodai hai
mat phang nay. Dung mét dudng thang qua O cét « tai A va
cét B tai B sao cho OA = ava OB = b.

C. TOAN TONG HOP

1. Cho t dién ABCD ma B, C, D c8 dinh va A luu dong. Goi M,
N, G I&n luot 1a trung diém cla AB, CD, MN.
a) Tim tap hop cac diém M va G khi A luu dong trén dudng
thang d. ’ ’
b) Goi A1 la vi tri dac biét cia A va Gy 1a diém tuong Ung
clia G. So sanh GG1 va AA;. Ching to6 AG qua diém c¢8
dinh I

Gidi
a) * M la trung Jdim clia AB nén BM =

Viy :
VT (B—lz—

Do d6 khi A hru dong
trén d thi M luu dong
trén d” // d vaoi & la hinh
vi tr cua d.

) A — M

- . —’,
* Ta cing ¢6 NG =

e VT (N%) ‘M - G
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Viy tdp hop cic diém G 1a duimg thing d” // &, d” 1a hnh

bi¢n cia d’ trong phép vi tu tim N ti s —12- .
b) BA;1 cit &’ tai M1 va NM| cit d” tai Gy. Ta ¢6 :
(T(h = -15 Wl va M—I\7h =12 /5:&1
Vay (361 = % A_Aj
Do d6 : GG la hinh bién cia AA; bdi phép vi ty tim I ti s6
% => AG va A1Gi ddng quy tai | - i = % 1A »(1)

Mat khdc, trong tam gidc ABN duong thing AG cit BN tai O va
goi O’ la trung di¢m cia BO, ta ¢6 :

-—

6;11’4:%65»»;166=—12-67N1 - 0G=10 @)

B

Mva@)cho: 1 =0.

Do d6 : AG qua I ¢6 dinh vai Ni = NB.

W=

2. Cho tI dién deu ABCD canh a. Goi | va J lan luot la trung
diém clia AB va CD.

a) Ching minh IJ l1a doan vudng géc chung cta AB va CD.
Tinh IJ .

b) Tim mdt dudng thdng A biét rang phép d&i xing qua A
bién A thanh B va C thanh D. A cé phai 1a truc ddi xing
clia ti dién khong ?

c) Ching to rang t dién ABCD c6 ba truc dsi xing.

Giai

a) *TacoJA = JB = %/3 nén tam giic JAB cin = 1J 1 AB.

Tuong ty tom gidc ICD c¢an = 1J L CD.
Vay 1J 1a doan vudng goc chung cia AB va CD.
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b) 1J la dutmg trung tryc cia AB

" Dodd: OB + OC =de<e OP + OQ =

U =

va cua CD, vy A = 1J.
A 12 tryc doi ximg cua t di¢n.

Suy ra : tir dicn ABCD ¢6 3
truc d6i ximg la ba doan néi

trung diém ciia cic cip canh ddi.

Cho ba nila dudng thdng Ox, Oy, Oz vudng géc tiing ddi mot.
Lan lugt 18y cac diém A, B, C trén Ox, Oy , Oz va G la trong
tdm cla tam giac ABC.

a) Gid st A ¢3 dinh, B va C di dong sao cho OB + OC =
= d (dla dd dai khong ddi). Tim tdp hop trung diém
M cua BC va tdp hgp cac diém G. .

b) Gid st A ¢6 dinh v6i OA = 1. Di€ém B va C luu ding sao
cho OB + OC = 2. Dung tam gidc ABC sao cho trung
tuyén phat xust tir A cla tain giac ABC c6 dd dai cho sin
m. Bién ludn . Trong truong hgp m c6 dbé dai nhd nhéit,
xét hinh tinh clia tam gidc ABC va khoang cach ti O dén
(ABC).

» Giai
K& MP L Oy vi MQ L Oz
Ta c6 OB = 20P vai OC = 20Q.

ST

Dal(—)f‘=xva(3_6=ytacé:
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x+y=-g- viib x 20 va y=0.

Viy : M di chuyén trén dnaﬁ BuCo
vl OBo = OCo = %

‘Mat khic : AT(,} = % AM @
2
'3
Vay tdp hop cic diém G la doan
GoGy, hinh vi tr cla BoCo trong phép

VT(A ) : M — G.

. 2
vi (A, 3) .
b) * Theo cu a) : M € B,Co voi OBy, = OCo = 1 nén
v
BoCo = V2 va OH = {— B,C,= —23
C -
(OH la khodng cich tir O dén BoGCy).
* Theo gia thict ta ¢o :
oM = VaM® - 0A? = Vm® - 1
(m-> 1)
= M € duimg tron (C) tim O , bén
(o) B, kinh. v m* = 1,

Viy : M la giao diém cha B,Co va duimg

tron (C).
* Bién ludgn .
NwOM < OH & m?-1c< l2 o m <12£
BoCo ngodi (C) : Bai todan khong ¢6 nghi¢m hinh.
Vo

. N&u OM = OH @ m o= : M = H : Bii toin ¢ 1

2

nghi¢m hinh.
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. Néu OH < OM =< 0B, « iz—g<ms\/-f: (C) cit
BoCo tai 2 giao didm : Bai todn ¢6 2 nghi¢m hinh.

.NCGuOM > OB, <« m > Vv 2: (C) khong cé giao difm
vai doan BoCo. Bai todn khong ¢6 nghi¢in hinh,

* m nhd nhit @mz—\/;—g « H=M, BC = B,Co :

A ABC dtu c6 canh 1a v 2 .

*  Xét tam gidc vudng AOH vai H la trung didm ciua BC.
Ké OI L AH thi OI £ (ABC) vi (AOH) 1 (ABC) theo giao
tuyén AH. Ta c¢6 :

1 1 1 1
— = — + == +2=3
o 0A® OH? 1 |
Viy, khodng cich tir O dén (ABC) la : OI = ? .

BA! LAM THEM

1. Cho hai nlla dudng thdng Ax va By chéo nhau, vuéng géc va
nhin AB 1am doan vuéng géc chung. Goi a 13 mét phang chla
By va song song vdi Ax. Hai diém M vi N Ian lugt luu dong
trén Ax va By. Goi M’ 1a hinh chigu vudng goc ctia M .trén a,
I va J 1a trung diém clia MN va M'N. Tim tdp hop cac diém |
va J trong cac truong hop sau :
a) AM = 2BN.

b) MN = d véi d la do dai cho trudc va d > AB.

2. Cho ti dién ABCD trong d6 BCD c6 dinh va diém A luu dbng
trén mat phang «.
a) Tim t&p hop trong tdm G cla tam giac ABC.
b) Goi M, N, 1an luot 1a trung diém cla AB, CD, MN. Tim
tap hop cac diém M va i
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3. Cho 1t dién OABC c6 OA = OB = OC = a va AOB =

174

= AOC = 60°, BOC = 90°.

a) Ching minh tam giac ABC la tam gi4c vuéng.

b) Goi | va J Rn lugt 14 trung diém cla OA va BC. Ching
minh (OJA) 1& mat phang trung truc cla BC va IJ 1a doan
vudng géc chung cua OA va BC.

c) Chang té ta dién OABC cé hai mat phdng d&i xing va
mét truc ddi-xing.



Chuong VIl : HINH LANG TRU

A. TOM TAT GIAO KHOA

I. Khdi da dién
a/ Khgi da dién 12 mot vat thé hinh hoc gidi han bdi mit sb
hiu han cac da giac phing.
b/ Néu hai kh&i da dién ddng dang thi :
— nhilng géc da dién tuong Ung bang nhau.
nhing canh tuang Ung ti 18
nhiing méat tuong Ung la nhilng da giac ddng dang.
ti s§ dién tich bang binh phuong ti ddng dang.

Il. Hinh 1ang tru
1. Dinh nghia

Hinh lang tru 1a mot khéi da dién
¢6 hai mat song song goi la hai
day va tat ca nhiing canh khong
thudc hai day deéu song song nha.

Vi du : Lang tru tu. giac

ABCDA'B'CD’ :

— Hai day ABCD, A'B'CD' la ha:
da giac bang nhau. '

— Céac canh bén AA', BB' ... song
song va bang nhau.
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— M&i mat bén ABB'A’, ... 13 hinh binh hanh.
— Chidu cao la khoang cach gilla hai day.
— Thiét dién thang la thidt dién vudng goéc voi canh bén.
2. Phén loai lang try
- Lang try xién.
— Lang try dung c6 canh bén vudng goc vdi day.
— Llang tru déu la lang tru dang ma mat day la da giac
deu.
3. Dién tich xung quanh
S = pl véi p 1a chu vi thiét dién thang
! 1a canh bén
4. Thé tich
V = Bh vdi B la dién tich day va h 1a chidu cao.
V = S/ véi S 1a dién tich thiét dién thang va / l1a canh bén.

ll. Hinh hop
DI

1. Dinh nghia
Hinh hdp 1a hinh lang tru ma day
1a hinh binh hanh.
— Sau mat la cac hinh binh hanh.
— Céc canh song song va bang

nhau tung nhém 4.

— 4 dubng chéo cét nhau tai trung
diém cGa mdi duong.

2. Phén loai hinh hop

— Hinh hép ding la hinh hép ma canh bén vubng goc vai

day.

~ Hinh hop chl nhat 1a hinh hdp ding ma day 1a hinh chir
nhét. ,
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. Goi a, b, ¢ 1a 3 kich thudc cua hinh
hop chll nhat thi cac dudng chéo cod dd

Yy dai bang nhau fa :
é'\, d=va?+b?+c?
i \'\. . Thé tich : V = abc
! \‘L ~ Hinh 1ap phuong 1a hinh hép chil nhét
/‘_‘ _____ v ma ba chidu blng nhau : a = b = ¢
N . DO dai dudng chéo d = av' g
—— , . Thé tich : V = a°

B. PHUONG PHAP GIAl TOAN

Vin 46 1 : Nhing bai todn co ban

Dung tinh chit clia canh bén, mit bén cda I&ng try, cla hinh hdp.
hinh hdp chir nhat va hinh 18p phuong.

vipouy 1 : v :

Cho hinh lang tru ti giac ABCDA'B'C’'D’. Chiing minh rang :

a) Cac dudng chéo cla hinh lang tru tao thanh hai cap duéng
thdng ddng quy tai | va J .

b) 1J song song va bang doan néi trung diém cla hai dudng
chéo cla mft mat day.

c) Téng binh phuong cac dudng chéo cla lang *-u bang tdng
binh phuong cac canh cda né tris 81J°.

Giai
a) Ta co A—.Z" = CC nén ACCA’ la hinh binh hanh. Do d6 hai
dutmg chéo AC’ va A’C giao nhau tai trung diém I cia mdi dudng.
Tuong ty BB® = DD’ nén BDD’S’ la hinh binh hanh. Do d6 hai
dutmg chéo BD’ va B’D giao nhau tai trung diém J cia mdi duimg.
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b) Goi O1 va Oz la trung diém cia AC va BD.

Ta co :
D e T T
Ol = 3 AA’ (duimg trung
I\ .
\ binh cua tam gidic ACA’).
N, L pD (dw
\\ : > s ; 0 = ) (duong
\\ \‘*:/x trung binh cua tam gidc
. Lol BDD’).
AN S S ’ — R
A R Ma: AA’ = DD’ nén
R ST 01l = 03 . Do d6 0,01
s f By ,;% la hink binh hanh.
oo
. \
PRGN Viy : 1J// 0102 va
B c J = 050
¢) T giac ACC'A’ la hinh binh hanh nén :
AC?T + ACT = 2AA7 + ACY) )
Tua giac BDD’B’ 1a hinh binh hanh nén :
BD? + B'D’> = 2(BB? + BD? )
Theo h¢ thue duomg trung tuyén trong cdc tam giac ABC va ACD
ta cd : ’
22
AB? + BC? - 280 + 2%
AC?

AD? + CD? = 2DO:% +

-5

BD~

i

Tam gisgc BOID cho : BO? + DO = 20,022 +
40,02* + BD’

40,02% + AC? + BD?

Do do : 2(BO* + DO
Suy ra : AB? + BC* + AD? + CD?

il

Ma 0102 = U nén :
AC? + BD? = AB? + BC® + AD? + CD? - 4Ip?
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Vay (1) va (2) cho :
AC? + AC? + BD? + BD? = 4AA? + 2(AC? + BD?)
= 4 AA? + 2(AB? + BC? + CD? + DAY - 8u

vipby 2:
Cho hinh hép ABCDA'B'CD'.
a) Chung minh rang dudng chéo AC' qua trong tdm Gi v
G2 cla cac tam giac BDA' va CBD ,va ta cb
AG1 = GiG2 = G2C.
b) M 1a q}ém ‘Uy y, ching minh rang :

S MA® = M + — 3 AC® . véi | la tam hinh hop.
Giai

: ) a) Goi O va O 1a tdm hai hinh

binh hanh ddy ABCD vi

ABCD..

Trong hinh binh hianh ACCA’

duimg chéo AC’ cit OA’ 1ai G1 va
CO’ tai Ga.

Ma A’O T (BDA’) nén AC cit

C)‘:_____;.@ _____ g  (BDA) i Giva CO' C (CBD)
I,' e Fo- nén AC cat (CB’D’) tai Go.
T - AOAG: ~ AACG) >
//// Se
> A

AO’G2C ~ ACG:2A

G0 OA

1
* GIA O AC 2
GO OC _ 1

G:C ~ CA 2

K
i

Véy G va G2 la trong tdm cla cdc tam giac A’BD va CB'D%.

Mat khic CO

O'A’ nén OA’ // CO’ va OA’

i

CO'. Do d(')_
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thco tinh ch4t duomg trung binh trong AACG2 va ACA’G] ta co:
AG1 = G1G2 = G2C.

b) Trong mot hinh hop 4 duimg chéo ddng quy tai trung diém I cia
mdi dutng nén theo h¢ thuc dudng trung tuyén, ta cé :

MA? + MC? = 2MP + ég—’z
MA?Z + MC? = 2MI® + é’—zc—z
MB? + MD? = 2MP* + 21;—’2
MB2 + MD? = 2MI? + 5})—2
Do do 3 MA? = sMP” + 3 (aC? + AC? + BD? + BD?)
- M2 + 3 5 AC?

viou s:

Goi a, B, y 1a cac géc cua mét dudng chéo hinh hdp chir nhat
véi 3 canh cung phat xuét tu mét dinh. Chung minh ring :

cos’a + cos’8 + cos®y = 1
Giai
< 'Y Pt : géc (AB,AC) = « ;
LN goc (ADAC) = 5 v
AN goc (AAAC) = y
// b AN Goi a, b, ¢ 1a 3 chitu va d 1a
] N\ o duong chéo hinh hop.
/ lc \ A Y
N1 I A
;o \\x Ta 6 : AB 1 BC
/s sl * ] AB L BB’
> y3 " > AB L (BCCP)
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Do d6 :
Tuong tu :

AB L BC
AA’ L AC

Tam giic vuéng ABC’ cho :

Tam giic vudbng ADC’ cho :

Tam giac vudng AA’C’ cho
Viy :

vipbu a:

: cosy

cos’a + coszﬂ + coszy

Cho hinh iap phuong ABCDA'B'C'D’
vudng goc chung clia AA' va BD'.

Ta ¢cé

Giai
: A’A L (ABCD) , BD la

hinh chiu cia BD’ xudng (ABCD),
va AO 1 BD (dudng chéo hinh

vudng).

Do d6 dung OJ // AA’ cit BD’ tai
JvalJl// OA cit AA’ tai I, thi I
la doan vubng géc chung cia AA’

va BD’.

T gidc AOLJ la hinh chir nhét nén:

I = A0 =

vioys:

AC

canh a. Dung va tinh doan

» d
‘\
AY
A
{ : \\ /
A % B
N
- -.._+\. ______ c
- N [ e
ID" /g\\ : \ -
’ ’g*:’\
" Jote [« N
A

Cho hinh 1ap phuong ABCDA'B'C’'D’ canh a. Tinh gbéc cla hal
mat phang (DA'C’) va (ABB'A)).
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Giéi

Ta co :
D'A’ 1 (ABB'A)
2 g (vi DA’ L A'B’ va A'A).
A=A DB 1 (DAC) (i DB Iy
N ,,.f"f\‘/ truc cia duomg tron DA'C).
h . : ‘\ EI Do dé goc nhon cua hat mat
) ‘ X (DA'C) va (ABB’A’) la goc
3 N BD'A’.
,// \ / Trong tam giic vudong BD'A’ 1a
(_’:;..__.,.M,_._,_.__.:// co
A B

'CosI;D’;\’ = = = — = —=

e

3
Viy : BD’A’ = arccos i,;—-

BAI TAP TUCNG TU
1. Cho lang tru tam giac ABCA'B'C'.

a) Goi |, K, G lan iugt 1a trong tdm cla cac tam giac ABC,
A'B'C’, ACC'. Chung minh rang :

(IGK) // (BB'C'C) ; (A'KG) // (AIB)

b) Gid sit ABCA'B'C’ ia lang tru tam giac déu va c6 cac canh
ddu bang a. Gei M va N ian luct 1a trung diém cla BB’
va CC'. Mdt duong thang qua tdm cla tam giac ABC céi
cac duong thing AB  va MN lan luot & P va Q. Tinh PQ
theo a ‘

Huong dan
b) Ggi £ 12 trung didm cda BC, B'E cit MN tai Q . 1Q céit AB' tai P.

2. Cho hinh hop ding ABCDA'B'CD’, biét : AB = a, AD = b,

BAD = a, dudng chéo AC tao vdi day mét goc S, giao didm
cic - ubng chéo cda hinh hdp ia O.



a) Dung va tinh doan vubng géc chung cua BD va AC'
b) Tinh t8ng cac binh phuong cac khoang cach tu diém M
tuy y dén 8 dinh cua hinh hép theo a, b, a, § va OM =
X . Suy ra vi tri cia M dé tdng nay bé nhét.
Huéng dén : ) ,
a) Qua A dyng mit phing (P) L BD va chiéu C' xudng (P).
b) Xem vi dy 2.
3. Cho hinh lap phuong. Tinh goc cla hai dudng chéo, goc cua
mét dubng chéo vai mot canh va goc clia mdt dudng chéo
voi mét mat cda hinh 1ap phuong. v

4. Cho hinh lap phuong ABCDA'B'C'D’ c6 dudng chéo d. Goi |,
J, K I1a trung diém clia BC, C'D' va AA’. Tim giao tuyén cua
hai mat phang (IJK) va (ABCD). Tinh géc clia hai mat phang
nay.

Hudng déan :
Goi M 1 trung diém cla CD.JK va AM cdt nhau tai N. K& AH 1 IN,
tinh KHA.

5. Cho hinh hép ABCDA'B'C'D’. DBiém M tuy y trén dudng chéo
AB'. Goi | va J 1an luot la cac giao diém cla mat phang (MCD')
véi cac duong thang BC' va DA’. Ching minh 3 diém |, J, M
thdng hang. Dinh vi tri clla M dé trung diém cua IJ thudc mat
A'BCD.

Hudng dén -
Pudng song song voi AB ké tu M cit AA' tai £ va BB tai F. Trong
hinh thang MFC'D" hai canh xién MD' va CF cdt nhay tar P. 0P cat
BC' tai t. Trong hinh thang MEDC. hai canh xién CM va 2 24t rhou
tai Q, DG cat DA tai

Vin d¢ 2 : Dung va tinh dién tich thiét dién cua lang try

SU dyng cac van d& clia cac chuong trudc dé xac dinh giao tuyén..}
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viout:

Cho lang tru ding ABCA'B'C' c6 day ABC la tam gidac vudng
can AB = AC = a va canh bén AA’ = av 2 . Goi M 1a trung
diém cta AB. Dung va tinh dién tich clia thiét dién ma ta c6
dugc khi cét lang tru bdi mdét mat phdng « qua M va vudng

géc véi B'C.

Giai

* . Tac6:a L BC=>a 1 (BCCB)
va (ABC) L (BCC'B’) (vi lang tru dimg) .
Do d6 a cit (ABC) theo giao tuyén MN 1 (BCC'B’)

d

. ' Mat khdc tam gidic ABC vudng
cin canh a nén BC = av 2 =
= AA’. Do d6 BCCB’ la hinh
vudng. Suy ra BC' L B’C.

Viy : a 1LB'C = « // BC’ nén
a cit (BCC'B) thco NP // BC.
. Trong tam giac ABC, MN va
AC cit nhau tai I. Hai mat phing
a va (ACC'A’) c6 1 va P chung
nén giao tuyén cta ching la IP,

- dudmg nay cat AA’ i Q.

. Véy thiét di¢n cia ling try cit
bdi « la MNPQ.

* Ta thdy MNPQ fé\ hinh chiu xu6ng ABC la, MNCA va goc cla
hai mit nay 1a CNP = 45°

SAMNC

Viy : SMNPC

i84

SABC — SBMN =

Samie
cos 45°

" 7at

He



vipbu 2:

Cho lang tru ding tam gidc déu ABCA'B'C' c6 canh day va
canh bén ddu bang a. Goi M, N, E Ian luot 1a trung diém cla
BC, CC' va C'A’. Dung va tinh dién tich cla thiét dién cta mat
phing (MNE) vdi lang tru, va ching minh rdng (MNE) L (AA'BB’).
' Giai

Trong hinh chir nhéat
BCCB’, duong thing MN
cit BB’ tai I va B'C tai
J.

JE cit A’B’ tai F va FI
cit AB tai G.

Thiét dien 1a MNEFG.

. Goi CH la dudmg cao

ctia tam gidic ABC.

Tac6 IB = CJ =§ nén
BG 1B 1

BF ~ IR ~ 3

. Goi K la trung diém cua
B’C thi :

EK // B'’F
» EK _JK _2
B’F B’ 3
» B’F=§EK
2
1 a 3 a 3a
EK = — AB == F =2. 2 = 24
vav 2 ; T O BFE=3 =%
Do d6
RG =:1{ B'F =% = G la trung diém BH

Suy ra : MG // CH (duwosg trung bink cfa tam gidc BCH)
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. MG L AB s a0
. Ta c6 MG.LBB’} > MG 1 (ABB'A’)

Viy : (MNE) L (ABB'A"),
* Ta ¢o SMNEIG = Sl — SIMG — SINE

. Tam giic vudng JFB’ cho :

2 _ oo _ peyl 3a\% _ /3a)? _ 3av3
FJ* = BJ° — BF —<2> -(4> = Fl = =,
Theo tinh c¢hdt duong trung binh trong ABCH ta ¢ :
. 1, av3
GM=EF:“§‘ (,H=—4—‘
o . 3av'3 av'3 av3
Ta ¢6 JE = JF - EF = 7 -2 s
ANC’J vudng cén nén JN = 9_\;2
EN la duimg trung binh cia AC'A’C nén EN = ég
ANEJ can nén duimg cao NN’ ciing la trung tuyén,
. 2 2 JE \ 2 24 3a2 547
Do dé : NN* = JN —<2) Tl
- NN = 35
4
. Tam giac vuong BIG cho :
2 2 r4
. 2 - opp 2o A & _ s
I(J—BI+B(J~4+16 > IG = 3
Tam giic vudng IB'F cho :
. 3y 2 3a\ 2 9u° 9"
2 = SIS R AN T T
B BT e B e () o+ () -y b
' 3av'3
=» JF = 1
: 1 L1 V3 WS 94 VI3
Sipy = > FIFI = 3 3 y) = )
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1 . 1 avs av3 a2 Vi3
SicM = "2‘ GLGM = -2‘ " . a = 2
1 . 1 av3 avs  atVvis
SN = > JENN = 5 53 = g
2 e 2 hé 3 s 3 e
9a° VI3 a“v1s a“v'is 3a-V'15
Viy SMmNLEG = 35 < ™ - e =T

vipu 3: ,
Cho hinh lap phuong ABCDA'B'C'D’ canh a. M&t mat phéng a
qua trung diém cla BC va song song voi mat ‘phang (BDA)
cét hinh 1dp phuong theo hinh gi ? Tinh dién tich cla thiét dién
nay.

Giai

»
>
a\

* a//(A’BD) = « ¢it (ABCD)
thco giao tuyén MN // BD.
a/l (ABD) = a /| AB = R
a // CD’ = a cit (CDDCY) 'y
theo giao tuyén NP // CD’. g J /
Tuong ty a cat ADD’A’ theo /’ // ;
PQ // A’D, cit AB’CD’ theo /Y L 5
QR //B'D’, ¢t ABB'A’ theo  SK_/ e
RS // A'B. ' N -

-~

/
-

Ma tam giic A'BD la tam N
giac du cach la av™ 2 nén B M c
theo tinh chit cia dumg

trung binh cda cad¢ tam gidc thi MNPGRS la lue gidge déu canh

2
p 2 ?
*Va;-,':DtMNP()RS:(»-(d\,/?) -—‘/;3 -%dz\m.
4L .

187



vioy a:
Cho hinh 14p phuong ABCDA'B'C'D’ ¢6 canh bing a va G 1a

trong tdm cua tam giac A'C'D’. Mat phéng (GAC) cét hinh 14p
phuong theo hinh gi ? Tinh dién tich cta hinh nay.
Giai

* Ta c6 (ABCD) // (A’'B’C'D’) nén

> M_ ¢
N\E ‘ mat phing (GAC) cét hai mit phing
N ] & \ nay theo hai giao tuyén AC // MN,
§ L= Vi Mit khic hai tam gidc AA’N va
{ 3 '.% g ‘\ CC'M bing nhau nén AN = CM.
! ] i
! § 4 \ Vay thi¢t dien ACMN la hinh thang
] ! \
Y S N
VAN 4 MN DG 2
’ - * REALLL .~ S
% //g\ Taco: 3¢ =po = 3
J,/,f’ ~
A B > MN =27
Tam gidc vudng OO’G cho : OG? = 00? + O'G?
mi 0G =+ oD = 22 pen:
3 6
.2 2
Viy: DUWACMN) = —15 (AC + MN) 0G
av 38

- 1 2
-2 (aﬁ+ 3 a7) 5
= 5«; %.

BAl TAP TUONG TV

1. Cho lang tru ding ABCA'B'C’ cé day la tam giac vubng céan
AB = AC = a va canh bén AA’ = av 2 . Goi M va N fan
luot 1a trung diBm cla AB va BB’. Dung va tinh dién tich thiét
didn 6 ducc kni cat lang tru bdi mat phing (C'MN).
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Hudng dén : -
Budng thing MN ct AA' tai E va AB’ tai F, CE cdt CA tai P vd CF
_cit BC' tai Q.
" C6 thé dung dign tich hinh chidu.

2. Cho lang tru ding ABCA'B'C' c6 day ABC wvudng can tai
C v6i AB = av 2 va canh bén AA’ = av 2 . Goi M va N 1an
lugt 1a trung diém clia CA va AB. Dung va tinh dién tich cla
thiét dién clia lang tru c&t bdi mat phdng a qua M va vudng
goc véi A'N.

Hudng dan :
Nhin xét @ // CN ndn a cit (ABC) theo ME // CN.

ME cét BC tai | va a cit ABB'A’ theo EF L A'N, FI cit CC' tai N. Cé
thé ding dign tich hinh chidu.

3. Cho hinh Iap phuong ABCDA'B'C'D’ canh a. Goi M, N, P ian
luot 1A trung diém cla BB’, BC va CD. Mat phing (MNP) cét
hinh 1ap phuong theo mot thiét dién 1a hinh gi ? Tinh dién tich
ctia hinh nay.

Hudng dén :

2
Lyc giac ddu ; S = 334‘/—3-

4. Cho hinh l4p phuong ABCDA'B’C'D* canh a. Tinh dién tich thiét
dién khi cét hinh l4p phuong bdi mat phdng qua A va c4ic
trung diém cua B'C’' va CD’.

Vin d¢ 3 : Dién tich va thé tich iéng try, hinh hop

— Dign tich xung quanh bing tdng s8 dién tich cac mit bén hay
bing tich s8 clia chu vi thiét dién thing véi canh bén.
— Thé tich : V = Bh = Sa.

vipy1:
Cho lang tru xién ABCA'B'C’, ddy ABC la tam gidc deu c6 tam
O. Hinh chigu cta C' trén (ABC) 1a O. Tinh thé tich V cda lang
tru bidt khoang cach tir O dén CC' 1a a va sd do nhi dién
canh CC' 1A 2a.
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Gidi=
. K¢ OH L CC , ta co:

OH = a (gb).
Mat phing qua OH va vudng goc v
CC cét (ABQ) theo giao tuyén MN
thi:

MHN = 2a (g6c phing

nhi dién canh CC’)

. Ta ciing ¢c6 MN // AB vi

AB L OH (AB 1 (OCCY))
Tam gisgc MHN can nén MHO = a.
Tam gidc vudng MOH cho OM = atga.

Do d6 MN = 2atga va AB = % MN = 3atga.
v _ 2 _ 2 ABV3 ,
(,O-3Cl(—3 5 = avy 3 .iga.
Tam gidc vudng COC’ ¢6 duimg cao OH nén :
1t 111 tga—1
oc? OH! oCc? ¥ 3al.iga 3t g«
V3 iga
oC = ——i————:‘i—_—_
Viga-—-1
2
. Viy : vV = SABCXC'O:&T@'OC’
- 9a°> V3 lgza. av3 tga
4 3tgha ~ 1
= ___g__27a3t3a (lga >—]—=>£<a <-]£)
43 tgza -1 V3 6 2
viby 2 : |
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Cho lang try dung AB(/:\A'B"C' co day ABC l1a tam gidc vudng
tai A véi AC = a va C = «. Duong chéo BC' clia mat bén



(BCC'B’) hop voi mat bén (ACC'A’) mdt géc B. Tinh thé tich
cla lang tru. '
Giai
. Taco: AB L AC (g)
AB 1 AA’
(lang tru dimg)
Do do :
AB 1 (ACC'A’)
= AC = hcBC/accay
> goc (BCLACC'A’) = B

. Tam giic vudng BAC’ cho :
AC' = ABcotg8 = atga.cotgf
Tam giac vudng ACC’ cho :
CcC? = AC? - AC? = a2.lg2a.colg2ﬂ - a

aVsin®a cos® B - cos’a sin’f

o= cos sin8
_aVsin(@a — B)sin@ + B)
; cosa sinf3
V. = SaRcxCC = < ABACCC
I a> tga G_n(a — Bysin(a + B
2 cosa sinf
viou 3:

ChiBu cao clla mdt lang tru t(r gidc dBu bing h va géc cla
-hai dudng chéo phat xuft ti moét dinh clia hai mat bén kg
nhau 1A «. Tinh dién tich xung quanh vA thé tich clia hinh
lang tru.
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Giai

. Goi x la canh cia hinh vudng ddy, ta

D d
! co :
i BD = xV2 va
K /] AR = AD = VI + %
/ ! Theo hé thuc cosin trong tam gidc
]
[ N S B thuomg, ta co :
c
{\' //,/ B,D,Z = AB,Z + AD,Z
2 | ~ 2AB’AD'cosa
A 4 o 2= 20 +x) -
- 2(h2 + xz)cosa
e  2¢%cosa = 2h% (1 — cosa)
o, B
o 2= h® (1 — cosa)
cosa
Y
cosa
3 —
V =xh = (1 - cosa) |
cosat
vipuy 4 :

Cho hinh hop ABCDA’B'C’'D’ c6 dday la hinh thoi ABCD canh a,
goc A badng a va chan dudng vudng géc ha tu B’ xudng day
(ABCD) tring véi giao diém O cac dudng chéo cua ddy. Cho
BB' = a. Tinh thé& tich va dién tich xung quanh hinh hop.

~ Gidi
i o~
* Déiy ABCD la hinh thoi nén duimg chéo AC la phin gidic DAB

va AO 1 BD. :

Dodé: OB = asin-g- va AQ = acos%

Tam gidc vudng BOB’ cho :
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.2 Qa
B'O? = a% - a%sin’ 3 =

— a2 2 Y = A - a

—acosz=>BO acos2

Véy 'V = Dt (ABCD).B'O X
= a’ cos% . sina

* Kée OH L AB= BH L AB
(dinh 1li 3 duimg vudng goc).
Tam gidc vudng OAH cho :

OH = OAsinZ
2 A

= asing- cos a _ 1 asina
2 2 2"

Tam gidc vudbng B’'OH cho :

a .2 a 2 a
BH? = BO? + OH? = a’ cos? 3 + a’ sin® 5 .cos” S

2 2
/ .2 a
1 + sin >

B'H = acos

VIR

Viy :

= AN = 442 cocl 02 &
Sxq = 4.DYABPB’A’) = 4a cos ‘/ 1 + sin >

vipus:
.Cho hinh hdp chil nhat ABCDA'B'C'D’ ¢6 dudng chéo bang a
va dudng thidng CA’ hop véi cac mit (ABCD) va (ABB'A’) cic
géc a va B. Tinh thé tich ctia hinh hdp chi nhat.
Giai
. Ta 6 : A’A 1 (ABCD) » AC = hcA’C/(ABCD)
CB L (ABB’'A’) = A’'B = hc.A’C/(ABB'AY)
nén : géc (CA’JABCD) = A/(;\’ = a
va:  goc (CA’ABB'A’) = BAC = B
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>
<

. Trong tam giic vudng CAA’ :

Lﬁ‘ AA’ = asina
'ﬁ\ AC = acosa
/ '
g 7 i y Trong tam giic vudng CBA’ :
,’ i BC = asin8 -
} i .
] f‘)é Tam giic vubng ABC cho :
;7
s AB? = AC? - BC?
4 = a’cos’a — azsinzﬂ
B AB = aVy cosla — sinzﬂ
Viy :

ABBCAA’ = a° sina sinﬂ' V cos?a — sinzﬂ
Sxq = 2(AB + BC).AA’ = 2(aV cosia - sinzﬂ + asinf).asinx
2a° sina (sing + ¥ cos’a — sinzﬂ )

<
i

BAI TAP TUONG TY

1.
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Cho lang try xién ABCA'B'C’ c6 déy la tam gidc d&u canh a.
Hinh chi6u clia A’ xufng (ABC) trung v6i tdm dudng trdnngoai
ti6p tam gidc ABC. Cho BAA' = a. Tinh thé tich va dién tich
xung quanh hinh lang tru.

. Cho lang try ding ABCDA'B'C'D’ c6 day la hinh thoi, géc nhon

A bing a. Cho dién tich cla ti gidc ABC'D’ 12 S va mat phing
ABC'D' hgp véi day goc B. Tinh dién tich xung quanh va thé
tich hinh lang tru.

Cho léng try tam gidc ddu ABCA'B'C’ canh ddy va béan kinh
dudng trdn ngoai ti€p clia mdt mat bén 1a a. Tinh thé tich .va
dién tich xung quanh cta lang tru.

3
Déps6:V=-§—:— i Suq = 322 V3
Cho hinh 18p phuong ABCDA'B'C'D’ c6 doan néi hai tam cla .
hai mat bén kB nhau 14 a. Tinh thé tich cla hinh lap phuong.
Déps6:V = 2° V2



C. TOAN TONG HOP

1. Cho ldng try ding ABCA'B'C’ c6 day la tam giac ddu canh a
va dudng cao AA' = h. Diém M trén duong chéo AB' clia mat

AABB sao cho MA _ 5.
AA'B'B sao cho MB' = 4

a) Tinh khodng cach va gdc gilla hai dudng théng AC va BC'.

b) Mat phdng a qua M va song song vét A'C va BC'. Dung
thiét dién clia @ va hinh lang tru. « cat CC' tai N,

NC
tinh NG

Giai
a) * GoiIva I’ Ia trung diém
cia AC va A’C’ ta ¢6 :

AC L BI (vi AABC dtu)
AC 1 BB’ (lang try dimg) .
Do d6 AC L (BIT'B’) va
BI’ = hc.BC'/(Birp)
Ké IH L BI’ thi IH bing
_ khoang céich giira hai
duiomg thing AC va BC.
o3
2
(duong cao A dtu)

Tacéo: BI =

Tam gidc vudng BII' cé dudng cao TH cho :
1 _ 1 1 _ 4 .1 _ 3% +4nt

I B2 w? 3a®  n®

H = azhﬁ :
v 3a + 4h

——
* Géc (AC,BC’) = BCT.

“3a%. h?
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_Tam gidc vudng BI'C’ cho :

s Viy:

p o IC
cosBCP = BCS
BCl’ = arccos

b) * A'M cit BB’ tai G.

Mit phing @ qua M va song song voi
A’C nén cit miat phing A’CG theo
MJ /I A’C.

Mat phing a // BC' va mat (BCC'B’)
c6 J chung nén a cit (BCCB’) theo
giao tuyén NK qua J va // BC. Cic
duong thing NK va BB’ cét nhau tai O.
Hai mit phing a va (ABB’A’) c6 M
va O chung nén cit nhau theo MO.
Puomg thing MO cédt AB tai R va A’'B’
tai S .

Mit phing @ // A'C va (ACC’A’) ¢6 N
chung nén a cit (ACC’A’) theo NL/A'C.

Vay thiét di¢n 1a ngiu gidc KNLSR.

* Ta cO :

ma

AA’  MA 5 . , ,
BG - MB " 2 (vi AA’ // BB
BB’ = AA’ nén:
BB _ 5 BB _
BG 4 BG
CG cét BC tai D, ta co :
Dc _ cc b _ s
DG =~ BG CG 6
il !g_ — MA’
M] // AC = G = _“MG
MA 5 JC 5 CJ 5
= —— == nén -5 == > = =
MB’ 4 IG 4 G 9
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I) ‘o _——_-5.. 2—2.

0 do : CD 9 "6 3

Nj // CD = N _d 2 » NC

3 CcC ~ CD 3 NC z.

. Cho hinh I&p phuong ABCDA'B'C'D’ c6 canh a. Diém M luu
dong trén AA’ va N luu dong trén BC sao cho AM = BN =
=h vi 0 < h < a

a) Chang minh rang khi h thay déi thi MN ludn cét va vudng
géc véi mét dudng thing 8 dinh.

b) Goi E ia trung diém cla D'C'. Dung thiét dién tao bsi mat
phdng (MNEC) véi hinh i&p phuong.

c) Tinh chu vi cla thiét dién theo a va h.
Giai

Ké MM’ // AB ta ¢c6 BM’ = AM.

Do d6 :
BM’ = BN = h nén
BC 1+ M'N tai trung
diém H cia M'N.
Ta ¢6 :

{BC’ L MN

BC L AB

> BC' 1 (MNM).
Goi E va F la trung
diém cta CD’ va AB
thi EF // BC' nén

EF 1 MN C (MNM)
tai trung diém K cba
MN (vi FM = FN, EM = EN).

NF cit AD tai I va CD tai J.
IM cét A’D’ tai S va JE cit CC tai R.
Thi¢t di¢n cia (MNE) vét hinh lap phuong 1a luc giac MFNRES.
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¢) Ta co :

FM = FN = [l 2 o
= _\/ 4
a
L_NC A Y )
B NB - h 2h
a
RC _CE _ 2 _ _h
RC cl a(@a—h)  a-h
Zh
- RE_ _RC L Oy s RC=h,RC=a-h
h a—h

AS _ MA

T = MA >AS=a-h=>MS=(a—-hv2
Yorvy

. SE = 2

[Ah® + a°
4 + 2 - Wy Z

A fa~ WIT+Va + 407 ) |

i

. Vay : Chu vi (MFNRES)

H

3. Cho hinh lap phuong ABCDA'B'C'D’ canh a, goi M la diém di
dong trén canh AB. Dat. AM = x (0 < X < a). Mat phing
(AMC) cdt hinh 18p phuong theo mét da giac (P).

a) Chung 10 (P) 'a mét hinh binh hanh c¢6 mét dudng chéo
c6 dinh con dudng chéo kia vuling gbéc voi B

b) Tinh theo x binh phuong y ctia’duding chéo di chuyén clia
(P). Knhi y nhd nhat (P) 1a hinh gi ?
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Tk

c) Tim tdp hop cac hinh chiu vubng géc cta C lén dubng

chéo di chuyén cla (P).
Gidi

Ta ¢6 :

(ABCD) // (A’B’'C’D’) nén

mit phing (A’'MC) ciét hai

mit nay theo hai giao tuyén

CM //. AN,

Tuong ty :

(ABB’A’) // (CDD'C’) =

A’M /| NC

b

Vay MNCA’ la hinh binh

hanh c6 duong chéo A’C °A

c8 dinh,

* Mit khic : CB’ L BC' (dudmg chéo hinh vuodng)
' CB' L AB (vi AB L (BCCB)) '

Vay : CB' 1 (ABCD’) = CB 1 MN C (ABCD)).

b) * K&* NN L CD.

Ta c6 : AAMA’ = ACCN
» CN = AM =

MN? = 2% + (a — )%

Do do: y = MN?
MN? + NNZ
= 2a% + (a — 2%)?

it

“y nhd nhdt khi a — 2x = 0

® X = -

Khi 4 A'M = MC nén A'MCN la hinh thoi.

c) * Hai duimg chéo A’C va MN giao nhau tai trung di€ém O cia
"~ mbi duomg nén MN qua O c§ dinh.
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Ké CH L MN

Ta ¢c6 CB L (ABCD’) tai O va CH L MN C (ABCD’) nén
O'H 1L OH (dinh li 3 duing vudng goc).

Vay H & trén duomg tron dudmg kinh OO’ trong mat phing (ABC'D’).

* Khi M di chuyén tir A dén B thi H di chuyén trén cung H1H; véi
O’'H: 1 AC va O’'H; 1L BD’.

Poc gid chimg minh phin dao.

BAI LAM THEM
1. Cho hinh hép ABCDA'B'CD' ¢6 AB = a, AD = b, AA" = ¢
va BD' = AC' = CA' = V a® + b% + ¢
a) Ching minh ABC'D’ ia hinh chit nhdt va ABCDA’B’C'D’ la
hink hdp chl nhét.
by Goi a, B, ¥ 1a ba goc tao bdi mdt dudng chéo va 3 mat
clng di qua mét dinh thudc dudng chéo. Ching minh :
sinfa + sin®8 + siny = 1
2. M6t lang tru xién cd thiét dién thang la tam giac déu canh a,
canh bén c6 db dai 2a va hop véi ddy mot goc 60°. Tinh dién
tich xung quanh, ‘dién tich day, chiéu cao va thé tich cia lang
try.

3. Cho lang tru ding ABCA'B'C’ cb day la tam giac deéu ABC
canh a. Ldy diém M trén BB’ va diém N trén CC’' sao cho :
BM = x va CN = y.

a) Ching minh tam gidc AMN khdng thé vudng & A. Tim hé
thic gila x va y dé tam giadc AMN vubng 0 M.

b} Chdng minh rdng ndu x = 2y thi mat phang (AMN) luén
qua mét dudng thang ¢8 dinh.

¢) Goil la trung diém clia AA' va « ia gbc cla hai mat phing
(SIC’) va (ABC). Tinh AA’ theo a va «.

Hudng dén .
a) AM? = a% + x® , AN = &% + P, MN? = &% + (x — y)?
b) MN cit BC tai 1 didm c8 dinh.
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Chuong VIl : HINH CHOP VA HINH CHOP CUT

A TOM TAT GIAO KHOA

I. Hinh chop
1. Dinh nghia

Cho da giac i6i ABCDE ... va diém S & ngoai méat phing da

giac. Hinh chép la khéi da dién han dinh bdi ABCDE ... va cac

tam gidc SAB, SBC, SCD ..

* 8§ : dinh cta hinh chép ;
ABCDE .. : day ; ASAB,
ASBC, ... : la cac mat bén.

* Buodng cao cla hinh chop 1a
Goan vudng géc SH vé tu A
dinh S xudng ABCDE ...

S

2. Hinh chép déu )

Hinh chép deu la hinh chép céd

day la da giac déu va chan duong

cao la tdm duong tron ngoai tiép

cla day.
T4t cd canh bén cua hinh chop c.
déu bang nhau. A
Buong cao vé tu dinh clia mét <
mat bén goi la trung doan. '

3. Cong thac
{3 : dién tich day

. 1
* - — —
Thé tich : V = 3 Bh h : chidu cao

{
N
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* Dién tich xung quanh :

i ) : 1 - chu vi da
. Hinh chép déu : Sxq = 7 pd {3 . trung doa)rll

. Hinh chép thudong @ Sxq = tdng dién tich cac mat bén.

I

II. Hinh chép cut
1. Dinh nghia

* Hinh chép cyt 'a phan hinh
chép ndm gilla day va mét
thiét dién song song vdi day.

ABCD, AB'C'D’ : 2 day
Khodng céch HH' gilta
2 day la dudng cao cla
hinh chép cut.

*  Hinh chop cut déu 1a phan
ctia hinh chép déu ndm gilla
day va mdt thiét dién song
song vai day. ’

Trong hinh chép cut déu :
hai day la 2 da giac déu.
c4c mat bén la nhilng hinh thang cin bang nhau.
duding ndi trung diém 2 day cla 1 mat bén 1a trung doan.

2..Céng thic
* Thé tich :
1 , /BB’ A B, B’ : dién tich day
V's(B""B+ h { h : chidu cao

* Dién tich xung quanh cua hinh chép cut ddu

1 , p.p : chu vi2 day
_qu = (p +.P)9' { d : trung doan
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B. PHUONG PHAP GIAI TOAN

Vin dé 1 : Hinh chép tam giac

Trong cac bai toan v& hinh chop tam giac, ta ¢b thé chon dinh clia
hinh chép tly ¢ va vidc chon dinh thich hqp s8 gnup gidi bai toan
dé dang hon.

vipy 1
Cho hinh chép SABC ¢6 S8 = SC = BC = CA = a ; hal
mat (ABC) va (ASC) cling vudng géc véi (SBC). Tinh thé tich .~
clia hinh chop.

Giai
. [(ABC) 1L (SBC)
Ta c6 {(ASC) 1 (SBC)
» AC 1 (SBQO)

Chon A lam dinh hinh chép ta

ch :
1 v e
V = B-A(,xSsgc
_ 1 2V3 _ 2V
- 3% 4 V)
VIDUZ

Cho hinh 18p phuong ABCDAB'C'D’, canh a. L&yM € ABva
N €CD.Ching td rdng hinh chop B'A'MN co thé tich khdng doi.

Giai
Chon dinh hinh chép la M (hay N).
Ta ¢ :
Duidng cao cua hinh chop ké tr M dén (A'B'N) chinh la a
(vi cing la khodng cach tr A dén (A’'B’C'DY)). - ,
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i

. Dién tich clia tam gidc A'B'N

.
z
o

' 7 bing lz a’ (vi dudmg cao
t ,/
: / vé tir N dén A’B’ bing a).
! ! / :
A ; l/‘ / V3y .
v/ V(BA'MN) = V(MA'B'N)
,’ / = 3 a.z . a
) ‘
/ 1/ 1 3
/ =54
A oM e
vipy 3:
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Cho hinh chép SABC c6 (SBC) L (ABC) ; SA = SB = AB =
= AC = a, SC = b. Ching minh ring tam gi4c SBC vudng.
Binh tdm va bé&n kinh mat cdu ngoai tiép SABC.
Giai
Ta c¢6 (ABC) va (SBC) vudng goc
nhau theo giao tuyén BC.

Do d6 nfu ké : AH L BC (H la
trung diém BC) thi AH L (SBC)
Ma: AS = AB = AC

nén HS = HB = HC.

Viéy : tam gidc SBC vudng tai S
(vi trung tuyén HS bing nira canh
déi (mg).

Ta ¢6 AH la truc cta duimg tron (SBC).

Trong mat phing (ABH) ké dudmg trung truc d clha AB, &’ cit
AH tai O chinh la tim mjt cdu ngoai ti€p ASBC.

Ta ¢6 hai tam gidc vuong AEQ va AHB dong dang



AO _ AE _ AB.AE _ AB’

ach s AB T AH = A0 =""H T 2aH
ma BC? = SB? + SC? = 2% + b
2 1,2 _ 1.2 2
BH’ = ; BC’ = 7 (a +p)
_ R
AH = V AB? _ pH2 = Y3 - b

(ditu kien : b < av' 3)

Véay ban kinh mit ciu ngoai tiép SABC 1la :

2
R = a

AQ = —————=
\'3212—b2

BAI TAP TUONG TY

1. Cho hinh lap phuong ABCDA'B'C'D’ canh a. M, N Ia trung diém
ctia BC va CD. Tinh thé ctia. hinh chép AB'MN.

3
Dép s6 : —:~
2. Cho hinh chép SABC c6 cac canh bén d6i mét vudng goc.
Dién tich cAc mat bén fan luot bang 4a°, 6a 12a2 Tinh thé
tich cla hinh chop.
Dip s6 : 16a*

Vin d¢ 2 :  Tinh th& tich hinh ch6p va hinh chép cut (tinh
truc tiép)

Ta phai xac dinh dudng cao, tinh dudng cao va dién tich day.
(CBn xem lai cac bai toan xac dinh doan vudng gbc, khoang
cach, v.v. )

vioy 1 :
Cho hinh chop SABCD c¢é : day la hinh vuéng ABCD canh a;

(SAC) 1L ddy ; ASC = 90° va SA tao vai day 1 goc bang a.
Tinh thé tich cla hinh chop.
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Giai
* Ta c6 (SAC) L (ABCD) thco
giao tuyén AC, do do ké
SH L AC (H € AC)
thi SH L1 (ABCD)
N L
Véy : SAH = goc (SAddy) = o

* A vudng SAC cho : SA = ACcosa

A vubng SAH cho :
SH = SAsina = aV¥ 2 cosa.sina.

Vay thé tich hinh chop la :

V = % SABcD.SH = % a’ .av'7 . sina.cosa
Vv = a® V2 sin2a )

6

vioy 2:

Cho hinh chép SABC cd cac mdat bén ddi modt vudng goc va
cO dién tich 12 s1, s2, s3. Tinh thé tich ctia hinh. chép.

Giai
Ta c6: (SAB) 1 (SBO)

_ (SAC) L (SBC)

= SA 1 (SBO)

= SA L SBva SA 1L SC
Tuong tu : SB + SC.

Goi SsBc , Ssca , SsaB lin luot la
51,_sz,s3;tacé:

]

W W=

V(SABC) = V(ASBC) = - SspC.AS

s1.AS
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Tinh AS :

Ta c6 : -12- SASB = s3 m
lZSA.sc = 8 @)
(1) & (2) cho : % SAZSBSC = s31 %2

Viy : V(SABC) = 51 x

1
3 s1
viDu 3:
o NN
Cho hinh chop SABC c6 : BAC = 90° ; ABC = a ; SBC la
tam gidc deu canh a va (SAB) 1 (ABC). Tinh thé tich ctia hinh
chép.

: Giai
* Ta ¢6 : (SAB) L (ABC)
thco giao tuyén AB.
Ké SH 1° AB (H € AB)
» SH L (ABC)
Ta lai ¢6 : SB = SC
» HB = HC
Véy chin dudng cao H la

giao diém cta duong trung
truc cua BC va AB.

Goi I la trung diém BC, HI la trung tuyGn cﬁhg la duimg cao clia
tam giac can HBC nén :
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HB = =
Cosa 2cosa
2 2 32
Do dé : SH? = $B? — HB? = a* — —
4cos‘ a
2
= a2 (4cosZa -1
4cos” a
> SH = vV 4cos’a - 1
2cosa
* Trong A vuéng ABC ¢6: AB = BCcosa

AC = BGCsina = asina
R 1 1 2 .
nén : : SaBc = e ABAC = S5 a“ sina.cosa
Viy : V(S.ABC) = % SABC.SH

. 1.1 2 _a_ 3
’ = 37 a“.sina.cosx. Y. vf 4cos‘a 1
V(S.ABC) = 1 a.sina .V dcos’a — 1
Ditu kién dé bai toan co nghia :
4cos’a — 1 > 0 ¢cosa>—12—¢a<(»0°

vi DU 4 :
Cho t dién ABCD c6 AD = b va 5 canh con lai déu bang
a. Tinh thé tich clia t dién.
Giai
* K& CH L (ABD)
Ta co :
CA = CB = CD (= a) > HA = HB = HD
Vay H la tam duomg tron (ABD).
(H 1a giao diém cta 2 duong trung tryc cia AD va AB).
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*

Hai tam gidc vudng BEH va BIA
dong dang cho :

BH _ BE
BA = BI
BA.BE  BA?
= BH = =5 = 75
2
Ma Bl = az—-% nén
a2
BH = ————
\/4az—b'

Trong tam gidc vudng HBC cho :

CH? = CB? - BH? = 2% -

2 12
av3a® — b
v 4a® — b~

Viy : V(C.ABD)

0
|
2]
>
o3
o
0O
T
[

=—L ab\[3a2—bz

12

Ditu kitn d¢ bai toin co nghia : b < av/' 3.

vioys: ~
Cho hai hinh thang ABCD va ABEF vuéng tai A va B va nam
trong 2 mat phidng vuéng géc. Cho AB = 5a ; AD = AF =

= a; BC = 4a; BE = x . Dinh x dé ADF.BCE la 1 hinh
chop cut va tinh thé tich cua hinh chép cut nay.

Giai
* CD cit AB 1wi 1.
ADF.BCE 1a hinh chép cut khi EF qua 1.
EF qua I <«
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* Ta c6 : (ABEF) 1 (ABCD) thco giao tuyén AB.
BE 1 AB T

£
= BE 1 (ABCD)
> BE 1 BC C (ABCD)
/F Do d6 :
e 1 .
-7 SpcE: = — BCBE = 8° = B
I . )
- 5 ]
~
~ SADF = — a> = B’
) 2
‘ h = AB = Sa (vi AB L (ADF))
Viy:  V(ADF.BCE) = %h B8 + B + VBB)

- 1 2 .
:;a.(8a2 + = a’ + 2a°) = 35 .

2

(SR

8AI TAP TUONG TLf
1. Cho hinh chop SABC cé cac mat bén db6i mdt vubng goc va
BC = a; CA b ; AB = c. Tinh thé tich cta hinh chép.

Dép s : V = \/%(b?+c2—a2)(c2+a2—b2)(az+b2—cz)

1

6

2. Cho hinh chép SABC, day la tam giac déu ; tam giac SBC cé

duong cao SH = hva (SBC) L (ABC). Cho biét goc [SB,(ABC)]

= a va goc [SC,(ABC)] = 90° — a. Tinh thé tich cla hinh
chép.

n? V3

4o s6 = —

Dap o6 v 3sin? 2¢

Vin dé¢ 3 : Hinh chép déu

Cin nhd 2 dic diém :
* Chan dudng cao |a thm dudng trdn ngoai tiép clia day (hay cac canh
bén bing nhau).

* Pay 1a 1 da giac ddu.
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vibu 1 :
Cho hinh chop tu giac deu SABCD, c6 chidu cao h, goc &
dinh cla mat bén bang 2a. Tinh dién tich xung quanh va thé
tich cta hinh chop.
Giai
Goi 1 l1a trung difm
cia BC va dat canh
day bing 2x . Ta ¢6 :
1
HI = ) AB = x .
SI vira la phan gidc vira
la dubmg cao cla tam
giac SBC nén :
Ny | = Blcotga
= xcolga.

A vudng SHI cho :
SI2 = SH?2 + HI?

xz.cotgza = K + %
Vay . X = ..—‘—llq_._A__
. ‘/zotgza -1

Ditu ki¢n dé bai todn cO nghia :

2 ' z
colg’a > 1 e cotga > 1 0 < a <

4
Viy
2 ey
qu = lzpd = l (8X).\'C()lga = 4x2 C()[ga = —4_}1.;(’.0_1}.»(,
2 cotg"a — |

1 3
V = — Sancp « SH = 1 (43)h = __..__‘2‘_}_‘_____

3 3 3(cotg”a ~ 1)
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viou 2: :
Cho hinh chép SABCD c6 tit ca cac canh bdng nhau. Ching
minh rdng SABCD 14 1 hinh chép d&u. Tinh canh cla hinh chép -

nay khi thé tich cla né bang 5

Giai

* Ta c6 ngay ABCD la 1 hinh thoi (vi ¢6 4 canh bing nhau).
Goi H la tim hinh thoi. Ta ¢cé:

SH L AC (1)
(ASAC can : trung tuyén ciing
12 dudng cao).
Tuong tu :

SH 1 BD (2)
(1) va (2) cho :

SH L (ABCD)
=» HA = HB = HC = HD

Véy hinh thot ABCD 1a 1 hinh
vudng va SABCD la hinh chop

deu.
* Dat canh cha hinh chop bing x , ta ¢o :
_ ﬂ ar L 9 xV' 2 \2 Xy 2
HB_2 > SH = x—-<2>__3

Vay thé tich hinh chop nay la :

oo

V(SABCD) =% xz.%g
(.3‘
Va ta ¢o : )d,,ﬁ 2%)(3__2@ e x = 3a
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¢ vipu s3:

=

Cho hinh chop tam gidc deu SABC. Khoang cach tu A dén
(SBC) bang d va goc [AB,(SBC)] = a. Tinh thé tich va dién

tich xung quanh cua hinh chop.

Giai

* Xdc dinh d va a
. Goi | la trung diém
BC. Ta ¢6 :
BC 1 (SAD)
(vii BC 1 Al va
BC L SI).
. Ké AK 1L SI
Keb
va AK 1 BC
(vi BC L (SAD)
nén AK L (SBC) :
AK = d la khodng
cach (r A d¢n {SBC).

. Ta lai co : BK la hinh chicu cia AB trén SBC
ABK = a la goc cia AB va (SBC)

* Tinh V.
Ta ¢6 : vV = % Sapc.SH.
. Tam gidac vudng ABK cho :

sinazé—K~~ > A:QAJ.(.._.L
AB sina  sinc

2 2 -

Do do : Sapc = AB V3 -4 \{7

: 4 4sin” a

. Hat tam gidc vuong AKI va SHI dbng dang cho :



SH SI
AK ~ Al M
1 1 ABV3 dv3d
Ma:HE =3 Al =3 =5~ = Geina
mee e e et e 2
st = Vs + HiE = /)8 + 3", - (dat SH =x)
36sin" a
2
)(2 + —-—39'—2—‘-— .
(1) thanh :’;— = d\/%() M T o 9 = 128sin%a + &
2sina
, ‘
Wy : X = d —  va SH = d
3(3 - 4sin"a) vV 3(3 - 4sin” )
Do d6
vl V3, d - @’
3 4in’a \/523 - 4sinT;) 12sinfa V3 — dsinla

Picu kien d¢ bai toin co nghia :

3 — 4sine >0 < sina < !—73 o a <60°
* Tinh Sxq -
T'd Cé qu = 3 SSB(
5 o1 . X Lo 3V
ma V = 3 AKSspe nén Sspe = 2K
9
9V 3d-

Va ! S = = .
’ " d 4sinfa V3 - ‘4sinE a

BA! TAP TUONG TV

1. Cho tu dién dBu canh a. Tinh thé tich cta t dién.

a®v?Z
12

Ddp s6 :
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2. Cho hinh chop tam giac deéu SABC, canh bén bang a, goc 0
dinh cla mat bén bang 2a. Tinh dién tich xung qguanh va thé
tich cta hinh chép.

Dépsd:Sungi—%m?ﬁ;v=

[ATE

a® sinZa vV 3 — 4sin’a .

Vin £¢ 4: Hinh chép cyt déu

Ngoai cidc dic diém cla hinh chop cyt d8u, cin chi ¢ dén cac
duong thudng ké thém khi tinh toan dudng cao, trung doan.

vipu 1
Cho hinh chép cut déu ABCD.A'B'C'D’ cd canh day lon 3a,
canh day nhd a va géc d ddy cia mat bén 1a «. Tinh dién
tich toan phan va thé tich clia hinh chép cut.

Giai
* Goi OO va II’ Ian luat la
duong cao va trung doan
hinh chop cut dcu.
Ké CH L BC (H € BO)
Taco: CH = 1II

A o -
va IH = IC 3
Suyra CH = a
va CH = atga.
1 .
1 2
= (43a + 4.a).atga = 8a° tga.

Sip = 8a’ tga + 92 + a’ = 2a° (4ga + 5)
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* K& I'’K 1 (ABCD) (K // OO’ va YK = 0OO0). Ta ¢6 :

'K = v 1r? - 1k?
5. IK = oo 38 _a
Ma:IK = Ol - OT = = 5 =a

Do d6: 00 = I'K = av tga — 1.

Vig: V= %h(B + B + VBB)
(voi h = OO0’ ; B = SaBcp ; B = SAamcD)
LV of e )
23 PO —
= 1327 v lgza -1
3
Dicu kien d€ bai todn co nghia : lgza > 1 e % <a < -725
vioy 2:

Cho hinh chiép cut déu ABC.A'B'C’' ¢o : canh I6n 2a ; mat bén
hop véi day 1 goéc a ; mat phdng AB’C’ vudng goc véi (BCC'B')
Tinh thé tich hinii chop cut.

Giai
* Goi 1, I trung diém cla BC,
- B'C. Ta ¢b :
AN All’ = a la goc [(BCUB);(ABO)]
I . Ta ciing ¢6 :
ABC la tam giic cén
(AB’ = AC) nén A" L BC.
4 : (AB'C’) L (BCC'B') theo
giac tuyén B'C’, nén :
Al' . (BCOR)
. Goi O la.tdm cua vong tron
ngoal Udp (ABC), (ABC) va ké




“PK L (ABC) (K // 00" va 'K = 00"). Ta 6 :
' = Alcosa av 3 cosa
I'K = Il'sina = aV 3cosa.sina.

IK = Wcosa = av 3 cos’a

Ma: OFP = OK = OI - IK = “‘;_3 - av 3 cos’a
= 9—;——% (1 - 3cos’a )
AT = 30T = av 3 (1 — 3coska),va Al = §L7ﬂ
-~y "0 ’
nén B'C = ﬁ% = 2a(1 — 3cos’a )
* vVay: Vv :% h(8 + B + VBB )
2 ”i 32 ¥
vin h = I'K : B = E(:.__V_: ; B = E_(_:___[é
4 4
v o= 3 (BC* + BC? + BCBC)

BAI TAP TUONG TU
1. Cho hinh chop cut déu ABC.A'B'C’, canh day i6n 3a, canh day
nhd a, géc 0 ddy cla mat bén 1a a. Tinh dién tich toan phan
va thé tich cda hinh chép cut.
2. Cho hinh chdp cut déu ABCDABCD' ¢b : géc  gilla mat
bén va déay ia a ; dudng cao 1a h va duong chéo AC = d.
Tinh dién tich toan phan cta hinh chdép cut.

Vin &¢ 5 :  Tinh thé tich cua mét khéi da dign

Ta xem khdi da dign ia tdng hay hiéu nhidu khéi don gian (hinh ling
try, hinh chop).




viby 4 :

*

Cho tam gidc ABC c6 dién tich s . Ké AA’ |, BB, CC' vubng
gbc voi (ABC) va O vB cung mot phia d8i v6i ABC. Cho
AA' = a , BB = b, CC =c (@ < b < c). Tinh thé tich
kh&i ABC.A'B'C'.

Giai

* Qua A’, k¢ mit phing song song
vai (ABC), cit BB’ tai E, CC i F
. Thé tich kh6i ABC.A’B'C’ bing thé
tich hinh liang tru ABC.A’EF cong
thé tich hinh chop A’EFC'B’.-

*Ta co :
V(ABC.A’EF) = SABC.AA’ = as

*Ké A'H L EF (H € EF) (1)
Vi (AEF) // (ABC) nén
BB L (AEF) = BB’ L ALl (2)

(1) va (2) cho : AH L EFCB.

1
Serer « A’H

Do d6 : V(A’EFCB’) =

3
L L Es + FO)EFAH
3 (BB sk

Ma : -15 EF.A’'H = SpAeFr = Sapc = s ; VAEB = b — a;
CFP =c¢—-a nén:
V(A’EFC'B") = ‘;— s(b + ¢ — 2a)

Nhur vay :

V(ABCA'B'C) = as + %(b + ¢ - 2a)s = -;—(a + b+ o)



Ghi chi :
Khéi ABCA'B’C’ goi la hinh ldng tru cut tam gidc va ta c6 thé
chiing minh duoc cong thitc tinh thé tich sau

V((ABC.A’B'C’) = -:1;(0 + b + ¢)si

vGi a, b, ¢ 1a 3 canh bén va s1 la dién tich thiét dién thdng gic véi

canh bén.

vipu 2 :
Cho hinh lang try tam gidc déu, canh day bidng a, canh bén
bang 2a. M. E 14 trung diém cla BB’ va BC. Mat phdng A'ME
chia hinh lang tru thanh hai phan. Tinh thé tich hai phan do.

Giai .

* A'M cit AB tai N vdi A ¢
BN = a (vi BM // AA” va N
BM = 17 AA). \

NE cit AC tai F .

Vay mit phing A'ME cit
lang try thanh hai phin :
A’'MEFAB va A’MEFCC'B".

* Khéi A'MEFAB c6 (hé tich
bing hi¢u s6 thé tich cta hai
hinh chép A’ ANF va

M.BNE.

. Ta ¢o : |
V(AANF) = % SANPAA" = 3+ = ANAFsinf0® « AA” .
V(M.BNE) = % SeNiEMB = %lz BN.BE.sin120° x MB.
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. Tinh AF

c Ké  BK //AC. Ta ¢6 :
1
2
BK = CF  (vi AECF = AEBK)

BK = AF (dubmg trung binh)

Dod():AF=2CF=~§-AC=§a.

* Vay : V(A'MEFAB) = V(A.ANF) — V(M.BNE)
_ 1,22 V3 1 av3
6 3002 6 202
v3 .. 3 3 13a3\/§7
= gy (647 = 3a7) = =5

va V(AMEFCCB’) = V(ABCAB'C’) — V(A’'MEFAB)

VI BPVI 238 V3
S 72 T mn

BAI TAP TUONG TV
i. Cho hinh lang try tam giac d8u ABC.A'B'C' canh day a, canh
bén 2a. E, F la trung diém clia A'B’ va A'C’. Mat phang (BCEF)
chia iang tru thanh hai phan. Tinh thé tich phidn khdng chua
diém A.

2. Cho hinh 1ap phuong ABCD.A'B'C'D’ canh a. E, F la trung diém
clla BC va CD. Mat phdng (A’EF) chia hinh idp phuong thanh
hai phan. tinh thé tich cla 2 phan nay.

Hudng dén :
Budng thing EF cit AB tai | va AD tai J . Xét hinh chap A'AlJ .
7a R

Dép sé . 4 VA T .

~
fovd
o



Vin dé 6 :

Tinh thé tich hinh chép (tinh gian tiép)

Ta thudng phai so sanh dudng cao, dién tich ddy clta hinh chép
phdi tinh v&i mdt hinh chop da biét (hay d& tinh toan hon).

viou 1t :

Cho 1t dién ABCD c6 thé tich bang v. M, P 1a trung diém cla
AB va CD. N € doan AD va DA = 3NA. Tinh thé tich ti dién

BMNP.
Giai
.Ké CH 1 (ABD)
PK 1 (ABD)
Ta c6 : PK = —15 CH
(dudmg trung binh)

. Goi NN’ | DD’ la céc
duong cao trong tam giac
NBM va DAB |, ta ¢6 :

1
— NN’.BM
SNBM _2 B
SpAB L phpy AR
5 .
Ma : .
NN _NA _ 1 wBM _ 1
DD’ DA 3 AB 2
nén - Ssev _ 1 1 1
) SbAB 3 2 6
vy :

1
V(P.BMN) 3

V(D.ABC) 1
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Do d6 : V(BMNP) = ]13 V.

vipy 2:
Cho hinh chép S.ABC. Trén cac dudng thdng SA, SB, SC lan
luot 18y cac diém A, B’, C. Ching minh rang :

V(S.ABC) _ SA.SB.SC
V(S.ABC) =~ SA.SB.SC

Giai ,
. Ké cac duong thing
AH 1 (SBC)
AH L (SBC)
Ta ¢6 :
AH _ SA’
AH ~ SA
. Ta lai ¢o
L sp sc '.B/’;;E:’
SSB’C’ _ 2 . . Sin
Ssic "li SB.SC. sinBSC
_ SB'.SC
~ SB.SC
Vay :
1 b y . - . "
V(S.ABC) V(A’.SBC) 3 AR -Ssec saspse
V(S.ABC) =~ V(A.SBC) 1 ~ 7 SASBSC
( ) ( ) 3 AH - Ssic
Chit y :

Cong thitc trén co thé ding dé so sanh thé tich hai hinh chop tam
gidc c6 chung dinh va chung canh bén.
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e VvibDyua:
Cho hinh chép S.ABCD c6 thé tich la v , ABCD la hinh binh

hanh ; M 1a trung diém ctia BC va G Ia trong tam tam gi4c
SCD. Tinh thé tich tU dién S.AMG.
Giai

Hai hinh chop S.ABCD va
S.AMG rdt khé sc¢ sanh. Ta
dung hinh chgp S.AMN lam
trung gian dé so sanh (N la
trung diém cla CD).

* Hai hinh chop S.ABCD
va S.AMN c¢é6 chung
duimg cao h. Ta so sinh
SAMN va SABCD.

Ta co :
1 .
SAapM = 1 Sascn
= SADN
SCMN = 7 SABCD

8

3
SAMN = SABRcD — (SABM + SADN + ScMN) = ] SABCD .

Do do :

1
V(S.AMN) _ 3 h.Samn

LN =3 (1)
V(S.ABCD) ~ 1, o 8
3 DABCD

Chon tam giic SAM lam ddy chung cia 2 wr dién S.AMG va
S.AMN. V¢ NN’ 1 (SAM) va GG’ L (SAM).

Ta co :
V(G.SAM) GG’ Ssam

_ GG _ sG
V(N.SAM) - -

NN’ SN

W = [
w9

NN’ . SsaM
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\ . V(GSAM) _ 3 2 _
Mva@cho: GoiBeD) = 8 3

Vay : V(S.AMG) = ”]Z v.

BAI TAP TUONG TU
1. Cho hinh chép SABCD c6 thé tich 1a v ; ABCD la hinh binh
hanh. M, N, P 1a trung diém clta BC, CD, SD. Tinh thé tich td
dién AMNP.

2. Cho hinh hép ABCD A'B'C'D' c6 thé tich bang v. M, N, P, Q
la trung diém cla AB, BC, CD va CC'. Tinh thé tich tu dién
MNPQ.

Vin d¢ 7 :  Tinh thé tich bdng cach su dung céng thuc :
V(S.AB'C’) _ SA’.SB'.SC (1)
V(S.ABC) = SA.SB.SC

Chn nhé rling ta chi ap dung cbng thic (1) duge cho nhiing hinh
chdp tam gidc cé chung dinh va chung canh bén.

vibu1:
Cho hinh ch6p S.ABCD c6 ABCD la hinh binh hanh. M € canh
SA va %"f = x . Tinh x dé mat phdng (MBC) chia hinh chép

thanh 2 phan c6 thé tich bang nhau.
Giai
Ta ¢6 BC // AD nén (MBC) cit SAD theo giao tuyén MN /7 BC.

* Ta ¢o :

V(S.MBC) = SM.SB.SC _
V(S.ABC) = SA.SB.SC
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Ma:  V(S.ABC) = iZV(s.ABCD) - %v
(vi hai hinh chép nay c6 chung dudng cao va SABC = 12 SABCD)

Do dé : V(SMBC) = — vx

Y

Tuong tu :
V(SMCN) _ SMSCSN _
V(S.ACD) SA.SC.SD
. SN SM
(" sp=5a = %)

P

=» V(SMCN) = lz.‘:'.v

Ta lai c6 :
V(S.MBCN) = V(SMBC) + V(S.MCN) = —lz—v (x + X2 )

Mit phing (MBC) chia S.ABCD thanh 2 phin c6 thé tich bing

nhau thi ¢é :
V(S.MBCN) = 12 V(S.ABCD) = —%v.
= x + ¥ =1 < x2+x—1=0
o x=_"_1‘2"________‘/—5— (i x >0)
¢ Vioy2:

Cho hinh chép S.ABC : M € canh SA , N € canh SB sao cho
SM _ 1 SN
MA ~ 2’ NB
v6i SC cét AC tai E, BC tai F .
a) Chung minh rdng AB , MN , EF ddng quy tai | . Tinh
, Bl
ti sd BA
b) Mat phing a chia hinh chép thanh 2 phin. Tinh ti s& thé

tich cia 2 phan nay.

= 2 . Mat phdng « qua MN va song song
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Giai
a) Chitng minh AB, MN, EF dbng quy
MN cit AB tai I. Ta ¢o :
I € MN > J€a
1€ AB~ = IC (ABC)
Do d6 : I € giao tuyén EF clia a va (ABC).
Vay AB, MN, EF ddng quy tai I

*Tfnhg;l{

Goi L la trung diém cla SN
.Tacé: SL = = SN = NB

2
SM SL 1
Do dé: o) =g = 3
‘ ., ML _ 1
=» ML // AB va AB = 3

. Ta ciing c6 :
AMNL = AINB (g.c.g)

> BI=ML=—31-AB.

b) Tinh d 58 thé tich

a // SC nén cét (SAC) theo
ME // SC.

Tuong tu : NF // SC.

* Goi Vi la thé tich khi
MNFEAB. Ta c6 :

Vi1 = V(AMEI) - V(B.NFI)

. Hinh chép AMEI va hinh
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chop ASCB ¢6 dinh chung va canh bén chung nén :

V(A.MED) _ AM.AE.AI M
V(A.SBC) = AS.AC.AB

Ma AE _AM 2 Al _ 4
AC  AS 3’ AB 3
Al _ AB + BI 1
(MaB="ap =1%3)
nén : .
VA.ME) 2 2 4 _ 16
V(A.SCB) 3 3 3 = 27
hay V(AMEI) = ;—f’, v v v = V(ASCB)

. Tuong tu , hinh chép B.NFI va hinh chop B.SCA c¢6 chung dinh
va canh bén, nén : '
V(B.NFI) ~ BN.BF.BI 1 1 1 1
V(B.SCA) ~ BS.BC.BA  * 3 3 27
1

hay : V(B.NFI) = 7 V-
16 1 1 5
* Véy: V1=27 —--27v=-i%v=-9-v
va V2 = V(MNFECS) = V(S.ABC) — V;
R S
S VTV =gV
.oV _ 4
Do d6 : v =5

BAI TAP TUONG TU
1. Cho hinh chép S.ABCD c6 thé fich bang v , ABCD I3 hink binh
hanh. M € canh SA va 5i = 2 Mat phéng (MBC) cét SD

tal N. Tinh thé tich khéi (ABCDMN).

. 4
Dép s6 : s v
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¢2. Cho hinh chép S.ABCD. ABCD Ia hinh binh hanh va | 3 trung
diém cta SC.
a) Chung minh rdng Al qua trong tdm G cla tam gi4c SBD.
b) Mat phing qua Al va song song véi BD chia hinh chop
thanh 2 phan. Tinh ti s8 th& tich 2 phan nay.

Hudng dén
a) Goi O la tdm hinh 1binh hanh. SO, Al 13 trung tuyén cla ASAC.
b) Ti s8 thd tich Ia 2

Vin && 8 :  Dung thé& tich dé ching minh mdt hé thic

vipbu1:
Cho t dién ABCD va diém M & trong. AM cét (BCD) tai A’ ;
BM cét (ACD) tai B' ; CM cét (ABD) tai C' va DM cét (ABC)
tai D'. Chng minh rang :
V(MBCD)  MA’

V(ABCD) ~ AA’

. MA MB' MC Mo

va suy ra : a t Be T cC + oD 1.
Giai

*Vé AH L1 (BCD)
MK L (BCD). (MK // AH va
3 diém A’ , H, K thing hang).

Ta c¢6 :
1 MKk.s
V(MBCD) _ 3 PP
V(ABCD) % AH . Sscp
- MK _ MA
AH ~— AA’
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* Tuong ty , ta ¢6 :
V(M.CDA) _ MB’ = V(M.DAB) _ MC
V(ABCD) =~ BB’ ’  V(ABCD) CC

V(M.ABC) _ MD’
V(ABCD) DD’

va

Viy :

MA’  MB , MC , MD’
ar "B Y co oo T

_ V(M.BCD) + V(MCDA) + V(M.DAB) + V(M.ABC)

V(ABCD)
_ V(ABCD) _
~ V(ABCD) =
vipu 2: ’ :

Cho hinh chép ti giac deéu S.ABCD. Mot méat phang céat cac
canh bén SA, SB, SC, SD tai A", B, C, D'. Ching minh hé
thuc :
1 1 1 1
sv tsc T“sm tap (1)
Giai
(1) & SB’SC’.SD’ + SA'SB'SD’ = SA’SC.SD’ + SA’SB’.SC’ (2)

* Goi v la th tich hinh chép SABCD va 1 1a canh bén.
X¢ét hai hinh chop S.B’C'D’ va SBCD , ta ¢6 :

V(S.BCD) _ SB’.SC'.SD’
V(S.BCD) ~ SB.SC.SD

Ma:  V(SBCD) = 12 V(S.ABCD) = izv
va SA =SB = SC = SD = |
nén V(SB'CD) = SB'.SC.SD’ » -;—3-
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Tuong tu :

V(S.A’B'D’) = SA’SB’SD’ & E‘f;
V(SACD) = SA’SC.SD’ « 5%3—
V(S.A'B'C) = SA'SB'SC’ -2%

* Tacing 6 : V(SABCD) = V(SBCD) + V(SABD)

‘ = V(S.ACD’) + V(S.A'B'C)
Evﬁ (SB'SCSD’ + SA’SB'.SD) =
_Y__
2183
Viy : SB'SC’SD’ + SA’SB’.SD’ = SA’SC’.SD’ + SA’SBSC
H¢ thiic (2) duge chimg minh nén (1) duge chimg minh.

nén

(SA’SC’SD’ + SA’.SB’.SC)

BAI TAP TUONG TV 7
1. Cho ti dién ABCD va M 1a 1 diém o treng tam gidc BCD. Ve
MB' /j AB (B' & (ACD)) ; MC' // AC (C' € (ABD)) ; MD' // AD
(D' € (ABC)). Ching minh rang BM va AB’ cét nhau trén CD
4 VIMACD) _MB'
"~ V(BACD) BA
MB  MC | MD

Suy ra rang : B " ca t oA "~ !

4 2. Cho hinh chép tam giac ¢ddu S.ABC , duong cao la §Q. Lay
O’ € SO. M8t mat phang luu ddng qua O’ va cét SA, 8B, SC

tai A', B, C. Ching minh ring §1E + o + = = 1 hing sb.
Hudng dén :

sB'  sC
Phéan tich Vouge = Veoae + Vsome T Vsoow § tUong ty vii Vg,ge

v . omr oy
L soas _ SA'.SB'. SO 350
vading 3= = SAsB.so Mg 8 beng g Fes

230



Vin &2 9 : Dung thé tich dé tinh dudng cao hay dién tich day

Xét cbng thic V = -15 Bh. Trong mdt s6 trudng hop ta cb thé biét

|V va B dé dang (hay V va h) nén sé suy ra dugc h (hay B).

viou1:
Cho hinh ch6p S.ABC c6 cdc mat bén d&u la tam gidc vudng
dinh S va SA = SB = SC = a. Tinh khodng cach tuU S dén

- mét (ABC).
Giai.
* Tacd ;-
V(S.ABC) = V(A.SBC)
= 1 sA. —12— SB.SC

as .

Afr W

Ta lai ¢6 ABC la tam giac deu
canh av' 2 (vi cic tam giac SAB,
SAC, SBC vudng can)

_ @2y v3 _atv3
4 )

* Véi SK la khodng edch tir S dén (ABC) , ta cﬁng co :
V(SABC) = 3 SacSK.

nén Sanc

Viy :
3.1, 3
sk = 3VEsaBO) 76 T a3
SAnBC 2 V3 3
2
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e vibuya:
Cho hink l8p phuong ABCD.A'B'C’'D’ canh a ; M, N la trung
diém clGa AB va C'D'. Ching minh rdng A'MCN Ia 1 hinh thoi
v& tinh khodng cach tu B’ dén A'MCN.
Giai

* Chitng minh A’'MCN la hinh thoi .
Taco: AM = AA + AM

o, A
Y v ¢ NC = R& + €©C
E i\ Ma AA = CC va
vl L AW ¢« AN = NC (= 3AB),
'\‘T / B’ “\ —_— —
\ ?\\# \ . nén : A’M = NC
YA S Do do A'MCN Ia hinh binh
N S TRV P P hi
x / e anh.
s \ / ,/'/ Ta ciing ¢6 :
/ AM = AN = 23
A M B 2

Vay A'MCN la hinh thoi.
* Tinh khodng cdich it B’ dén A’MCN
. Ta c¢6 :
V(B.A'MCN) = 2V(B'.A'NC)

(Vi c6 chung duomg cao vé tir B’ va SAMCN = 2SA'NC)
Ma : V(B.A'NC) = V(CA'BN) = % SasN x CC = %% a
a3
nén  V(B'.A'MCN) = 3
. Ta ciing c6 : SpMeN = lz A’CMN
Ma : MN = BC = av¥ 2 (vi MBC'N la hinh binh hanh)
AC = av/3 (duong chéo hinh iap phuong)
2 4 ’
nén SAMCN = 2 2‘/’ 6
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1

. Ta lai ¢o :i V(B’.A'MCN) = 3 SA'MCN « B'H
(véi B’H la khoang céach tur B’ dén A'’MCN).
Viy :
pH - VEAMCN) & _ a6,
SA'MCN a2 ve 3
2
¢ viby 3:

Cho hinh chép S.ABC , d4y 13 tam giac d8u canh av' 3 dudng
cao l1a SA = a. Mat phang qua A va vudng géc vai SB tai H
cét SC tai K Tinh SK va dién tich cla tam giac AHK.
Giai
* Tinh' SK :
Ta ¢6: SB = SC = 2a.
Tam- gidc vudng SAB cho :

SA? = SH.SB
SA? a
= SH = S8 " 2.
Tam gidc vuong SHK cho :
: SH
SK = cosBSC

Tir h¢ thic :
P
BC? = SB? + SC? — 2SB.SC.cosBSC , ta ¢6 :

8a 8
a

vay: sk - 2 -2
8
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* Tinh SAHK : _
V(SAHK) _ SA.SH.SK

Ta c6 - ~1.2_ 1
" V(SABC) = SA.SB.SC 4 510
1 1 V3P V3 a V3
ma : V(SABC) = 3 SABC.SA = 3 2 L2 ="
3
nén V(SAHK) = %3-
Ta ciing ¢6 :
V(SAHK) = —;- Sank.SH |
V(SAHK 3 lv3
Vay - SAHK = 3 (Sf:{ ) _ 3a V3 _ 3" V3,
40 -2 20
2
¢ viDy a:

Cho hinh chép S.ABC c6 SA L (ABC) ; ABC la tam giac dau
vdi AS = AB = AC = a M la trung diém cla BC va MD 1
phan giac trong clia géc SMA. Ching minh ridng trén MD c6
1 diém cach d2u 14t ca cac mat cla hinh chép (tdm mat ciu
ndi tiép). Tinh ban kinh cltia mat ciu nay.

Gidi
* pé y riang :

. (SAM) la mit phéin gidc clha nhj
dién canh SA, )

. (BCD) 1a mit phan gidc cia nhj
dién canh BC,

K¢ mit phén giic (a) cla nhi di¢n
cank AB, (a) phai cit MD tai I (vi
M, D ¢ 2 bén ()). Ta c6 :




(vi I € mat phan gidc cia nhi
di¢n BC)

d[I,(SAB)] = d[I(ABC)] = r (vi I € mat phan giic (a))
d[I,(SAB)] = d[I(SAC)] = r (vi I € mit phan giic (SAM))
Vay I cach dtu b6n mit cia hinh chép S.ABC.

i
-

d[1,(ABC)] = d[L,(SBO)]

* Ta c6:
V(S.ABC) = V(IABC) + V{LSBC) + V(LSCA) + V(LSAB)

1 . )
=3 r (SaBc + Sspc + SscAa + SsaB)
Vay r = SV(SABC) o
Stp
3
Ma : V(S.ABC) = 1 SASapc = 1.3 v3
3 3 4
1 1
SsBc = 5 SMBC = 7 @ v T
{(vi SM = Vv SA? + AM? =34£‘/_i )
SsAB = Ssac = -12- a2
nén
a3 V3
4 av3

r = = e
2 : 4+ V3 + V7T
—:—(\f?+s/7+2+2) | ,

“ Chi y :  Khi 6 hinh cdu ngi tiép, ta c6 thé ding cong thirc (1)
dé tinh ban king cila kinh cdu ndi tiép ndy.

BAI TAP TUONG TU
1. Cho hinh 13p phuong ABCD.A'B'C'D’ , canh a. Tinh thé tich t
dién BDC'B’ va suy ra khoang cach tu B’ dén mat (BDC)).

Dép s6 : V(BDCB) = —— V& h = =%
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2. Cho tif dién ABCD cb6 thé tich v; M € AC ; N € AD ;

PeBDsaocho:—-——:FA-=b—B—=§:

Cho biét khodng cach ti D d&n (MNP) bing h, tinh dién tich
tam gidc MNP.

4

4y
7 Vv Sune =

Hudng dén : V(M.DNP) = oh

C. TOAN TONG HQP

i. Cho tir dién ABCD c¢c6 AB = CD = a ; AC = BD = b ;
AD = BC = c.

a) Ching minh rdng doan ndi trung diém cac cap canh déi
1A doan vudng goc chung cla c2p canh d&i dé.

b) Dinh tdm va tinh ban kinh mat cu ngoai tidp ti dién.

c) Qua cac dinh B, C, D an lugt ké cac dudng thiang song
song véi CD, BD, BC ; ta duoc tam giac MNP. Chiing minh
rdng hinh chop AMNP c6 3 mat bén vudng dinh A. Tinh
thé tich hinh chop A.MNP va suy ra thé tich t& dién ABCD.

Giai
a) Chimg minh IJ la doan vudng géc chung clla AB va CD .
- Goi I, J 14 trung diém cia AB
va CD. Ta ¢6 :
Al = BJ

(i AACD = ABDC (c.c.0)) .
Tam gidc JAB cin nén (rung‘
tuy*n JU ciing 1a dwomg cao :

JI 1 AB.
Tumg ty: W 1 CD
Véy IJ la doan vudng goc chung
cia AB va CD.
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Chimg minh twong tw cho cic cip canh d6i khic.
b) Dinh tém va bdn kinh mdt cdu ngoai tiép ABCD
Goi O la tAm m3t cau ngoai ti€p ABCD. Ta ¢6 :
OA = OB <« O € mit phing trung truc (%) cia AB
OC = OD < O € mit phing trung trec (x) ciia CD.
Viy O € giao tuyén cia () va ().
Dé y ring 1J vira ndm trong (), vira ndm trong (7’) nén 1J la giao
tuyén cda (7) , (r).
Do d6 : oOe€en.
Tumg tr: O € IY  v4i I, ¥ la trung diém ciha AD va BC.
Ta lai ¢6 : r = 7J =—1£ BD
Do d6 IP'J)’ la hinh binh hanh, va IJ cat I'J’ tai trung di€m O cla
mdi dudng,
Véy tim O la trung diém 1J .
Tinh bdn kinh :

2

Ta ¢6 : AC? + AD? = 2AJ +9‘2—)—
> A% = [ 2AC* + ADY) - CD? ]

=% [ 2% + &) - &% ]

Trong tam giac vudng AlJ c6 :
u? = AP - AP

Tl + A -] -

a

&=

I 2 _ .2
—2(b+c a®)

Trong tam gidc vudng AIO ¢6 :
0A% = OF + 1A% = 7 117 + JA?
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_ 1.2 2 2 1
—8(b+c a)+4a

=%(a2+b2+c2)

Vay ban kinh mit ciu ngoai ti€p ABCD la :
R=i— \/2(a2+b2+c2)

s ~~ ~~
¢) * Chimg minh MAN = NAP = PAM = 9
Ta ¢6 : DN = BC = ¢
(vi DNBC 1a hinh binh hanh).
- Tuong ty : DM = BC = ¢,
Viy : DA = DM = DN :
AMAN ¢6 trung tuyén bing
nira canh d6i di¢n nén vudng
tai A.

Tuomg y :
NAP = PAM = 90°
* Tinh V(AMNP)

Tacé MA L (NAP)
(vi MA L NA va MA 1 PA)

1 1 1
3 SaNP-MA = 3 2 AN.AP.AM

Dit AM=x;AN=y;AP=z.Taco’:

Do d6 : V(M.ANP)

2 + ¢ = 42 (AAMN wiOng : AM? + AN?> = MN?)
Y + 2% = 4a®  (tuong tu)

2+ X = 4’
> L+y+2 =22 +b+)
> Z=2@+b0-c%) ; =200+F-2a?d ;

y2=.2(c2+a2-—b2)
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Viy :
V(AMNP) = % Xyz

=% Vep? + & — )& + o - )@ + b - &)
* Tinh V(A.BCD) :
Hai hinh chép AMNP va ABCD c6 chung duimg cao va
SBCD = % SMNP  (ABCD ~ AMNP va ti s6 dong dang Ia —12— )
Vay : .
V(A.BCD) = —1— v(AMN)

= —fs(b’ + 2 - )P + a® - bD)@ + b - ).

2. Cho hinh chép S.ABCD ; ABCD 1a n(a luc gidc déu (AB =
BC = CD = DA = a). budng cao cla hinh chép 1a SA =
av 3 . MOt mat phing qua A va vudng gbéc voi SB cét SB,
SC, SD tai B, C', D-.
a) Ching minh rdng AB'C'D’ néi ti€p duoc.
b) C'D' cét CD tai I. Ching minh rdng Al L AB. .
c) Tinh thé tich hinh chép S.AB'C'D. Suy ra dién tnch clia
AB'CD'.
' Giai
a) Chimg minh AB’C’D’ noi
tiép duoc
Ta ¢6 :
AC L SB
(i SB L (ABCD) (1)
Ta ciing ¢6 :
BC 1 (SAC)
(Wi BC L AC va BC 1 SA)

> BC L AC C (SAC) (2)
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(1) va (2) cho:
~ AC L (SBC) = AC 1PBC
Tuong tw: AD’ 1L B'D’.
Véiy AB’C’'D’ ndi ti€p trong duing tron dudng kinh AB’.
b) Chung minh Al 1L AB
(ABCD) 1 (SAB)

(A’BCD’) 1 (SAB) D SB = Al L (SAB)
(ABCD) N (AB'CD’) = Al :
Vay : Al L AB.

c) Tinh V(S.AB’C’'D’)
V(S.AB'C) _ SA.SB’.SC’

Taco: GGSABC) ~ SA.SB.SC
My: SB_SB.SB_sA’ 32 3
- SB SB? sBZ  7a2 7
(vi SB?2 = SA? + AB? = 3a% + 4a%)
SC _SC.SC _ SA® 3’ _ 1
sC sc? SC?  6a’ 2 ,
(vi SC? = SA? + AC? = 3a% + 3a%)
X 1 ' 1 1 a
va V(S.ABC) = = SABCSA = =+ — aav 3 aV¥ 3 =—
3 AL 3 2 2
oy _ 3.1 & _ 3
nén : V(S.AB'C) = 7 2 5 = 33

Tuong ty : VSACD) = = -5 — = =

. 3
Viy: VSABCD) = V(SABC) + V(SACD) = %5294—‘

* Tinh dién tich cia AB’C’D’

Ta ciing c6 V(S.AB'CD’) = —31- SapcD’ = SB’.
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o ,_ 3.y 3
ma SB—7SB—7a\/"7

3V(S.ABCD") _ 4522 V7
SB’ 224

nén Sapcp =

3. Cho hinh lap phuong ABCD.AB'CD’ , canh a ; M € AB va
AM = x . Mat phdng (A'MC) cét C'D’ tai N.
a) Chimg minh rdng A'MCN 14 hinh binh hanh. Tinh dién tich
clia A’'MCN theo a va x .

b) Dinh vi trf cia M dé dién tich AMCN nhd nhét va dinh vi
tri cia M dé chu vi AMCN nhd nhét.

¢) Tinh khodng cach ti B' dén A'MCN theo a va x .
Giai
a) Chimg minh A’MCN la hinh binh hanh
Ta ¢6 : _
(ABCD) /} (A’B’C'D’)
nén (A’'MC) cét 2 mat
phdng ny theo giao tuyén
song song :
MC /AN (1)
Tuong tu :
(ABB’A’) // (CDD'C’)
nén A’M // CN (2)

(1) va (2) cho : AMCN
12 hinh binh hanh,

Tinh Sa'MCN
Ké AH L MC, tacd:
AH t MC (dinh ki 3 duimg vudng goc)
Ta ciing c6 hai tam gidc vuabng AHM va CBM ddng dang nén

AH _ AM
BC =~ MC
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AM.BC ax

= AH = "TNC = MC
Tam gidc vudng A’AH cho :
AH  =yAA? + AH? .
_ .‘/az.MC2+a2)3 ==a\/(a—-x)2+z\2+x2
mMcz MC

Viy : SaAMNC = A’HMC = a v 2(x2 - ax + az)
b) Dinh M dé Sa'MNC nhé nhét

2 2
Tacéo: SAMNC = a /2[(x—4;-) +%—]

Do d6, SaMnc nhé nhat khi :

2 20 & x=2 o M la trung diém cia AB.

X2 2
* Dinh M dé chu vi cia A’MNC nhd nhdt
Ta ¢6 :
o & chu vi (A'MNC) = 2(A’'M + MC)
_ = 2(DM + MC)
! (i AAA’'M = AADM)
- = 2(D/M + MCQ)
A" 8 (D la diém d6i ximg cia D qua A)
Ta ciing ¢6 :
DM + MC = CDy

Dfu = xdy ra khi M la giao diém ctia
CD; va AB, chinh 1a trung diém cila
AB.

Vay : chu vi cia A’'MNC nho nhét khi M & trung diém AB (ciing
la lic di¢n tich A'MNC nhd nh4t).

) Tinh khodng cdch tir B> dén A’MNC
Ta ¢6 : V(B.A’MCN) = 2V(B’A'NC) (vi 2 hinh chép nay co
chung duong cao va SA'MCN = 2SANC)

D,
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Ma: V(B'ANC) = V(CABN) = % CC SnAB
3
-1 1 .2 a
= 320 6
a3
nén V(B'.A'MCN) = 3
Ta ciing ¢6 : V(B*A'MCN) = % B’K.Sa'MeN

(B’K la khoang cich tir B> dén A’'MCN)

s A 2
vay: BK = 3V(BAMCN) a _

S(amen) Vo( - ax + a?)

. Cho hinh chil nhit ABCD c6 AB = a va dudng chéo bing 2a.
S 12 1 diém trén dudng thdng d vudbng gbc véi (ABCD) tai A.
a 14 géc tao bdi SC va mat (SAB).
a) Tinh thé tich cia hinh chop.
b) Dinh a dé géc cla 2 mat (SCD) va (ABCD) bing 45°.
¢) Goi O Ia tAm hinh chir nhat va E, F fan luct 1 hinh chiéu
cla A xu8ng SO va SD. Ching minh rang: hinh chép A.EODF
ndi tiép duoc trong 1 mat cu. Dinh tAm va tinh ban kinh
cla mat ciu nay va ching t6 ridng mat ciu ndy c¢8 dinh
khi S luu doéng trén d.

Gidi

i

a) Tinh V(S.ABCD)

. Ta ¢o :
BC=‘/AC2—AB2=f4az—aZ=af?
SABCD = ABBC = a2 V3.

. Ta cling cd : :
BC 1 (SAB) (vi BC 1L AB va BC L SA)
= SB la hinh chi€u clia SC xuéng (SAB)
» BSC = a la goc SC va (SAB).
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Tam gidc vudéng SBC cho :
SB = BCcotga = av 3 cotga.

Tam gidc vudng SAB cho :
SA = VsB? - AB?

v 3a2cotg2a - a’

il

= av 3cot§2a -1
Viy :
V(S.ABCD) = %.SABCD.SA
= % 2> V3 av 3colga -
3 1
= a 4/ cotgza -=
3
Diu kién dé€ bai todn cé nghia :
cotgza>-1- < cotga >Q e 0<a <Z
3 3 3
b) Dink a dé géc [(SCD),(ABCD)] = ‘
.Taco : AD 1 CD (ABCD la hinh chit nhét)
nén SD L CD (dinh li 3 duimg vubng gbc)
—r—~—
Vay : SDA 1a géc [(SCD),(ABCD)].
. Ta lai ¢6 : '

-

SDA = 45° e AD = SA
o av3 = av¥ 3cotg’a ~ 1
SR |
V3
<« a = arccotg ’—3-

Viy : goc [(SCD),(ABCD)] = 45° khi a = arccotg 2—3‘/3

c) Hinh chép A.EODF néi tiép duoc trong 1 mdt cdu

* Hinh chép A.EODF ndi ti€p dugc trong 1 mit clu khi day EODF
la 1 titr gidc ndi ti€p dugc.
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Ta co : .
SA? = SF.SD
SA? = SE.SO
- Vay EODF néi tiép dugc.

} » SFSD = SE.SO

* Dink tdm va bdn kinh mdt cdu ngogi tiép A.LEODF
Goi I 12 tim mit clu ngoai tiép, ta c6 :
IA = 10 = IE <« 1 € truc d ciia dwimg tron (AOE)
D¢ ¥ rdng : d qua trung diém' AO, vudng goc véi AO va nim
trong (ABCD) (vi (AOE) L (ABCD))
Tuong ty :
IA = ID = IF < [ € truc d’ cia dudmg tron (AFD)
(d" qua trung diém AD, vudng géc véi AD va ndm trong (ABCD)).
Viay I la giao diém cia d va d&’, ciing 1a tAm duimg tron (AOD)
(vi d va & ciing 1a trung tryc cia AQ va AD).
* Tinh bén kinh )
T}Ln gidic ABD Ia n/lg tam giac deu (AB = a, BD = 2a) nén :
DBA = 60° = AOD = 120°

AD av3i
> R=1A=2aa0oD = v3 ~°2

Vay mit cu ngoai ti€p A.EODF c6 tim Ia T ¢§ dinh va bén kinh
la a, nén mit clu nay c6 dinh khi S luwu dong trén d.

BAI LAM THEM
1. Cho tam gidc AOB (OA = OB = 2a ; AOB = 120°). Trén
dudng thing d vudng goéc véi (AOB) tai O, v@ 2 phia diém O,
14y 2 diém C, D sao cho tam giac ACB vudng va tam giac
ADB dBu. )

a) Tinh cac doan OC va OD.

245



246

b) Tinh th& tich ta dién ABCD.
c) Dinh tdm va tinh ban kinh mét cdu ngoai ti€p ABCD.

Hudng dén - :
a) OC = a»/"é ; OD = 2av 2
b) V = Ve

S~
o) CAD CBD = 90°.

Cho hinh chép dBu S.ABC cé dudng cao SH = h, vd gbc &
dinh S ctia mat bén nhon. Goi |, J , K i&n lugt 1A truc tdm cla
SBC. SCA, SAB. ‘

a) Chimg minh ring Al L (SBC) ; BJ L (SCA) va CK 1
(SAB).

b) Chimg minh rdng mat céu ngez ti€p SIUK c6 tdm ndm
trén SH.

c) Cho biét ban kinh cla mat ciu ngoai tiép S!JK bang 2R,
tinh thé tich cia hlnh chép S.ABC theo h va R
Hudng dén
a) Ching minh BC 1 (SAl) va SC 1 (AB)
" b) Al cht SH tai H' thda : HH'.SH = HAHM véi M 12 trung diém BC.
M3t chu dudng kinh SH' 13 m3t cliu ngoai ti€p SWUK.

_ h%(h - 2RVT
c) V= >
Cho t dién ABCD c6 : tam giac ABC vubng tai B (BC =
BA = a) ; tam gidc DBC déu va goc nhj dién canh BC bing
30°.
‘@) Xéc dinh dudng cao DH cla hinh chép D.ABC va tinh thé
tich t& dién ABCD.

b) Tinh khodng cach tii'A dén (DBC).

c) Dinh tdm va tinh ban kinh mat cdu ngoai tiép tu dién.

Hudng dén : a3
a) DHM 1a nia tam gidc dBu (M 12 trung diém BC) vad DH = 2 e

b)-;—

c) Tam mit chu 1d tam dudng trdn (DBC).



4. Cho hinh ch6p S.ABCD , day 1A hinh vudng canh 2a. SAB Ia
tam giac ddu va SCD la tam gidc vudng cdn dinh S ; 1, J 1&
trung diém clia AB va CD.

a) Chimg minh ring 2 méat phdng SAB va SCD vuéng géc.

b) Xac dinh dubng cao SH clia hinh chép va tinh thé tich
hinh chép.

c) Mt mat phang « luu ddng, vubng géc véi IJ tai M € doan
IJ . a cét hinh chép theo médt thiét dién, ching minh rang
thiét dién 1a 1 hinh thang cén (trir khi M = H). Tim t4p
hop diém O, trung diém cla doan ndi trung diém 2 ddy
cta hinh thang. :

Hudng dén : - —
a) Ching 6 ring ISJ 1a goc [(SAB),(SCD)] va ISJ = 90°.

3
b) SH.LIJ(HeU);vzi—GQ-
c) Tép hogp cac didm O 1A 2 doan IE, JE (E Ia trung didm cla SH).
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Chuong IX : KHOI TRON

A. TOM TAT GIAO KHOA

I. Hinh tru

1. Dinh nghia
Hinh tru 1A hinh tron xoay sinh ra bai
mdt hinh chit nhdt quay quanh mét
canh cla né.
+ Hai day la 2 hinh tron bing nhau.
+ OO0’ 14 truc vA OO’ = h la chigu

cao.

+ MM’ la dudng sinh,

' 2. Thié& dién _
a/ Thiét dién song song véi truc la hinh chil nhat chira 2 dudng
sinh. . _
b/ Thiét dién vudng gbc Vvéi truc 1& hinh tron bang hinh tron .
day.
¢/ Mat phdng ti6p xic véi hinh tru doc theo mét dudng sinh
thi vubng géc véi thiét dién qua truc va dudng sinh dé :
(M'MT) L (MOO'M).
3. Dién tich va thé tich

Sxq = 2zRh = chu vi day x chidu cao
Syp =  2zRh + 27R?
V = aRh = dién tich d4y « chidu cao
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lII. Hinh nén
1. Dinh nghia
Hinh nén 14 hinh trén xoay sinh ra
bdi mét tam giac vudng quay quanh
canh géc vudng cla né.
+ § 1a dinh.
+ (O) la dudng trdn day.
+ SO 14 truc va SO = h la chidu
cao.
+ SM |4 dudng sinh.
+ ASB la géc g dinh clia hinh n6n
(AB 1a dudng kinh ctia (0)).
2. Thiét dién
a/ Thiét dién qua dinh cla hinh nén |4 tam gidc can chda hai
duding sinh, '
b/ Thiét dién vubng gbc v6i truc 1a hinh tron.
¢/ Mat phing tiép xic véi hinh nén-doc theo dudng sinh thi
vudng goc vei thiét dién qua truc va dudng sinh dé :
(SMT) L (SMO).

3. Dién tich va thé tich

Sxq = =z=Rl = 1 chu vi day « dudng sinh

2
Sp = #Rl + aR2
V o= % nR% h = % dién tich day « chidu cao

4. Hinh nén cuyt
a/ Dinh nghla

Hinh nén cut 1a phan hinh n6n giGgi han gilla mat day hinh nén
voi mét thiét dién song song v&i mat day (A hinh trdn xoay
sinh ra bdi hinh thang vuéng quay quanh canh vudng géc voi
hai day). ’ :
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O) , (O") : dudng tron day
00’ : truc , h= 00’ : chidu cao
AA’ : dudng sinh (| = AA)
R = OA; R = O'A’: ban kinh day.
AA'B'B : thiét dién qua truc
(hinh thang can chua hai dudng sinh).
b/ Dién tich va thé tich

* Dién tich xung quanh

Sxq = #(R + R)I
* Dién tich toan phan

Stp = 7R + R) + aR? + nR?
* Thé tich

V = ”—ah- (R?2 + R? + RR).

Il. Hinh cau

1. Dinh nghia
. Mét ciu tam O béan kinh R 1a tap hop (S) = {M € R® /
OM = R}.
. Hinh cu tdm O ban kinh R 13 tap hop (C) = {M € R®/
OM = R} '

O : tdm , R : ban kinh

2. V| tri tuong dé8i cua dudmg thdng A va mét cau (S)
Cho duding thdng A. Dat :
a = d(0,A)
* a > R: Ava (S) khéng co diém
chung .
* a=R:Atépxic (S) vata cd
' A L OA tai A.
* a < R: A cét(S) tai hai diém
phan biét .
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3. V| tri tuong 48i cia mpa va méat ciu (S)
Cho mpa. Bat a = d(0,q).

a > R : a va (S) khong céd diém chung.
a=R:atiépxic (S)vatacoa L OAtai A.

a < R : a cét (S) theo dudng trén tAm 1°(1 1 hinh chiéu
clia O trén «), ban kinh r = v R® — a° .

4. Dién tich va thé tich

a/ Dién tfich mét cdu

S = 4nR? b
b/ Thé tich hinh c8u
_ 4 -3
Y = 3 nR

¢/ Dién tich chém cau

S = 2zRh

d/ Thé tich quat céu

V = —g—nﬂzh

B. PHUONG PHAP GIAI TOAN

Vin d2 1: Chc bai to4n co ban v@ hinh tru

Khi gidi cac bai toan v hinh try ta cin nhd :

_Thiét didn qua tryc 1a hinh chir nh4t cd kich thuéc h (chidu cao hinh

Thiét dién clia hinh try song song véi tryc 1a hinh chir nhat chia hai
dudng sinh.

try) va 2R (dudng kinh day hinh tru).

Dién tich xung quanh, dign tich todn phln, thé tich hinh try la :
S = 21RN , S, = 27Rh + 22R° , V = aF?h

Ta thudng vé thém dudng sinh cla hinh try,
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vioy1:

Cho 1 hinh try c6 thiét dién qua truc Ié 1 hinh +wuéng canh a.

a) Tinh dién tich xung quanh, toan phan va thé tich hinh tru.
b) MGt thigt dién song song véi truc hinh tru c6 dién tich

bling % dién tich thiét dién qua truc. Tinh khodng cach

ti tim mat déy hinh try dén thiét dién do.

Giai

a) Dién tich xung quanh, toan phan, thé tich hinh try

Thi¢t dién qua truc la 1 hinh vudng

canh anéntacé:h = a,R = %-
Di¢n tich xung quanh hinh tru:
qu = 2tRh = n32
' Dicn tich toan phan hinh try:
2
Sip = 2Rk + 27R? = 2ZE

Thé tich hinh tru :

:rra3

- 2y - 22
V =aR°h 2

b) Khodng cdch tir tam cila ddy dn thiét dign

Xét thiét dien AA’B’B véi A, B thufc dudmg tron ddy (O) va A’
B’ thudc dutmg tron diy (O’).

Vé OI vuong goc AB tai I thi I la trung diém AB
va OI L (ANBB). Taco: Ol = d[O,(AA’B’B)].
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a2
Ta céd : SaABB = >

a
=ABAA’ = AB = 2=>IA—4

Trong tam giic vudng OAI ta cé :

OF = 0A? - 1A? = (;)2 —.({:-

a\/—

Vay :  d[O(AABB)] = &=



vibou 2: :
Cho hinh tru ¢6 2 day la 2 hinh tron tdm O, O’, ban kinh R,
chidu cao h. Mot doan thang AB di déng v6i A trén (O) va B
trén (O’).
X4c dinh gbc a ctia AB va truc hinh tru. Tinh dd dai doan
vudng géc chung cia AB va OO’ theo R, h va a.

Giai

* Xdc dinh géc cia AB va OO’
VEé duomg sinh AA’, Ta ¢ :

AA’ [/ OOr
Dodo: a = A/’;B
D¢ dai doan vudng goc chung
cla AB va OO’
Ta c6 : OO’ // (AA’B) nén dd dai
doan vubng goc chung cia AB va
00’ la:

d(O’,(AA’B)). _
Ké O1 vudbng goc A’B tail thi I la trung di€ém A’B va
Ol L (AA'B), nén Ol = d(O',(AA’B))

Tacé: AB = AA’tga = higa = IB =

1 4
OP = 0B2 - 1B? = R? - % h? tg’a

= -111 (4R? - 1% g% )

Vay do dai doan vudng goc chung cia AB va OO’ la :

1 v 4R2 - hztgza

2

vibus:

Cho hinh try c6 2 day ia 2 hinh tron (O), (O’) ban kinh R. AB
va CD 1an luot 1a 2 day cung song song clia 2 dudng tron day
va ciing bang RV 2 , (ABCD) khdng song song hay chia OO'.
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a) Chiing minh ABCD la 1 hinh chu nhét,
b) Cho gbc clia (ABCD) va ddy la 30°. Tinh thé tich va dlen A
tich xung quanh hinh try.
Giai
a) ABCD la hinh clit nhdt
VEé 2 duimg sinh AA’ |, BB’. Tur giac
A’B’CD ¢6 A’B’ // CD, A’'B’ = CD
va ndi ti€p trong duimg tron (O)
H nén la hinh chir nhat.
A

N ViAC =2R,CD = RV2 nén
Vo A’B’CD Ia hmh vudng.

)

Ta cé : CD 1 AD

= CD 1 AD
(dinh li 3 duong vudng goc).

{ AA’ L (A’B'CD)

Hon nira AB // CD , AB = CD nén ABCD Ia hinh chir nhat.

b) Tinh thé tich, dién tich xung quanh
S~
Ta c6 = A'D,AD 1 CD nén ADA’ = 30°.

Do d6: AA’ = AD 1g30° = B.g@
' 3
Thé tich hinh try : V =aR*h = 55_3_‘/_6
2 ,
Di¢n tich xung quanh hinh tru : Sxq = 2nRh = E’LRg_@

vipy 4
Cho hinh try c6 thé& tich khong d&i. Tinh chidu cao hinh tru

theo ban kinh day clia né de dién tich toan phan hinh tru nho
nhét.
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Giai
. Goi h, R la chidu cao, ban kinh ddy hinh tru-
Ta c6 dién toan phin hinh tru :
S = 21Rh + 27R? = 27 (Rh + R?)
Thé tich hinh tru : V = aR%h

\
Suyra: h = ——
y n R? v
. Q = A 2\ _ v 2
Do d6 : S—th(nR+R ) =2 (g +R*)
. Ap dung bat ding thic Cosi cho 3 s6 duong XV R?
’ - 2R 2R’
ta c6 :
YA
| =z 23 ‘/2R R < 826. 2
)
Do d6 : S nho nhdt < S=63,/% < -2—% =nR?
aR%h _ 2 _
7R = xR < h. = 2R.

Véay khi h = 2R thi hinh tru ¢6é di¢n tich toan phin nhd nhit.

BAI TAP TUONG TU

1. Cho hinh tru c6 ban kinh déy R, chidu cac RV 2 . Budng chéo
cua thiét dién song song véi truc hgp véi mat day mot gbébe
600

a) Tinh dé dai doan vudng géc chung cla truq hinh tru va
duong chéo cla thiét dién.

b) Tim tdp hop trung diém dudng chéo cla thidt dién khi thiét
dién di dong va vin théa didu kién trén.

Dép sé : BT
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2.

Trong mét hinh try, c6 1 hinh vudng xién géc véi truc, céc
dinh hinh vuéng & trén 2 dudng tron ddy, chidu cao va ban
kinh day hinh try 12 2 va 7. Tinh canh hinh vudng.

Dép s6 : 10

Mt hinh tru c6 chidu cao h. Mot thiét dién song song Vi truc
hinh tru v& cach truc mdt khodng cach a. Thiét dién nay cét

duong trdn day theo 1 ddy cung truong géc a. Tinh dién tich
thiét dién.

Dép 86 : 2ah.tg g—

. Cho 1 hinh try c¢6 2 day 14 2 hinh tron (O), (O') ban kinh R,

chidu cao hinh try RV'2 . Diém A trén dudng trén (O), B trén

duong tron (O’), OA L O'B.

a) Ching minh tir dién OAO'B c6 cac mat la tam giac vudng.
Tinh thé tich va dién tich toan phan td dién nay.

b) Mat phdng (P) vudng géc voi OO’ va cach O mdt khodng
X (0 < x < RY 2 ). Tinh dién tich thiét dién ciia (P) va
t dién OAO’B. Dinh x dé thiét dién nay cé dién tich 16n
nhit.

Dap 8 :
NYLILE IS S S
b)%x(nfé'—x) -R—.ZQ-

Vin d¢ 2 :  Hinh try ndi tiép, ngoai ti€p lang try dimg
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'Ta ¢b :
. Day hinh try ndi tiép (hay ngoai tiép) day i3ng try.
. Chidu cao hinh try va ling try bing nhau.




viby1: -
Chimg minh néu lang tru ding t gidc ngoai tiép hinh try, thi
t8ng dién tich cAc mat d6i bang nhau. -

Giai
Xét lang tru  duing b
ABCD.A’B’C’D’ ngoai ti€p P :
hinh try. Diat AA’ = h A o ¢

Vi ABCD ngoai ti€p dutmg tron

; 1) i
day hinh tru nén : E ; E
AB + CD = BC + AD s

[ H S N
Suy ra Ak NS
h.AB + h.CD = h.BC + h.AD

7

hay

SABBA' + ScDDC = Scew + Sappar (DPCM)

viou 2 :
Cho hinh try cé ban kinh day R, chidu cao 2R. Tinh thé tich
va dién tich xung quanh lang tru tam gidc ddu ndi tiép trong
hinh try.

Gidi

Xét lang tru tam giac dtu ABC.A’B'C’
ndi i€p hinh tru. Ta ¢6 : AA’ = 2R,
~AABC dtu ndi tiép dudng tron bin
kinh R nén AB = RV 3. -
Thé tich lang tru :

2
V =Bh = R‘/—i 3 xr

3R} V3

2
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Di¢n tich xung quanh ling try :
S =pl=3RV32R =6R>V3.

BAI TAP TUONG TY

1.

Cho hinh try ngoai tiép lang try ding tam gidc, mét mat bén

‘cla lang tru chia tryc hinh try. Ching minh 2 mat bén con

lai clia lang tru vudng goc.

Cho hinh try c6 ban kinh day R, chidu cao 2R. Tinh thé tich
phan lang tru ding tU giac ddu ndm ngoai hinh tru,biét lang
tru ngoai ti€p hinh tru.

Dap sG : 2(4 - a)R® 7

Cho hinh hdp chit nh&t ABCDA'B'C'D’ ¢6 ABCD va A'B'C'D’ lan
lugt ndi tiép trong 2 dudng tron day 1 hinh tru. Cho AB = a,
A'C hop véi dady gé¢c « va hop véi mat bén (ABB'A’) goc fS.
Tinh chidu cao va dién tich xung quanh hinh tru.

Dép s6 - asina 7 a° sin 2a
9P SO fcos(a + B) . cos( - f) ' 2cos(a + fB)cos(a - f)

Vin d¢ 3: Cac bai todn co ban vé hinh nén

Khi gidi cic bai toadn v& hinh nén ta can nhd :
~ Thiét dién qua dinh hinh nén |4 tam giac can cb hai canh bén Ia hai
dudng sinh.
— Thiét dién qua tryc hinh nbn la tam gidc can ¢o :
. hai canh bén la hai dudng sinh
. canh day la dudng kinh ddy
. goc day 1A goc cla dudng sinh va ddy
. gbc & dinh 14 gbc & dinh cha hinh non.
~ Dién tich xung quanh, dién tich toan ph#n, thé tich hinh non 1a :

= =1 2
Sq = 7R, S, = ARl + 7R? V= & x Rh
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viby1: - _
Cho hinh nén c6 thidt dién qua truc 14 tam gidc dBu canh 2a.
a) Tinh thé tich va dién tich xung quanh hinh nén.

b) Thiét dién qua dinh hinh non va céch tdm clia ddy hinh
nén 1 khodng céch fa g . Tinh dién tich thit dién.

Giai
a) Thé tich, di¢n tich xung quanh hinh non
Thiét di¢n qua truc 1a tam giac
deu canh 2a nén hinh n6n ¢6 chitu
cao h = aV 3, ban kinh diy
R = a, duimg sinh | = 2a.
Thé tich hinh noén :

Di¢n tich xung quanh hinh nén:
2

Sxq = aRl = 2ra”.

b) Di¢n tich thiét dién
Xét thict dien qua dinh S clia hinh non chia 2 dumg sinh SA,
SB. Goi O la tim ciia ddy hinh non, I 13 trung diém AB, H la.
hinh chiéu cia O trén Si. ’
Ta c6: AB L OLSO nén AB L (SOI) hay (SAK) L (SOI).

Do d6: OH L (SAB). Suy ra OH = -;-

Trong tam gidc vudng SOI ta cé :

~r oo o 11 11
OH? s0? OF orr OH? so? 322
2 2
> 012=il"1— > SIP = SO* + OF = 316;'
> SI = G6avil
1
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Trong tzm gidc vubng OAI ta ¢6 :

2
1A? = OAZ - OF = 3 & A - 2a]\/1‘2§

Di¢n tich thi€t di¢n :

2
s = 1 ABSI = 1as1 122V
2 1
vioy 2:
Cho hinh nén dinh S, dudng sinh I, géc cla dudng sinh va
day la 30°

a) Tinh thé tich, dién tich xung quanh hinh nén.
b) M&t mat phing qua S cit hinh nén theo thiét dién co dién
2
tich % . Tinh g6c hop bdi thigt dién va mat day.
Giai

a) Thé tich, dién tich xung quanh hinh nén
Goi SO, SA, OA la dudmg cao, duong
sinh va ban kinh ddy hinh non.
Ta c6 : . S:\?) = 30°

SO = SAsin30° = -;- :
OA = SA.cos30° = l—»?—
Thé tich hinh nén :
V = % aR% h
) =‘—;‘u0A2 S0 = ”—8'3
Di¢n tich Xung quanh hinh nén : '
Syq = 7Rl = 7 OASA = ,,122,/—3-_
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b) Géc cda thiét dién va day
Xét thi€t dién SAB chita 2 duomg sinh SA, SB. Goi I 12 trung di€m

AB, ta ¢6 :
AB 1 OLSO = a = SIO la goc cia thict dien va diy.
SO 1 . _ _ 1
SI = sna ~ 2una Ol = SQcotga = > cotga
2 2
1B = OB®> - OP 371 - = cutga
12 P @sin’a = 1)
= — (3 - cotg'a) =
4 ( - gz ) 4sin’ a
N N D
s = L ABSI = 1BSI = ! e - 1
2 : 4sin® a
Do dé:
Pv2 P Vasinfa — 1 vz
S = < =
3 4sin a ’ 3
o 3V dsina — 1 = 4V 32 sin‘a
< 9(4sin2a = 1) = 32sin’a
e 32sina — 36sina + 9 = 0
.2 3 .2 _ 3
© sina = % hay sin‘a = &
e sina = —— hay  sina = ——
2 4
o a=% & - ve
a =73 ay @ = arcsin —
vipbua:

Cho hinh nén dinh S, day la hinh tron tdm O bén kinh R, géc
& dinh 1a 2a. MOt mat phdng (P) vubng géc SO tai | va cét
hinh non theo hinh tron (1). Dat S = x . Tim gia tri 16n nh4t
cta thé tich hinh n6n dinh O ddy 1a hinh tron ().
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Giai
P
-~ . Xét duomg sinh SA. Taco: ASO = a
Mat phing (P) cit SA tai A’ .
) Bin kinh hinh tron (I) :
IA’ = Sltga = xtga.
Tam gidc vudng SOA cho :
' SO = OAcotga = Rcotga
. Thé tich hinh nén c6 dinh O va diy
la hinh tron (I) :

v = % 21A2.01

= %th2 tgza.(Rcotga - X) -

= %‘ tg?ax’ (Reotga — x)

. Ap dung bat ding thic Cosi cho 3 s6 duong :
x, x, 2Rcotga — 2x , ta cd :

- 3
)g.(ZRcotga - 2%) < (X + x + 2Rcotga 2x)

3
T2 2Rcotga 3 _ 4 3
o Vs 6 g a.( 3 ) 31 7R’ cotga

D4u ding thirc xdy ra © x = 2.Rcotga — 2x & x = 7 Reculga.

W

Vay gia tri 16n nhdt cia thé tich hinh nén ny la :
-4 R
V = 31 7R cotga.

BAI TAP TUONG TY

1. Cho hinh nén chil 8 , duong sinh bang a, goc clia dudng sinh
va day la 45°.

a) Tinh thé tich, dién tich toan phan hinh nén.
b) MOt mat phdng (P) qua S va hop véi day hinh nén mot
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g6c nhon a. Dinh a d& (P) cit hinh nén theo 2 dudng
sinh SA, SB. Tinh khodng cach ti tam cla ddy hinh nén
dén mp(P) khi a > 45°.

Dép sé :
nad V2 x al
a) ™ , S VZ+1)
b) a > 45° %/?: cosa .

. Cho hinh nén dinh S ¢c6 géc & dinh 13 2p (0 < ¢ < -’25 ),

duong sinh bing a. Mot thiét dién qua dinh S va cét hinh nén
theo 2 dudng sinh SA SB.

a) Chung minh : ASB =< 2¢.

b) Tim gia tri 16n nhé&t cta dién tich thiét dién SAB.

Hudng dén : D4t ASB = 2z , 0 <a = ¢ , tinh di8n tich S cla thiét
dién theo a va a.
1

Dép s8 : 0<;p<% :S=§azsin2;p : Z:_ <o

&
2

A

n- =
2 8 =

. Dudng sinh hinh nén bang 13a, chidu cao 12a. Mot dudng
thdng d song song véi ddy va cét hinh nén. Khoang cach tu
d dén mat day va dudng cao hinh n6n 14 6a va 2a. Tinh dd
dai phan dudng thang d ndm trong hinh nén.

Dép s6 : 3a

. MOt hinh nén ¢ chigu cao bang ban kinh R clia day. Mot mat
phang qua dinh hinh non va cét dudng tron day theo mét déy
cung truong cung 90°. Tinh dién tich thiét dién.

Dép s6 : Bz—-z—@

. Cho hinh nén dinh S c6 géc & dinh 1a 60°. AB l1a dudng kinh
c6 dinh cua day. .

a) ChoD Ia trun’idsém cung AB, C la diém thudc cung nhd
BD sao cho BAC = 15° Tinh g6c clia 2 mat phang (SAB)
va (SCD).
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b) Cho EF |a ddy cung di ddng cla dudng tron day hinh nén
va vubng géc AB. Ching minh tdm dudng tron ngoai tiép
ASEF chay trén moét cung tron cd dinh.

Dép s6 :
a) arctg —‘;;g

b) Cung cla dudng trdn duong kinh SI, | 12 tim cha dudng tron (SAB).

Vin d6 4: Céc bai toan co ban vé hinh nén cut

Khi 1am cac bai toan v8 hinh non cyt ta cin nhé :

— Thiét didn qua tryc 14 hinh thang can c6 canh day ion bing 2R, canh
day nhd bling 2R', canh bén bing I, chibu cao bing h, géc & day
bing @ (B, R, I, h .« IAn lugt 1A ban kinh day Ion, ban kinh day
nhd, dudng sinh, chidu cao, géc hop bdi dudng sinh va mit day cla
hinh nén cyt).

-~ Didn tich xung quanh, dién tich todn phin, thd tich hinh nén cyt :
Sq =7 R+ RN ; S, =x (R + R} + af + aR?;

V= -”59 (R + R? + RR)

viou1:
Cho hinh nén cut ¢6 ban kinh 2 day 1a R, R’ (R > R’) va dién

tich xung quanh bang tdng dién tich 2 mat day. Tim thé tich
hinh nén cut.

Giai
AA’B’B la 1 thi¢t dién qua truc OO’

Goi h, I 1a chitu cao, duimg sinh
cta hinh noén cut. Ta ¢ :

qu = SD + Sd
o a(R + R) = aR? + aR?

_ R? + R?
R + R
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Trong hinh thang vudng OO’A’A ta ¢o :
00?2 = AA? - (DA - O'A)

2
2 »2
2 _2_(r-py = |[REFRTV o g2
> hW=PF-@R R)~[R+R,] (R - R)
) 4R2R? 2RR’
> h=-—"—  » h= =
(R + R’)? | R + R
Thé tich hinh nén cut :
_7h o2 2 n - _2ZRR 2 2 .
V—3(R + R +RR)”,3(R+R’) (R” + R” + RR)

viou 2:
Cho hinh n6n cut c6 thiét dién qua truc c6 dién tich S, dudng
sinh hop véi ddy g6ec 60°. Tinh dién tich xung quanh hinh nén

cut.
Giai
AA’B'B la 1 thiét di¢n qua truc. A 4
AA’ =1 ,AB = 2R,
AB = 2R’ , A’H = h. )
. , L
Taco: AA = 2
sin60 60"
> ] = 2_h. h = !_f:’: A H B

V3 © 2
Di¢n tich thi¢t di¢n qua tryc :

s = —;—(AB + AB)AH = R + R)h = BT f’ 1V3

Do d6 di¢n tich xung quanh la :

Sqq = 7R + R)l = 2—”‘/—;
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BAI TAP TUONG TU

. M6t hinh non cut cé dién tich 2 day la S, S'. Tinh dién tich
thiét dién song song voi day va cé ban kinh bang trung binh
cOng cula ban kinh 2 day.

Dép s6 : 2(\/_S+\/°S')

M6t hinh nén cut cd chu vi day 16n bdng 2 Iin chu vi day
nhd, chidu cao h, va dudng chéo cla thiét dién qua truc vudng
goéc voi dudng sinh. Tinh dién tich xung quanh, thé tich hinh

- nén cut va thé tich hinh nén phét sinh ra hinh nén cut dé.

3
Ddp s6 : 21h? Z_’_’_gﬂ._ , §Z—9—’f—
Cho hinh nén cut c6 ban kinh 2 day 1a R, R (R > R'). Mot
thiét dién song song véi day chia hinh nén cut thanh 2 phan

c6 thé tich bang nhau. Tinh ban kinh thiét dién doé.

+3
Dép s6 : 3/ Ea_iz_ﬁ_

Vin dé 5 : Hinh try ndi tiép hinh nén

-Hinh try ndi ti€p hinh non khi 1 day cia hinh try 1 thiét dign song
song vdi day hinh nén va day thi hai cla hinh try ndm trén day hinh
nén.

Trong cic bai toan loai nay ta thuong ding thiét didn qua tiyc cua
ching.

vibut:
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Cho hinh nén ban kinh day R, chidu cao h. Hinh tru chiéu cao
x (0 < x < h) néi ti€p trong hinh nén. Tinh thé tich hinh tru
va tim gia tri 16n nhét clda thé tich nay.

Giai
Xét thi¢t dién qua truc cda hinh nén va hinh tru. Goi tén nhu
hinh vé, ta co
OA = R ;SO = h; O = x; IE 1 bdn kinh diy hinh tru.



Ta ¢6 : :
_lg_z_S_L 0A .Sl

oAa~s0o * ' =T $
_ Rh -x
h
. E I
Thé tich hinh tru : ]
V = xzlE® IO
x
_ 2R (h - %P
h .
Ta co : A 0
' JIRZ 2
V = +2x (h - x
e ( )
* Ap dung b4t ding thic Cosi cho 3 s6 duong : 2x, h — x, h — x
ta dugce : '
- 3
2x.(h — x)2~ < [ 2x + 23!1’1 x;]
RZ [ 2h,\3 47 R*h
- VeI (B o vs
2h2 3 - 27

et -, s . 47 R%h
Vdy gia tri Ion nh4t cia thé gnch hinh trula V = 7

vl oy2: '
Cho hinh nén dinh S, ban kinh day R, géc cla duong sinh va
day 1A a. MOt hinh tru ndi tiép trong hinh nén c6 chidu cao
bing % chidu cao hinh nén. Tiép tuy8n véi dudng tron day

duéi hinh try cét dudng tron day hinh nén tai A va B. SA va
SB cét dudng tron day trén cla hinh tru tai A’, B'. TU giac
A'B’BA 1a hinh gi ? Tinh dién tich ta giac nay.



AA’ = BB'. Vidy A’'BBA la hinh
thang cén.
Ta oo QA _ SO _2
0OA SO 3
IAY _2_11_
> 0OA 3
Trong tam giac vudng OIA ta c6 :
2
IA2=0A2—-012-5~9&- = IA=B—§—§
s AR = RVS
3
;. AB _SAT_ SO _ 2 g o= 2 _ 4RYS
. Tacé : AB_SA‘SO_BQAB 3AB— 9

Gial

Goi O, O lan lugt 1a tdm dudng tron
ddy dudi va trén cia hinh tru. I, ' la
trung diém AB, A’B’. Ta ¢6 OI 1
AB tai I nén I la ti¢€p diém cua AB
vt dudng tron ddy dudi cua hinh tru.

. Ta ¢c6 : (OAB) // (OCA’B’) nén
"AB // A’B’ , ASAB cin tai S nén

. Trong tam giic vudng SOI ta c6 :

s? = s0% + O = R iga + 49 = —39— ¢ + 9ga)
Suy ra :» SI = %—\/ 4 + 9lg2a

Ir_ oo _1 , _R
Ta ¢6 : S SO 3 » mr = 9 4 + 9g°a

. Di¢n tich tir giic A'B’BA :

268

S =

B [

(AB + AB)II =

2
S—R-é-i{j \/4+9tgza.



BAI TAP ‘TUUNG v
1. Cho hinh nén c6 hinh tru ndi ti€p, dudng chéo clia thiét dién

qua truc hinh try song song v6i dudng sinh cla hinh nén.
Dudng sinh hinh n6én bang | va hop voi day goc a. Tim thé
" tich phan hinh nén & ngoai hinh try.

Dép sb : -57—4 al® sin2a cosa

. Cho hinh nén c6 dudng sinh bang | va hop véi day goc
a. Tinh ban kinh day hinh tru ndi ti€p hinh n6n biét thiét dién
qua truc hinh try 1a hinh vudng.

Icosa

Dép 6 : 1 + 2cotga

Vin £¢ 6 :  Hinh nén ngoai tiép (hay ndi ti€p) hinh chop

Ta b hai dinh tring nhau, dudng trdn day hinh nén ngoai tiép (hay
ndi tiép) da giac day hinh chop.

vioy1:

Cho hinh nén ndi ti€p trong hinh chdép tam gidc ddu co6 thiét
dién qua tryc 1a tam gidc ddu va ban kinh day R. Tinh dién
tich xung quanh hinh nén va thé tich phan hinh chop & ngoai
hinh nén.

: Gidi
. Thiét di¢n qua tryc hinh nén la tam gidc d?u va bdn kinh diay R
nén chitu cao va dudmg sinh hinh nén la: h = RV 3 ;1 = 2R.
Dién tich xung quanh hinh nén :

Sxq = 7Rl = 21R?
Thé tich hinh nén : V = % aR% h = %V‘nR"' v3
. Tam giac ddy hinh chop deu cé ban kinh duong tron ndi tiép la
R nén c6 canh la a = 2RV 3 . '
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Thé tich hinh "chép :

2
vV -38h-2 ZR‘/E V3. jv3 = 3R

. Thé tich phan hinh chép & ngoai hinh nén :
v=V’—v=3R3--1§nR3\/‘3=————L-—lR 2 3'“'3

vioy2:

Cho 1 hinh nén c6 dién tich xung quanh S, goc gitia dudng
sinh va dayla ¢ Hinh nén ngoai tip hinh chép c6 ddy 1a tam
giac vudng vai géc nhon a. Tinh thé tich hinh chép.

Giai
. Xét hinh non dinh S, diy 13 hinh tron
(0), ngoai ti€p hinh chop SABC vin AABC
6 A = 90°,C = a. BC la duomg kinh
cua (0). Ta c6 : SAO = ¢ .

Duimg sinh , chitu cao hinh nén :
OA

I=SA=-(_:-0—S_¢’h=SO=OAlg¢

Di¢n tich xung quanh hinh nén :
' 0A?
cos ¢

Suyra: OA = _S_cgig

S = n0ASA ==xn

. Taco: AB = BGCsina = 20Asina
AC

BCcosa = 20Acosc;t
Di¢n tich AABC :

B = 5 ABAC = OA’sinla
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Thé tich hinh chop

V = %B.h = % OA? sin2a. OAtgy
1 s3 cos3g
V = = .sin2e . tgp .
3 3

BAI TAP TUONG TU
1. Cho hinh nén ndi ti€p hinh chép. Ban kinh day hinh n6n la R,
goc cla dudng sinh va mat day la 45°. Day hinh chop 1a 1
nGa tam gidc dBu. Tinh thé tich hinh chop.

Dép 86 %"‘3"3 + 2VF)

2. Cho hinh chép ta gidc ddu c6 goc cua canh bén va day 13 «,

géc clia mat bén va day 1a ¢ , trung doan 1a a. Tinh dién tich
toan phan hinh nén ngoai ti€p hinh chép.

Dép s6 : :ra"’.cotga.cotg(z—' sinp

3. Cho hinh nén ¢é chidu cao bing ban kinh day la R. Tim gia
tri 16n nhat cla thé tich hinh chép tam gidc néi tiép trong hinh
non. ‘ :

R V3
4

Dip 86 ©

4. Cho hinh ch6p SABC c6 SA = SB = SC = a, BSC = 120°,
ASC = 90° , S, B, C c8 dinh va (SCA) quay quanh SC nhung
lubn & v& 1 phia clia mat phéng (SBC).

a) Tim tép hop cac dinh A va chén duong cao AH cia hinh
chép A.SBC.

b) Dinh vi tri ca mat (SCA) dé thé tich SABC lon nhat.

c) Tinh géc ASB dé AABC vubng tai A. Khi d6 hay tinh thé
tich hinh nén dinh S day |& dudng tron ngoai ti€p AABC.

.183

Dap s6 : c) ASB = 60° . 5
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"Vdn 48 7: Céhc bai todn co ban vd hinh ciu

Khi giai cac bai toan vd hinh c3u ta cBn nhd :

— Thift dign cla m3t clu va mit phing 14 mdt dudng trdn c6 tam 1A
hinh chifu cla tim mijt cAu trén mit phing.

~ MOt didm tr8n mit chu nhin mdt duong kinh cla /it ciu dudi mdt
gbc vudng. '

— MOt duong tron cb ba diém phan bigt & trén mit clu thi m3t ciu
chla dudng tron db.

~ Dién tich mit clu, thé tich hinh chu :

S = 4xR? V=-;—::H°

viby1:
Cho mét mat cau. Tu mdt diém M vé 2 dudng thdng cat mat
c3u 1n luot tai A, A’ va B, B'..Ching minh MAMA’ = MB.MB’
Giai
Mat phing (MAB) cit mit ciu theo duimg
tron ngoai tifp tr gidc AA'B’B.

Ap dung hé thirc lugng trong dudmg tron
nay ta ¢6 : MAMA’ = MB.MB".

viou2:- .
Cho 2 mat c3u phan biét tAm O va O’ c6 mdt diém chung A

khong ndm trén OO'. Ching minh hai mat ciu nay cit nhau
theo mdt dudng tron.

Giai
Duyng mp(P) qua A vudng goc voi OO’ tai 1. Ta ¢6 I la hinh chicu

cia O va O trén (P). Do d6 duimg tron (C) tim I ban kinh 1A
la dutmg tron chung cia 2 mat ciu.
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Gia st M la diém chung cia 2 mit cdu va M € (C).

Xét AEFG ndf tiép trong (C). Hai mat clu nay cung ngoai tifp
ta dién MEFG : vb li. Vay ngoai nhitmg diém trén (C), hai mit
ciu khong cé diém chung nao nita. Do dé chung cit nhau theo
duomg tron (C).

viou 3:
Cho ti gidc ABCD néi ti8p trong dudng tron (X). AC cat BD
tai I. Doan S vudng gbc véi (ABCD). Goi A’, B, C', D' Ia hinh -
chiéu cula | trén SA, SB, SC, SD. Ching minh A'B'C'D’ ndi ti€p
trong dudng tron.

Giai

A~ ~ L~

Ta c6 : IA’S = IB'S = IC'S
S~

= ID’S = 90° nén A’, B’, C,

D’ thudc mit ciu (S1) duong
kinh SI.

Goi (S2) 1a mit cau ngoai tiép

hinh chép A’ ABCD, va B la

giao diém thit hai cla SB vai

mdt ciu (S2). Ta ¢o :
SASA’ = SBSB;, (1)

Trong 2 tam giac vudng SIA va SIB ta c6 :

= SASA’ = SBSB )
Tir (1) va (2) ta duoc B, = B". Do dé B’ € (Sy).
Tuong tue ta ¢6 : C, D’ € (Sy).

Viy A’, B, C, D’ la diém chung ctia 2 mjt ciu (Sy) , (Sz) nén
ching ndm trén 1 dudng tron.
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viby a4:

Cho hai dudng thing chéo nhau A, A' nhdn AA' 1am doan
vudng goc chung (A € A, A’ € A’). Mat phing (P) qua A va
vudbng goc A’, d 1a hinh chifu cla A trén (P). Mat phing (Q)
song song mat phing (P) cit A va A’ tai M va M’. Goi M; 1a
hinh chiéu cua M trén (P) ; AA’ = a ; h la khoang cach gilia
(P) va(Q) ; o = gbéc (AP). »
a) Ching minh A, A, M, M’, My ndm trén mat ciu (S) tim
O. Tinh dién tich mat ciu va thé tich hinh ciu (S).
b) Chunhg minh khi (Q) di dong thi O chay trén médt dudng
thdng c6 dinh va (S) cha mdt dudng tron ¢ dinh.

Giai

a) * A A, M, M’, M1 ndm trén mdt ciu (S)
Tacé: AA’ L A’; A € (P)(P) L A’ nén A’ € (P).
AL(P) = ANL@Q = AMM-=9%°
MM; L (P) = AMM = 90°
ALAA = AAM = 9°
Do d6 A, A’, M, M’, M1 nim trén
. mat ciu (S) c6 duong kinh A’M,
A n tdim O la trung diém A'M.
x Dién tich, thé tich hinh ciu (S)
o~
Taco: a = MAM,
MM
, AM = ——“‘1' = ""h—' 4
A 4 ) sinx sina ’
P ’ / . hz
g 4 /s AM? = 2 + —
! sin“a
Di¢n tich miat ciu (S) :
2
S = 4rR? = zA'M? =1 (a2+ hz )
sin“a
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Thé tich hinh ciu (S) :

N W

3 2

=4 3_F (2 h?
V = n R ‘6<a+sina)

b) * O chay trén dudng thdng cé dinh

Trong mp(A’,A), O la trung diém A’M nén chay trén duimg thing
d’ qua trung diém I cha AA’ va d’ // A.

* (S) chita dudng tron c¢d dinh
Mait phing (R) vudng goc @’ tai I chira AA’ vi AA’ vudng goc &’
tai I. Do d6 duimg tron duimg kinh AA’ trong mp(R) la duimg
tron thiét dien cha (R) va mit ciu (8). Vay (S) chira duong tron
c6 dinh duomg kinh AA’ trong mp(R).

BAI TAP TUONG TY
1. Cho méat c3u tdm O ban kinh R. Mt mat phing (P) qua diém
A trén mat cau hop véi OA géc a. Tinh dién tich thiét dién
gida (P) va mat cau.

2. Cho méat c3u dudng kinh SS' = 2R. Goi H la 1 diém trén doan
SS’ sao cho : SH = kHS'. Mp(P) vudng goc vai SS’ tai H va
cht mat ciu theo dudng tron (X). AABC dBu ndi tiép trong

~dudng tron (X).
a) Dinh k dé SABC la ti dién dBu. Tinh thé tich tU dién ddu
doé.

b) Cho k = 2. Ching minh S'A, §'B, S'C dbi mdt vudng goéc.
Tinh thé tich phan hinh cAu ndm ngodi hai hinh nén dinh
S, S' day 1a hinh tron (X).

Dép s6 .

s8R
27

a

a)k =2 ;

20xR®

b %
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Vin &¢ 8 :  Tiép tuyén cua hinh chu

~ Tifp tuyén cla hinh clu la dudng thing vudbng goc ban kinh tai mgt
diém trén mat clu.

— Cac tifp tuyén cua hinh clu tai mot didm nkm trong mit phing tiép
xic véi hinh clu tai diém dé.

~ Hai tifp tuyén phat xudt tr mdt diém dén hinh clu thi biing nhau.

viou1: : :
Cho hai nia duding thdng Ax , By chéo nhau, vudng géc nhau
va nhédn doan AB = a lam doan vudng goc chung. Hal diém
M, N lan lugt di dong trén Ax , By sao cho MN = AM + BN.
Ching minh MN ti€p xtc hinh ciu dudng kinh AB.

Giai
. Bt AM = x, BN = y. Goi O la trung diém AB.
Ap dung dinh li ham s6 cosin ta co :

— OM? + ON? — MN?
cosMON = 2 OM.ON
2 a’ a’ 2
x‘+—4-+yz+—z——(x+y)
= 20OM.ON

Tacdé: AM L ABva AM L BN
nén AM L AN. Do d6 :
MN? = AM? + AN?

= AM? + BN? + AB?
> x+y=xX+y +a
> 2y = o .

MON = ——2
= cos = Z70MoOnN <0
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P )
AMON c6 géc MON ti nén hinh chifu H cia O trén MN ndm

trén doan MN.

. Ta chimg minh : OH = A_ZB
Gia st OH > %g = OA.

Trong 2 tam gidc vudng MOA, MOH ta ¢6 : MH < AM.
Trong 2 tam gidc vudng NOB, NOH ta ¢6 : NH < BN.

Do dé: MH + NH < AM + BN hay MN < AM + BN :

voi gid thiet.

Tuong tu cho truong hgp OH < A—ZB , nén OH = .".\22

Véy MN (iép xic hinh cau dudng kinh AB.

viby 2:
Cho dudng tron duong kinh AB tdam O va M di ddng trén dudng
trdon nay. Doan SA vudng goc voi (MAB). N 1A hinh chiéu cua

A trén SM.

a) Chung minh N chay trén mét dudng tron cd dinh (X).

trai

b) Ti€p tuyén véi duong tron dudng kinh AB tai A va M cét
nhau tai T. Ching minh TN ti€p xdc duong tron (X). Suy

ra TN ti€p xGc hai mét ciu duong kinh AB va SA.
Giai

a) N chay trén duong tron c6 dinh

Tacé: MB L SAAM = MB L (SAM)
AN L MBSM = AN 1 (SMB) = AN 1 SB

Do d6 : AN C mpa qua A va vudng goc SB tai H.
AN L (SBM) = AN L NH

Véay N chay trén dutmg tron (X) duimg kinhk AH trong mpa.
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b) * TN tiép xic (X)

Taco: TA L OASA = TA L (SAB) » TA 1L SB

» TA C mpa (1)

Theo tinh chit cia ti€p
tuyén ta c6 : TO vudng
goc AM tai trung diém :

TO L+ AMSA
» TO 1 (SAM)

AAMN vudng tai N »> TO
la truc dudng tron (AMN)
= TA = TN.

Goi I 1a trung diém AH
thi AI = NL

Do d6 : ATAI = ATNI

Hom nitavi TA 1 (SAB) nén TA 1L AL

ATAI vudng tai A = ATNI vudng tai N

Do d6 : TN 1 NI )
Tir (1) va (2) ta ¢6 TN tiép xic (X)

* TN tiép xiic hai mdt cdu dudng kinh AB va SA
. Taco: SNA = SHA = 9%° nén A, N, H thuéc mit ciu

duimg kinh SA.
Taco: AN L (SMB) = AN L NB
a L SB > AH 1 SB

Do d6 : A, N, H thufc mit ciu duimg vkinh AB.
Suy ra : (X) la dudng tron chung cia 2 mat ciu.

. O la tdm mit c3u duimg kinh AB, I la tdm duong tron (X) nén
Ol L a ' ‘

Taco: TN L NI nén TN L ON (dinh li 3 dubng vubng goc)
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Suy ra TN ti€p xic mdt ciu duimg kinh AB.
Tuong ty TN ti€p xic mat ciu duong kinh SA.

BAI TAP TUONG TV
. Cho hinh cu tam O dubng kinh AB. Ax , By la hai tiép tuyén
ctia hinh cau tai A va B vubng goc nhau. Mot tiép tuyén tha
ba clia hinh ciu di dong cét Ax , By tai C, D.
a) Chung minh thé tich ti dién ABCD khing d6i.

b) Vé Bx’ song song v4i Ax . E Ia hinh chiu cla C trén Bx’,
H 1a ti€p diém ctia CD vdi hinh clu. H' 1a hinh chiéu cla
H trén DE. Xét vi tri clia BH' d&i véi géc x'By. Suy ra H
ndm trong mét mat phing cé dinh.

2. Tinh ban kinh hinh cau tiép xic vdi t4t cd cac canh cua tu
dién ddu canh a.

Dép sé : a{é

Vin & 9 :  Hinh try, hinh nén ndi tiép ngoai ti€p hinh clu

* Hinh try ndi ti€p hinh clu khi hai day hinh try 1a hai thiét dién cla
hinh chu.

* Hinh try ngoai ti€p hinh clu khi hai day va cac dudng sinh hinh try
tifp xGc hinh chu. Khi dd thiét dién qua tryc clia hinh try 1A hinh
vudng.

* Hinh nbn ndi tiép hinh clu khi dinh hinh nén nim trén mit chu va
day hinh nén 1a thiét dién cda hinh clu.

* Hinh nbn ngoai ti€p hinh ciu khi cac dudng sinh vd day hinh nén
tiép xGc voi hinh clu.

vioyut:
Trong hinh c3u ban kinh R c6 hinh try ndi ti€p. Tinh thé tich
V cta hinh try theo R va x v6i x 1a khoang céach ti tdm hinh

clu dén day hinh try. Dinh x d& dién tich xung quanh hinh try
dat gia tri 1oGn nhat.
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Giai
* Thé tich hinh try
Diy hinh try la thiét dién cia hinh ciu
nén co ban kinh Ia r = V.R? — <

Thé tich hinh try :
= e oy = 2 _ 2
V = ar° 2x = 21x (R )
* Dinh x d€ Sxq I6n nhit
Dién tich xung quanh hinh tru :

qu=27tr.2x=47rx\/Ri—F=4n\/;:(R2—x’;

0 <x<R

Ap dung b4t ding thic Cosi cho 2 s6 ¥, R — ¥ taco:

xz(Rz_xz)s[ﬁ"_E;;_’f.r:_Bi

= sxq_m\/’xz(Rz—xz)sm.—’;—a Sxq < 2tR?
D4u ding thic xdy ra < X=R-x¥% o &= l;-

3

(thoa ditu kitn 0 < x < R) .
vibu2:
Cho hinh nén dinh S , day 1& hinh tron tdm O.
a) Dung tdm hinh cdu ndi tiép trong hinh nén.

b) Goi S; , V, 1&n luot 1a dién tich toan phan, th& tich hinh
n6én va S, V, la dién tich mat cau, thé tich hinh ciu.

, . Vi S
Ching minh : vV, = —S-;
¢) Chung minh : Vi > 2. Ddu ding thic xay ra khi nao ?

Va2
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a)

b)

©)

Giai
Dung tdm hinh cdu néi tiép hink nén
Xét duomg sinh SA, VE phén gidc géc
SAQO cét SO tai 1. Ta ¢o6 I cach dtu
mit ddy va cic dubmg sinh. Viy I
chinh 13 tdm hinh ciu phdi tim.
-3

. .. N
Ching minh %o

Goi I, hy R, r la duimg sinh, chidu
cao, ban kinh ddy hinh nén va ban
kinh hinh ciu ndi ti€p.

1 2
Tacs: Vi 3ARh pay
acd: — = =
\¢ 4 _3 4r
371’[

Si _aRl+zR* R(+R)

Sy 47 r? 4r?

Xét thiét dicn SAB qua truc. Di¢n tich ASAB :
S = %(SA + SB + AB)OI = %SO.AB

= 2( + R)r = h2R

= l+R—&b-

r

Rh
Dodé.ﬂ=]_2._r__=_gz_h_=y_l
TS 412 4arr V2

Chitng minh — =z 2

Dat&/A\O=24p,0<<p<%lac6.:h Rtg2p , r = Rigp
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Do d6 :

Vi _ R*h _RLRig2p _ 2igy

Vi 4 AR @y el - (o)
) ,

210 (1 - tgp)

Vi 0 < <Z nen 0 <t 2¢ <1. Ap dung bat ding thitc
' 2 g

Cosi cho 2 sd duong lg2¢ , 1 — tgztp ta c6 :

2 P _
W (1 - tfp) s LI L) -2
2 4
AL R — > 2
V2 2ie (1 - iPp)
5 I 2 2 a1
Déu ding thic xdy ra o g% =1 - 1g°p & g% = 3
RV2
<« r=—'—2——

C. TOAN TONG HOP

1. Cho tam gidc can SAB c6 dday AB = "2a khéng dbi, canh bén
SA = x thay ddi. Tam gidc nay quay quanh dudng cao SH.

a) Tinh tis§ y = )\% theo a va x trong dé Vi, V2 theo thd

tu 14 thé tich cac vét thé tron xoay sinh ra bdi tam gidc
SAB va dudng tron ndi tiép tam gidc do trong phép quay
néi trén,
b) Khdo s4at su bién thién va vé dd thi clia y theo x .
. Gidi
a) Tam gidc cin SAB quay quanh dutug cao SH sinh ra hinh nén
dinh S, duong cao SH, ban kinh HA.
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Puimg tron ndi Liép tam gidc SAB sinh
ra mat cau t4m I ban kinh IH vai I la S

tdm duong tron ndi tip tam gidc SAB.
. Tam gidc vudng SHA cho : %
SH? = ¥ - a?
Dodé: V; = %nHAz SH I
-1 na vV 2 — a’
3 A a H B
. o~
. Al la phén giic cua SAH nén ta ¢ :
IS _SA IS _IH _ IS+IH _ _ SH
IH AH ~ SA  AH SA + AH ~ SA + AH

SH.AH - ¥ —a .a
SA + AH X + a

a3()3-—a2)\/x2—-a2

(x + a)3

» |H =

Vs =5n1H3=§n

3
=%,,33X~_a E - a2

(x+a)2
\Y 2
vay: oy == XFa
V, 4a(x — a) . 1”
b) Taco SA > AH = x > a.
y = (x - 3a)(x + a)
4a(x—-a)2 v
X a 3a +® 4
Yy - 0 + -
+ » +00 0
y ™~ 2 —
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lim = ©» = x = a la'tiém cin dimg
x-*a

im= 40 va y= X 43 4 véi lim —— =0
x40 4a 4 x—a xeton X — @
X 3 s o .
= y=4 + ) la tiém cén xién

2. Cho hinh cdu ban kinh R. TuU mdt diém bat ki S trén mat ciu,
dung ba cét tuy&n bang nhau cét mat ciu tai ba diém A, B,
C va ting db6i mét ldp voi nhau mdt goc a.

a) Tinh thé tich ti dién SABC theo R va a.

b) Khi a thay dgi, tim gia tri cla a d& thé tich nay dat gi4
tri 16n nhét.

Giéi

a) Theo gla thiét SA = SB = SC va
ASB = BSC = CSA = a
ASAB = ASAC = ASBC.
Do d6 AB = AC = BC » AABC deu.
Ké duing kinh SS’ va H 1a hinh chifu ca
$ xuféng ABC.

bat SA = x . Tam giic SAB cin ¢6 géc

§ = a nén AB = 2xsin%-

Ma AB la canh A d®u ndi ti€p trong duimg tron ban kinh HA

, nén:

, 2x sin%
nép AB = HAV3 =» HA = 75
4% sin? %
Tam gidc vuong SAH cho SH = / » — —

Tam gidc vudng SAS’ cho SA?Z = SHSS
x2

> SH—?ﬁ
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Do dé ta c6 phuong trinh ;

Suy ra x=2R/1—-%sin2-g—

Vy, thé tich cia t& di¢n SABC 1a :

1 1 AB*V3
A% —:,,DtABCxSH—3 2 SH
_8V3 3 .2a _4 . 2a\2
= =3 R sin” = (1 3sm 2)
. .2 a _ 4 .2a\2 cp e 12 X
b) Vmax khi sin > (1 3 Sin 2) dat gid tri lqn nhit.
e s _ _ 4 .\2 Y N - |
Xét ham s6 y = t(l 3t) vai t = sin >
> 0<t=l
y = -;—(1612— 16t + 3)
' = =1 =3
y =0 e t= 2 Vt= 2
1 3
t 0 2 3 1
y |+ o - 0 +
1 1
9 9
y - ~. gl
- 0 CT
. 2 1 . - 1 0
V&Y Ymax khi sin‘ae = 3 ® sha=5 =» a-= 60°.
Do d6 V lon nhdt khi SABC la ti dién dtu va
8vV3
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BAI LAM THEM
1. Cho hinh tru c6 ban kinh diay R, dudng cao OO’ = h (O va
O’ la tdm cla cic day). AB 1a mdt dudng kinh di dong cla
dudng trdn (O), CD 1A dudng kinh c§ dinh cla dudng tron
(O'). Goi a 1a gbéc gilla hal dudng thdng AB va CD.
a) Tinh dién tich tam gidc ACD v gbéc gilla hai mat phdng
(ACD) va mat phdng day (O') theo R, h, a. _
b) V6i gid tri ndo cla <« thi ti dién ABCD c6 thé tich I(Jn
nhit ?
c) Goi d1 14 khodng cach giila hai dudng thing 00’ va AC,
d2 1a khoang cach gila OO’ va AD. Ching minh :
d? + d2? = R%.

Ddp s6 : a) § = Rm' cotgy = Rs;‘na
2R%h

b4
Bl a =% i Vmx = T3~
2. Cho hinh nén cut c6 dudng trdn day I6n tdm O ban kinh R,
duding tron day nho tam O’ ban kinh R’ , va dubng cao
OO0’ = h. Goi A la diém b4t ki trén dudng tron day i6n, B 1a
diém bat ki trén dudng tron day nho. Dat AB = |/ > 0.

a) Tim gia tri I6n nh4t va gid tri nhd nhit cla /. Cho biét tinh
ch4t clia AB khi / dat gid tri nhd nhét.

b) Chung minh rAng véi mdi / khoéng d8i, géc giila hai dudng
thing OO’ va AB khoéng d&i ; géc clia hai ban kinh OA
va O'B khdng ddi.

c) Tim / dé OABO’ 13 t dién va tim / dé ti dién d6 cé thé
tich 16n nhét.

d) Dat a = géc (OA0B) , 0 < a = 180°. Tinh khodng cach
d gilla hai dudng thdng OO’ va AB theo R, R’ va a. Xac
dinh o d€ d dat gid tri 1Gn nh4t. Khi d6 tinh gi& tri cla /.

Dép s6 :

Iin = ¥ W2 + R — R) khi d6 AB 12 dudng sinh hinh nén cut
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€) Voo khi I =V h + R2 + R?
RR'sina

d
) v R + RY -~ 2RR'cos a

d,,_,kmcosa=% va | = h + R - R?

3. Cho mat ciu tdm O béan kinh R va diém S v6i OS = d > R.
Ty S ké ba tiép tuyén SA , SB , SC véi mat cau , gia su
ASB = BSC = CSA {(AB.C 1a céc tiép diém)

a) Ching minh SABC va QABC la cac hinh chop deu. Goi |
1A giao diém cla SO v6i mat phing (ABC). Tinh theo R va
A 408
2 2

b) Tinh d theo R dé SA, SB, SC dbéi mét vudng géc. Ching
16 lic d6 OABC la ti dién dBu va OA song song véi phin
giac cla BSC.

c) Tinh d theo R dé SABC la ti dién d2u. CO6 nhdn xét gi v@
hinh chép OABC ?

d) Tinh thé tich kh&i da dién OABCS theo d va R.

¢) Khi d thay d6i tim mét hé thic gida cosASB va cosAOB
doc 1ap d6i véi d . |
Dép s6 :

R _ ) _ R
,a)0|=—d‘—, SA=Vd-R; lA--————-—m
R _ASB _ RVE

AB = ;o sin—— = ——
d73(d5—?) 2 2d

anhoB _ V¥ - F)
2 2d

d: O, S\, IA, LAB, sin

b)d=R‘/-g-
c)d = RV 3
d)\,:‘finzgf—nzl

e N
@) cosASB + cosAOB =

Nj-—-
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Muc luc

Chuong 1 : DUONG THANG va MAT PHANG

A. Tém t4t gido khoa

B. Phuong phip gidi toan
Vin 42 1: Cich xdc dinh 1 mit phéng
Vidn d® 2 : Tim giao tuy€h hai mit phing
Vin & 3 : Giao diém cla duong thing va mat phing 10

00 N &N W

Vin d2 4 :  Ching minh 3 diém thing hang 13
Vin d2 5: Chimg minh 3 dudng thing ddng quy 15
Vin d2 6 : Tim t4p hgp diém la giao tuyén cta
2 mit phing 17
Védn dt 7 : Dung hinh trong khong gian 19
C. Todn t8ng hop 21

Chuong 1I : DPUONG THANG va MAT PHANG SONG SONG

A. Tém t4t gido khoa 25
B. Phuong phdp gidi todn 27
Vidn d® 1: Chimg minh 2 duong thing song song 27
Vidn d2 2 : Tim goc cia 2 duong thing 29
Vin 42 3: Ching minh dudmg thdng song song vai
mit phing 32
Vé&n d2 4 :  Dung thi¢t dién song song voi mot
duong thing 33
C. Todn 8ng hop 38
Chuong lll :  MAT PHANG SONG SONG
A. Tom tét gidgo khoa 44
B. Phuong phip gidi todn 45
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Vin d8 1 : Chimg minh 2 mit phdng song song 45
Vin g8 2 : Chimg minh duong thing song song vdi

mat phing 47
Vin d8 3 : Chimg minh 2 duong thing song song 48
Vin d® 4 :  Tap hop diém la mat phing 51
C. Toan tng hop 53
Chuong IV : PUONG TH/:\NG VUONG GOC
A. Tém 4t gido khoa 58
B. Phuong phdp gidi todn 61
V4n d8 1 : Chimg minh 1 dudng thing vudng goc vai
1 mat phing 61
V4n d¢ 2 :  Chimg minh 1 duomg thdng vudng goc vai
1 dutmg théng 66

Vin d&2 3 : Khoang cich tir 1 diém d¢n 1 mit phing 73
V4n d® 4 : Khoang cich tir 1 duomg thing hay 1 mat-

phdng dén 1 mat phing song song 77
Vin d® 5: Khodng cach tir 1 diém dén 1 duimg théng
trong mat phéng 80
Vin d2 6 :  Goc clia duimg thing va mit phing 83
Vian d® 7 : Bai toin v& doan vudng gioc chung 86
Vidn dt 8 :  Xac dinh doan vudng goc chung 89
Vidn d2 9 : Dinh tdm va tinh ban kinh mat ciu ngoai tiép
hinh chop : 97
Vin d2 10 : Tép hop diém chiéu cla 1 diém xudng duimg
thing hay mat phdng 106
C. Todn téng hop 110
Chuong V : MAT PHANG VUONG GOC.
NHI DIEN. DIEN TICH HINH CHIEU
A. Téom tdt gido 121
B. Phuong phdp giai toin 124
V4n d2 1 : Chimg minh 2 mat phing vudng goc 124
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Vin d2 2 : Chimg minh duong thing vuéng goc véi ,
mit phéng . 127
Vin & 3: Dung duimg thing qua 1 diém 'vuéng géc—
v&i 1 mit phing- 129
Vin d® 4 : Duyng thi6t dién vudbng géc véi 1 mit phing 133
Vin d2 5: Xéc dinh géc phing ciia nhi dien 136
Vin 48 6 : Xdc dinh mat phan gidc 140
Vian d& 7 : Dién tich hinh chiéu 143
Véan d@ 8 : Miat cu noi ti€p hinh chop 146
. Todn téng hop 150

Chueng VI : PHEP BIEN HINH
. Tém t4t gido khoa 163
. Phuong phdp giai toin 164
Vidn d2 1: Tim tap hop diém bing phép bicn hinh 164
Vin d2 2 Dung hinh bang phép bi¢n hinh 167
. Todn téng hop 169

Chuong VII : HINH LANG TRU
. Tém t4t gido khoa ‘ 175
. Phuong phdp gidi toan 177
V4n @2 1: Bai todn co bin 177
Vén d& 2 : Dung va tinh dién tich thiét dién cua lz’mg\tru 183
V4n d8 3 : Dién tich va thé tich ling tru, hinh hop 189
. Toédn téng hop 195

Chueng VIIL.:  HINH CHOP VA HINH CHOP CUT
. Tom t4t gido khoa 201
. Phuong phédp gidi toan ‘ 203
Véin d¢ 1: Hinh chop tam giic 203
Vin @t 2 :

Tinh tryc ti€p thé tich hinh chop va chop cut 205
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Vin d2 3: Hinh chép ddu 210

Viin d& 4 :  Hinh chop cut ddy o 215

Vin d2 5 : Tinh thé tich khoi da di¢n . ‘ a7 - .
Vin d¢ 6 :  Tinh gidn ti€p thé tich hinh chép 7 SR
Vin d& 7: Tinh thé tich bing cong thic 7 T

V(SA'BC) _ SA’.SB*. SC

V(SABC) SA .SB.SC .
R 'Vin d2 8 :  Dung thé tich d€ chimg minh mot he thie 228
o Vin d¢ 9 : Dung thé tich d€ tinh ducmg €ao hay dién
‘ tich ddy ‘ : :os -2

24

- C. Todn téng hop v AR - i 236
Chuong 1X : KHOI TRON |
A. Téom t4t gido khoa , 48
B. Phuong phip giai todn ' 251 '
Vin d2 1: Cac-bai todn co ban v& hinh try -~ . 251
Vin d2 2 : Hinh tru noi tiép, ngoai ti€p hmh lang .
tru dimg 2 256
: Vén d& 3 :  Cidc bai todn co ban W hinh non 258
- Vin d& 4 :  Cic bai todn co ban v& hmh ndn cut 264
) _" Vin d2 S : Hinh tru ndi tiép hinh nén , ) 266
Vin d® 6 : Hinh non ngoai tiép hay noi ti€p hinh chép - 269
~ V4n d& 7: Cic bai toan co ban v& hinh ciu M
i " Vin d& 8: Tifp tuyén cia hinh ciu 276 - .
i Vin d& 9-: ° Hinh try, hinh nén noi ti€p ngoéi tiép - : ;
S ‘ hinh ciu C 279 =

' " C. Toan téng hop - . . 82 5 - <

In 5000 ban kh& 14,5 x 20,5 tai Xi nghi¢p in S& Gido duc.
Gidy phép xudt ban s6 136/XBNT GP ngay 3.6. 1991 cia Sd Vin
e hoéa va Thong tin TP.HCM. - .
e In xong va nap lhnu chidu thang 7.1991 - <
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Chuong V : MAT PHANG VUONG GOC.
NHI DIEN. DIEN TiCH HINH CHIEU

A. TOM TAT GIAO KHOA

I. M4t phidng vudng goc
1. Dinh nghia

Hai mat phdng vudng goc khi mat nay chia mdt dudng thing
vudng goéc véi mat kia.

alff e JaCa: alf y a
2. Dinh 1i — Hé qua A
* Cho hai mat phang vuéng géc.
Tu mét diém trong mat phang *L a

ndy vé dudng thang vudng géc
véi mat phang kia thi duong thdng

nam trong mat phéng thi nhat. )
a Lf
AEa > AXCa
Ax L B

* Cho hai mat phdng vudng goéc. Trong mat phidng nay vé mét
dudng thdng vudng géc voi giao tuyén cla hai mat phéng thi
né vudng gbc véi mat phang kia.

{u_Lﬂ.

Nng =
ﬂCa,:.Le& = alp
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* Hai mat phdng ct nhau cling
vubng goc véi mat phing

thd ba thi giao tuyén cla
ching ciing vubng goc véi P
mat phing dé. =
{ arf gl ey
* Cho hai mat phidng song

song. Mat phing no vuéng
goéc v6i mat phdng thi nh4t
cling vudng.gdc mat phing
thi hai.

@l By Lo s yLpB

* N6u mét dudng thing va mét mét phangclng vudng goc véi
mét mat phdng khac thi duong thing ngm trong hay song song
véi méat phing.

aa L ff = acCa hay all.a

* Qua mét dudng thdng khdng vudng géc vél mdt mat phing
cho truéc ta v@ duoc mét va chi mét mat phang vudng goéc
v6i mat phidng da cho.

a khdéng vuéng géc « =» ¢6 duy nh&'t mpg qua a vad 8 vudng géc a.
_II. Nhi dién
1. Dinh nghia

Nhi dién 14 hinh hop bdi hai nlla mat phang phat xudt ti mot
dudng thang.

Kl hiéu : (@,AB) ; @B) .

2. Go6c phing (s6 do) nhi dién

* Goc phdng nhi dién la goc c6 dinh trén giao tuyén hai mat,
hai canh 1&n lugt-ndm trong hai mat va vudng géc véi giao
tuyén. S6 do clia goc phang 1a s6 do cla nhi dién.
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* Nhij dién vudng 1a nhi dién c6
-gébc phing 1a géc vudng.

* Hai mat phdng vudng goc néu

~ va chi nfu ching tao thanh
mot nhi dién vudng.

3. Mat phén gidc cua nhj dién
*Mat phan giac cua nhi dién la
nlia mat phang phat xuft tu
canh nhi dién va chia nhi dién.
thanh hai nhi dién bang nhau..

* Mat phan giac clia mdt nhi dién 12 tdp hop nhiing diém céch
dau hai mat nhi dién.
. Hinh chiéu vudng géc
1. Hinh chiéu cda médt géc vudng

* Khi moét géc vubng cé6 mét canh song song hay ndm trong
mat phing chidu thi hinh chiéu cla nd la gbéc vubdng.

* Khi mdt géc c6 mdt canh song song hay ndm trong mat phang
chi€u va chi€u thanh géc vubng thi géc dé vudng.

* Khi mdt géc vudng chiu thanh mdt goc vudng thi né co it
nhit mdt canh song song hay ndm trong mat phdng chiéu.

2. Dién tich hinh chiéu :
-8 :,dién tich hinh chiéu cla da

giac _ ‘\\\\\w
S : dién tich da giac
p : goc phing nhi dién tao bai [T :

: A

Ly e

mat chia da gidc vad mat phing
chiéu (goc nhon).

-

$' = Scosp

123



IV. G6¢c cua hai mit phing . .
* G6c cla hai mat phang cét nhau la mt trong bdn goc nhi
dién ma ching tao nén. Ta thudng chon goc nhon.
* Go6c nhon clia hai mat phdng bdng 'gbc nhon clia hai duting
thdng 1an luot vudng gdc véi hai mat phang do.

B. PHUONG PHAP GIAl TOAN

Vin &6 1: Chang minh hai mat phiny vudng goéc

mit phing kia.

Ching minh mit phing nay ¢hi'a mit dudng thing vudng goc vén]

vibu1:
Cho hinh chép SABCD c6 ABCD 13 hinh vubdng, SA vubng gbc
vai (ABCD). Chang minh cac cap mat phang sau day vudng
géc nhau : (SAB) va (SBC) ; (SBD) va (SAC).
Giai |
. Ta co:
BC L SA (SA L (ABCD))
va - BC 1L AB
nén : BC L (SAB)
Do do: (SAB) L (SBQ).
. Taco:
BD L SA (SA 1 (ABCD))
va BD 1L AC (hai duing chéo
hinh vudng)
nén : BD L (SAC)
Do d6: (SBD) 1 (SAC).
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viou 2: :
Cho hinh chép SABCD c6 ABCD 1a hinh chi nhat, SA vudng
géc voi (ABCD). Goi B', D' 1a hinh chi€u cla A trén SB, SD.
Ching minh mat phing (AB'D’) vuéng goc véi hai mat phang
(SBC) va (SCD).

Giai

Taco: BC 1L SA

(SA L (ABCD))
va BC L AB
Do d6: BC L (SAB)
Suyra:- BC 1 AP’

(AB’ C (SAB}))
Nhu viy : AB* L BC va

AB’ L SB
nén : AB’ 1 (SBC)
Viy : (AB’'D’) L (SBO).

Tuong ty ta c6 : AD’ L (SCD) nén (AB'D’) L (SCD).

vipu 3:

Cho hinh vudng ABCD canh a, SA vudng géc mat phang ABCD.
Hai diém M va N 1an luot di déng trén hai doan BC va CD.
Pbat x = BM,y =DN (0. < x,y < a)

Chung minh hai mat phang (SAM) va (SMN) vudng goc néu
va chi ndu AMN = 90° Tim hé thic gila x, y khi  (SAM)
vudng goc (SMN).

. Gidi
~
* Gid st AMN = 90° ta c6 :
MN 1 AM
MN 1 SA
Do d6: MN L (SAM)
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Viy : (SMN) L (SAM).

. Gia stir (SMN) L (SAM), ta ¢ :
SA 1 (ABCD)
nén (ABCD) 1 (SAM).

Vi (SMN) N (ABCD) =
nén  MN 1 (SAM).

Viy : MN L AM hay
-
: AMN = 90°
- AB a A CM _a-x
lgAMB_-—BM-—x,colgCM -CN‘a-y

Khi AMN = 90° thi AMB + CMN = 90° nén :
—— e
(@AMB = cotgCMN

a a = X
hay x = 2y

Viéy h¢ thuc giita x , y la : az—a(x +y) + X =0. .
BAI TAP TUONG TY

1. Cho t( dién SABC c6 SA = SB = SC va tam giac ABC vudng
cén tai B. | va J la trung diém AC va BC. :

a) Chung minh (SAC) L (ABC).
b) Chiing minh (SW) L (SBC).
¢) Vé dudng cao IH cla tam gléc SIJ. Ching minh H 1a truc
tdm tam giac SBC.
2. Cho hinh choép SABCD c6 ABCD Ia hinh thoi , SA = SC va
SB = SD. Goi O la giao diém clia AC va BD.
a) Chung minh : (SAC) L (ABCD); (SBD) 41 (ABCD)
b) 1 va J 1a hinh chiéu cda O trén AB va CD. Ching minh :
(SAB) L (SCD) « ISJ = 90°.



-

{ 3. Cho hinh chép SABC c6 SA vubng géc (ABC), tam gidc ABC
T wvuéng tai B, SA = av 2 ,AB = a, BC = av 3. Goi H. K 1a
hinh chigu clta A trén SB, SC.
a) Ching minh tu giac BCKH nbi tiép dugc.
b) Ching minh : (AHK) 1 (SBC).
c) Tinh dién tich tam giac AHK.

Vén 42 2 : Ching minh dudng thing vudng goc v6i mit phing

Ngoai chc cich ching minh & chuong trubc, d8 chiing minh a 1 «
ta c6 thd ching minh :
.aCf.pLa,fNa=dvaatrd

4

.a=8Ny vi By 1L a

L d 0 ¥

viou1:
Cho hinh ch6p SABCD c6 SAB la tam giac cén tai S va ABCD
1a hinh chil nhat. Goi | 1a trung diém AB. Cho (SAB) L (ABCD).
Ching minh : SI L (ABCD), BC L (SAB).

Giai
. Tam gidc SAB cén tai S nén :
‘ SI L AB
va (SAB) L (ABCD).

Suyra: SI L (ABCD).
. Taco: BC L AB va
(ABCD) L (SAB)
Do d6: BC 1 (SAB).
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vioy 2: N
Cho hinh ch6p SABC c6 ABC Ia tam gidc ddu, hai mat (SAB),
(SAC) vudng géc (ABC). Goi | 1a trung diém cla BC va O , H
lAn luot 13 truc tdm cla hai tam gidc ABC, SBC. Chlng minh:
SA 1 (ABC) ; SB L (COH) ; (SAl) L (SBC) ; OH L (SBC).
Giai
* Ta ¢6 : (SAB),(SAC) L (ABC)
suyra: SA L (ABQO).
* Taco: CO L AB (O la tryc tam)
(ABC) L (SAB)
nén : CO L1 (SAB)
suyra: CO L SB

Houm nita : CH L $B (H la truc tam)
nén : SB L (COH).

*Taco: BC 1 SAAI nén :
BC 1 (SAI). Do do : (SAI) L (SBCQ).

* Theo trén SB L (COH) nén (COH) L (SBC)
Ma (SAI) L (SBC) va (SAI) N (COH) = OH nén OH L (SBC).

BAI TAP TUONG TU ,
1. Cho hinh vuéng ABCD. Mat phang (P) vuong goe (ABCD ) theo
giao tuyén AB. Diém M di dong sao cho AMB = AMD = 90°.

a) Chung minh M thudéc mat phdng trung truc cta BD.
b) MD cét (P) tai M. Ching minh : AM’ L BM'.
2. Cho 2 hinh vudng ABCD va ABEF canh a ndm trong 2 mat

phdng vubéng géc nhau : Trén 2 doan AC, BF lan lugt 14y 2
diém M va N sao cho AM = BN = x (0 < x < a¥ 2 ).

a) Chiung minh AF L (ABCD).
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b) Gol Mi 13 hinh chiu cla M trén AB. Ching minh :
MM L MiN vi MN song song méat phang (CDFE).

c) Tinh MN theo a va x. Dinh x dé MN nhd nhét.

d) Khi MN nho nhét hdy ching minh MN vubng géc AC, BF
va MN song song DE.
Hudng dén :
b) C6 thd diung dinh Ii Talet dao dé ching minh MN // (CDFE).

d) Ding dinh )i Pitago dé kiém ching hai tam giac AMN, BMN
vudng. D8 ¥ giao diém cla AB v6i MD va NE khi ching minh
MN // DE.

Vin 45 3: Dyng dudng thdng qua mot diém va vudng géc

véi mdt mit phing

Cho difm A va mpa. Dyng duding thdng d qua A va vudng gbc véi u. '
Tnrong hop 1 : Ndu c6 b 1 « thi tr A
ta dyng d song song véi b.
Trwdng hgp 2 : Dyng mpf chila A va Q_
A -
L Q

vudng gbéc a theo giao tuyén a. Dyng

dudng thing d qua A va vubng géc a

tai A"

Pay ciing 1A bai toan tim hinh chidu A’ X
{,cﬁa A trén mpa.

viby1:

Cho hinh chép SABCD c6 SA vudng gbée vai (ABCD) va ABCD
la hinh ch nhat. Mat phing a qua BC cét SA tai M. Dung
- dudng vudng goéc ti S voi mat phang a.
, Giai ‘
Tacé: BC L ABSA
nén : BC L (SAB).
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Do d6 : (MBC) 1 (SAB) theo giao
tuyén MB.

Viy duimg thing qua S va vudng goc
MB tai H 12 dudng thing phdi tim.

vioy 2:

Cho hinh chép SABCD c6 SA vudng
gbéc (ABCD). ABCD 1a hinh thoi v6i
A nhon. Xac dinh hinh chifu cua
A trén mé. phdng (SBC). '

Giai

Chifu A trén BC thanh H.

Tacéo: BC 1L SAAH
suy ra: BC L (SAH).
Do d6: (SBC) 1 (SAH) theo
giao tuyén SH.
Goi i\inh chifu cia A trén SH 1z
A

AA' L SH = AA’ L (SBC).
Vay A’ 12 hinh chifu clia A trén
mp(SBC).

vioya:
Cho hinh ch6p SABCD cé6 ABCD la hinh vuéng canh a tam O,
SO vudng goc ABCD, SA = b, SA hogp vdi (ABCD) va (SBC)
hai géc bang nhau. H 13 hinh chiéu clia A trén (SBC).

a) Xac dinh H. Ching minh SO = AH, HB = 2

b) Ching minh 5a2 = 4b%
c) Goi « fa gbc cua SA va (ABCD). Ching minh :
3

tga = E
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Giai
a) * Xdc dinh H

Goi I 1A trung diém
BC. Ta ¢6 :

BC 1 SO,0I nén
BC 1 (SOI) hay
(SBC) 1 (SOI).
Tie B vé Bt song
song SI. Ta ¢o
(ABt) // (SOI) nén
(ABt) vudng goc
(SBC) thco giao
tuyén Bt. Do d6
chiu A trén Bt thi
d6 ciing la hinh
chi€u H cua A trén |
(SBO).

* Ching minh SO = AH, HB =
Ta cé : -
SO L (ABCD) = goc (SA,(ABCD)) = SAQ ~

—~ = SAQO = ASH
AH 1 (SBC) = goc (SA,(SBC)) = ASH
Suy ra hai tam giic vudng SOA va AHS biing nhau.
Do d6: SO = AH. i
50 _ AH

S P
- Taco: 1gSI0O = (gABH » —— =

of = hpp * HB=0I-=

NI®

b) Chitng minh : sa® =
Trong tam gidc vubng ABH ta ¢6 : AB? = AH? + HB?

Suyra: a2 = SO* + or = (SA? - 0AY) + OI.2
2 2
= 2 _ & a
- (b 2 ) + 4

Do d6: 5a% = 4b%.
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c) Chimg minh_tga = / .;_
/;;__—E 52 _
2 = 4 2 _ _3_
a2 av2 =V 3

2 T2

e = 29 o
Tacé.tga—OA-

BAl TAP TUONG TU

1. Trong mét phidng @ cho dudng trdn dudng kinh AB va diém C
trén- duding tron. Doan SA vudng goéc vai a.

a) Ching minh : (SAC) L (SBC). Suy ra dudng cao AH cla
tam giac SAC vudng géc (SBC).

b) Goi O 1A trung diém AB. Tim hinh chiéu 0’ cla O trén
(SBC).
2. Cho hinh chép SABCD c6 ABCD Ia hinh chit nhit, SA vudng
géc (ABCD). Diém M di ddng trén doan SA.
a) Chiing minh : (MCD) L (SAD).
b) Tim hinh chiu $' cla S trén (MCD) Suy ra §' chay trén
mét cung trdn ¢ dinh.
¢) Tim hinh chiéu clia B trén (MCD).
¢ 3. Cho tu dién SABC c6 S, B, C c§ dinh, mat phing (SCA) quay

quanh SC v& & mét phia d&i véi mat phéng (SBC) Cho SA =
=SB =8C=a, ASC = 90° BSC = 120°.

a) Tim tdp hop cac diém A va hinh chiSu cla A trén (SBC).
b) Tinh BSA dé tam gidc ABC vubng tai A.
Hudng dén : A nim trong m3t phing vubn%bc SCtai S.
4. Cho t dién SABC cb tam gidc ABC can, AB = AC = SA =

= 8B = av 3, SC = a, (SBC) vudng géc (ABC), | 1A trung
diém BC.

a) Chiing minh tam gidc SBC vudng.
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