BÀI 11. HAI ĐƯỜNG THẲNG SONG SONG
A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ
1. Vị trí tương đối của hai đường thẳng trong không gian
- Nếu hai đường thẳng cùng nằm trong một mặt phẳng thì ta nói chúng đồng phẳng. Khi đó chúng có thể song song, cắt nhau hoặc trùng nhau (H.4.7).
[image: ]
- Nếu hai đường thẳng không cùng nằm trong bất kì mặt phẳng nào thì ta nói chúng chéo nhau (H.4.8).
[image: ]
2. Các tính chất
- Trong không gian, qua một điểm nằm ngoài một đường thẳng cho trước, có đúng một đường thẳng song song với đường thẳng đã cho.
- Trong không gian, hai đường thẳng phân biệt cùng song song với đường thẳng thứ ba thì song song với nhau.
- (Định lí về ba đường giao tuyến) Nếu ba mặt phẳng đôi một cắt nhau theo ba giao tuyến phân biệt thì ba giao tuyến đó đồng quy hoặc đôi một song song với nhau (H.4.9).
[image: ]
- Nếu hai mặt phẳng chứa hai đường thẳng song song thì giao tuyến của chúng (nếu có) song song với hai đường thẳng đó hoặc trùng với một trong hai đường thẳng đó (H.4.9b).
B. VÍ DỤ






Ví dụ 1. Cho tứ diện . Gọi  lần lượt là trung điểm của các cạnh  và  là một điểm bất kì thuộc cạnh . Xác định các giao tuyến của mặt phẳng  và các mặt của tứ diện.
[image: ]
Giải













Hiển nhiên  lần lượt là giao tuyến của mặt phẳng  và các mặt  của tứ diện. Vì  là đường trung bình của tam giác  nên . Hai mặt phẳng  và  có điểm chung  và chứa hai đường thẳng song song là  và , suy ra giao tuyến của hai mặt phẳng đó là đường thẳng đi qua  và song song với .










Trong mặt phẳng  vẽ  với  thuộc  thì  là giao tuyến của hai mặt phẳng  và . Khi đó  là giao tuyến của hai mặt phẳng  và .


Vậy các giao tuyến của mặt phẳng  với các mặt của tứ diện là các đường thẳng .






Chú ý. Để tìm giao tuyến của hai mặt phẳng chứa hai đường thẳng song song  và , ta tìm một điểm chung  của hai mặt phẳng đó và qua  vẽ đường thẳng song song với một trong hai đường thẳng  hoặc .












Ví dụ 2. Cho tứ diện . Gọi  lần lượt là trung điểm của các cạnh  và  là một điểm bất kì thuộc cạnh . Giả sử  cắt  tại  và  cắt  tại . Chứng minh rằng .
[image: ]
Giải






Vì  là giao điểm của  và  nên  thuộc cả hai mặt phẳng  và .




Tương tự,  cũng thuộc cả hai mặt phẳng đó nên suy ra  là giao tuyến của hai mặt phẳng  và .










Vì  là đường trung bình của tam giác  nên . Hai mặt phẳng  và  chứa hai đường thẳng song song là  và  nên giao tuyến  của hai mặt phẳng đó song song với  và .












Chú ý. Trong Ví dụ 2 ta cũng có thể lập luận như sau: Xét ba mặt phẳng  và  thì giao tuyến của ba mặt phẳng đó là  và . Theo định lí về ba đường giao tuyến thì  và  đồng quy hoặc đôi một song song. Tuy nhiên, vì  là đường trung bình của tam giác  nên , suy ra ba đường thẳng  không thể đồng quy. Vì vậy  đôi một song song và nói riêng ta có .


Nhận xét. Để chứng minh hai đường thẳng  và  trong không gian song song với nhau, ta có thể sử dụng một trong các cách sau:




- Chứng minh một trong hai đường thẳng  và , giả sử là , là giao tuyến của hai mặt phẳng chứa hai đường thẳng song song, đồng thời một trong hai đường thẳng song song đó là .

- Sử dụng định lí ba đường giao tuyến: chứng minh a và  là hai trong ba giao tuyến phân biệt của ba mặt phẳng nào đó.

- Chứng minh a và  cùng song song với một đường thẳng thứ ba.
Tuy nhiên có thể nhận thấy rằng phương pháp sử dụng định lí ba đường giao tuyến thường dài hơn so với hai phương pháp còn lại.
C. BÀI TẬP






Câu 13. Cho tứ diện . Gọi  lần lượt là các điểm thuộc các cạnh ,. Xác định giao điểm của đường thẳng  và mặt phẳng  trong các trường hợp sau:


a) Đường thẳng  song song với đường thẳng ;


b) Đường thẳng  cắt đường thẳng .
Lời giải





a) Trong mặt phẳng  vẽ đường thẳng  thì  là giao điểm của đường thẳng  và mặt phẳng .











b) Trong mặt phẳng , gọi  là giao điểm của  và . Trong mặt phẳng , gọi  là giao điểm của  và . Khi đó  là giao điểm của đường thẳng  và mặt phẳng .
[image: ]




Câu 14. Cho hình chóp  có đáy  là hình bình hành. Gọi  là một điểm bất kì thuộc cạnh .

a) Xác định các giao tuyến của mặt phẳng  với các mặt của hình chóp.

b) Xác định các giao tuyến của mặt phẳng  với các mặt của hình chóp.
Lời giải




a) Trong mặt phẳng , vẽ . Giao tuyến của mặt phẳng  và các mặt của hình chóp là các đường thẳng .
b) Tương tự câu a (H.4.44b).
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Câu 15. Cho hình chóp  có đáy  là hình thang . Gọi  lần lượt là các điểm thuộc các cạnh .



a) Xác định giao tuyến  của hai mặt phẳng  và .

b) Chứng minh rằng .
Lời giải
(H.4.45)
[image: ]




a) Trong mặt phẳng , gọi  là giao điểm của  và .





Trong mặt phẳng , vẽ đường thẳng  đi qua  và song song với  thì  là giao tuyến cần tìm.


b) Theo cách dựng thì  song song với .




Câu 16. Cho tứ diện . Gọi  lần lượt là trung điểm của các cạnh ,.


a) Xác định giao tuyến của hai mặt phẳng  và .


b) Xác định giao tuyến của hai mặt phẳng  và .


c) Xác định giao tuyến của hai mặt phẳng  và .
d) Chứng minh rằng các giao tuyến tìm được ở trên đôi một song song với nhau.
Lời giải
(H.4.46) 
[image: ]











a) Trong mặt phẳng , gọi  là giao điểm của  và . Trong mặt phẳng , gọi  là giao điểm của  và . Đường thẳng  là giao tuyến của hai mặt phẳng  và .






Vì  và  lần lượt là đường trung bình của các tam giác  và  nên  , suy ra .


b) Giao tuyến là đường thẳng qua  và song song với .


c) Giao tuyến là đường thẳng qua  và song song với .

d) Các giao tuyến đều song song với  nên chúng đôi một song song với nhau.




Câu 17. Cho hai hình bình hành  và  không cùng nằm trong một mặt phẳng. Gọi  lần lượt là giao điểm của hai đường chéo của hai hình bình hành đó. Chứng minh rằng ba đường thẳng  đôi một song song.
Lời giải
(H.4.47)
[image: ]





Vì  là đường trung bình của hai tam giác  và  nên  và .





Câu 18. Cho hình chóp  có đáy  là hình thang . Gọi  lần lượt là trọng tâm của các tam giác .




a) Gọi  lần lượt là trung điểm của các cạnh . Chứng minh rằng , từ đó suy ra .

b) Xác định các giao tuyến của mặt phẳng  với các mặt của hình chóp.

c) Trong các giao tuyến tìm được ở câu b, giao tuyến nào song song với đường thẳng  ?
Lời giải
(H.4.48)
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a) Vì  lần lượt là trọng tâm của các tam giác  nên .






Theo định lí Thalès suy ra trong tam giác  có . Vì  là đường trung bình của hình thang  nên . Từ đó suy ra .










b) Trong mặt phẳng , gọi  là giao điểm của  và . Trong mặt phẳng , gọi  là giao điểm của  và . Các giao tuyến của mặt phẳng  và các mặt của hình chóp là các đường thẳng .











c) Hai mặt phẳng  và  chứa hai đường thẳng song song là  và  (cùng song song với ) nên giao tuyến của hai mặt phẳng đó song song với , tức là  song song với . Vậy có hai giao tuyến song song với đường thẳng  là  và .



Câu 19. Cho tứ diện . Một mặt phẳng cắt bốn cạnh  lần lượt tại các điểm .

a) Chứng minh rằng các đường thẳng  đôi một song song hoặc đồng quy.

b) Chứng minh rằng các đường thẳng  đôi một song song hoặc đồng quy.
Lời giải

a) Áp dụng định lí về ba đường giao tuyến cho ba mặt phẳng  và (MNPQ) 
[image: ]
b) Tương tự câu a.

Câu 20. Một chiếc thang được đặt sao cho hai đầu của chân thang dựa vào tường, hai đầu còn lại nằm trên sàn nhà . 
[image: ]
Biết rằng chiếc thang có dạng hình chữ nhật, hãy giải thích vì sao hai đầu của chân thang nằm trên sàn nhà lại cách đều đường chân tường.
Lời giải
Áp dụng định lí về ba đường giao tuyến cho ba mặt phẳng: mặt sàn nhà, mặt chân tường và mặt phẳng tạo bởi bốn đầu của chân thang. Từ đó suy ra đường thẳng đi qua hai đầu của chân thang trên sàn nhà song song với đường chân tường.

Câu 21. Bạn Hà lấy một tờ giáy hình chữ nhật và gấp tờ giấy sao cho hai mép của tờ giấy song song với nhau . 
[image: ]
Hà thấy rằng dù gấp thế nào thì đường nếp gấp vẫn luôn song song với hai mép của tờ giấy. Hãy giải thích vì sao.
Lời giải
Hai nửa của tờ giấy có thể coi như hai mặt phẳng chứa hai đường thẳng song song là hai mép giấy. Đường nếp gấp chính là giao tuyến của hai mặt phẳng này nên nó song song với hai mép giấy.


2

oleObject1.bin

image50.wmf
MF


oleObject46.bin

image51.wmf
CD


oleObject47.bin

image52.wmf
(.4.11)

PH


oleObject48.bin

image53.wmf
//

NPEF


oleObject49.bin

image54.png
Hinh 4.11




image55.wmf
N


image5.wmf
,

MN


oleObject50.bin

image56.wmf
ME


oleObject51.bin

image57.wmf
BD


oleObject52.bin

image58.wmf
N


oleObject53.bin

image59.wmf
()

MEF


oleObject54.bin

image60.wmf
()

BCD


oleObject2.bin

oleObject55.bin

image61.wmf
P


oleObject56.bin

image62.wmf
NP


oleObject57.bin

image63.wmf
()

MEF


oleObject58.bin

image64.wmf
()

BCD


oleObject59.bin

image65.wmf
EF


image6.wmf
,

BCCD


oleObject60.bin

image66.wmf
ABC


oleObject61.bin

image67.wmf
//

EFBC


oleObject62.bin

image68.wmf
()

MEF


oleObject63.bin

image69.wmf
()

BCD


oleObject64.bin

image70.wmf
EF


oleObject3.bin

oleObject65.bin

image71.wmf
BC


oleObject66.bin

image72.wmf
NP


oleObject67.bin

image73.wmf
EF


oleObject68.bin

image74.wmf
BC


oleObject69.bin

image75.wmf
(),()

MEFBCD


image7.wmf
P


oleObject70.bin

image76.wmf
()

ABC


oleObject71.bin

image77.wmf
,

NPBC


oleObject72.bin

image78.wmf
EF


oleObject73.bin

image79.wmf
,

NPBC


oleObject74.bin

image80.wmf
EF


oleObject4.bin

oleObject75.bin

image81.wmf
EF


oleObject76.bin

image82.wmf
ABC


oleObject77.bin

image83.wmf
//

EFBC


oleObject78.bin

image84.wmf
,,

NPBCEF


oleObject79.bin

image85.wmf
,,

NPBCEF


image8.wmf
(.4.10)

ABH


oleObject80.bin

image86.wmf
//

NPEF


oleObject81.bin

image87.wmf
a


oleObject82.bin

image88.wmf
b


oleObject83.bin

image89.wmf
a


oleObject84.bin

image90.wmf
b


oleObject5.bin

oleObject85.bin

image91.wmf
a


oleObject86.bin

image92.wmf
b


oleObject87.bin

image93.wmf
b


oleObject88.bin

image94.wmf
b


oleObject89.bin

image95.wmf
ABCD


image9.wmf
()

MNP


oleObject90.bin

image96.wmf
,,

MNP


oleObject91.bin

image97.wmf
,

ABBC


oleObject92.bin

image98.wmf
CD


oleObject93.bin

image99.wmf
AD


oleObject94.bin

image100.wmf
()

MNP


oleObject6.bin

oleObject95.bin

image101.wmf
NP


oleObject96.bin

image102.wmf
BD


oleObject97.bin

image103.wmf
NP


oleObject98.bin

image104.wmf
BD


oleObject99.bin

image105.wmf
()

ABD


image10.png
Hinh 4.10




oleObject100.bin

image106.wmf
//()

MQBDQAD

Î


oleObject101.bin

image107.wmf
Q


oleObject102.bin

image108.wmf
AD


oleObject103.bin

image109.wmf
()(.4.43)

MNPHa


oleObject104.bin

image110.wmf
()

BCD


image11.wmf
,

MPMN


oleObject105.bin

image111.wmf
R


oleObject106.bin

image112.wmf
NP


oleObject107.bin

image113.wmf
BD


oleObject108.bin

image114.wmf
()

ABD


oleObject109.bin

image115.wmf
S


oleObject7.bin

oleObject110.bin

image116.wmf
MR


oleObject111.bin

image117.wmf
AD


oleObject112.bin

image118.wmf
R


oleObject113.bin

image119.wmf
AD


oleObject114.bin

image120.wmf
()(.4.43 )

MNPHb


image12.wmf
()

MNP


oleObject115.bin

image121.png
Hinh 4.43




image122.wmf
.

SABCD


oleObject116.bin

image123.wmf
ABCD


oleObject117.bin

image124.wmf
M


oleObject118.bin

image125.wmf
SC


oleObject119.bin

oleObject8.bin

image126.wmf
()

MAB


oleObject120.bin

image127.wmf
()

MAD


oleObject121.bin

image128.wmf
()

SCD


oleObject122.bin

image129.wmf
//()

MNCDNSD

Î


oleObject123.bin

image130.wmf
()

MAB


oleObject124.bin

image13.wmf
(),()

ABCBCD


image131.wmf
,,,(.4.44)

ABBMMNNAHa


oleObject125.bin

image132.png
Hinh 4.44




image133.wmf
.

SABCD


oleObject126.bin

image134.wmf
ABCD


oleObject127.bin

image135.wmf
(//)

ABCD


oleObject128.bin

image136.wmf
,

MN


oleObject9.bin

oleObject129.bin

image137.wmf
,

SASD


oleObject130.bin

image138.wmf
d


oleObject131.bin

image139.wmf
()

MCD


oleObject132.bin

image140.wmf
()

NAB


oleObject133.bin

image141.wmf
//

dAB


image14.wmf
MN


oleObject134.bin

image142.png
Hinh 4.45




image143.wmf
()

SAD


oleObject135.bin

image144.wmf
P


oleObject136.bin

image145.wmf
AN


oleObject137.bin

image146.wmf
DM


oleObject138.bin

oleObject10.bin

image147.wmf
()

NAB


oleObject139.bin

image148.wmf
d


oleObject140.bin

image149.wmf
P


oleObject141.bin

image150.wmf
AB


oleObject142.bin

image151.wmf
d


oleObject143.bin

image15.wmf
BCD


image152.wmf
d


oleObject144.bin

image153.wmf
AB


oleObject145.bin

image154.wmf
ABCD


oleObject146.bin

image155.wmf
,,,

MNPQ


oleObject147.bin

image156.wmf
AB


oleObject148.bin

oleObject11.bin

image157.wmf
,,

BCCDDA


oleObject149.bin

image158.wmf
()

ANP


oleObject150.bin

image159.wmf
()

CMQ


oleObject151.bin

image160.wmf
()

ANP


oleObject152.bin

image161.wmf
()

ABD


oleObject153.bin

image16.wmf
//

MNBD


image162.wmf
()

CMQ


oleObject154.bin

image163.wmf
()

BCD


oleObject155.bin

image164.png




image165.wmf
()

ABC


oleObject156.bin

image166.wmf
E


oleObject157.bin

image167.wmf
AN


oleObject12.bin

oleObject158.bin

image168.wmf
CM


oleObject159.bin

image169.wmf
()

ACD


oleObject160.bin

image170.wmf
F


oleObject161.bin

image171.wmf
AP


oleObject162.bin

image172.wmf
CQ


image17.wmf
()

MNP


oleObject163.bin

image173.wmf
EF


oleObject164.bin

image174.wmf
()

ANP


oleObject165.bin

image175.wmf
()

CMQ


oleObject166.bin

image176.wmf
MQ


oleObject167.bin

image177.wmf
NP


oleObject13.bin

oleObject168.bin

image178.wmf
ABD


oleObject169.bin

image179.wmf
CBD


oleObject170.bin

image180.wmf
////

MQBDNP


oleObject171.bin

image181.wmf
//////

EFMQNPBD


oleObject172.bin

image182.wmf
A


image18.wmf
()

ABD


oleObject173.bin

image183.wmf
BD


oleObject174.bin

image184.wmf
C


oleObject175.bin

image185.wmf
BD


oleObject176.bin

image186.wmf
BD


oleObject177.bin

image187.wmf
ABCD


oleObject14.bin

oleObject178.bin

image188.wmf
ABEF


oleObject179.bin

image189.wmf
,

GH


oleObject180.bin

image190.wmf
,,

GHCEDF


oleObject181.bin

image191.png
A

A

N
X
~
<
£
X




image192.wmf
GH


oleObject182.bin

image19.wmf
P


image193.wmf
ACE


oleObject183.bin

image194.wmf
BDF


oleObject184.bin

image195.wmf
//

GHCE


oleObject185.bin

image196.wmf
//

GHDF


oleObject186.bin

image197.wmf
.

SABCD


oleObject187.bin

oleObject15.bin

image198.wmf
ABCD


oleObject188.bin

image199.wmf
(//)

ABCD


oleObject189.bin

image200.wmf
,

EF


oleObject190.bin

image201.wmf
,

SADSBC


oleObject191.bin

image202.wmf
,

MN


oleObject192.bin

image20.wmf
MN


image203.wmf
,

ADBC


oleObject193.bin

image204.wmf
//

EFMN


oleObject194.bin

image205.wmf
//

EFAB


oleObject195.bin

image206.wmf
()

AEF


oleObject196.bin

image207.wmf
EF


oleObject197.bin

oleObject16.bin

image208.png




image209.wmf
,

EF


oleObject198.bin

image210.wmf
,

SADSBC


oleObject199.bin

image211.wmf
2

3

SESF

SMSN

==


oleObject200.bin

image212.wmf
SMN


oleObject201.bin

image213.wmf
//

EFMN


image21.wmf
BD


oleObject202.bin

image214.wmf
MN


oleObject203.bin

image215.wmf
ABCD


oleObject204.bin

image216.wmf
//

MNAB


oleObject205.bin

image217.wmf
//

EFAB


oleObject206.bin

image218.wmf
()

SAD


oleObject17.bin

oleObject207.bin

image219.wmf
P


oleObject208.bin

image220.wmf
AE


oleObject209.bin

image221.wmf
SD


oleObject210.bin

image222.wmf
()

SBC


oleObject211.bin

image223.wmf
Q


image22.wmf
P


oleObject212.bin

image224.wmf
BF


oleObject213.bin

image225.wmf
SC


oleObject214.bin

image226.wmf
()

AEF


oleObject215.bin

image227.wmf
,,,

APPQQBAB


oleObject216.bin

image228.wmf
()

AEF


oleObject18.bin

oleObject217.bin

image229.wmf
()

SCD


oleObject218.bin

image230.wmf
EF


oleObject219.bin

image231.wmf
CD


oleObject220.bin

image232.wmf
AB


oleObject221.bin

image233.wmf
EF


image23.wmf
BD


oleObject222.bin

image234.wmf
PQ


oleObject223.bin

image235.wmf
EF


oleObject224.bin

image236.wmf
EF


oleObject225.bin

image237.wmf
AB


oleObject226.bin

image238.wmf
PQ


oleObject19.bin

oleObject227.bin

image239.wmf
ABCD


oleObject228.bin

image240.wmf
,,,

ABBCCDDA


oleObject229.bin

image241.wmf
,,,

MNPQ


oleObject230.bin

image242.wmf
,,

MNPQAC


oleObject231.bin

image243.wmf
,,

MQNPBD


image24.wmf
()

ABD


oleObject232.bin

image244.wmf
(),()

ABCACD


oleObject233.bin

image245.png
Hinh 4.49




image246.wmf
(412)

H

××


oleObject234.bin

image247.png
Hinh 4.12




image248.wmf
(.4.13)

H


oleObject235.bin

image249.png
Hinh 4.13




oleObject20.bin

image25.wmf
//

PQBD


oleObject21.bin

image26.wmf
Q


oleObject22.bin

image27.wmf
AD


oleObject23.bin

image28.wmf
PQ


oleObject24.bin

image29.wmf
()

MNP


oleObject25.bin

image1.png
ot/ =7 O

anb={M} allb
acétbtaiM a song song voi b a trung vGi b
Hinh 4.7





image30.wmf
()

ABD


oleObject26.bin

image31.wmf
QN


oleObject27.bin

image32.wmf
()

MNP


oleObject28.bin

image33.wmf
()

ACD


oleObject29.bin

image34.wmf
()

MNP


oleObject30.bin

image2.png
[a)

Hinh 4.8




image35.wmf
,,,

MNMPPQQN


oleObject31.bin

image36.wmf
a


oleObject32.bin

image37.wmf
b


oleObject33.bin

image38.wmf
P


oleObject34.bin

image39.wmf
P


oleObject35.bin

image3.png
Hinh 4.9




image40.wmf
a


oleObject36.bin

image41.wmf
b


oleObject37.bin

image42.wmf
ABCD


oleObject38.bin

image43.wmf
,

EF


oleObject39.bin

image44.wmf
,

ABAC


oleObject40.bin

image4.wmf
ABCD


image45.wmf
M


oleObject41.bin

image46.wmf
AD


oleObject42.bin

image47.wmf
ME


oleObject43.bin

image48.wmf
BD


oleObject44.bin

image49.wmf
N


oleObject45.bin

