
PHẦN B. BÀI TẬP TỰ LUẬN (PHÂN DẠNG)

D NG 1. BÀI TOÁN CH NG MINH Đ NG TH NG SONG SONG V I M T PH NGẠ Ứ ƯỜ Ẳ Ớ Ặ Ẳ

.



d



Câu 1. (SGK-KNTT 11- Tập 1) Trong không gian, cho hai đường thẳng phân biệt  và mặt phẳng

. Những mệnh đề nào sau đây là đúng?

a) Nếu  và  có điểm chung thì  không song song với .

b) Nếu  và  có điểm chung thì  và  cắt nhau.

c) Nếu song song với  và  nằm trong  thì  song song với .

d) Nếu và  song song với  thì  song song với .
Lời giải

a) Mệnh đề a) là mệnh đề đúng vì nếu  và  có điểm chung thì  cắt  hoặc  nằm trong

 nên  không song song với ( .

b) Mệnh đề b) là mệnh đề sai vì nếu  và  có điểm chung thì  và  cắt nhau hoặc  nằm

trong .

c) Mệnh đề c) là mệnh đề sai vì  có thể nằm trong .
d) Mệnh đề d) là mệnh đề sai vì  và  có thể cắt nhau.

Câu 2. (SGK-KNTT 11- Tập 1) Bạn Nam quan sát thấy dù cửa ra vào được mở ở vị trí nào thì mép trên 
của cửa luôn song song với một mặt phẳng cố định. Hãy cho biết đó là mặt phẳng nào và giải thích tại sao.

Lời giải
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BÀI 12. ĐƯỜNG THẲNG SONG SONG VỚI MẶT PHẲNG 
CHƯƠNG 4. QUAN HỆ SONG SONG TRONG KHÔNG GIAN



Cánh cửa có dạng hình chữ nhật nên mép trên cửa song song với mép dưới cửa. Mà mép dưới của
cửa luôn tạo với mặt sàn một đường thẳng, do đó mép trên của cửa luôn song song với mặt sàn
nhà.

Câu 3. (SGK-KNTT 11- Tập 1) Cho hình chóp  có đáy là hình thang . Hai đường 

thẳng  và  có chéo nhau hay không? Chỉ ra mặt phẳng chứa đường thẳng  và song song với .
Lời giải

Nếu hai đường thẳng   và   không chéo nhau thì   và   đồng phẳng hay bốn điểm

 đồng phẳng, trái với giả thiết  là hình chóp. Do đó, hai đường thẳng  và
 chéo nhau.

Ta có đường thẳng  không nằm trong mặt phẳng  và có  (giả thiết), đường

thẳng   nằm trong mặt phẳng  ,  do đó đường thẳng   song song với  mặt  phẳng

. Mà mặt phẳng  chứa đường thẳng . Vậy mặt phẳng  chứa đường thẳng
 và song song với .

Câu 4. (SGK-KNTT 11- Tập 1) Cho hai tam giác  và  không cùng nằm trong một mặt 

phẳng. Gọi  lần lượt là trung điểm của các cạnh .

a) Đường thẳng  có song song với mặt phẳng  hay không? Hãy giải thích tại sao.

b) Đường thẳng  có song song với mặt phẳng  hay không? Hãy giải thích tại sao.
Lời giải

a) Vì  là trung điểm của cạnh  nên đường thẳng  chứa điểm .

Lại có điểm  thuộc mặt phẳng (  và điểm  không thuộc mặt phẳng ( ) (do bốn điểm

 không đồng phẳng). Do đó, đường thẳng  cắt mặt phẳng  tại điểm . Vậy

đường thằng  không song song với mặt phẳng .

b) Vì ,  lần lượt là trung điểm của các cạnh  nên  là đường trung bình của tam
giác , suy ra .
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Lại có đường thẳng  nằm trong mặt phẳng  và đường thẳng  không nằm trong mặt

phẳng .

Vậy đường thẳng  song song với mặt phẳng .

Câu 5. (SGK-KNTT 11- Tập 1) Cho tứ diện . Gọi  lần lượt là trung điểm của hai cạnh

. Chứng minh rằng đường thẳng  song song với mặt phẳng .
Lời giải

Vì ,  lần lượt là trung điểm của hai cạnh  nên  là đường trung bình của tam giác

, suy ra . Mà đường thẳng  nằm trong mặt phẳng .

Do đó, đường thẳng  song song với mặt phẳng .

Câu 6. Cho hình chóp ,  là hình bình hành.  là trung điểm của .

Chứng minh .

Lời giải

A

D C

B

S

M
P

N

*) Trong : Gọi  là trung điểm của  khi đó

Ta có  là đường trung bình  (1)

*) Lại có  (2) ( Do  là trung điểm của  )

*) Từ (1) và (2)  Tứ giác  là hình bình hành.

. (Điều phải chứng minh).

Câu 7. Lăng trụ .  là trung điểm của . Chứng minh 
Lời giải
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A

B

C

A'

B'

C'M

NO

*) Trong : Gọi  là trung điểm của ;

Khi đó  là đường trung bình  (1)

*)  là hình bình hành  (2)

*)  Từ giác  là hình bình hành

.

Câu 8. Cho hình lập phương .  thuộc hai đoạn  và  để . 
Chứng minh song song với một mặt phẳng cố định.

Lời giải

Gọi sao cho . Khi đó .

Mà theo giả thiết ,  là hình lập phương nên ta có :  nên tứ giác

 là hình bình hành. Do đó ,  .

Câu 9. Cho hình lăng trụ .  lần lượt là trọng tâm các tam giác  và . 

Chứng minh rằng .
Lời giải
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Gọi  là trung điểm của .  là trọng tâm  nên ta có :  .

 là trọng tâm  nên   .

Từ ,  ta có : , .

Câu 10. Cho hai hình bình hành ,  không đồng phẳng. ,  để

. Chứng minh .
Lời giải

N

O

E

B

F

A

CD

M

Dựng 
, mà  nên theo định lý Talet có , hay  là 

trung điểm của .

Dựng 
, mà  nên theo định lý Talet có , hay  là 

trung điểm của .

Từ hai điều trên ta có 
. Vậy suy ra .
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Câu 11. Cho lăng trụ , . Vẽ , . Vẽ , . Vẽ

, . Chứng minh .
Lời giải

Q

P
N

C'

B'

A

B

C

A'

M

Xét hình chóp 
 
có , ,  nên dễ dàng thấy ba đường 

thuộc cùng một mặt phẳng ;

cũng dễ thấy ngay mặt phẳng  (1).

Lại thấy  (2)

 (3)

Từ (1), (2), (3) ta có  ( tính chất giao tuyến của một mặt với hai mặt song song)

.

Câu 12. Cho hình lập phương . ,  là trung điểm của , . Chứng minh

.
Lời giải

I

N

M

C'
B'

D'

D

A'

A

B C

Kẻ điểm  là trung điểm của  , dễ dàng thấy  và 

Mà 
 
cắt nhau trong ; 

 
cắt nhau trong 

Vậy 
 

.

Câu 13. Cho hình chóp . Gọi ,  lần lượt là trung điểm của  và ; ,   lần lượt là 

trọng tâm các tam giác  và .
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a) Chứng minh .

b) Chứng minh .

Lời giải

a) Ta có .

b) Gọi  là trung điểm của  suy ra ,  thuộc mặt phẳng .

Ta có:  là trọng tâm tam giác  nên ;

Và  là trọng tâm tam giác  nên ;

Khi đó , suy ra .

Vì .

Câu 14. Cho hai hình bình hành  và  không cùng nằm trong một mặt phẳng có tâm lần lượt 

là  và .

a) Chứng minh rằng  song song với các mặt phẳng  và .

b) Gọi ,  lần lượt là hai điểm trên các cạnh ,  sao cho , . Chứng minh 

rằng  song song với mặt phẳng .

Lời giải
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a) Ta có  là đường trung bình của tam giác  ứng với cạnh  nên , do

 và  .
Tương tự,  là đường trung bình của tam giác  ứng với cạnh  nên 

 và  .

b) Trong , gọi 

Do  nên .

Lại có . Mà  và

 .

Câu 15. Cho hình bình hành  và  không cùng nằm trong một mặt phẳng. Gọi ,  lần 

lượt là các điểm trên  và  sao cho , . Tìm  để   .

Lời giải

Gọi  là giao điểm của   và .

Trong mặt phẳng  ta có   và  cắt  tại  nên    (định lí Ta
– lét đảo).

Ta lại có .

Suy ra   (định lí Ta – lét). Khi đó .
Vậy .
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Câu 16. Cho hình chóp  có đáy là hình thang với . Gọi là trọng tâm của tam giác

;  là điểm thuộc đoạn  sao cho  . Tìm  để   .

Lời giải

 
Gọi  là trung điểm của cạnh  .

Trong mặt phẳng  giả sử  và  cắt nhau tại điểm .

Dễ thấy .

Do đó :      (1).

Mặt khác tam giác  đồng dạng với tam giác  nên  suy ra

.

 (2).

Từ (1)
 
và (2)  .

Vậy  .

Câu 17. Cho hình chóp  có đáy là hình bình hành. Gọi ,  lần lượt là các điểm thuộc cạnh

  và đoạn  sao cho  và , . Tìm hệ thức liên hệ giữa  và   để

.

Lời giải

Trong mặt phẳng  giả sử  và  cắt nhau tại điểm .
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Dễ thấy .

Do đó :    (1)

Mặt khác tam giác  đồng dạng với tam giác   (2).

Từ (1) và (2)  .

Vậy   .

Câu 18. Cho tứ diện  có . Gọi ,  lần lượt là tâm đường tròn nội tiếp của các 

tam giác  và . Tính tỉ số    khi .

Lời giải

O'

C D

B

A

M
N

O

Trong mặt phẳng : Giả sử  và  cắt nhau tại điểm . 

Trong mặt phẳng : Giả sử  và  cắt nhau tại điểm .

Ta có : .

Do đó :    (1)
Mặt khác theo tính chất đường phân giác ta có : 

+ . 

+ .

Vậy đẳng thức  (1)  .

Theo giả thiết :  . 

Kết luận :  .
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D NG 2. XÁC Đ NH GIAO TUY N C A 2 M T PH NGẠ Ị Ế Ủ Ặ Ẳ
Phương pháp:
Để tìm giao tuyến của 2 mặt phẳng, ngoài phương pháp “Tìm 2 điểm chung của 2 mặt phẳng”, ta sử dụng 
định lí về giao tuyến như sau:

Bước 1: Chỉ ra rằng ,  lần lượt chứa hai đường thẳng song song  và .
Bước 2: Tìm một điểm chung của hai mặt phẳng.

Bước 3: Khi đó .

Câu 19. (SGK-KNTT 11-Tập 1) Cho tứ diện , điểm  nằm giữa hai điểm  và , gọi là 

mặt phẳng qua  và song song với hai đường thẳng . Xác định giao tuyến của  với các mặt của 
tứ diện.

Lời giải

Mặt phẳng (  chứa đường thẳng  song song với mặt phẳng  nên mặt phẳng 

cắt mặt phẳng  theo giao tuyến song song với . Vẽ  (  thuộc  thì  là

giao tuyến của  và .

Mặt phẳng  chứa đường thẳng  song song với mặt phẳng  nên mặt phẳng 

cắt mặt phẳng  theo giao tuyến song song với . Vẽ 

(  thuộc ) thì  là giao tuyến của  và . Khi đó  là giao tuyến của  và

.

Câu 20. (SGK-KNTT 11-Tập 1) Cho hình chóp  có đáy là hình thang . Gọi  là 

một điểm nằm giữa  và . Gọi  là mặt phẳng qua  và song song với hai đường thẳng . Xác 

định giao tuyến của  và các mặt bên của hình chóp. Hình tạo bởi các giao tuyến là hình gì?
Lời giải
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+) Mặt phẳng (  chứa đường thẳng  song song với mặt phẳng  nên mặt phẳng 

cắt mặt phẳng  theo giao tuyến song song với . Vẽ  (  thuộc  thì  là

giao tuyến của  và .

+) Mặt phẳng  chứa đường thẳng  song song với mặt phẳng  nên mặt phẳng 

cắt mặt phẳng  theo giao tuyến song song với . Vẽ  (  thuộc  thì  là

giao tuyến của  và .

+) Trong mặt phẳng , qua  vẽ đường thẳng song song với  cắt  tại .

Ta có:  và  nên , do đó  nằm trong mặt phẳng .

Vì   thuộc   nên   thuộc mặt phẳng   và   thuộc   nên   thuộc mặt phẳng

, do đó  nằm trong mặt phẳng .

Vậy  là giao tuyến của  và .

+) Nối  với , ta có  thuộc  nên  thuộc mặt phẳng . Vì  thuộc  nên 

thuộc mặt phẳng . Do đó,  nằm trong mặt phẳng .

Lại có  và  đều thuộc  nên  nằm trong mặt phẳng .

Vậy  là giao tuyến của  và .
+) Ta có:  và  nên , do vậy tứ giác  là hình thang.

Câu 21. Cho hình chóp  có đáy  là hình bình hành. Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng

 và .

Lời giải

Ta có:

 

                  thì .

Câu 22. Cho hình chóp  có đáy là hình thang với các cạnh đáy là  và . Gọi ,  lần lượt 

là trung điểm của  và ,  là trọng tâm của tam giác . Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng 

và .

Lời giải
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Ta có:  ,   lần lượt là trung điểm của   và   là đường trung bình của hình thang
 .                  

Gọi . 

Ta có  là điểm chung của hai mặt phẳng  và .

Mặt khác   

  Giao tuyến  của hai mặt phẳng  và  là đường thẳng qua  và song song với

 và  (đường thẳng ).

Câu 23. Cho tứ diện . Gọi  và  theo thứ tự là trọng tâm tam giác  và tam giác . 

Tìm giao tuyến của mặt phẳng  với mặt phẳng .

Lời giải

Gọi  và  theo thứ tự là trung điểm của  và .
Trong tam giác , ta có:

.

Do  .

Mà:  .
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Câu 24. Cho hình chóp  có đáy  là hình bình hành.  là giao tuyến của hai mặt phẳng

 và . ,  lần lượt là trung điểm của  và . Chứng minh  song song với giao 

tuyến của hai mặt phẳng  và .

Lời giải

Dễ thấy 
 là điểm chung của mặt phẳng  và 

Ta có:   

Do   và .

Mặt khác  .

Câu 25. Cho tứ diện  Gọi  tương ứng là Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng  

và 
Lời giải

N

M

B

C

D

A

 là đường trung bình của tam giác  nên 

Ta có  với  đi qua 
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Câu 26. Cho hình chóp  có đáy là hình bình hành tâm . Gọi  là trung điểm của ,  là 

điểm trên cạnh  sao cho 

a/ Chứng minh rằng: 

b/ Xác định giao tuyến của  và .
Lời giải:

K

H

I
N

M

O

S

C

D

A

B

a/ Chứng minh .

Ta có .Mà , suy ra  (đpcm).

b/ Gọi  (cùng nằm trong ).

Suy ra  là điểm chung thứ nhất của  và .

Ta có , suy ra  (cùng nằm trong ); nên  là điểm chung thứ

hai của  và .

Do đó  là giao tuyến của hai mặt phẳng  và .
D NG 3. THI T DI N ĐAI QUA M T ĐI M VÀ SONG SONG V I M T Đ NG TH NGẠ Ế Ệ Ộ Ể Ớ Ộ ƯỜ Ẳ
Định nghĩa thiết diện: Thiết diện (mặt cắt) là một đa giác phẳng thu được khi cắt một khối chóp bằng một

mặt phẳng. (Các cạnh của đa giác thu được là các đoạn giao tuyến của mặt phẳng với mặt bên
hoặc mặt đáy của hình chóp).

Phương pháp: Tìm thiết diện của một hình chóp với một mặt phẳng :

Bước 1: Từ điểm chung có sẵn, xác định giao tuyến đầu tiên của  với một mặt của hình chóp (có thể là
mặt phẳng trung gian).
Bước 2: Cho giao tuyến vừa tìm được cắt các cạnh của mặt đó của hình chóp, ta sẽ được các điểm chung

mới của  với các mặt khác. Từ đó xác định được giao tuyến với các mặt này.
Bước 3: Tiếp tục như trên tới khi các giao tuyến khép kín ta được thiết diện.
Chú ý: 
+ Thiết diện của một khối chóp là một đa giác bao quanh viền ngoài khối chóp, không có đường thẳng nào
đâm xuyên bên trong khối chóp đó.
+ Có thể tìm thiết diện bằng phương pháp dựng giao điểm.
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Câu 27. Cho tứ diện , điểm  thuộc . Xác định thiết diện của tứ diện  cắt bởi mặt 

phẳng  đi qua  song song với  và .
Lời giải

B D

C

A

M

P N

 nên giao tuyến của  với  là đường thẳng qua , song song với , cắt 
tại .

 nên giao tuyến của  với  là đường thẳng qua , song song với  cắt

 tại .

Vậy thiết diện là tam giác .

Câu 28. Cho tứ diện . Giả sử  thuộc đoạn thẳng . Xác định thiết diện của tứ diện  cắt 

bởi mặt phẳng  qua  song song với  và .
Lời giải

B D

C

A

Q

M

P

N

 nên giao tuyến của  với  là đường thẳng đi qua  và song song với  và 

cắt  tại .

 nên giao tuyến của  với  là đường thẳng đi qua  và song song với  và

cắt  tại .

 nên giao tuyến của  với  là đường thẳng đi qua  và song song với  và 
cắt  tại .

Ta có  Vậy thiết diện là hình bình hành .
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Câu 29. Cho tứ diện , lấy điểm là một điểm thuộc miền trong của tam giác . Gọi  là 

mặt phẳng qua và song song với  và . Hãy xác định thiết diện của mặt phẳng  với tứ diện

. Thiết diện là hình gì ?

Lời giải

-  là điểm chung của hai mặt phẳng  và . Ta có  nên giao tuyến của chúng
qua  và song song với , giao tuyến này cắt  tại  và cắt  tại .

-  là điểm chung của hai mặt phẳng  và . Ta có  nên giao tuyến của chúng
qua  và song song với , giao tuyến này cắt  tại .

 -  là điểm chung của hai mặt phẳng  và . Ta có  nên giao tuyến của chúng
qua  và song song với , giao tuyến này cắt  tại .

 và  là hai điểm chung của hai mặt phẳng  và . Vậy giao tuyến của chúng là .

Vì mặt phẳng  nên giao tuyến .
Kết luận: Thiết diện cần tìm là hình bình hành vì  và .

Câu 30. Cho hình chóp  có đáy  là hình chữ nhật tâm ,  là trung điểm của . Mặt 

phẳng  qua  song song với  và . Xác định thiết diện của hình chóp với mặt phẳng .

 Lời giải

Ta có:
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.
Lại có:

.
Vậy thiết diện cần tìm là tam giác .
Nhận xét: Học sinh tìm thêm thiết diện khi điểm  di động trong đoạn .

Câu 31. Cho tứ diện . Trên cạnh  lấy trung điểm , trên cạnh  lấy điểm  bất kỳ. Gọi

 là mặt phẳng chứa đường thẳng  và song song với .

a) Hãy xác định thiết diện của mặt phẳng  với tứ diện .

b) Xác định vị trí của  trên  sao cho thiết diện là hình bình hành.

Lời giải

a) Xác định thiết diện của mặt phẳng  với tứ diện .

Ta có  

 (1)

Ta có 

 (2)

Và   (3)

        (4)

Từ  (1), (2) ta được : . Vậy thiết diện là hình thang .
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b) Xác định vị trí của  trên  sao cho thiết diện là hình bình hành.

Ta có:  (  là đường trung bình của tam giác )

 là hình bình hành  .

Do đó  là trung điểm .

Vậy  là trung điểm  thì  là hình bình hành.

Câu 32. Cho hình chóp . ,  là hai điểm trên đoạn , . Mặt phẳng  qua  và 

song song với .

a) Xác định thiết diện của hình chóp với mặt phẳng .

b) Tìm điều kiện của  để thiết diện là hình thang.

Lời giải

a) Xác định thiết diện của hình chóp với mặt phẳng .

Ta có :  (với .

Gọi .

Ta có:   (với )

Vậy thiết diện của hình chóp với mặt phẳng là tứ giác  

b) Tìm điều kiện của để thiết diện là hình thang.

Ta có là hình thang  
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Xét (1) ta có .

Do đó:   (vô lí).

Xét (2) ta có  .

Ngược lại, nếu  thì .

Vậy để thiết diện là hình thang thì .

Câu 33. Cho hình chóp  có đáy  là tứ giác lồi. Điểm  là giao điểm của hai đường chéo

 và  Xác định thiết diện của hình chóp  cắt bởi mặt phẳng  đi qua  và song song với

Lời giải

F

E

N

M

I

A

B
C

D

S

 khi đó  với  đi qua  và 

Gọi 

 khi đó  với  đi qua  và 

Gọi 

 khi đó  với  đi qua  và 

Gọi 

Thiết diện của hình chóp  cắt bởi  là tứ giác 

Trang 20 



Câu 34. Chóp  có ,  là hình vuông cạnh , ,  để

 . Mặt phẳng  qua  và . Dựng . Tìm thiệt diện. Tính .
Lời giải

*) Dựng .

+) Qua  dựng .

+) Qua  dựng .

.

P

B

N

CD

A

M

Q

S

*) Tìm thiết diện; Trái, phải, trước, sau, đáy.

*) Ta có .

*) Định lý: .

*) Thiết diện là tứ giác .

*) Tính .

Ta có  .

+) Tính : .

+) Tính : .

.

Câu 35. Chóp , , ,  đều, .  để .  

qua  và song song . Dựng . Tìm thiết diện. Tìm  để diện tích thiết diện lớn nhất.
Lời giải

Trang 21



Dựng :

- Qua dựng .

- Qua  dựng 

.

Tìm thiết diện:

- Ta có: .

 thiết diện là tứ giác .

Tính diện tích thiết diện:  là hình chữ nhật.

.

.

.

.

Câu 36. Chóp , , .  là hình thang vuông ở  và .

,  để .  qua  và song song . Dựng . Tìm

thiết diện. Tính diện tích thiết diện .
Lời giải
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 thiết diện là tứ giác .

Tính 

- .

- .

.

.

.

.

Câu 37. Chóp , , ,  là hình vuông cạnh , tâm .  để

.  qua  và song song với , . Dựng . Tìm thiết diện. Tính 
Lời giải

Trang 23



Qua  dựng  song song .

Qua  dựng  song song .

Qua  dựng  song song .

Qua  dựng  song song .

Vậy thiết diện là .

Vì là hình thang vuông bằng nhau.

.

.

.

.

Câu 38. Chóp , ,  là hình vuông cạnh . .  để

.  qua  và song song với .Dựng . Tìm thiết diện. Tính .
Lời giải
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Qua  dựng  song song .

Qua  dựng  song song .

Vậy thiết diện là .

Vì là hình thang vuông.

Ta có: .

.

.

Câu 39. Cho hình hộp . Gọi  là trung điểm , mặt phẳng  qua , song song 

với ,  và cắt  tại . Tính tỉ số .

Lời giải

Hai mặt chéo tam giác ,  song song với nhau nên .
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Suy ra  đi qua trung điểm , , , , ,  của các cạnh bên , , , ,

, . Vậy .

Câu 40. Cho hình chóp  có  là hình thang cân đáy lớn . ,  lần lượt là trung điểm 

của đoạn  và . Biết , , . Tính diện tích thiết diện tạo bởi hình chóp

 bị cắt bởi mặt phẳng  qua ,  và song song .

Lời giải

Xét hai mặt phẳng  
và  SBC

Ta có    P SBC 
.

Mặt khác 

 
 

//BC

BC SBC






Nên giao tuyến của hai mặt phẳng  
 
và  SBC

 
là đường thẳng d  qua P  song song với BC cắt

SC tại Q . Khi đó Q  là trung điểm của SC .

Xét hai mặt phẳng  
và  ABCD

Ta có    M ABCD 
.

Mặt khác 

 
 

//BC

BC ABCD






Nên giao tuyến của hai mặt phẳng  
và  ABCD

là đường thẳng 1d  qua M song song với BC

cắt CD  tại N . Khi đó N  là trung điểm của CD .

Do đó thiết diện của  mặt phẳng  PMN
 và hình chóp .S ABCD là hình thang MNPQ .

Vì  

1

2
MP SA a 

, 

1

2
NQ SD a 

 nên MP NQ
 do đó hình thang MNPQ

 là hình thang cân.
3

2

a
MN 

, 

1

2 2

a
PQ BC 

.

Chiều cao của hình thang cân là .

Vậy .
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Tài liệu được chia sẻ bởi Website VnTeach.Com
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