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HH9-CHUYÊN ĐỀ 6.CỰC TRỊ HÌNH VÀ ĐẲNG THỨC
Bài toán 1. Sử dụng định lí pythagore để chứng minh đẳng thức, bất đẳng thức

Định lý Pythagore là một định lý rất đẹp của hình học sơ cấp thể hiện mối quan hệ về độ dài giữa các cạnh của một tam giác vuông. Ta có thể ứng dụng định lý Pythagore vào việc chứng minh các quan hệ hình học, đặc biệt là chứng minh các đẳng thức, bất đẳng thức hình học.
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I. KIẾN THỨC CẦN NHỚ
1. Định lý Pythagore. Trong tam giác vuông, bình phương cạnh huyền bằng tổng bình phương hai cạnh góc vuông.
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 vuông tại A 
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Chú ý: Nếu đặt 
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2. Định lý Pythagore đảo

Nếu tam giác ABC có độ dài ba cạnh thỏa mãn 
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 thì tam giác ABC vuông tại đỉnh A.

3. Chú ý

Để vận dụng có hiệu quả định lý Pythagore, chúng ta cần trang bị một số kiến thức cơ bản sau:

a) Các đẳng thức được học trong đại số:
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b) Tính chất hình học: Hai đoạn thẳng song song chắn giữa hai đường thẳng song song thì chúng bằng nhau.

c) Tính chất hình học: Nếu 
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 vuông tại A và 
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II. CÁC  VÍ DỤ

	Ví dụ 1. Cho tam giác ABC vuông tại A. Gọi M là trung điểm của AB. Kẻ MH vuông góc với BC 
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. Chứng minh 
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Lời giải
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Áp dụng định lý Pythagore vào các tam giác vuông MCH và MBH ta được:
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Trừ 
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Áp dụng định lý Pythagore vào tam giác vuông ACM và chú ý 
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 ta được điều phải chứng minh.

	Ví dụ 2. Cho tam giác ABC vuông tại A có 
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Áp dụng định lý Pythagore vào ta 
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Mặt khác 
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Vậy tam giác BMC cân tại M.

Từ đó 
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Theo tính chất góc ngoài của tam giác ta có 
[image: image34.wmf]·

·

µ

µ

2

AMBMBCCC

=+=


	Ví dụ 3. Cho tam giác ABC, D là điểm bất kì trong trong tam giác. Gọi H, I, K lần lượt là hình chiếu của D lên BC, CA, AB. Chứng minh rằng: 
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Nối DA, DB, DC. Áp dụng định lý Pythagore vào các tam giác vuông BDH và CDH ta được: 
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Suy ra: 
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Tương tự ta có: 
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Cộng các đẳng thức 
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	Ví dụ 4. Cho tam giác ABC. Gọi M là trung điểm của cạnh BC. Chứng minh rằng 
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Áp dụng định lý Pythagore vào các tam giác vuông ABH, ACH và AHM ta được:
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Cộng các vế của đẳng thức 
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Từ đó: 
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Chú ý: 1) Hệ thức 
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 cho phép tính độ dài đường trung tuyến của một tam giác thông qua độ dài các cạnh của tam giác đó. Người ta gọi 
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2) Nếu tam giác ABC vuông tại A, khi đó AM là đường trung tuyến ứng với cạnh huyền BC. Để ý rằng 
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Ta có tính chất quen thuộc: Trong tam giác vuông, đường trung tuyến ứng với cạnh huyền dài bằng nửa cạnh huyền.

	Ví dụ 5. Cho tam giác ABC cân a tại A, có 
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. Kẻ hai đường cao AH và BK. Chứng minh:

a) 
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[image: image69.wmf]4

2

2

4

a

BKa

b

=-




[image: image4410.png]


Lời giải

a) Theo tính chất tam giác cân: 
[image: image70.wmf]4

a

BHCH

==

;

Áp dụng định lý Pythagore cho tam giác ABH vuông tại H:
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Vậy 
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b) Đặt 
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. Áp dụng định lý Pythagore cho hai tam giác AKB và tam giác CKB ta có:
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Áp dụng định lý Pythagore cho tam giác BCK vuông tại K, ta có
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Vậy 
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Ví dụ 6. Chi hình vẽ có 
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Lời giải
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Từ B kẻ đường thẳng song song với CD,  từ D kẻ đường thẳng song song với BC, chúng cắt nhau tại M.

Áp dụng tính chất về hai đoạn thẳng song song bị chắn bởi các đường thẳng song song

Ta có: 
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Suy ra:
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Áp dụng định lý Pythagore cho tam giác AME vuông tại M, ta có 
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Vậy 
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	Ví dụ 7. Cho tam giác ABC nhọn có ba cạnh AB, BC, CA lần lượt là 3 số tự nhiên liên tiếp. Kẻ đường cao AH của tam giác ABC. Chứng minh
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Theo đề bài ta có
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Suy ra 
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Áp dụng định lý Pythagore vào hai tam giác vuông ABH và ACH ta có
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	Ví dụ 8. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Chứng minh:

a) 
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Lời giải
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a) Áp dụng định lý Pythagore cho ba tam giác vuông ABH, AHC và ABC, ta có:
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Cộng vế với vế của ba đẳng thức trên:
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b) Kết hợp đẳng thức 
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	Ví dụ 9. Cho 
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 vuông tại A, đường cao AH. Chứng minh
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Sử dụng kết quả ví dụ 8, ta có:
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Khi đó:
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III. BÀI TẬP
Bài 1. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH 
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. Chứng minh rằng 
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Bài 2. Cho hai điểm 
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 trong mặt phẳng tọa độ. Chứng minh: 
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Bài 3. Cho tam giác ABC vuông tại A 
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Bài 4. Cho tam giác ABC vuông tại A, 
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Bài 5. Cho tam giác ABC có
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[image: image131.wmf]µ

µ

2

CB

=

.

Bài 6. Cho tam giác ABC vuông tại A. Một đường thẳng bất kỳ cắt cạnh AB, AC theo thứ tự tại D và E. Chứng minh rằng 
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Bài 7. Cho tam giác ABC có 
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Bài 8. Cho tam giác ABC vuông tại A, kẻ AH vuông góc với BC 
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. Trên tia đối của tia HA lấy điểm D, trên cạnh AC lấy điểm E sao cho
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. Đường thẳng qua E song song với BC cắt AH tại F. Chứng minh 
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Bài 9. Cho tam giác ABC vuông tại A, các đường trung tuyến BM và CN. Chứng minh rằng: 
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Bài 10. Cho tam giác ABC có hai đường trung tuyến BM và CN vuông góc với nhau. Chứng minh rằng 
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Bài 11*. Cho tam giác ABC vuông tại A. I là giao điểm của các đường phân giác trong. E và F lần lượt là hình chiếu vuông góc của A xuống BI và CI. Chứng minh 
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Bài 12. Cho tam giác ABC. Gọi H là trực tâm của tam giác. Chứng minh rằng
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Bài 13*. Cho tam giác ABC nhọn có trực tâm H. Gọi M là trung điểm của BC. Đường thẳng qua A song song với MH và đường thẳng qua H song song với MA cắt nhau tại N. Chứng minh rằng 
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Bài 14*. Cho tam giác ABC thoả mãn 
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. D là một điểm trên cạnh BC. Chứng minh rằng 
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Bài 15*. Cho tam giác ABC nhọn có 
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Bài 16. Cho tam giác ABC vuông cân tại A, gọi M là điểm nằm trên cạnh BC. Chứng minh rằng 
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Bài 17. Cho tam giác ABC, từ điểm M nằm trong tam giác, ta hạ các đường vuông góc 
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IV. HƯỚNG DẪN GIẢI

Bài 1. (Bạn đọc tự vẽ hình)
Áp dụng định lý Pythagore vào các tam giác vuông AHB và AHC ta được:
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Cộng các đẳng thức 
[image: image158.wmf](

)

1

 và 
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 và chú ý 
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 ta được điều phải chứng minh.

Bài 2. Thấy rằng tam giác ABH vuông tại H và
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Áp dụng định lý Pythagore vào tam giác ABH cho ta điều phải chứng minh.
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Bài 3. Vì AM là đường trung tuyến ứng với cạnh huyền của tam giác vuông ABC nên theo nhận xét ở ví dụ 3 ta có 
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. Áp dụng định lý Pythagore vào tam giác vuông AHM ta tính được 
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Từ đó tính được
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Áp dụng định lý Pythagore vào các tam giác vuông ABH và ACH ta có:
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Suy ra 
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Vậy 
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Bài 4. Vì tam giác ABC vuông tại A, 
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Lại có AM là đường trung tuyến ứng với cạnh huyền của tam giác vuông ABC nên 
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Từ đó tam giác MAB đều.

Vậy 
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Chú ý: Có thể chứng minh được rằng: Một tam giác vuông có một cạnh góc vuông dài bằng một nửa cạnh huyền thì góc đối diện với cạnh góc vuông đó bằng 30°.

Bài 5. Vẽ đường cao CH của tam giác ABC.

Ta có: 
[image: image176.wmf]·

18013545

CHA

=°-°=°

.


[image: image177.wmf]ACH

D

 có: 
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Vậy 
[image: image180.wmf]ACH
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 vuông cân tại đỉnh H. 

Áp dụng định lý Pythagore cho 
[image: image181.wmf]ACH
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 ta có: 
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Tam giác CHB vuông tại H ta có 
[image: image183.wmf]1
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 nên 
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 từ đó ta có điều phải chứng minh.

Bài 6. Nối B với E; C với D.

Áp dụng định lý Pythagore vào các tam giác vuông ABC và ADC ta có:
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Trừ 
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 cho 
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 ta được 
[image: image191.wmf]2222
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Tương tự áp dụng định lý Pythagore vào các tam giác vuông ADE và ABE ta được


[image: image192.wmf]2222
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. Vậy 
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Bài 7. Không mất tính tổng quát giả sử 
[image: image194.wmf]µ
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Kẻ đường cao BH với H nằm trên cạnh AC.

Tam giác AHB vuông tại H có 
[image: image195.wmf]·
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Theo định lý Pythagore ta có:
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Bài 8. Áp dụng định lý Pythagore vào các tam giác vuông ABE, ABH, AEF, BDE, BHD, BHA, BAE, EAF ta được
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Áp dụng định lý Pythagore vào các tam giác BDE, BDH, DFE ta được 
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Từ 
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 suy ra: 
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* Nếu 
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* Nếu 
[image: image212.wmf]AFHD
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 thì 
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, khi đó 
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Vậy đẳng thức 
[image: image215.wmf](
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 chỉ xảy ra khi 
[image: image216.wmf]AFHD
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, từ đó ta có điều phải chứng minh.

Bài 9. Cách 1: Sử dụng công thức trung tuyến.

Cách 2: Áp dụng định lý Pythagore vào các tam giác ABM và CAN ta được:
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Cộng các đẳng thức trên lại và để ý rằng
[image: image219.wmf]222
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, ta có điều phải chứng minh.

Bài 10. (Bạn đọc tự vẽ hình)

Gọi G là giao điểm của BM và CN, khi đó G là trọng tâm của tam giác. Áp dụng công thức trung tuyến ta được:
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Lại có 
[image: image222.wmf]3
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, thay vào công thức trên ta được:
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Cộng các đẳng thức 
[image: image228.wmf](
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, 
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 và chú ý tam giác BGC vuông tại G, ta có điều phải chứng minh.

Bài 11. Nối AI. Gọi O là trung điểm của AI.
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Các tam giác vuông AFI và AEI có FO và EO lần lượt là đường trung tuyến ứng với cạnh huyền AI nên ta có 
[image: image230.wmf]2
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Vậy tam giác FOE cân tại O.

Lại có 
[image: image231.wmf]·
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Do đó: 
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Có các tam giác OAF và OAE cân tại O, theo tính chất góc ngoài của tam giác, ta có 
[image: image237.wmf]·
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Vậy tam giác FOE vuông cân tại O. Từ đó áp dụng định lý Pythagore vào tam giác vuông cân FOE ta được:
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Bài 12. Gọi I là giao điểm của CH và AB. Áp dụng định lý Pythagore vào các tam giác vuông AHI, BHI, ACI, BCI ta suy ra:
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Trừ 
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 cho 
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Từ đó:
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AHBCBHAC

+=+

.

Chú ý:

+ Chứng minh trên vẫn đúng trong trường hợp tam giác ABC là tam giác tù. Trong trường hợp tam giác ABC vuông thì một số điểm  trùng nhau nhưng kết quả vẫn đúng.

+ Bằng cách chứng minh tương tự có thể suy ra:
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Bài 13. Lấy D là điểm đối xứng với H qua M.

Dễ dàng chứng minh được 
[image: image248.wmf]//
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 từ đó suy ra 
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Áp dụng định lý Pythagore vào tam giác ADC vuông tại C, ta được:   
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 (vì 
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Theo kết quả bài tập 12 ta có:
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Như vậy: 
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Cuối cùng, dễ dàng chứng minh được 
[image: image255.wmf]MNAD
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Do đó 
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Bài 14. Ta xét ba trường hợp:

+ Trường hợp 
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Hạ  
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. Lấy điểm E thuộc đoạn thẳng CH sao cho 
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Theo định lý Pythagore ta có:
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Do vậy 
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Suy ra 
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Theo bài ra 
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Vì vậy 
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+ Trường hợp 
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Theo định lý Pythagore ta được: 
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Do đó 
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+ Trường hợp 
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Hạ 
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. Lấy điểm E thuộc đoạn thẳng CH sao cho 
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Theo định lý Pythagore ta có:
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Do vậy 
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Suy ra 
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Theo bài ra 
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Vì vậy: 
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Bài 15. Đặt 
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Kẻ BH vuông góc với AC (H thuộc AC)

Theo bài ra ta có 
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Theo bài 1.4 ta có 
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Đẳng thức cần chứng minh
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trở thành 
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Ta sẽ chứng minh đẳng thức 
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Thật vậy: Theo định lý Pythagore ta có:
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Do đó: 
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Bài 16. Gọi điểm E và điểm F lần lượt là hình chiếu của điểm M trên các đường thẳng AB và AC.

Do tam giác ABC vuông cân tại A nên các tam giác BEM và tam giác CFM lần lượt cân tại E và F.

Áp dụng định lý Pythagore cho tam giác BME vuông tại E:
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Áp dụng định lý Pythagore cho tam giác CMF vuông tại F.
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Từ 
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Vậy 
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Bài toán 2.sử dụng tam giác bằng nhau để chứng minh đẳng thức hình học

I. KIẾN THỨC CẦN NHỚ

1. Định nghĩa: Hai tam giác bằng nhau là hai tam giác có các cạnh tương ứng bằng nhau và các góc tương ứng bằng nhau.
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Như vậy: 
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2. Các trường hợp bằng nhau của tam giác

a) Trường hợp bằng nhau thứ nhất cạnh – cạnh – cạnh (c.c.c)

[image: image4430.png]


* Nếu ba cạnh của tam giác này bằng ba cạnh của tam giác kia thì hai tam giác đó bằng nhau.

* Cụ thể: Xét 
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b) Trường hợp bằng nhau thứ hai cạnh – góc – cạnh (c.g.c)

* Nếu hai cạnh và góc xen giữa của tam giác này bằng hai cạnh và góc xen giữa của tam giác kia thì hai tam giác đó bằng nhau.

* Cụ thể: Xét 
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* Chú ý: Từ trường hợp bằng nhau cạnh – góc – cạnh nói trên ta suy ra: Nếu hai cạnh góc vuông của tam giác vuông này lần lượt bằng hai cạnh góc vuông của tam giác kia thì hai tam giác vuông đó bằng nhau.

c) Trường hợp bằng nhau thứ ba góc – cạnh – góc (g.c.g)

* Nếu một cạnh và hai góc kề của tam giác này bằng một cạnh và hai góc kề của tam giác kia thì hai tam giác đó bằng nhau.
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* Cụ thể: Xét 
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Nếu có: 
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* Chú ý: Từ trường hợp bằng nhau góc – cạnh – góc nói trên ta suy ra:

- Nếu cạnh huyền và một góc nhọn của tam giác vuông này bằng cạnh huyền và một góc nhọn của tam giác vuông kia thì hai tam giác vuông đó bằng nhau.

- Nếu một cạnh góc vuông và một góc nhọn kề cạnh ấy của tam giác vuông này bằng một cạnh góc vuông và một góc nhọn kề cạnh ấy của tam giác vuông kia thì hai tam giác vuông đó bằng nhau.

d) Trường hợp đặc biệt của tam giác vuông
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* Nếu cạnh huyền và một cạnh góc vuông của tam giác vuông này bằng cạnh huyền và một cạnh góc vuông của tam giác vuông kia thì hai tam giác vuông đó bằng nhau.

* Cụ thể: Xét 
[image: image348.wmf]ABC
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Nếu có: 
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µ

90

AA

¢

==°



[image: image351.wmf]ABAB

¢¢

=



[image: image352.wmf]BCBC

¢¢

=


Thì 
[image: image353.wmf]ABCABC

¢¢¢

D=D

 (cạnh huyền – cạnh góc vuông)
II. CÁC  VÍ DỤ

	Ví dụ 1. Cho tam giác ABC vuông cân tại A. Qua A kẻ đường thẳng d bất kỳ sao cho d không cắt đoạn thẳng BC. Từ B và C kẻ BH và CK vuông góc với 
[image: image354.wmf](

)

,

dHKd

Î

. Chứng minh rằng 
[image: image355.wmf]BHCKHK

+=

.


Lời giải

[image: image4434.png]


Ta có 
[image: image356.wmf]·

·

90

HABKAC

+=°

; 
[image: image357.wmf]·

·

90

KCAKAC

+=°

.

Từ đó 
[image: image358.wmf]·

·

HABKCA

=

.

Hai tam giác vuông BHA và AKC có 
[image: image359.wmf]ABAC

=

 (vì tam giác ABC cân tại A); 
[image: image360.wmf]·

·

HABKCA

=

 (chứng minh trên) nên bằng nhau (cạnh huyền – góc nhọn).

Suy ra 
[image: image361.wmf]; 

BHAKCKAH

==

 (các cặp cạnh tương ứng).

Từ đó 
[image: image362.wmf]BHCKAKAHHK

+=+=

.(
	Ví dụ 2. Cho tam giác ABC. Gọi M và N lần lượt là trung điểm của AB và AC. Chứng minh rằng 
[image: image363.wmf]1

2

MNBC

=

.


Lời giải

[image: image4435.png]


Trên tia MN lấy P sao cho N là trung điểm của MP.

Ta có 
[image: image364.wmf](

)

c.g.c

ANMCNP

D=D

. Suy ra: 
[image: image365.wmf]·

·

; 

PCMAAMNCPN

==

.

Vì hai góc 
[image: image366.wmf]·

AMN

 và 
[image: image367.wmf]·

CPN

 ở vị trí so le trong nên 
[image: image368.wmf]//

ABCP

.

Từ đó 
[image: image369.wmf]·

·

BMCPCM

=

.

Hai tam giác MPC và CBM có 
[image: image370.wmf](

)

MBPCMA

==

; MC chung; 
[image: image371.wmf]·

·

BMCPCM

=

 nên bằng nhau (c.g.c),

Từ đó 
[image: image372.wmf]MPBC

=

. Vậy 
[image: image373.wmf]1

2

MNBC

=

.(
Chú ý:
Theo lời giải của ví dụ trên, vì 
[image: image374.wmf]MPCCBM

D=D

 nên 
[image: image375.wmf]·

·

BCMPMC

=

.

Từ đó 
[image: image376.wmf]//

MNBC

. Người ta gọi đoạn thẳng nối trung điểm hai cạnh của một tam giác là đường trung bình của tam giác đó, ta có tính chất: Đường trung bình của một tam giác song song với cạnh còn lại và dài bằng nửa cạnh ấy.

	Ví dụ 3. Cho tam giác ABC có 
[image: image377.wmf]µ

90

A

<°

, vẽ về phía ngoài tam giác ABC các tam giác ABD và ACE vuông cân tại A.

a) Chứng minh 
[image: image378.wmf]BECD

=

.

b) Gọi M là trung điểm của BC. Chứng minh 
[image: image379.wmf]1

2

AMDE

=

.


Lời giải

[image: image4436.png]


a) Ta có 
[image: image380.wmf]·

·

·

(

)

90

DACBAEBAC

==°+

.

Hai tam giác DAC và BAE có 
[image: image381.wmf]ADAB

=

; 
[image: image382.wmf]ACAE

=

; 
[image: image383.wmf]·

·

DACBAE

=

 nên bằng nhau (c.g.c), suy ra 
[image: image384.wmf]BECD

=

.

b) Trên tia AM lấy điểm N sao cho M là trung điểm của AN.

Thấy rằng, 
[image: image385.wmf]·

·

·

·

180

DAEBACABCBAC

=°-=+

.

Mặt khác 
[image: image386.wmf](

)

c.g.c

CAMBNM

D=D


Nên 
[image: image387.wmf]·

·

ACBCBN

=

, 
[image: image388.wmf]BNAC

=

.

Ta có 
[image: image389.wmf]·

·

·

·

·

·

ABNABCCBNABCACBDAE

=+=+=


Vậy 
[image: image390.wmf](

)

c.g.c

DAEABN

D=D

.

Từ đó suy ra, 
[image: image391.wmf]2

DEANAM

==

 hay 
[image: image392.wmf]1

2

AMDE

=

.(
	Ví dụ 4. Cho tam giác ABC, đường phân giác AD. Đường thẳng vuông góc với AD tại A cắt BC tại E. Biết C nằm giữa B, E và 
[image: image393.wmf]BEABAC

=+

. Chứng minh rằng: 
[image: image394.wmf]·

·

3360

BACACB

+=°

.


Lời giải

[image: image4437.png]


Trên tia đối của tia AB lấy điểm F sao cho 
[image: image395.wmf]AFAC

=

.

Ta có: 
[image: image396.wmf]BEABACABAFBF

=+=+=

 nên 
[image: image397.wmf]BEF

D

 cân tại B.

Do đó 
[image: image398.wmf]µ

·

(

)

 1

FBEF

=

.

Lại có 
[image: image399.wmf]AEAD

^

, mà AD là đường phân giác trong đỉnh A của 
[image: image400.wmf]ABC

D

 nên AE là đường phân giác ngoài đỉnh A của 
[image: image401.wmf]ABC

D

. Hay 
[image: image402.wmf]·

·

CAEFAE

=

.

Do vậy, 
[image: image403.wmf](

)

c.g.c

CAEFAE

D=D

.

Từ đó suy ra 
[image: image404.wmf]·

µ

ACEF

=

, 
[image: image405.wmf]·

·

(

)

 2

AECAEF

=

.

Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image406.wmf]·

µ

·

·

2

ACEFCEFAEC

===

.

Ta có 
[image: image407.wmf]·

·

·

·

180

ACBACECAEAEC

=°-=+

.

Suy ra 
[image: image408.wmf]·

·

·

(

)

33

ACBCAEAEC

=+

.

Do đó: 
[image: image409.wmf]·

·

·

·

·

(

)

33

BACACBBACCAEAEC

+=++



[image: image410.wmf]·

·
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(

)
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=++++



[image: image411.wmf]180180360

=°+°=°
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III. BÀI TẬP
Bài 1. Cho tam giác ABC, trên cạnh AB lấy D và E sao cho 
[image: image412.wmf]ADBE

=

. Qua D và E kẻ các đường thẳng song song với BC cắt AC theo thứ tự tại M và N. Chứng minh 
[image: image413.wmf]BCDMEN

=+

.
Bài 2. Cho tam giác ABC cân tại A có 
[image: image414.wmf]µ

30

A

=°

. Bên ngoài tam giác ABC, dựng tam giác đều BDC. Chứng minh rằng 
[image: image415.wmf]222

ADABAC

=+

.
Bài 3. Cho tam giác ABC cân tại A có 
[image: image416.wmf]µ

100

A

=°

. Tia phân giác trong góc B cắt AC ở D. Chứng minh 
[image: image417.wmf]BCBDAD

=+

.
Bài 4. Cho tam giác ABC cân tại A có 
[image: image418.wmf]µ

80

A

=°

. Lấy điểm M ở miền trong của tam giác và điểm N trên cạnh AC sao cho 
[image: image419.wmf]·

·

·

150,10,160

BMCMBCBMN

=°=°=°

. Chứng minh rằng 
[image: image420.wmf]BMMNNA

=+

.
Bài 5. Cho tam giác ABC vuông cân tại A. Trên nửa mặt phẳng bờ AC chứa điểm B, lấy điểm D sao cho CD vuông góc với AC và 
[image: image421.wmf]CDAC

=

. M là điểm trên đoạn thẳng CD sao cho 
[image: image422.wmf]2

MDMC

=

. N là trung điểm của đoạn thẳng BD. Chứng minh 
[image: image423.wmf]·

·

AMCAMN

=

.
Bài 6. Cho tam giác ABC vuông tại A có 
[image: image424.wmf]3

ACAB

=

. Trên cạnh AC lấy hai điểm D và E sao cho 
[image: image425.wmf]ADDEEC

==

 (D nằm giữa A và E). Chứng minh 
[image: image426.wmf]·

·

45

AEBACB

+=°

.
Bài 7. Cho tam giác ABC. Vẽ đường phân giác trong AD của tam giác. Trên AD lấy hai điểm E và F sao cho 
[image: image427.wmf]·

·

ABECBF

=

. Chứng minh 
[image: image428.wmf]·

·

ACEBCF

=

.
Bài 8. Cho tam giác ABC vuông tại A. E là một điểm nằm trên cạnh BC sao cho 
[image: image429.wmf]2

ECEB

=

. Chứng minh rằng 
[image: image430.wmf](

)

222

3

ACECEA

=-

.
Bài 9. Cho tam giác ABC, đường trung tuyến AM. Trên nửa mặt phẳng bờ AB chứa đỉnh C vẽ đoạn thẳng AE vuông góc với AB và 
[image: image431.wmf]AEAB

=

. Trên nửa mặt phẳng bờ AC chứa đỉnh B vẽ đoạn thẳng AF vuông góc với AC và 
[image: image432.wmf]AFAC

=

. Chứng minh rằng 
[image: image433.wmf]2

EFAM

=

.
Bài 10. Cho tam giác ABC vuông cân tại A. Gọi E là trung điểm của AC. Qua A kẻ đường thẳng vuông góc với BE cắt BC tại D. Chứng minh 
[image: image434.wmf]2

ADED

=

.
Bài 11. Cho tam giác ABC vuông cân tại A. M là điểm nằm trong tam giác sao cho 
[image: image435.wmf]·

15

ABM

=°

; 
[image: image436.wmf]·

30

BAM

=°

. Chứng minh rằng: 
[image: image437.wmf]2

BCAM

=

.
Bài 12. Cho tam giác ABC vuông cân tại A. Lấy các điểm D và E lần lượt thuộc các cạnh AB và AC sao cho 
[image: image438.wmf]ADAE

=

. Đường thẳng đi qua D và vuông góc với BE cắt CA ở K. Chứng minh rằng 
[image: image439.wmf]AKAC

=

.
Bài 13. Cho tam giác ABC. Các tia phân giác trong của góc B và C cắt nhau tại I. Qua I kẻ một đường thẳng song song với BC, đường thẳng này cắt AB, AC theo thứ tự ở D và E. Chứng minh rằng 
[image: image440.wmf]DEBDCE

=+

.
Bài 14. Cho tam giác ABC cân tại A. Kẻ đường phân giác trong CD. Qua D kẻ đường thẳng vuông góc với CD cắt BC tại F. Đường thẳng kẻ qua D song song với BC cắt AC tại E. Tia phân giác góc BAC cắt DE tại M. Chứng minh rằng:

a) 
[image: image441.wmf]2

CFBD

=


b) 
[image: image442.wmf]4

CFMD

=


Bài 15. Gọi I là giao điểm ba đường phân giác trong của tam giác ABC. Chứng minh rằng 
[image: image443.wmf]ABBIAC

+=

 khi và chỉ khi 
[image: image444.wmf]·

·

2.

ABCACB

=

.
Bài 16. Cho tam giác ABC cân tại A có 
[image: image445.wmf]µ

20

A

=°

. Trên cạnh AB lấy điểm D sao cho 
[image: image446.wmf]·

30

BDC

=°

. Chứng minh rằng 
[image: image447.wmf]ADBC

=

.

Bài 17. Cho tam giác ABC có 
[image: image448.wmf]µ

µ

60,70

AB

=°=°

. Lấy điểm D trên cạnh AB sao cho 
[image: image449.wmf]·

20

ACD

=°

. Chứng minh rằng 
[image: image450.wmf]ACADBDBC

+=+

.
Bài 18. Cho tam giác ABC nhọn, gọi H là trực tâm của tam giác. Gọi M là trung điểm của đoạn thẳng BC, I là giao điểm các đường phân giác của các góc 
[image: image451.wmf]·

ABH

 và 
[image: image452.wmf]·

ACH

. Đường thẳng MI cắt AH tại N. Chứng minh rằng 
[image: image453.wmf]NANH

=

.

IV. HƯỚNG DẪN GIẢI

Bài 1.
[image: image4438.png]


Qua N kẻ 
[image: image454.wmf](

)

//

NFABFBC

Î

. Nối 
[image: image455.wmf]EF

.

Ta có 
[image: image456.wmf](

)

g.c.g

BEFNEF

D=D

 nên 
[image: image457.wmf];

BEADNFENBF

===

.

Lại có 
[image: image458.wmf]·

·

·

NFCABCADM

==

 (đồng vị); 
[image: image459.wmf]·

·

NCFAMD

=

 (đồng vị).

Do vậy 
[image: image460.wmf]·

·

DAMFNC

=

.

Ta có 
[image: image461.wmf](

)

g.c.g

ADMNFC

D=D

 nên 
[image: image462.wmf]DMFC

=

.

[image: image4439.png]


Từ đó suy ra 
[image: image463.wmf]BCBFFCDMEN

=+=+

.(
Bài 2.
Dựng ở phía ngoài tam giác ABC tam giác AEB đều, nối EC.

Ta có: 
[image: image464.wmf]·

·

·

90,

EACEBCACD

=°=

.

Hai tam giác EBC và ACD bằng nhau 
[image: image465.wmf](

)

c.g.c

, suy ra 
[image: image466.wmf]ECAD

=

.

Lại có tam giác EAC vuông tại A nên theo định lý Pythagore, ta có: 
[image: image467.wmf]222

ECEAAC

=+

.

Để ý rằng, 
[image: image468.wmf],

EAACECBD

==

 nên 
[image: image469.wmf]222

ADABAC

=+

.(
Bài 3.
[image: image4440.png]


Trên cạnh BC lấy hai điểm D và E sao cho 
[image: image470.wmf]·

80

BDE

=°

, 
[image: image471.wmf]·

60

BDK

=°

.

Ta có 
[image: image472.wmf](

)

g.c.g

BADBKD

D=D

 nên 
[image: image473.wmf]ADDK

=

.

Lại có 
[image: image474.wmf]·

20

KDE

=°

, 
[image: image475.wmf]·

µ

100

DKEA

==°


suy ra: 
[image: image476.wmf]µ

1

80

E

=°

, 
[image: image477.wmf]·

100

DEC

=°

, 
[image: image478.wmf]·

µ

40

EDCC

==°

.

Vậy 
[image: image479.wmf]DEC

D

 cân tại E, từ đó 
[image: image480.wmf]DEEC

=

.

Dễ dàng chứng minh 
[image: image481.wmf]BDE

D

 cân tại B, 
[image: image482.wmf]KDE

D

 cân tại D nên 
[image: image483.wmf]BDBE

=

, 
[image: image484.wmf]DEDKAD

==

.

Cuối cùng, 
[image: image485.wmf]BCBEECBDAD

=+=+

.(
Bài 4.
Nối AM. Đường cao AH của 
[image: image486.wmf]ABC

D

 cắt BM tại P. Kẻ 
[image: image487.wmf]AKPM

^

. CM cắt AK tại Q.

Ta có: 
[image: image488.wmf]·

·

10

PAKPBH

==°

 và các tam giác APB và BPC cân tại P.

[image: image4441.png]


Tính được số đo các góc:


[image: image489.wmf]·

·

·

·

20, 10, 20, 30

MCBPCBMPCQAC
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,


[image: image490.wmf]·

·

·

80, 100

ANMAPMAPC

==°=°

.

Dễ dàng chứng minh 
[image: image491.wmf]PAC

D

 cân tại P, 
[image: image492.wmf]QAC

D

 cân tại Q nên PQ là đường trung trực của AC và do đó tia PQ là tia phân giác của góc APC.

Như vậy, 
[image: image493.wmf]·

·

50

2

APC

QPC

==°


và 
[image: image494.wmf]·

·

·

30

QPMQPCMPC

=-=°

.

Mặt khác, 
[image: image495.wmf]·

30

QMP

=°

 nên 
[image: image496.wmf]QPM

D

 cân tại Q.

Từ đó, 
[image: image497.wmf]APM

D

 cân tại A.

Vậy 
[image: image498.wmf]·

·

80

AMPAPM

==°

, 
[image: image499.wmf]·

·

·

80

AMNPMNAMP

=-=°

.

Chứng minh được hai tam giác cân APM và AMN bằng nhau nên 
[image: image500.wmf]APAN

=

, 
[image: image501.wmf]PMMN

=

.

Cuối cùng, 
[image: image502.wmf]BMBPPMAPPMMNAN

=+=+=+

.(
[image: image4442.png]


Bài 5.
Trên tia đối tia BD lấy điểm E sao cho 
[image: image503.wmf]BEMC

=

.

Ta có 
[image: image504.wmf]//

BACD

 (cùng vuông góc với AC) nên 
[image: image505.wmf]·

·

ACBDBC

=

 (hai góc so le trong). Mặt khác 
[image: image506.wmf](

)

ABCDAC

==

.

Vậy 
[image: image507.wmf](

)

c.g.c

ABCDCB

D=D


Suy ra, 
[image: image508.wmf]BDACABDC

===

.

Ta có 
[image: image509.wmf](

)

c.c.c

ABDACD

D=D

 nên 
[image: image510.wmf]·

·

90

ABDACD

==°

.

Dễ dàng chứng minh 
[image: image511.wmf](

)

c.c.c

ABEACM

D=D

, suy ra 
[image: image512.wmf]·

·

, 

AEAMAEBAMC

==

.

Chứng minh được 
[image: image513.wmf](

)

c.g.c
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D=D

 nên ta có 
[image: image514.wmf]·

·
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=

.

Vậy 
[image: image515.wmf]·

·

AMNAMC

=

.(
Bài 6.
[image: image4443.png]Hinh 2



Trên nửa mặt phẳng bờ AC không chứa B vẽ hình vuông ADKH.

Ta có 
[image: image516.wmf](

)

c.g.c

BHKCDK

D=D

 nên 
[image: image517.wmf]·

·

, 

BKCKBKHCKD

==

.

Tam giác BKC có 
[image: image518.wmf]BKKC

=

 nên 
[image: image519.wmf]BKC

D

 cân tại K.

Hơn nữa, 
[image: image520.wmf]·
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.

Vậy 
[image: image521.wmf]BKC

D

 vuông cân tại K.

Từ đó, 
[image: image522.wmf]·
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.

Lại có 
[image: image523.wmf](

)

c.g.c

AEBDCK

D=D

 nên 
[image: image524.wmf]·
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.

Cuối cùng, 
[image: image525.wmf]·
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Bài 7.
[image: image4444.png]Hinh 3



Dựng các điểm H, I, K sao cho AB là đường trung trực của đoạn thẳng EI, AC là trung trực của đoạn thẳng EH, BC là đường trung trực của đoạn thẳng FK.

Theo tính chất của điểm nằm trên đường trung trực ta có 
[image: image526.wmf]AIAEAH

==

. Vậy 
[image: image527.wmf]IAH

D

 cân tại H.

Mặt khác dễ dàng chứng minh được AD là tia phân giác của góc IAH. Như vậy, AD là đường trung trực của đoạn thẳng IH. Do F nằm trên AD nên ta có 
[image: image528.wmf](

)

 1

FIFH

=

.

Lại có 
[image: image529.wmf](

)

c.g.c

FIBKEB

D=D

 nên 
[image: image530.wmf](

)

 2

FIKE

=

.

Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image531.wmf]FHKE

=

.

Xét 
[image: image532.wmf]FHC

D

 và 
[image: image533.wmf]KEC

D

 có 
[image: image534.wmf], , 

FHKEFCKCHCEC

===

.

Từ đó 
[image: image535.wmf](

)

c.c.c

FHCKEC

D=D

.

Vậy 
[image: image536.wmf]·

·

HCFECK

=

. Suy ra 
[image: image537.wmf]·

·

HCEKCF

=

.

Cuối cùng, vì 
[image: image538.wmf]·

·
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22

KCFHCE
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==

 nên 
[image: image539.wmf]·

·

ACEBCF

=
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Bài 8.
[image: image4445.png]


Gọi G là giao điểm của hai đường trung tuyến AD và BF của tam giác ABC.

Theo tính chất đường trung tuyến ứng với cạnh huyền của một tam giác vuông, suy ra 
[image: image540.wmf]2

BC

DADBDC

===

.

Vì G là trọng tâm của tam giác ABC nên 
[image: image541.wmf]1

3

DG

AD

=

.

Mặt khác, do D là trung điểm của BC nên theo đề bài ra ta có 
[image: image542.wmf]1

3

DE

BD

=

.

Như vậy 
[image: image543.wmf]1

3

DGDE

ADBD

æö

==

ç÷

èø

.

Kết hợp với 
[image: image544.wmf]ADBD

=

 ta được 
[image: image545.wmf]DGDE

=

.

Vì 
[image: image546.wmf](

)

c.g.c

DGBDEA

D=D

 nên 
[image: image547.wmf]AEBG

=

.

Áp dụng định lý Pythagore vào các tam giác ABF và ABC ta được:


[image: image548.wmf](

)

(

)
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 *

BFABAFBCACAF
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.

Thay 
[image: image549.wmf]331

, , 

222

BFBGBCECAFAC

===

 vào hệ thức (*) ta được:


[image: image550.wmf]222
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Thu gọn hệ thức này ta được điều phải chứng minh.(
Bài 9.
Trường hợp 
[image: image551.wmf]·

90

BAC

=°

, kết quả là hiển nhiên.

Ta chứng minh bài toán cho trường hợp 
[image: image552.wmf]·

90

BAC

<°

 (trường hợp 
[image: image553.wmf]·

90

BAC

>°

 chứng minh tương tự).

[image: image4446.png]


Trên tia đối của tia MA lấy điểm D sao cho 
[image: image554.wmf]MAMD

=

. Đường thẳng vuông góc với AB tại B cắt AD tại G. ta có 
[image: image555.wmf](

)

c.g.c

AMCDMB

D=D

 suy ra 
[image: image556.wmf]µ

·

, 

DCAMACBD

==

.

Lại có 
[image: image557.wmf]//

BGAE

 (cùng vuông góc với AB) nên 
[image: image558.wmf]·

·

BGAEAG

=

 (Hai góc so le trong).

Mà 
[image: image559.wmf]·

µ

·

·
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·

·

µ

, 

BGADDBGEAGEACCAGEACD

=+=+=+

.

Vậy 
[image: image560.wmf]·

·

DBGEAC

=

.

Có 

[image: image561.wmf]·

·

·

·

90

DBADBGGBADBG

=+=+°

,


[image: image562.wmf]·
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·

90

FAEEACFACEAC
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.

Vậy 
[image: image563.wmf]·

·

DBAFAE

=

. Hai tam giác DBA và FAE có 
[image: image564.wmf](

)

·

·

, , 

AEABAFBDACDBAFAE

====

 nên bằng nhau 
[image: image565.wmf](

)

c.g.c


Do đó 
[image: image566.wmf]FEAD

=

. Mà 
[image: image567.wmf]2

ADAM

=

 nên 
[image: image568.wmf]2

FEAM

=

.(
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Bài 10.
Qua C vẽ đường thẳng vuông góc với AC, cắt AD tại F.

Do 
[image: image569.wmf]·

·

ABECAF

=

 (cùng phụ với 
[image: image570.wmf]·

AEB

) nên 
[image: image571.wmf](

)

g.c.g

BAEACF

D=D

.

Từ đó suy ra 
[image: image572.wmf]CFAEEC

==

.

Vậy 
[image: image573.wmf](

)

c.g.c

CDECDF

D=D

 suy ra 
[image: image574.wmf]·

·

CDECDF

=

.

Trên tia DE lấy điểm G sao cho 
[image: image575.wmf]EDEG

=

.

Ta có 
[image: image576.wmf](

)

c.g.c

AEGCED

D=D

 nên 
[image: image577.wmf]·

·

CDEAGE

=

 và 
[image: image578.wmf]//

AGDC

.

Vì 
[image: image579.wmf]·

·

DAGFDC

=

 (hai góc đồng vị) suy ra 
[image: image580.wmf]·

·

DAGDGA

=

.

Vậy 
[image: image581.wmf]DAG

D

 cân tại D, từ đó 
[image: image582.wmf]2

DADGDE

==

.(
[image: image4448.png]


Bài 11.
Kẻ đường trung tuyến AD của 
[image: image583.wmf]ABC

D

.

Khi đó AD đồng thời là đường cao và đường phân giác của 
[image: image584.wmf]ABC

D

.

Trên nửa mặt phẳng bờ AC không chứa D, lấy điểm E sao cho 
[image: image585.wmf]ADE

D

 đều.

Dễ dàng tính được số đo các góc: 
[image: image586.wmf]·

·

30; 15

ACECAE

=°=°

.

Như vậy: 
[image: image587.wmf](

)

g.c.g

AECAMB

D=D

.

Từ đó suy ra: 
[image: image588.wmf]2

BC

AMAEAD

===

.(
[image: image4449.png]


Bài 12.
Ta có 
[image: image589.wmf]¶

µ

11

DE

=

 (cùng phụ với góc 
[image: image590.wmf]µ

K

).

Do đó 
[image: image591.wmf](

)

g.c.g

KADBAE

D=D

.

Từ đó suy ra 
[image: image592.wmf]ABAK

=

.

Mà 
[image: image593.wmf]ABAC

=

 (
[image: image594.wmf]ABC

D

 vuông cân tại A).

Nên 
[image: image595.wmf]AKAC

=

.(
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Bài 13.
Vì 
[image: image596.wmf]//

DEBC

 nên 
[image: image597.wmf]·

·

·

·

, 

DIBIBCEICICB

==

.

Mặt khác BI và CI lần lượt là tia phân giác góc B và góc C của tam giác ABC nên 
[image: image598.wmf]·

·

·

·

, 

IBCIBDICBICE

==

.

Do đó 
[image: image599.wmf]·

·

·

·

, 

DIBIBDEICICE

==

.

Từ đó suy ra các tam giác BDI và CEI là các tam giác cân lần lượt tại các đỉnh D và E.

Vậy 
[image: image600.wmf]DEDIIEDBEC

=+=+

.(
[image: image4451.png]


Bài 14.
a) Gọi N là trung điểm của CF. Nối EN. Ta có DN là đường trung tuyến ứng với cánh huyền của tam giác vuông CDF nên: 
[image: image601.wmf]2

CF

NDNFNC

===

.

Do đó 
[image: image602.wmf]DNC

D

 cân tại N.

Vì CD là phân giác góc C của 
[image: image603.wmf]ABC

D

 nên 
[image: image604.wmf]·

·

ECDNCD

=

.

Mặt khác 
[image: image605.wmf]·

·

NDCNCD

=

 (vì 
[image: image606.wmf]DNC

D

 cân tại N) nên 
[image: image607.wmf]·

·

NDCECD

=

.

Từ đó 
[image: image608.wmf]//

DNAC

. Vì 
[image: image609.wmf]//

DNAC

 nên 
[image: image610.wmf]·

·

ACBDNB

=

 (hai góc đồng vị),

Lại có 
[image: image611.wmf]·

µ

ACBB

=

 ( vì 
[image: image612.wmf]ABC

D

 cân tại A) nên 
[image: image613.wmf]µ

·

BDNB

=

.

Từ đó suy ra: 
[image: image614.wmf]DBN

D

 cân tại D.

Vì 
[image: image615.wmf]DBN

D

 cân tại D nên 
[image: image616.wmf]2

CF

BDDN

==

 hay 
[image: image617.wmf]2

CFBD

=

.

b) Chứng minh được ADE cân tại D và AM vừa là đường phân giác vừa là đường trung tuyến của 
[image: image618.wmf]ADE

D

.

Ta có: 
[image: image619.wmf](

)

g.c.g

DENCNE

D=D

 nên 
[image: image620.wmf]2

CF

DECN

==

 hay 
[image: image621.wmf]2

CFDE

=

.

Do đó M là trung điểm của DE nên 
[image: image622.wmf]4

CFMD

=
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Bài 15.
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Trên tia AB lấy điểm D sao cho 
[image: image623.wmf]BDBI

=

. Vì 
[image: image624.wmf]BDI

D

 cân tại B nên 
[image: image625.wmf]·

·
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·

11

24

BIDBDIABIABC

===

.

* Nếu 
[image: image626.wmf]ABBIAB

+=

 thì 
[image: image627.wmf]ADAC

=

.

Vì 
[image: image628.wmf](

)

c.g.c

ADIACI

D=D

 nên 
[image: image629.wmf]·

·

ADIACI

=

.

Do đó 
[image: image630.wmf]·

·
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ABCACB

=

 hay 
[image: image631.wmf]·

·

2.

ABCACB

=

.

* Nếu 
[image: image632.wmf]·

·

2.

ABCACB

=

 thì 
[image: image633.wmf]·

·

11

42

ABCACB

=

, suy ra 
[image: image634.wmf]·

·

ADIACI

=

.

Do đó 
[image: image635.wmf](

)

g.c.g

ADIACI

D=D

. Nên 
[image: image636.wmf]ADAC

=

.

Mặt khác 
[image: image637.wmf]ADABBDABBI

=+=+

. Do vậy 
[image: image638.wmf]ACABBI
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Bài 16.
Vì 
[image: image639.wmf]ABC

D

 cân tại A và 
[image: image640.wmf]·
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BAC

=°

 nên ta có 
[image: image641.wmf]·

·
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ABCACB

==°

.

Lại có 
[image: image642.wmf]·
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BDC

=°

 nên 
[image: image643.wmf]·

10

ACD

=°

.

Trên nửa mặt phẳng bờ AB chứa C dựng tam giác đều ABE. Theo đó ta có 
[image: image644.wmf]·

40; 

CAEABBEAE

=°==

. Do 
[image: image645.wmf]ACE

D

 cân tại A nên:


[image: image646.wmf]·

·
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[image: image647.wmf]·

·

·

706010
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[image: image648.wmf]·
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EBCABCABE
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.

Ta có 
[image: image649.wmf](

)

g.c.g

ADCBCE

D=D

 nên 
[image: image650.wmf]ADBC

=

.(
Nhận xét: Ta có thể đưa ra bài toán ngược lại như sau: Cho tam giác ABC có 
[image: image651.wmf]µ
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B

=°

. Trên cạnh AB lấy điểm D. Biết rằng 
[image: image652.wmf]·

30

BDC
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. Chứng minh rằng 
[image: image653.wmf]ABAC

=

.

Bài 17.
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Trên tia đối của tia DC lấy điểm E, trên tia đối của tia CD lấy điểm I, trên tia CA lấy điểm F sao cho: 
[image: image654.wmf], , 

DEDBDICECECF

===

.

Ta tính được: 
[image: image655.wmf]·

·

·

50, 30, 80
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=°=°=°

.

Lai có 
[image: image656.wmf]CEF

D

 cân tại C có 
[image: image657.wmf]µ

20

C

=°

 nên 
[image: image658.wmf]·

·
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CFECEF

==°

.

Theo phần nhận xét bài 15, ta có 
[image: image659.wmf]IDB

D

 với 
[image: image660.wmf]·

80

IDB
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, C là điểm trên cạnh ID thỏa mãn 
[image: image661.wmf]·

30

DCB

=°

 nên 
[image: image662.wmf]IBID

=

. Hơn nữa ta có 
[image: image663.wmf]BID

D

 cân tại I với 
[image: image664.wmf]20
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.

Ta có 
[image: image665.wmf](

)

c.g.c

CEFIDB

D=D

 nên 
[image: image666.wmf]EFBDED

==

.

Do đó 
[image: image667.wmf]EFD

D

 cân tại E. Ta tính được


[image: image668.wmf]·
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Ta có 
[image: image669.wmf]AFD

D

 cân tại A nên 
[image: image670.wmf]AFAD

=

.

Cuối cùng, 
[image: image671.wmf]ACADACAFCFCECDDECDDB

+=+===+=+
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Bài 18.
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Gọi H là giao điểm các đường cao BD và CE. Nối EM, EN, DM, DN.

Theo tính chất đường trung tuyến ứng với canh huyền của tam giác vuông, ta có 
[image: image672.wmf]2

BC

EMDM

==

.

Lại có 
[image: image673.wmf]·

·

·

90

ABDACEBAC

==°-

 nên


[image: image674.wmf]·
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·

·
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[image: image675.wmf]·
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Do vậy


[image: image676.wmf]·

·

·

·

(

)

·

·

(

)

·

·

(

)

·

·

(

)

IBCICBABCABIACBACIABCACBABIACI

+=-+-=+-+



[image: image677.wmf]·
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.

Từ đó 
[image: image678.wmf]BIC

D

 vuông tại I.

Ta có IM là đường trung tuyến ứng với cạnh huyền của 
[image: image679.wmf]BIC

D

 nên 
[image: image680.wmf]2

BC

IMEMDM

===

. Từ đó, M nằm trên đường trung trực của DE (1).

Mặt khác vì 
[image: image681.wmf]IMB

D

 và 
[image: image682.wmf]EMB

D

 cân tại M nên


[image: image683.wmf]·
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[image: image684.wmf]·

·

·

290

EBIABDBAC

===°-

.

Chứng minh tương tự ta được 
[image: image685.wmf]·

·

90

IMDBAC

=°-

. Do vậy 
[image: image686.wmf]·

·

IMEIMD

=

.

Ta có 
[image: image687.wmf](

)

c.g.c

EMIDMI

D=D

 nên 
[image: image688.wmf]IDIE

=

. Từ đó I nằm trên đường trung trực của DE (2).

Từ (1) và (2) suy ra MI là đường trung trực của DE.

Lại có N nằm trên MI nên 
[image: image689.wmf]NEND

=

.

Gọi 
[image: image690.wmf]N

¢

 là trung điểm của AH, theo tính chất đường trung tuyến ứng với cạnh huyền của tam giác vuông ta cũng có 
[image: image691.wmf]NDNE

¢¢

=

.

Do vậy 
[image: image692.wmf]N

¢

 cũng nằm trên đường trung trực của DE.

Từ đó N và 
[image: image693.wmf]N

¢

 trùng nhau suy ra N là trung điểm của AH hay 
[image: image694.wmf]NANH

=

.


Bài toán 3.sử dụng quan hệ góc và cạnh đối diện, quan hệ đường vuông góc và đường xiên, quan hệ đường xiên và hình chiếu, bất đẳng thức tam giác

I. KIẾN THỨC CẦN NHỚ

1. Quan hệ giữa góc và cạnh đối diện:

[image: image4456.png]Hinh 13



Trong một tam giác, góc đối diện với cạnh lớn hơn là góc lớn hơn, cạnh đối diện với góc lớn hơn là cạnh lớn hơn. Cho tam giác ABC, ta có:


[image: image695.wmf]µ

µ

µ

µ
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Chú ý:

* Nếu 
[image: image696.wmf]µ

µ

BC

=

 thì 
[image: image697.wmf]ACAB

=

 và ngược lại.

* Trong tam giác vuông cạnh huyền là cạnh có độ dài lớn nhất.

2. Quan hệ giữa đường vuông góc và đường xiên, đường xiên và hình chiếu:

Xét tất cả các đường vuông góc và đường xiên kẻ từ một điểm nằm ngoài một đường thẳng tới đường thẳng đó, ta có các kết luận sau:

* Đường vuông góc ngắn hơn mọi đường xiên.

* Đường xiên nào lớn hơn thì có hình chiếu lớn hơn và ngược lại, đường xiên nào có hình chiếu lớn hơn thì lớn hơn.

[image: image4457.png]Hinh 1.14



* Nếu hai đường xiên bằng nhau thì hình chiếu bằng nhau. Ngược lại, nếu hai đường chiếu bằng nhau thì hai đường xiên bằng nhau.

Cho một điểm M nằm ngoài đường thẳng d. Qua M kẻ đường vuông góc MH và các đường xiên MA, MB xuống đường thẳng d.

Khi đó ta có:

[image: image698.wmf];
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3. Bất đẳng thức tam giác
[image: image4458.png]Hinh 1.15



Trong một tam giác, độ dài một cạnh luôn lớn hơn hiệu và nhỏ hơn tổng độ dài hai cạnh còn lại. Cho tam giác ABC, đặt 
[image: image699.wmf];;

BCaCAbABc

===


Khi đó


[image: image700.wmf]bcabc

acbac

abcab

-<<+

-<<+

-<<+


Bổ sung: Với ba điểm A, B, C bất kỳ, ta luôn có: 
[image: image701.wmf]ABACCB

£+

 . Dấu bằng xảy ra ( A, B, C thẳng hàng và C nằm giữa A và B.

II. CÁC  VÍ DỤ

	Ví dụ 1.  Cho tam giác ABC không cân, M là trung điểm của BC.

a) Chứng minh 
[image: image702.wmf]2

ABACAM

+>


b) Biết 
[image: image703.wmf]ACAB

>

, chứng minh 
[image: image704.wmf]·

·

MABMAC

>


c) Kẻ AH vuông góc với BC (H ( BC). Tia phân giác góc A cắt BC ở D. Chứng minh 
[image: image705.wmf]MHMD

>




Lời giải

Trên tia đối của tia MA lấy điểm E sao cho 
[image: image706.wmf]MAME

=

 . Ta có (AMB = (EMC (c.g.c) nên suy ra 
[image: image707.wmf]·

µ

,

ABCEMABE

==


Áp dụng bất đẳng thức tam giác vào (ACE ta được 
[image: image708.wmf]ACCEAE

+>


Mà 
[image: image709.wmf],2

ABCEAEAM

==

 nên 
[image: image710.wmf]2

ABACAM

+>


b) Xét (ACE có 
[image: image711.wmf]CEABAC

=<

 suy ra 
[image: image712.wmf]·

µ

EACE

<

 hay 
[image: image713.wmf]·

µ

MACE

<


Mà 
[image: image714.wmf]·

µ

MABE

=

 nên ta có 
[image: image715.wmf]·

·

MABMAC

>


c) Không mất tính tổng quát giả sử 
[image: image716.wmf](

)

ABAC

<


[image: image4459.png]Hinh 1.16



(Trường hợp 
[image: image717.wmf]ABAC

>

, đổi vai trò của B và C rồi chứng minh tương tự).

Thấy rằng nếu H nằm ngoài đoạn thẳng BC. Khi ấy B nằm giữa H và C. Mà D và M nằm trên đoạn thẳng BC nên hiển nhiên 
[image: image718.wmf]MHMD

>


Xét trường hợp H nằm trên đoạn thẳng BC.

Vì 
[image: image719.wmf]ABAC

<

 nên ta có 
[image: image720.wmf]µ

µ

CB

<


Lại có 
[image: image721.wmf]·

µ

·

µ

90;90
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Từ đó suy ra 
[image: image722.wmf]·

·

BAHCAH

<


Theo chứng minh câu a, vì 
[image: image723.wmf]ABAC

<

 nên 
[image: image724.wmf]·

·

BAMCAM

>


Do vậy 
[image: image725.wmf]·

·

·

BAHBADBAM

<<


Mặt khác H, D, M nằm trên đoạn thẳng BC nên
[image: image726.wmf]BHBDBM

<<

 hay 
[image: image727.wmf]MHMD

>

 .

	Ví dụ 2. Cho tam giác ABC, vẽ AH vuông góc với BC (H thuộc đoạn thẳng BC). D là điểm nằm giữa A và H, E là điểm nằm giữa B và H, F là điểm nằm giữa C và H. Chứng minh rằng chu vi tam giác DEF nhỏ hơn chu vi tam giác ABC. Tìm một vị trí của các điểm D, E, F để chu vi tam giác DEF bằng 
[image: image728.wmf]1

2

  chu vi tam giác ABC.


Lời giải

Nối CD. Vì F nằm giữa C và H nên 
[image: image729.wmf]HFHC

<

. Theo quan hệ giữa đường xiên và hình chiếu, vì 
[image: image730.wmf]HFHC

<

 nên 
[image: image731.wmf]DFDC

<

.

Lại có D nằm giữa A và H nên
[image: image732.wmf]HDHA

<

. Áp dụng quan hệ giữa đường xiên và hình chiếu, ta được 
[image: image733.wmf]CDCA

<


Từ đó 
[image: image734.wmf](
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1

DFDCCA

<<


[image: image4460.png]Hinh 1.17a



Chứng minh tương tự, ta được
[image: image735.wmf](

)

2

DEDBAB

<<


Ta có 
[image: image736.wmf](

)

3

EFHEHFHBHCBC

=+<+=


Từ(1) (2) và (3) suy ra 
[image: image737.wmf]++<++

DEEFFCABACBC

. Hay chu vi tam giác DEF nhỏ hơn chu vi tam giác ABC.

Vì D, E, F lần lượt là trung điểm của AH, BH và CH, theo Ví dụ 2 (Chuyên đề 2) ta chứng minh được


[image: image738.wmf];DF;
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Khi đó chu vi tam giác DEF bằng 
[image: image739.wmf]1

2

  chu vi tam giác ABC.

	Ví dụ 3. Cho tam giác ABC vuông cân tại A. Gọi D và E là hai điểm theo thứ tự nằm trên hai cạnh AB và AC sao cho
[image: image740.wmf]ADAE

=

. Gọi K là điểm thuộc cạnh BC. Trên nửa mặt phẳng bờ AC không chứa điểm B, vẽ điểm I sao cho 
[image: image741.wmf]·

·

EAIDAK

=

và
[image: image742.wmf]AIAK

=

 . Chứng minh rằng
[image: image743.wmf]KEKDAB

+³




Lời giải

Ta có 
[image: image744.wmf]·

·

;,

ADAEAKAIEAIDAK

===

 nên (ADK = (AEI (c.g.c).

[image: image4461.png]Hinh 1.17b



Từ đó suy ra
[image: image745.wmf]DKEI

=


Ta có 
[image: image746.wmf](
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1

KEKDKEKIKI
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Lại có 
[image: image747.wmf]·

·

EAIDAK

=

 nên 
[image: image748.wmf]·

·
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==°


Như vậy (KAI vuông cân tại A.

Theo định lý Pythagore ta được


[image: image749.wmf]2222

2
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Từ đó suy ra 
[image: image750.wmf](

)

2.2.2

KIAKAH
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Lại có (AHB vuông cân tại H nên 
[image: image751.wmf]2222

2

ABAHBHAH
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 , suy ra 
[image: image752.wmf](

)
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ABAH
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Từ (1), (2) và (3) suy ra:
[image: image753.wmf]KEKDAB

+³

 . Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi K trùng với H.

	Ví dụ 4. Cho hai tam giác ABC và A'B'C' có 
[image: image754.wmf]'';''

ABABACAC
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 . Chứng minh
[image: image755.wmf]µ

µ
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 .


Lời giải

[image: image756.png]A
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Giả sử tam giác ABC và tam giác A'B'C' có
[image: image757.wmf]µ

µ

'';'';'

ABABACACAA

==<

 . Dựng tam giác A'B”C' bằng tam giác ABC (hình vẽ). Tia phân giác của góc B'A'B" cắt B'C' ở D. Ta có (B'A'D = (B”A'D (c.g.c) nên
[image: image758.wmf]'"

DBDB

=

 . Trong tam giác DB"C' ta có 
[image: image759.wmf]"'"'''"'

DBDCBCBCBCBC

+>Þ>=

 .

Ngược lại, nếu tam giác ABC và tam giác A'B'C' có: 
[image: image760.wmf]'';'';'C'

ABABACACBCB

==<

 .

Ta sẽ chứng minh 
[image: image761.wmf]µ

µ

'

AA

<

 . Thật vậy:

* Nếu 
[image: image762.wmf]µ

µ

'

AA

=

 thì (ABC = (A'B'C'
[image: image763.wmf]''

BCBC

Þ=

 (loại)

* Nếu 
[image: image764.wmf]µ

µ

'

AA

>

 , áp dụng phần thuận ta suy ra
[image: image765.wmf]''

BCBC

>

 (loại)

Vậy 
[image: image766.wmf]µ

µ

'

AA

<

 .

Chú ý: Quan hệ giữa góc và cạnh đối diện chỉ đúng trong một tam giác hoặc hai tam giác bằng nhau, còn đối với hai tam giác không bằng nhau thì không áp dụng được. Tuy vậy, qua ví dụ trên ta thấy với hai tam giác có thêm điều kiện hai cặp cạnh bằng nhau, ta có một kết quả đáng chú ý trong việc chứng bất đẳng thức hình học.

III. BÀI TẬP
Bài 1. Cho tam giác ABC đều. Gọi M là trung điểm của BC. Trên cạnh AB lấy điểm D, tia DM cắt AC tại E. Chứng minh rằng 
[image: image767.wmf]MDME

<

 .

Bài 2. Cho tam giác ABC cân tại A. Trên cạnh BC lấy hai điểm D và E sao cho
[image: image768.wmf]BDDEEC

==

 . Chứng minh rằng 
[image: image769.wmf]·

·

·

BADEACDAE

=<

 .

Bài 3*. Cho tam giác ABC nhọn, 
[image: image770.wmf]µ

µ

BC

>

 . Kẻ hai đường cao BD và CE. Chứng minh rằng:
[image: image771.wmf]ACABCEBD

->-


Bài 4*. Cho tam giác ABC có
[image: image772.wmf]ABAC

<

. P là một điểm nằm trong tam giác sao cho
[image: image773.wmf]·

·

PBAPCA

=

 . Gọi H và K là chân đường vuông góc hạ từ P xuống AB và AC. Gọi I là trung điểm của BC. Chứng minh
[image: image774.wmf]·

·

HIBKIC

<

 .

Từ bài 5 đến bài 11 áp dụng kết quả ở ví dụ 4.

Bài 5. Cho tam giác ABC có
[image: image775.wmf]ABAC

<

. Trên các cạnh AB và AC lần lượt lấy các điểm D và điểm E sao cho


[image: image776.wmf]BDCE

=

 . Gọi M là trung điểm của BC. Chứng minh
[image: image777.wmf]MDME

>

 .

Bài 6. Cho tam giác ABC có
[image: image778.wmf]ABAC

<

. Gọi M là trung điểm của BC. Trên đoạn thẳng AM lấy điểm O bất kỳ 
[image: image779.wmf](

)
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 . Chứng minh rằng
[image: image780.wmf]OBOC

<

 .
Bài 7. Cho tam giác ABC cân tại A. Trên tia BA lấy điểm E, trên tia đối của tia CA lấy điểm F sao cho 
[image: image781.wmf].

BECF

=

 EF cắt BC tại điểm D. Chứng minh
[image: image782.wmf]BDDC

>

 .

Bài 8. Cho tam giác ABC cân tại A. Lấy M là một điểm trên cạnh BC sao cho
[image: image783.wmf]MBMC

<

 . Trên đoạn thẳng AM lấy điểm O. Chứng minh rằng
[image: image784.wmf]·

·

BOACOA

>

.
Bài 9. Cho tam giác ABC có
[image: image785.wmf]µ

;90

ABACA
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 . Vẽ về phía ngoài tam giác này các tam giác vuông cân ABD và ACE. Gọi M là trung điểm của BC. Chứng minh 
[image: image786.wmf]MDME

<

.
Bài 10. Cho hai đoạn thẳng AC và BD cắt nhau tại trung điểm O của đoạn thẳng AC. Biết 
[image: image787.wmf]ABBC

>

 , chứng minh
[image: image788.wmf]CDDA

>

 .
Bài 11. Cho tam giác ABC có
[image: image789.wmf]ABAC

<

 . Gọi BD và CE là hai đường cao của tam giác. Chứng minh
[image: image790.wmf]BDCE

<

 .
Bài 12. Cho tam giác ABC thỏa mãn có 
[image: image791.wmf]ABAC

>

, tia phân giác góc A cắt BC ở D. Gọi M là điểm bất kỳ trên đoạn thẳng AD (M khác A). Chứng minh rằng
[image: image792.wmf]ABACMBMC

->-

 .
Bài 13. Cho tam giác ABC, M là điểm nằm trong tam giác. Chứng minh rằng:

[image: image793.wmf])
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[image: image794.wmf])

++

bMAMBMC

 lớn hơn nửa chu vi và nhỏ hơn chu vi tam giác ABC.

Bài 14. Chứng minh rằng tổng độ dài ba đường trung tuyến lớn hơn 
[image: image795.wmf]3

4

 chu vi và nhỏ hơn chu vi tam giác đó.
Bài 15. Cho tam giác ABC có
[image: image796.wmf]µ

1

90;

2

BABAC
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 . Chứng minh rằng 
[image: image797.wmf]µ

µ

2
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 .
Bài 16. Cho tam giác ABC có 
[image: image798.wmf]µ

90

C
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 , đường cao CH. Chứng minh rằng
[image: image799.wmf]ACBCABCH

+<+

.
Bài 17. Cho tam giác ABC vuông tại B, đường phân giác AD. Qua C kẻ đường thẳng vuông góc với BC cắt AD tại E. Chứng minh chu vi tam giác ECD lớn hơn chu vi tam giác ABD.
Bài 18. Cho tam giác ABC có
[image: image800.wmf]ABAC

>

. Trên các cạnh AC và AB lấy tương ứng các điểm M và N sao cho
[image: image801.wmf]AMAN

=

 . Gọi O là giao điểm của BM và CN. Chứng minh rằng
[image: image802.wmf]OBOC

>

.
Bài 19. Cho tam giác ABC có
[image: image803.wmf]·

60

BAC

³°

. Chứng minh rằng
[image: image804.wmf]2
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Bài 20.Cho tam giác ABC nhọn, gọi H là trực tâm của tam giác đó. Chứng minh 
[image: image805.wmf](
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.
IV. HƯỚNG DẪN GIẢI

[image: image4462.png]Hinh 1.17¢



Bài 1.
Vì tam giác ABC đều nên
[image: image806.wmf]µ

·

µ

60
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Theo tính chất góc ngoài
[image: image807.wmf]·

µ

µ

60

BDMAE
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Áp dụng quan hệ giữa góc và cạnh đối diện trong tam giác BDM ta được
[image: image808.wmf](

)

1

DMBMCM
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Tam giác MCE có
[image: image809.wmf]·

120

MCE

=°

 và là góc lớn nhất của tam giác MCE nên
[image: image810.wmf](

)

2

MCME

<


Từ (1) và (2) suy ra
[image: image811.wmf]MDME

<

 .
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Bài 2.
Ta có (ABD = (ACE (c.g.c) nên
[image: image812.wmf]·

·

(

)

1

BADCAE

=


Trên tia đối của tia DA lấy điểm F sao cho
[image: image813.wmf]DADF

=

.
Vì (AED = (FBD (c.g.c) nên 
[image: image814.wmf]·

µ

;AEBF

DAEF

==

 .

Vì 
[image: image815.wmf]·

·

·

AECABCACB

>=

 nên trong tam giác AEC ta có
[image: image816.wmf]AEAC

<


Từ đó suy ra
[image: image817.wmf]BFAB

<

 (vì 
[image: image818.wmf];)

AEBFABAC

==


Trong tam giác ABF có
[image: image819.wmf]BFAB

<

 nên 
[image: image820.wmf]·

µ

<

BADF


Mà
[image: image821.wmf]·

µ

DAEF

=

 nên 
[image: image822.wmf]·

·
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2

BADDAE
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Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image823.wmf]·

·

·

BADEACDAE
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 .

[image: image4464.png]


Bài 3.
Trong (ABC, vì 
[image: image824.wmf]·

·

ABCACB

>

 nên 
[image: image825.wmf]ACAB

>

.

Trên cạnh AC lấy điểm M sao cho
[image: image826.wmf]AMAB

=

 .

Gọi N và F lần lượt là hình chiếu của M trên AB và CE.

Ta có (ABD = (AMN (cạnh huyền - góc nhọn) nên
[image: image827.wmf]MNBD

=

.

Mặt khác vì ∆MNE = ∆EFM (cạnh huyền- góc nhọn) nên MN = EF.

Do vậy 
[image: image828.wmf]MNBDEF

==

.

Vì (FCM vuông tại F nên 
[image: image829.wmf]CMCF

>

 hay 
[image: image830.wmf]ACAMCEEF

->-

.

Từ đó suy ra
[image: image831.wmf]ACABCEBD

->-

.

Bài 4.
Gọi E và F lần lượt là trung điểm của BP và CP. Áp dụng tính chất đường trung bình của tam giác và tính chất đường trung tuyến ứng với cạnh huyền của tam giác vuông, ta được:
[image: image4465.png]
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Từ đó (HEI = (IFK (c.g.c), suy ra 
[image: image833.wmf]·

·
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Vì 
[image: image834.wmf]ABAC

<

 nên
[image: image835.wmf]·

·

ABCACB
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Kết hợp với
[image: image836.wmf]·
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PBAPCA
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 suy ra 
[image: image837.wmf]·
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 , mà 
[image: image838.wmf]·
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PBCCIF
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 và 
[image: image839.wmf]·
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PCBBIE
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 (hai góc đồng vị) nên
[image: image840.wmf]·
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CIFBIE


Từ
[image: image841.wmf]·

·

·

CIFICFBIE

>=

 suy ra 
[image: image842.wmf]FCFI

>

 . Mà 
[image: image843.wmf]2
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 nên 
[image: image844.wmf]IFFK

<


Từ đó 
[image: image845.wmf]·

·
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 hay 
[image: image846.wmf]·
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Từ (1), (2) và (3) suy ra
[image: image847.wmf]·
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Bài 5.
Xét tam giác ABC. Vì 
[image: image848.wmf]ACAB

>

 nên 
[image: image849.wmf]·
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 hay 
[image: image850.wmf]·
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Với hai tam giác BDM và CEM có
[image: image851.wmf];

CEBDCMBM
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Vì 
[image: image852.wmf]·

·

DBMECM

>

 nên theo kết quả ở ví dụ 4 ta có
[image: image853.wmf]MDME

>

 .
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Bài 6.
Xét hai tam giác AMB và AMC có
[image: image854.wmf]MBMC

=

 ; MA chung, mà 
[image: image855.wmf]ABAC

<

 nên theo kết quả ở ví dụ 4, ta có 
[image: image856.wmf]·
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Bây giờ ta xét hai tam giác OMB và OMC có
[image: image857.wmf]MBMC

=

, OM chung,
[image: image858.wmf]·

·
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 . Theo kết quả ở ví dụ 4 ta được
[image: image859.wmf]OBOC

<
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Bài 7.
Trước hết ta sẽ chứng minh D là trung điểm của EF. Thật vậy, Kẻ EH và FK vuông góc với đường thẳng BC (H, K ( BC).

Ta có (BEH = (CFK (cạnh huyền- góc nhọn) nên 
[image: image860.wmf]EHFK

=


Xét hai tam giác EHD và FKD có 
[image: image861.wmf]·

·

·

·

90;;

EHDFKDEHFKDEHDFK

==°==

 (hai góc so le trong)

Suy ra: (DEH = (DFK (g.c.g)
[image: image862.wmf]DEDF

Þ=


Cuối cùng với hai tam giác BED và FCD ta thấy
[image: image863.wmf];

DEDFBECF

==

 mà 
[image: image864.wmf]·

·

BEDCFD

>

 (góc BED là góc ngoài của tam giác AFE) nên 
[image: image865.wmf]BDCD

>

 (theo kết quả ở ví dụ 4).

Bài 8.
[image: image4469.png]D

Hinh 9



Thấy rằng, với một điểm M bất kỳ thuộc miền trong của tam giác ABC cân tại A (điểm M có thể nằm trên các cạnh của tam giác, M không trùng với B hoặc C) ta luôn có 
[image: image866.wmf]AMAB

<

 (Bạn đọc tự chứng minh).

Quay lại bài toán.

Xét (BAM và (CAM có
[image: image867.wmf]ABAC

=

, AM chung.

Vì
[image: image868.wmf]BMCM

<

 nên 
[image: image869.wmf]·

·

BAMCAM

<

 . Áp dụng kết quả ở ví dụ 4 một lần nữa với (ABO và (ACO ta được 
[image: image870.wmf]OBOC

<


Để chứng minh 
[image: image871.wmf]·

·

BOACOA

>

 ta sẽ dựng hai tam giác có hai cặp cạnh tương ứng bằng nhau và có các góc xen giữa là 
[image: image872.wmf]·

BOA

 và 
[image: image873.wmf]·

COA

 như sau: Trên cạnh OC lấy điểm N sao cho 
[image: image874.wmf]OBON

=

. Rõ ràng N nằm ở miền trong tam giác cân ABC nên 
[image: image875.wmf]ANAB

<

. Hai tam giác AOB và AON có 
[image: image876.wmf]OBON

=

, OA chung, 
[image: image877.wmf]<

ABAN

 nên 
[image: image878.wmf]·

·

BOACOA

>

.

[image: image4470.png]Hinh 10



Bài 9. Do 
[image: image879.wmf]ABAC

<

 nên 
[image: image880.wmf]BDCE

<

 (Tam giác vuông cân có cạnh góc vuông lớn hơn thì cạnh huyền lớn hơn). Ta có (EAB = (CAD (c.g.c) nên 
[image: image881.wmf]BECD

=

 . Hai tam giác DCB và EBC có
[image: image882.wmf]BECD

=

 , BC chung. Vì


[image: image883.wmf]BDCE

<

 nên 
[image: image884.wmf]·

·

DCBEBC

<

 hay 
[image: image885.wmf]·

·

DCMEBM

<

.

Xét hai tam giác DCM và BEM có
[image: image886.wmf]·

·

;,

BECDMBMCDCMEBM

==<

 nên
[image: image887.wmf]MDME

<

.

Nhận xét: Trong bài toán trên, ta vẽ ra phía ngoài tam giác ABC các tam giác vuông cân tại A. Nếu vẽ ra phía ngoài tam giác ABC các tam giác đều thì sao? Chúng ta có bài toán tương tự như sau: Cho tam giác ABC có 
[image: image888.wmf]µ

,120

ABACA

<¹°

 . Vẽ về phía ngoài tam giác ABC các tam giác đều ABD và ACE. Gọi M là trung điểm của cạnh BC. Chứng minh
[image: image889.wmf]MDME

<

.

[image: image4471.png]Hinh 12



Bài 10.
Gọi M là trung điểm của AC.

Ta có 
[image: image890.wmf]ABBC

>

, theo kết quả của ví dụ 1 áp dụng vào tam giác ABC, đường trung tuyến BM ta được
[image: image891.wmf]·

·

(

)

1

ABMCBM

<


Cũng từ
[image: image892.wmf]ABBC

>

 nên 
[image: image893.wmf]·

·

(

)

2

BAMBCM

<


Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image894.wmf]·

·

·

·

ABMBAMCBMBCM

+<+

 hay 
[image: image895.wmf]·

·

AMDCMD

<

 . Hai tam giác AMD và CMD có
[image: image896.wmf]MAMC

=

; cạnh chung MD; 
[image: image897.wmf]·

·

AMDCMD

<

 nên theo kết quả ở ví dụ 4, ta được
[image: image898.wmf]ADCD

<

.

Bài 11.
Vì 
[image: image899.wmf]ABAC

<

 nên ta có 
[image: image900.wmf]·

·

·

·

ABCACBhayEBCDCB

>>


[image: image4472.png]


Trên tia đối của tia DB lấy điểm F sao cho 
[image: image901.wmf]DFDB

=

 ; trên tia đối của tia EC lấy điểm G sao cho
[image: image902.wmf]EGEC

=

 . Ta có (EGB = (ECB (c.g.c) và (DFC = (DBC (c.g.c) nên 
[image: image903.wmf]GBBCCF

==

.

Mặt khác
[image: image904.wmf]·

·

·

·

22

GBCEBCDCBFCB

=>=

.

Áp dụng kết quả ở ví dụ 4 với hai tam giác GBC và FCB ta suy ra 
[image: image905.wmf]BFCG

<

. Từ đó 
[image: image906.wmf]BDCE

<

.

[image: image4473.png]Hinh 13 p



Nhận xét: Từ kết quả của bài toán ta có: Trong một tam giác đường cao ứng với cạnh lớn hơn thì nhỏ hơn.

Bài 12.
Trên cạnh AB lấy điểm E sao cho
[image: image907.wmf].

AEAC

=

Ta có (AME = (AMC (c.g.c) nên 
[image: image908.wmf]MEMC

=

.

Ta có
[image: image909.wmf]ABACABAEBEMBME

-=-=>-

 (Áp dụng bất đẳng thức tam giác vào (EMB).

Từ đó
[image: image910.wmf]ABACMBMC

->-

.

Bài 13.
[image: image4474.png]G

Hinh 14



a) Giả sử tia BM cắt cạnh AC tại D.

Ta có
[image: image911.wmf]MCMDCD

<+

 từ đó
[image: image912.wmf]MBMCMBMDCDBDCD

+<++=+

.
Lại có 
[image: image913.wmf]BDABAD

<+

 . Từ đó


[image: image914.wmf]MBMCBDCDABADCDABAC

+<+<++=+


b) Theo kết quả phần a ta có:


[image: image915.wmf](

)

(

)

(

)

1

2

3

MBMCABAC

MCMABCBA

MAMBCACB

+<+

+<+

+<+


Cộng (1), (2) và (3) ta được
[image: image916.wmf](

)

(

)

22

MAMBMCABBCCA

++<++

 . Từ đó ta có


[image: image917.wmf](

)

*

MAMBMCABBCCA

++<++


Mặt khác, áp dụng bất đẳng thức tam giác vào các tam giác MAB, MAC, MBC ta được 
[image: image918.wmf];;

MAMBABMBMCBCMCMACA

+>+>+>


Do vậy 
[image: image919.wmf](

)

(

)

(

)

1

2 **

2

++<++++>++

MAMBMCABBCCAhayMAMBMCABBCCA


Từ (*) và (**) suy ra
[image: image920.wmf]MAMBMC

++

 lớn hơn nửa chu vi nhưng nhỏ hơn chu vi (ABC.

Bài 14.
[image: image4475.png]


Giả sử (ABC có các đường trung tuyến AM, BN, CP cắt nhau tại trọng tâm G. Theo ví dụ 1, ta có


[image: image921.wmf]2

2

2

ABAC

AM

BABC

BN

CACB

CP

+

<

+

<

+

<


Cộng các bất đẳng thức trên ta được

[image: image922.wmf](

)

1

AMBNCPABBCCA

++<++


Mặt khác, theo bài tập 13 ta có 
[image: image923.wmf](

)

1

2

GAGBGCABACBC

++>++


hay 
[image: image924.wmf](

)

(

)

21

.

32

++>++

AMBNCPABACBC


Từ đó 
[image: image925.wmf](

)

(

)

3

2

4

AMBNCPABACBC

++>++


Từ (1) và (2) suy ra tổng độ dài ba đường trung tuyến của một tam giác lớn hơn 
[image: image926.wmf]3

4

  chu vi và nhỏ hơn chu vi của tam giác đó.

Bài 15.
Gọi M là trung điểm của AC, phân giác góc A cắt cạnh BC tại D.

[image: image4476.png]Hinh 16



Ta có (ABD = (AMD (c.g.c) nên 
[image: image927.wmf]·

·

ABDAMD

=

.

Lại có
[image: image928.wmf]·

90

ABD

>°

 nên 
[image: image929.wmf]·

90

AMD

>°

.

Từ đó 
[image: image930.wmf]·

·

AMDCMD

>


Hai tam giác AMD và CMD có MD là cạnh chung;
[image: image931.wmf]·

·

;

MAMCAMDCMD

=>

 nên 
[image: image932.wmf]ADDC

>

.

Xét trong (ADC có 
[image: image933.wmf]ADDC

>

 nên 
[image: image934.wmf]µ

·

µ

·

  

2

>>

BAC

CDAChayC

 .

Bài 16.
[image: image4477.png]Hinh 17



Vì (ABC vuông tại C và (CBH vuông tại H nên 
[image: image935.wmf]ABCBBH

>>

 . Tồn tại điểm D thuộc đoạn thẳng AH sao cho 
[image: image936.wmf]BCBD

=

 . Gọi E là hình chiếu của D trên AC.

Mặt khác vì (CBD cân tại B nên
[image: image937.wmf]·

·

BCDBDC

=

.

Lại có 
[image: image938.wmf]·

·

·

·

90;90

BCDECDBDCHCD

+=°+=°

 .Từ đó 
[image: image939.wmf]·

·

ECDHCD

=


Vì (CED = (CHD (cạnh huyền-góc nhọn) nên 
[image: image940.wmf];

CECHDEDH

==

.

Ta có 
[image: image941.wmf]ABCHBDDACHAEBCCECACB

+=++>++=+

.

Nhận xét: Từ kết quả của bài toán ta có: Trong một tam giác vuông, tổng hai cạnh góc vuông nhỏ hơn tổng của cạnh huyền và đường cao ứng với cạnh huyền ấy.

[image: image4478.png]Hinh 18



Bài 17.
Ta có AB // CE (vì cùng vuông góc với BC) nên 
[image: image942.wmf]·

µ

ABDE

=

 (hai góc so le trong).

Mặt khác do AD là phân giác của góc BAC nên suy ra
[image: image943.wmf]µ

·

ECAD

=


Từ đó (CAE cân tại C.

Ta có 
[image: image944.wmf]CECAAB

=>

 nên 
[image: image945.wmf](

)

22

1

CEAB

>

.

Gọi F là hình chiếu của D trên AC.

Ta có (ABD = (AFD (cạnh huyền - góc nhọn) nên 
[image: image946.wmf].

DBDF

=

 Ta có 
[image: image947.wmf]CDDFDB

>=

 nên 
[image: image948.wmf](

)

22

2

CDBD

>

.

Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image949.wmf]222222

CECDABDBDEDAhayDEDA

+>+Þ>>

.

Vì 
[image: image950.wmf];;

CEABCDDBDEDA

>>>

 nên chu vi (ECD lớn hơn chu vi (ABD.

Bài 18.
Vì 
[image: image951.wmf]ABAC

>

nên có điểm P trên cạnh AB sao cho 
[image: image952.wmf]APAC

=

. Gọi D là giao điểm của CN và PM. Vì 
[image: image953.wmf]ANAMACAP

=<=

 nên P nằm giữa N và B.

[image: image4479.png]Hinh 19



Từ đó
[image: image954.wmf]·

·

BMNPMN

>


Dễ dàng chứng minh được ∆DMN cân tại D nên 
[image: image955.wmf]·

·

;

PMNCNM

=

 từ đó 
[image: image956.wmf]·

·

·

·

BMNCNMhayOMNONM

>>

.

Trong (OMN có 
[image: image957.wmf]·

·

OMNONM

>

 nên 
[image: image958.wmf](

)

1

ONOM

>

.

Ta có (APM = (CAN (c.g.c) nên 
[image: image959.wmf]PMCN

=

.

Vì (APC cân tại A nên 
[image: image960.wmf]·

90

APC

<°


Từ đó 
[image: image961.wmf]·

·

9090

APMhayBPM

<°>°

.

Trong (PBM có 
[image: image962.wmf]·

90

BPM

>°

  là góc lớn nhất nên
[image: image963.wmf](

)

2

BMPMCN

>=


Từ (1) và (2) suy ra
[image: image964.wmf]BMOMCNONhayOBOC

->->

.

Bài 19.
[image: image4480.png]C  Hinh 20



Ta xét hai trường hợp:

+ Trường hợp 1: (ABC có 
[image: image965.wmf]µ

60

A

=°

.

Gọi D và E lần lượt là hình chiếu của B và C lên phân giác góc A của (ABC.

Các tam giác vuông ABD và AEC lần lượt có các góc nhọn 
[image: image966.wmf]·

·

30;30

BADCAE

=°=°

 nên 
[image: image967.wmf]11

;

22

BDABCEAC

==

.

Từ đó 
[image: image968.wmf](

)

22

ABACBDCEBC

+=+£

.

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi (ABC đều.

+ Trường hợp 2: (ABC có 
[image: image969.wmf]µ

60

A

=°

.

[image: image4481.png]


Trên cạnh BC lấy điểm B' sao cho 
[image: image970.wmf]·

'60

CAB

=°

.

Theo kết quả ở trường hợp 1 ta có 
[image: image971.wmf](

)

'2'1

ABACBC

+£


Trong (ABB' ta có 
[image: image972.wmf](

)

''2BB'2

ABABBB

-<<


Từ (1) và (2) suy ra
[image: image973.wmf]2

ABACBC

+<

 .

Trường hợp này không xảy ra dấu “=”.

Tóm lại, ta luôn có
[image: image974.wmf]2

ABACBC

+£

 .

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi (ABC đều.

Bài 20.
Qua H kẻ các đường thẳng song song với AB và AC, cắt AC và AB lần lượt tại D và E.

Ta có (ADH = (HEA (g.c.g) nên 
[image: image975.wmf];

AEDHADEH

==

.

Xét (AHD có 
[image: image976.wmf]AHADDH

<+

, suy ra 
[image: image977.wmf](

)

1

AHADAE

<+


Lại có 
[image: image978.wmf]//

EHAC

 mà 
[image: image979.wmf]ACBH

^

 nên 
[image: image980.wmf]EHBH

^

.

Từ đó (EBH vuông tại H, suy ra 
[image: image981.wmf](

)

2

BHBE

<

 . Chứng minh tương tự ta được 
[image: image982.wmf](

)

3

CHCD

<


Từ (1), (2) và (3) suy ra 
[image: image983.wmf](

)

4

AHBHCHABAC

++<+


Chứng minh tương tự ta được:


[image: image984.wmf](

)

(

)

5

6

AHBHCHABBC

AHBHCHACBC

++<+

++<+


Từ (4), (5) và (6) suy ra
[image: image985.wmf](

)

2

3

HAHBHCABACBC

++<++

.


Bài toán 4. Sử dụng định lí thales (ta-lét) và tính chất đường phân giác của tam giác để chứng minh đẳng thức

I. KIẾN THỨC CẦN NHỚ

1. Đoạn thẳng tỉ lệ

[image: image4482.png]


Hai đoạn thẳng 
[image: image986.wmf]AB

 và 
[image: image987.wmf]CD

 gọi là tỉ lệ với hai đoạn thẳng 
[image: image988.wmf]AB

¢¢

 và 
[image: image989.wmf]¢¢

CD

 nếu có tỉ lệ thức: 
[image: image990.wmf]=

¢¢¢¢

ABCD

ABCD


2. Định lý Thales trong tam giác

Nếu 
[image: image991.wmf]//

MNBC

 thì:


[image: image992.wmf];

==

AMANAMAN

MBNCABAC

.

[image: image4483.png]B’

A



* Mở rộng định lý Thales:

Cho 
[image: image993.wmf]ABCD

 là hình thang (
[image: image994.wmf]//

ABCD

) nếu 
[image: image995.wmf]//

MNAB

 thì:


[image: image996.wmf];

==

AMBNAMBN

MBNCADBC

.

3. Định lý Thales đảo
[image: image4484.png]B

A’



Nếu 
[image: image997.wmf],

MN

 là hai điểm lần lượt trên hai cạnh 
[image: image998.wmf],AC

AB

 sao cho 
[image: image999.wmf]=

AMAN

MBNC

 thì 
[image: image1000.wmf]//

MNBC

.

4. Hệ quả định lý Thales

Nếu một đường thẳng cắt hai cạnh của một tam giác và song song với một cạnh còn lại thì nó tạo thành một tam giác mới có ba cạnh tương ứng tỉ lệ với ba cạnh của một tam giác đã cho.

(Chú ý: Hệ quả này vẫn đúng trong trường hợp đường thẳng đã cho cắt phần kéo dài của hai cạnh kia).

5. Tính chất đường phân giác của tam giác

[image: image4485.png]N



Trong tam giác, đường phân giác của một góc chia cạnh đối diện thành hai đoạn thẳng tỉ lệ với hai cạnh kề hai đoạn ấy.

Chú ý: Tính chất vẫn đúng với tia phân giác góc ngoài của tam giác. Cho 
[image: image1001.wmf]D

ABC

, 
[image: image1002.wmf]AD

 và 
[image: image1003.wmf]AE

 lần lượt là các đường phân giác trong và phân giác ngoài tại đỉnh 
[image: image1004.wmf]A

 của tam giác.

Khi đó: 
[image: image1005.wmf]==

DBEBAB

DCECAC

 .

Bổ sung: Một số tính chất của tỉ lệ thức

Với 
[image: image1006.wmf],,,

abcd

 khác 
[image: image1007.wmf]0

. Nếu 
[image: image1008.wmf]=

ac

bd

 thì ta có các hệ thức sau:


[image: image1009.wmf]=

adbc



[image: image1010.wmf]=

ab

cd



[image: image1011.wmf]±±

=

abcd

bd

, 
[image: image1012.wmf]=

±±

ac

abcd



[image: image1013.wmf]±

==

±

acac

bdbd


(Giả sử các tỉ số đều có nghĩa)

II. CÁC VÍ DỤ

	Ví dụ 1. Cho hình bình hành 
[image: image1014.wmf]ABCD

. Từ điểm 
[image: image1015.wmf]C

 kẻ đường thẳng cắt tia đối của tia 
[image: image1016.wmf]DA

 và tia đối của tia 
[image: image1017.wmf]BA

 lần lượt tại điểm 
[image: image1018.wmf]E

 và điểm 
[image: image1019.wmf]F

. Trên cạnh 
[image: image1020.wmf]DC

 lấy điểm 
[image: image1021.wmf]K

 sao cho 
[image: image1022.wmf]=

DKBF

. Gọi giao điểm của 
[image: image1023.wmf]AK

 và 
[image: image1024.wmf]EF

 là 
[image: image1025.wmf]M

. Chứng minh 
[image: image1026.wmf]=

EMMF

.


Lời giải

Từ điểm 
[image: image1027.wmf]M

 kẻ đường thẳng song song với đường thẳng 
[image: image1028.wmf]AF

và cắt đường thẳng 
[image: image1029.wmf]AE

 tại điểm 
[image: image1030.wmf]N

.

[image: image4486.png]Hinh 1



Áp dụng định lý Thales ta có: 
[image: image1031.wmf].

==

ENNMNMDK

AEAFDKAF

 (1)

mà 
[image: image1032.wmf]=

NMAN

DKAD

 (2) do 
[image: image1033.wmf]//

DKMN


và 
[image: image1034.wmf]===

DKBFBCAD

AFAFAEAE

 (3)

Từ (1), (2) và (3) ta có: 
[image: image1035.wmf].

==Þ=

ENANADAN

ENAN

AEADAEAE

.

Theo định lý đường trung bình của tam giác thì 
[image: image1036.wmf]=

EMMF

.

	Ví dụ 2. Cho tam giác 
[image: image1037.wmf]ABC

, lấy các điểm 
[image: image1038.wmf],

MN

 lần lượt trên hai cạnh 
[image: image1039.wmf],

ABAC

 sao cho 
[image: image1040.wmf]//

MNBC

, 
[image: image1041.wmf]BN

 cắt 
[image: image1042.wmf]CM

 tại điểm 
[image: image1043.wmf]I

, 
[image: image1044.wmf]AI

 cắt 
[image: image1045.wmf]BC

 tại điểm D. Chứng minh 
[image: image1046.wmf]=

BDDC

.


Lời giải

[image: image4487.png]Hinh 2



Từ điểm 
[image: image1047.wmf]A

, kẻ đường thẳng 
[image: image1048.wmf]d

 song song với 
[image: image1049.wmf]BC

 cắt tia 
[image: image1050.wmf]BI

 và tia 
[image: image1051.wmf]CI

 lần lượt tại điểm 
[image: image1052.wmf]E

 và điểm 
[image: image1053.wmf]F

(hình vẽ).

Áp dụng hệ quả định lý Thales ta có: 
[image: image1054.wmf]===Þ=

AFAMANAE

AFAE

BCMBNCBC

 (1)

Vì 
[image: image1055.wmf]//

EFBC

, theo định lý Thales ta có: 
[image: image1056.wmf]==

AFAIAE

DCIDBD

 (2)

Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image1057.wmf]=

BDDC

.

	Ví dụ 3. (Bổ đề hình thang) Cho hình thang 
[image: image1058.wmf]ABCD

 
[image: image1059.wmf](

)

//

ABCD

. Hai cạnh bên 
[image: image1060.wmf]AD

 và 
[image: image1061.wmf]BC

 cắt nhau ở điểm 
[image: image1062.wmf]E

. Hai đường chéo 
[image: image1063.wmf]AC

 và 
[image: image1064.wmf]BD

 cắt nhau tại điểm 
[image: image1065.wmf]O

. Gọi 
[image: image1066.wmf]F

 là giao điểm của 
[image: image1067.wmf]AB

 và 
[image: image1068.wmf]EO

. Chứng minh 
[image: image1069.wmf]=

AFBF

.


Lời giải

[image: image4488.png]Hinh 3



Kéo dài tia 
[image: image1070.wmf]EO

 cắt cạnh 
[image: image1071.wmf]DC

 tại điểm 
[image: image1072.wmf]M

.

Áp dụng hệ quả định lý Thales ta có: 
[image: image1073.wmf]æö

==

ç÷

èø

AFBFEF

DMCMEM

 (1)


[image: image1074.wmf]æö

==

ç÷

èø

AFBFFO

CMDMOM

 (2)

Nhân vế với vế của đẳng thức (1) và (2) ta được: 
[image: image1075.wmf]22

..

=Þ=

AFBF

AFBF

DMCMDMCM

.

	Ví dụ 4. Cho tam giác 
[image: image1076.wmf]ABC

 có trọng tâm là 
[image: image1077.wmf]G

, từ 
[image: image1078.wmf]G

 kẻ đường thẳng cắt tia đối tia 
[image: image1079.wmf]CB

 tại điểm 
[image: image1080.wmf]D

 và cắt hai cạnh 
[image: image1081.wmf]AC

, 
[image: image1082.wmf]AB

 lần lượt tại điểm 
[image: image1083.wmf]E

 và điểm 
[image: image1084.wmf]F

. Chứng minh 
[image: image1085.wmf]111

+=

GDGEGF

.


Lời giải

Kẻ trung tuyến 
[image: image1086.wmf]AM

 đi qua 
[image: image1087.wmf]G

. Từ điểm 
[image: image1088.wmf]B

, điểm 
[image: image1089.wmf]C

 kẻ các đường thẳng song song với 
[image: image1090.wmf]DF

 cắt tia 
[image: image1091.wmf]AM

 lần lượt tại điểm 
[image: image1092.wmf]K

 và điểm 
[image: image1093.wmf]H

.

Do 
[image: image1094.wmf]D=D

BMKCMH

 (g.c.g) nên 
[image: image1095.wmf]=

BKHC

 và 
[image: image1096.wmf]=

HMMK

.

[image: image4489.png]Hinh 4



Sử dụng tính chất trọng tâm của tam giác và định lý Thales ta có:


[image: image1097.wmf]2.2.

===

GAGMHMHK

GDGDHCBK

 (1)

Do 
[image: image1098.wmf]//

GEHC

 nên 
[image: image1099.wmf]==

GAAHAH

GEHCBK

 (2)

Do 
[image: image1100.wmf]//B

GFK

 nên 
[image: image1101.wmf]=

GAAK

GFBK

 (3)

Từ (1), (2) và (3) suy ra 
[image: image1102.wmf]111

=+Þ=+

GAGAGA

GFGDGEGFGDGE

.

	Ví dụ 5. Cho hình thang vuông 
[image: image1103.wmf]ABCD

 
[image: image1104.wmf](

)

//

ABCD

 và 
[image: image1105.wmf]µ

90

=°

A

. Gọi 
[image: image1106.wmf]M

 là trung điểm của 
[image: image1107.wmf]AB

, tia 
[image: image1108.wmf]CM

 cắt 
[image: image1109.wmf]AD

 tại 
[image: image1110.wmf]K

 sao cho 
[image: image1111.wmf]·

90

=°

DBK

. Chứng minh 
[image: image1112.wmf]=

CBCD

.


Lời giải

Lấy điểm 
[image: image1113.wmf]N

 là trung điểm của đoạn 
[image: image1114.wmf]BD

.

Kéo dài 
[image: image1115.wmf]MN

 cắt 
[image: image1116.wmf]BK

 tại điểm 
[image: image1117.wmf]H

.

Áp dụng định lý Thales với 
[image: image1118.wmf]//

ABCD


[image: image4490.png]Hinh 1




[image: image1119.wmf]=

KMKA

MCAD

 (1)

Áp dụng định lý Thales với 
[image: image1120.wmf]//

HNKD



[image: image1121.wmf]=

HMKA

MNAD

 (2) 
[image: image1122.wmf]æö

=

ç÷

èø

BM

BA


Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image1123.wmf]//

=Þ

KMHM

KHCN

MCMN

  (định lý Thales đảo).

Do đó 
[image: image1124.wmf]^ÞD

CNBDCBD

 cân tại 
[image: image1125.wmf]Þ=

CCBCD

.

	Ví dụ 6. Cho tam giác 
[image: image1126.wmf]ABC

 có 
[image: image1127.wmf]<

ABAC

, đường phân giác 
[image: image1128.wmf]AD

, đường trung tuyến 
[image: image1129.wmf]AM

. Trên cạnh 
[image: image1130.wmf]AC

 lấy điểm 
[image: image1131.wmf]E

 sao cho 
[image: image1132.wmf]=

AEAB

. Đường thẳng 
[image: image1133.wmf]BE

 cắt 
[image: image1134.wmf]AD

 và 
[image: image1135.wmf]AM

 lần lượt tại điểm 
[image: image1136.wmf]H

 và điểm 
[image: image1137.wmf]F

, đường thẳng 
[image: image1138.wmf]HM

 cắt 
[image: image1139.wmf]DF

 tại điểm 
[image: image1140.wmf]I

. Chứng minh 
[image: image1141.wmf]=

DIIF

.


Lời giải

Từ điểm 
[image: image1142.wmf]M

 kẻ đường thẳng song song với 
[image: image1143.wmf]AB

 cắt 
[image: image1144.wmf]AD

, 
[image: image1145.wmf]BE

 lần lượt tại điểm 
[image: image1146.wmf]K

 và điểm 
[image: image1147.wmf]P

. Tia 
[image: image1148.wmf]MH

 cắt 
[image: image1149.wmf]AB

 tại điểm 
[image: image1150.wmf]N

.

Do tam giác 
[image: image1151.wmf]ABE

 cân tại 
[image: image1152.wmf]A

 mà 
[image: image1153.wmf]AH

 là phân giác nên 
[image: image1154.wmf]=

BHHE


[image: image4491.png]Hinh 2



Sử dụng tính chất đường trung bình của tam giác: do 
[image: image1155.wmf]//

MHEC

 nên 
[image: image1156.wmf]=

NANB

.

Xét hình thang 
[image: image1157.wmf]ABKP

 (
[image: image1158.wmf]//

ABKP

).

Ta thấy 
[image: image1159.wmf]=

NANB

 nên 
[image: image1160.wmf]=

MKMP

 (theo bổ đề hình thang).

Do 
[image: image1161.wmf]//

PKAB

, sử dụng hệ quả của định lý Thales ta có:


[image: image1162.wmf]=

MDMK

DBAB

 và 
[image: image1163.wmf]=

MPMF

ABFA

 mà 
[image: image1164.wmf]=Þ=

MDMF

MKMP

DBFA

.
Áp dụng định lý Thales đảo suy ra [image: image1165.wmf]//

ABDF

.

Xét hình thang [image: image1166.wmf]ABDF

 ([image: image1167.wmf]//

ABDF

) ta có [image: image1168.wmf]N

 là trung điểm của [image: image1169.wmf]AB

 nên [image: image1170.wmf]I

 là trung điểm của [image: image1171.wmf]DF

. Vậy 
[image: image1172.wmf]=

DIIF

.

	Ví dụ 7. Cho tam giác 
[image: image1173.wmf]ABC

 vuông cân tại [image: image1174.wmf]A

. Trên cạnh [image: image1175.wmf]AB

 lấy điểm [image: image1176.wmf]E

. Tia [image: image1177.wmf]CE

 cắt đường thẳng vuông góc với [image: image1178.wmf]AB

 tại [image: image1179.wmf]B

 ở [image: image1180.wmf]K

. Từ [image: image1181.wmf]E

 kẻ đường thẳng song song với [image: image1182.wmf]BC

 cắt [image: image1183.wmf]BK

 tại điểm [image: image1184.wmf]F

. Đường thẳng [image: image1185.wmf]AF

 cắt đường thẳng [image: image1186.wmf]CK

 tại điểm [image: image1187.wmf]G

, đường thẳng [image: image1188.wmf]BG

 cắt [image: image1189.wmf]AC

 tại điểm [image: image1190.wmf]D

. Gọi [image: image1191.wmf]DE

 cắt [image: image1192.wmf]BK

 tại điểm [image: image1193.wmf]H

. Chứng minh [image: image1194.wmf]=

ACBH

.


[image: image4492.png]Hinh 3



Lời giải

Vì [image: image1195.wmf]//

BKAC

, theo hệ quả định lý Thales ta có: [image: image1196.wmf]=

ADFK

ACFB

.

Vì [image: image1197.wmf]//

DCKH

, theo hệ quả định lý Thales ta có: [image: image1198.wmf]=

ADKB

ACBH

.

Từ đó suy ra [image: image1199.wmf]=

FKKB

FBBH

. (1)

Do [image: image1200.wmf]//

EFBC

 nên ta có [image: image1201.wmf]==

KFKEKB

FBECAC

 (2)

Từ (1) và (2) suy ra [image: image1202.wmf]=Þ=

KBKB

ACBH

BHAC

.

	Ví dụ 8. Cho hình thang 
[image: image1203.wmf]ABCD

 
[image: image1204.wmf](

)

//

ABCD

. Kẻ đường thẳng song song với đường thẳng [image: image1205.wmf]AB

 cắt các cạnh [image: image1206.wmf],,,

ADBDACBC

 lần lượt tại các điểm [image: image1207.wmf],,,

IEFK

 sao cho [image: image1208.wmf]==

IEEFFK

. Giả sử đường thẳng [image: image1209.wmf]BF

 cắt đáy [image: image1210.wmf]DC

 tại điểm [image: image1211.wmf]M

. Chứng minh rằng [image: image1212.wmf]=

DMMC

 và ba điểm [image: image1213.wmf],,

AEM

 thẳng hàng.


Lời giải

[image: image4493.png]Hinh 4



Áp dụng hệ quả định lý Thales khi [image: image1214.wmf]//

EKDC

:

[image: image1215.wmf]æö

==

ç÷

èø

EFFKBF

DMMCBM


Do [image: image1216.wmf]=

EFFK

 nên [image: image1217.wmf]=

DMMC

 hay [image: image1218.wmf]M

 là trung điểm của [image: image1219.wmf]DC

.

Giả sử [image: image1220.wmf]AE

 cắt [image: image1221.wmf]DC

 tại [image: image1222.wmf]¢

M

 tương tự ta chứng minh được [image: image1223.wmf]¢

M

 là trung điểm của [image: image1224.wmf]DC

.

Suy ra [image: image1225.wmf]¢

º

MM

.

Vậy, ba điểm [image: image1226.wmf],,

AEM

 thẳng hàng.

	Ví dụ 9. Cho hình bình hành 
[image: image1227.wmf]ABCD

. Gọi [image: image1228.wmf]K

 là điểm thuộc cạnh [image: image1229.wmf]BC

. Đường thẳng [image: image1230.wmf]AK

 cắt đường chéo [image: image1231.wmf]BD

, cắt đường thẳng [image: image1232.wmf]D

C

 tại [image: image1233.wmf]G

. Chứng minh [image: image1234.wmf]2

.

=

AEEKEG




Lời giải

Vì [image: image1235.wmf]//

ADBK

, áp dụng hệ quả của định lý Thales ta được:

[image: image4494.png]AN



[image: image1236.wmf]=

AEDE

EKEB

 (1)

Vì [image: image1237.wmf]//

ABDG

, áp dụng hệ quả định lý Thales ta có:

[image: image1238.wmf]=

EGDE

AEEB

 (2)

Từ (1) và (2) suy ra [image: image1239.wmf]2

.

=Þ=

AEEG

AEEKEG

EKAE

.

	Ví dụ 10. Cho tam giác 
[image: image1240.wmf]ABC

 có [image: image1241.wmf]<

ABAC

, đường phân giác [image: image1242.wmf]AD

. Lấy điểm [image: image1243.wmf]I

 thuộc cạnh [image: image1244.wmf]BC

 sao cho [image: image1245.wmf]2

=

BIIC

. Từ điểm [image: image1246.wmf]I

 kẻ đường thẳng song song với [image: image1247.wmf]AD

 cắt [image: image1248.wmf],

ABAC

 lần lượt tại điểm [image: image1249.wmf]K

 và điểm [image: image1250.wmf]E

. Chứng minh [image: image1251.wmf]2

=

BKCE

.


[image: image4495.png]


Lời giải

Áp dụng tính chất đường phân giác của tam giác ta có: [image: image1252.wmf]=

ACAB

CDBD

 (1)

Vì [image: image1253.wmf]//

EIAD

, áp dụng định lý Thales ta có: [image: image1254.wmf]=

ACCE

CDCI

 (2)

Từ (1) và (2) suy ra [image: image1255.wmf]=

ABCE

BDCI

 (3)

Vì [image: image1256.wmf]//

ADKI

, theo định lý Thales ta có: [image: image1257.wmf]=

ABBK

BDBI

 (4)

Từ (3) và (4) suy ra [image: image1258.wmf]=

CEBK

CIBI

 mà [image: image1259.wmf]2

=

BIIC

 nên [image: image1260.wmf]2

=

BKCE

.

	Ví dụ 11. Cho tam giác 
[image: image1261.wmf]ABC

, trên cạnh [image: image1262.wmf]AB

 lấy điểm [image: image1263.wmf]M

, trên tia đối của tia [image: image1264.wmf]CA

 lấy điểm [image: image1265.wmf]N

 sao cho [image: image1266.wmf]=

BMCN

. Đường thẳng [image: image1267.wmf]MN

 cắt đường thẳng [image: image1268.wmf]BC

 tại điểm [image: image1269.wmf]D

. Chứng minh [image: image1270.wmf]=

ABDN

ACDM

.


Lời giải

[image: image4496.png]Hinh 8



Vì [image: image1271.wmf]//

MEAC

, áp dụng hệ quả định lý Thales, ta có:

[image: image1272.wmf]=

ABBM

ACME

 (1)

Do [image: image1273.wmf]//

MECN

, áp dụng hệ quả của định lý Thales ta có:

[image: image1274.wmf]=

DNCN

DMME

 (2)

Mà từ giả thiết ta có [image: image1275.wmf]=

BMCN

 (3)

Từ (1), (2) và (3) ta có: [image: image1276.wmf]=

ABDN

ACDM

.

	Ví dụ 12. Cho tam giác 
[image: image1277.wmf]ABC

 cân tại [image: image1278.wmf]A

. Vẽ các đường phân giác [image: image1279.wmf]BD

 và [image: image1280.wmf]CE

. Chứng minh rằng [image: image1281.wmf]111

=+

DEBCAC

.


Lời giải

Theo tính chất đường phân giác của tam giác ta có:

[image: image1282.wmf];

==

ADBAAECA

DCBCEBBC

.

[image: image4497.png]Hinh 9



Vì [image: image1283.wmf]=

ABAC

 ([image: image1284.wmf]D

ABC

 cân tại [image: image1285.wmf]A

) nên

[image: image1286.wmf]=

ADAE

DCEB

. Vậy [image: image1287.wmf]//

DEBC


Theo hệ quả định lý Thalès ta có:

[image: image1288.wmf]1

+

===+

BCACADDCDC

DEADADAD


Vậy [image: image1289.wmf]11

.

=+

DC

DEBCADBC


[image: image1290.wmf]111

.

=+=+

BC

BCABBCBCAB

.

III. BÀI TẬP
Bài 1. Cho hình thoi [image: image1291.wmf]ABCD

 có cạnh là [image: image1292.wmf]a

. Một đường thẳng qua điểm [image: image1293.wmf]C

 cắt [image: image1294.wmf],

ABAD

 lần lượt tại điểm [image: image1295.wmf]E

 và điểm [image: image1296.wmf]F

. Chứng minh [image: image1297.wmf]111

+=

AEAFa


Bài 2. Cho hình thang 
[image: image1298.wmf]ABCD

 
[image: image1299.wmf](

)

//

ABCD

. Trên tia đối của tia [image: image1300.wmf]BA

 lấy điểm [image: image1301.wmf]E

 sao cho [image: image1302.wmf]=

BECD

. Gọi giao điểm của [image: image1303.wmf]AC

 với [image: image1304.wmf]BD

 và [image: image1305.wmf]DE

 theo thứ tự là điểm [image: image1306.wmf]I

 và điểm [image: image1307.wmf]K

. Chứng minh [image: image1308.wmf]=

AKAC

KCCI

.

Bài 3. Cho tam giác [image: image1309.wmf]ABC

 có [image: image1310.wmf]>

ACAB

. Trên hai cạnh [image: image1311.wmf]AB

 và [image: image1312.wmf]AC

 lấy hai điểm [image: image1313.wmf]D

 và [image: image1314.wmf]E

 sao cho [image: image1315.wmf]=

BDCE

. Gọi [image: image1316.wmf]K

 là giao điểm [image: image1317.wmf]DE

 và [image: image1318.wmf]BC

. Chứng minh [image: image1319.wmf]=

ABKE

ACKD

.

Bài 4. Gọi [image: image1320.wmf]O

 là giao điểm của các đường thẳng chứa hai cạnh bên của hình thang 
[image: image1321.wmf]ABCD

, đường thẳng đi qua [image: image1322.wmf]O

 song song với đáy [image: image1323.wmf]AB

 cắt [image: image1324.wmf],

ACBD

 theo thứ tự ở [image: image1325.wmf]M

 và [image: image1326.wmf]N

. Chứng minh [image: image1327.wmf]=

OMON

.

Bài 5. Cho hình thang 
[image: image1328.wmf]ABCD

 
[image: image1329.wmf](

)

//

ABCD

. Một đường thẳng [image: image1330.wmf]d

 song song với hai đáy cắt hai cạnh bên [image: image1331.wmf]AD

 và [image: image1332.wmf]BC

 theo thứ tự ở các điểm [image: image1333.wmf],

MN

 và cắt hai đường chéo [image: image1334.wmf]BD

 và [image: image1335.wmf]AC

 ở điểm [image: image1336.wmf]H

 và điểm [image: image1337.wmf]K

. Chứng minh [image: image1338.wmf]=

MHKN

.

Bài 6. Cho tam giác [image: image1339.wmf]ABC

, đường trung tuyến [image: image1340.wmf]AM

. Gọi [image: image1341.wmf]I

 là điểm bất kì trên cạnh [image: image1342.wmf]BC

. Đường thẳng đi qua [image: image1343.wmf]I

 và song song với [image: image1344.wmf]AC

 cắt [image: image1345.wmf]AB

 tại điểm [image: image1346.wmf]K

 . Đường thẳng đi qua [image: image1347.wmf]I

 và song song với [image: image1348.wmf]AB

 cắt [image: image1349.wmf],

AMAC

 theo thứ tự ở [image: image1350.wmf]D

 và [image: image1351.wmf]E

. Chứng minh rằng [image: image1352.wmf]=

DEBK

. 

Bài 7. Cho tam giác [image: image1353.wmf]ABC

 vuông tại [image: image1354.wmf]A

, vẽ ra ngoài tam giác đó tam giác [image: image1355.wmf]ABD

 vuông cân tại [image: image1356.wmf]B

, tam giác [image: image1357.wmf]ACF

  vuông cân tại [image: image1358.wmf]C

. Gọi [image: image1359.wmf]H

 là giao điểm của [image: image1360.wmf]AB

 và [image: image1361.wmf]CD

. Gọi [image: image1362.wmf]K

 là giao điểm của [image: image1363.wmf]AC

 và [image: image1364.wmf]BE

. Chứng minh [image: image1365.wmf]=

AHAK

.

Bài 8. Cho tam giác [image: image1366.wmf]ABC

. Kẻ một đường thẳng cắt các cạnh [image: image1367.wmf],

BCAC

 theo thứ tự ở điểm [image: image1368.wmf]D

, điểm [image: image1369.wmf]E

 và cắt đường thẳng [image: image1370.wmf]BA

 ở điểm [image: image1371.wmf]F

. Vẽ hình bình hành [image: image1372.wmf]BDEH

. Đường thẳng đi qua điểm [image: image1373.wmf]F

 song song với [image: image1374.wmf]BC

 cắt tia [image: image1375.wmf]AH

 tại điểm [image: image1376.wmf]I

. Chứng minh [image: image1377.wmf]=

FIDC

.

Bài 9. Cho hình bình hành [image: image1378.wmf]ABCD

, gọi [image: image1379.wmf]M

 là điểm thuộc cạnh [image: image1380.wmf]BC

, [image: image1381.wmf]N

 là điểm thuộc tia đối của tia [image: image1382.wmf]BC

 sao cho [image: image1383.wmf]=

BNCM

. Các đường thẳng [image: image1384.wmf]DN

 và [image: image1385.wmf]DM

 cắt đường thẳng [image: image1386.wmf]AB

 lần lượt tại điểm [image: image1387.wmf]E

 và điểm [image: image1388.wmf]F

. Chứng minh [image: image1389.wmf]2

.E

=

AEEBF

.

Bài 10. Cho hình thang 
[image: image1390.wmf]ABCD

 
[image: image1391.wmf](

)

//

ABCD

. Gọi [image: image1392.wmf]I

 là giao điểm của hai đường chéo [image: image1393.wmf]AC

 và [image: image1394.wmf]BD

. [image: image1395.wmf]K

 là giao điểm của [image: image1396.wmf]AD

 và [image: image1397.wmf]BC

. Đường thẳng [image: image1398.wmf]IK

 cắt [image: image1399.wmf]AB

 và [image: image1400.wmf]CD

 theo thứ tự ở [image: image1401.wmf]N

 và [image: image1402.wmf]M

.

a) Chứng minh [image: image1403.wmf]=

NANB

, [image: image1404.wmf]=

MCMD

.

b) Đường thẳng qua [image: image1405.wmf]I

 song song với hai đáy của hình thang 
[image: image1406.wmf]ABCD

 cắt [image: image1407.wmf]AD

 và [image: image1408.wmf]BC

theo thứ tự ở [image: image1409.wmf]E

 và [image: image1410.wmf]F

. Chứng minh rằng [image: image1411.wmf]211

=+

EFABCD


Bài 11. Cho tam giác [image: image1412.wmf]ABC

 cân tại [image: image1413.wmf]A

. Vẽ các đường phân giác [image: image1414.wmf]BD

 và [image: image1415.wmf]CE

. Chứng minh rằng [image: image1416.wmf]111

=+

DEBCAC

.
Bài 12. Cho tam giác [image: image1417.wmf]ABC

 vuông tại [image: image1418.wmf]A

, đường phân giác [image: image1419.wmf]AD

. Gọi [image: image1420.wmf]M

 và [image: image1421.wmf]N

 theo thứ tự là hình chiếu của [image: image1422.wmf]B

 và [image: image1423.wmf]C

 trên [image: image1424.wmf]AD

. Chứng minh rằng [image: image1425.wmf]2

£+

ADBMCN

.

Bài 13. Cho tam giác [image: image1426.wmf]ABC

 [image: image1427.wmf](

)

¹

ABAC

. Gọi [image: image1428.wmf]D

 là trung điểm của [image: image1429.wmf]BC

. [image: image1430.wmf]AE

 và [image: image1431.wmf]AF

 lần lượt là phân giác trong và phân giác ngoài đỉnh [image: image1432.wmf]A

 của tam giác [image: image1433.wmf]ABC

. Gọi [image: image1434.wmf]H

 là hình chiếu vuông góc của [image: image1435.wmf]A

 trên [image: image1436.wmf]BC

. Chứng minh rằng [image: image1437.wmf]..

=

EFDHABAC


Bài 15. Cho hai điểm [image: image1438.wmf]A

 và [image: image1439.wmf]B

 nằm cùng nửa mặt phẳng bờ là đường thẳng [image: image1440.wmf]xy

. Gọi [image: image1441.wmf]H

 và [image: image1442.wmf]K

 lần lượt là hình chiếu của [image: image1443.wmf]A

 và [image: image1444.wmf]B

trên đường thẳng [image: image1445.wmf]xy

. Gọi giao điểm của [image: image1446.wmf]AK

 và [image: image1447.wmf]BH

 là [image: image1448.wmf]O

, gọi [image: image1449.wmf]I

 là hình chiếu của điểm [image: image1450.wmf]O

 trên đường thẳng [image: image1451.wmf]xy

. Chứng minh rằng [image: image1452.wmf](

)

.

+=

OIAHBKAHBK

.

Bài 16. Cho ba điểm [image: image1453.wmf],,

¢¢¢

ABC

 lần lượt nằm trên ba đường thẳng chứa ba cạnh [image: image1454.wmf],,

BCCAAB

 của tam giác [image: image1455.wmf]ABC

 sao cho chúng không có điểm nào hoặc có đúng hai điểm nằm trên hai cạnh của tam giác. Khi đó [image: image1456.wmf],,

¢¢¢

ABC

 thẳng

hàng khi và chỉ khi [image: image1457.wmf]..1

¢¢¢

=

¢¢¢

ABBCCA

ACBACB

 (Định lý Melelaus)

Bài 17. Cho ba điểm [image: image1458.wmf],,

¢¢¢

ABC

thuộc ba cạnh [image: image1459.wmf],,

BCCAAB

 của tam giác [image: image1460.wmf]ABC

. Khi đó [image: image1461.wmf],,

¢¢¢

AABBCC

 đồng quy khi và chỉ khi

[image: image1462.wmf]..1

¢¢¢

=

¢¢¢

ABBCCA

ACBACB

 (Định lý Ceva)

Bài 18. Cho tam giác đều [image: image1463.wmf]ABC

. Trên các cạnh [image: image1464.wmf],

ACAB

 lần lượt lấy hai điểm [image: image1465.wmf]D

 và [image: image1466.wmf]E

 sao cho [image: image1467.wmf]15

2

+

==

CDAE

DAEB

. Các đường thẳng [image: image1468.wmf]BD

 và [image: image1469.wmf]CE

 cắt nhau tại [image: image1470.wmf]O

. Trên đoạn thẳng [image: image1471.wmf]BD

 và [image: image1472.wmf]CE

 lần lượt lấy hai điểm [image: image1473.wmf]M

 và [image: image1474.wmf]N

 sao cho [image: image1475.wmf]MN

 song song với [image: image1476.wmf]AC

. Chứng minh [image: image1477.wmf]2

>

BNOM

.

IV. HƯỚNG DẪN GIẢI

Bài 1.
[image: image4498.png]


Do [image: image1478.wmf]//

DCAE

 , áp dụng hệ quả định lý Thales ta có:

[image: image1479.wmf]=

DCCF

AEEF

 (1)

Do [image: image1480.wmf]//A

BCF

 , áp dụng hệ quả định lý Thales ta có:

[image: image1481.wmf]=

BCCE

AFEF

 (2)

Từ (1) và (2) suy ra
[image: image1482.wmf]111

1

+=+=+=Þ+=

DCBCaaCFCE

AEAFAEAFEFEFAEAFa

.

Bài 2.
Áp dụng hệ quả định lý Thales:
[image: image4499.png]


[image: image1483.wmf]=

AKAE

KCDC

 (1)

Áp dụng hệ quả định lý Thales ta có:
[image: image1484.wmf]++

=Þ==

AIABACAICIABDC

CIDCCICIDC


[image: image1485.wmf]+

==

ABBEAE

DCDC

 (2)

Từ (1) và (2) suy ra [image: image1486.wmf]=

AKAC

KCCI

.

Bài 3.
[image: image4500.png]


Từ điểm [image: image1487.wmf]D

 kẻ đường thẳng song song với [image: image1488.wmf]AC

 cắt đường thẳng [image: image1489.wmf]BC

 tại điểm [image: image1490.wmf]H

. Ta có [image: image1491.wmf]//

DHAC

, áp dụng hệ quả định lý Thales ta có:

[image: image1492.wmf]==

ABDBEC

ACDHDH

 (1)

Do [image: image1493.wmf]//

ECDH

, áp dụng hệ quả định lý Thales ta có:

[image: image1494.wmf]=

KEEC

KDDH

 (2)

Từ (1) và (2) suy ra [image: image1495.wmf]=

ABKE

ACKD

.

Bài 4.
Áp dụng hệ quả định lý Thales với [image: image1496.wmf](

)

//

OMDC

 ta có: [image: image1497.wmf]=

OMOA

DCAD

 (1)

[image: image4501.png]


Áp dụng hệ quả định lý Thales với [image: image1498.wmf](

)

//

ONDC

 ta có: [image: image1499.wmf]=

ONOB

DCBC

 (2)

Áp dụng định lý Thales cho [image: image1500.wmf]ODC

 [image: image1501.wmf](

)

//

ABDC

 ta có: [image: image1502.wmf]=

OAOB

ADBC

 (3)
Từ (1), (2) và (3) ta có: [image: image1503.wmf]=Þ=

OMON

OMON

DCDC

.

Bài 5.
Sử dụng hệ quả của định lý Thales ta có:

[image: image1504.wmf]=

MHMD

ABAD

 (1)

[image: image4502.png]


[image: image1505.wmf]=

KNNC

ABBC

 (2)

Áp dụng định lý Thales mở rộng cho hình thang ABCD ta được: [image: image1506.wmf]=

MDNC

ADCB

 (3)

Từ (1), (2) và (3) suy ra: [image: image1507.wmf]=Þ=

MHKN

MHKN

ABAB

.

Bài 6.
Lấy điểm [image: image1508.wmf]N

 trên tia đối của tia [image: image1509.wmf]MA

 sao cho [image: image1510.wmf]=

MAMN

. Suy ra [image: image1511.wmf]ABNC

 là hình bình hành.

[image: image4503.png]Hinh 15



[image: image1512.wmf]Þ=

ABCN

 (*).

Áp dụng hệ quả của định lý Thales ta có các hệ thức sau:

[image: image1513.wmf]=

BKKI

ABAC

 (1)

[image: image1514.wmf]=

DEAE

CNAC

 (2)

mà [image: image1515.wmf]=

KIAE

, kết hợp với (1) và (2) suy ra [image: image1516.wmf]=

BKDE

ABCN


Từ (*) ta có [image: image1517.wmf]=

ABCN

 nên [image: image1518.wmf]=

BKDE

.

Bài 7.
Đặt [image: image1519.wmf]==

ABBDc


[image: image1520.wmf]==

ACCEb


[image: image4504.png]M
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Áp dụng hệ quả định lý Thales ta có

[image: image1521.wmf]==Þ=

++

AHACbAHb

HBBDcAHHBcb


[image: image1522.wmf]Þ=Þ=

++

AHbbc

AH

ccbcb

 (1)

Áp dụng hệ quả định lý Thales ta có

[image: image1523.wmf]==Þ=

++

AKABcAKc

CKCEbAKCKcb


[image: image1524.wmf]Þ=Þ=

++

AKcbc

AK

bcbcb

 (2)

Từ (1) và (2) suy ra: [image: image1525.wmf]=

AHAK

.

Bài 8.
Kéo dài đường thẳng FI cắt đường thẳng AC tại điểm K. Kéo dài đường thẳng EH cắt đường thẳng AB tại điểm M. Áp dụng định lý Thales với [image: image1526.wmf]//

MEFK

 ta được:

[image: image1527.wmf]=

FIMH

FKME

 (1)

[image: image4505.png]Hinh 17



mà [image: image1528.wmf]//

BHEF

 nên [image: image1529.wmf]MHBHED

MEEFEF

==

 (2)

Do [image: image1530.wmf]//

DCFK

, áp dụng định lý Thales ta được: [image: image1531.wmf]EDDC

EFFK

=

 (3)

Kết hợp (1), (2) và (3) ta được: [image: image1532.wmf]FIDC

FIDC

FKFK

=Þ=

.

Bài 9.
Nối điểm [image: image1533.wmf]A

 với điểm [image: image1534.wmf]N

.

Ta có [image: image1535.wmf]//

ADMN

 và [image: image1536.wmf]ADMN

=

 nên tứ giác [image: image1537.wmf]ADMN

 là hình bình hành.

[image: image4506.png]Hinh 18



Do [image: image1538.wmf]//

ANDM

, áp dụng hệ quả định lý Thales ta có:
[image: image1539.wmf]AEEN

EFED

=

 (1)

Do [image: image1540.wmf]//

ADBN

, áp dụng hệ quả của định lý Thales ta có:
[image: image1541.wmf]ENEB

EDAE

=

 (2)

Từ (1) và (2) suy ra [image: image1542.wmf]2

.

AEEB

AEEBEF

EFAE

=Þ=

.

Bài 10.
a) Vì [image: image1543.wmf]//,//,//,//

ANDMNBDMANMCNBMC

 nên theo hệ quả định lý Thalès ta có:
[image: image1544.wmf]==

ANKNBN

DMKMCM

 (1)
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[image: image1545.wmf]ANINBN

CMIMDM

==

 (2)

Do đó [image: image1546.wmf]..

ANANBNBN

DMCMDMCM

=


hay [image: image1547.wmf]22

ANBN

=


Vậy [image: image1548.wmf]ANBN

=

. Kết hợp với (1) ta có [image: image1549.wmf]DMCM

=

.

b) Vì [image: image1550.wmf]//,//,//

EIDCIFDCABCD

 nên theo hệ quả định lý Thalès ta có:
[image: image1551.wmf]EIAIBIIF

DCACBDDC

===

 (*). Vậy [image: image1552.wmf]IEEF

=


Lại có [image: image1553.wmf]//

EIAB

 nên [image: image1554.wmf]EIDI

ABDB

=

. Kết hợp với (*) ta được:

[image: image1555.wmf]1

EIEIBICIBD

ABCDBDBDBD

+=+==

. Hay [image: image1556.wmf]111

EIABCD

=+


Để ý rằng vì [image: image1557.wmf],

IEIFIEIFEF

=+=

 nên [image: image1558.wmf]12

EIEF

=


Từ đó [image: image1559.wmf]211

=+

EFABCD


Ví dụ trên cho ta một phương pháp chứng minh hai đoạn thẳng bằng nhau.
Để chứng minh [image: image1560.wmf]xz

=

, ta chứng minh tỉ lệ thức [image: image1561.wmf]xz

yt

=

.

Nếu có [image: image1562.wmf]yt

=

, ta sẽ có điều phải chứng minh.

Bài 11.
Theo tính chất đường phân giác của tam giác ta có:
[image: image1563.wmf];

ADBAAECA

DCBCEBBC

==

.

Vì [image: image1564.wmf]ABAC

=

 ([image: image1565.wmf]ABC

D

 cân tại [image: image1566.wmf]A

) nên [image: image1567.wmf]ADAE

DCEB

=

. Vậy [image: image1568.wmf]//

DEBC

.

Theo hệ quả định lý Thalès ta có:
[image: image1569.wmf]1

BCACADDCDC

DEADADAD

+

===+

.

Vậy [image: image1570.wmf]11111

..

DCBC

DEBCADBCBCABBCBCAB

=+=+=+

.

Bài 12.
Không mất tính tổng quát, giả sử [image: image1571.wmf]ABAC

£

.

Vì [image: image1572.wmf]AD

 là tia phân giác của [image: image1573.wmf]ABC

D

 nên ta có [image: image1574.wmf]1

DBAB

DCAC

=£
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Từ đó [image: image1575.wmf]DBDC

£

.

Lại có các tam giác [image: image1576.wmf]AMB

 và [image: image1577.wmf]ANC

 vuông cân nên [image: image1578.wmf];

BMMACNNA

==

.

Ta có [image: image1579.wmf]BMCNAMAN

+=+


[image: image1580.wmf](

)

2

ADDNDM

=+-

 (1)

Vì [image: image1581.wmf]//

BMCN

 (cùng vuông góc với [image: image1582.wmf]AD

) nên theo định lý Thales ta có [image: image1583.wmf]1

DMDB

DNDC

=£

, từ đó suy ra [image: image1584.wmf]DMDN

£

 hay [image: image1585.wmf]0

DNDM

-³

 (2).

Từ (1) và (2) suy ra [image: image1586.wmf]2

BMCNAD

+³

.

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi [image: image1587.wmf]ABC

D

 vuông cân tại [image: image1588.wmf]A

.

Bài 13.
Không mất tính tổng quát, giả sử [image: image1589.wmf]ABAC

<

. Vì [image: image1590.wmf]AE

 và [image: image1591.wmf]AF

 lần lượt là phân giác trong và ngoài của tam giác [image: image1592.wmf]ABC

 nên ta có:

[image: image4509.png]Hinh 21



[image: image1593.wmf]EBFBAB

ECFCAC

==

.

Suy ra [image: image1594.wmf]EBAB

EBECABAC

=

++


hay [image: image1595.wmf]EBAB

BCABAC

=

+

.

Từ đó [image: image1596.wmf].

=

+

ABBC

EB

ABAC

 .

Mặt khác [image: image1597.wmf]FBAB

FCFBACAB

=

--

 suy ra [image: image1598.wmf].

FBABABBC

FB

BCACABACAB
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--


Ta có [image: image1599.wmf]22

..2..

ABBCABBCABBCAC

EFEBFB

ABACACABACAB

=+=+=

+--

 (1)

Áp dụng định lý Pythagore vào các tam giác vuông ABH và ACH ta được
[image: image1600.wmf]2
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[image: image1601.wmf]2
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Từ đó [image: image1602.wmf]22

2.

ACABBCDH

-=

 hay [image: image1603.wmf]22

2

ACAB

DH

BC

-

=

 (2)

Từ (1) và (2) suy ra [image: image1604.wmf]22

22
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2

ABBCACACAB

EFDHABAC

ACABBC
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-

.

Bài 15.
[image: image4510.png]Hinh 22



Ta có [image: image1605.wmf]////

AHOIBK

 (vì cùng vuông góc với [image: image1606.wmf]xy

). Theo hệ hệ quả định lý Thalès ta có
[image: image1607.wmf];
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AHKHBKKH

==

.

Vậy [image: image1608.wmf]1

OIOIIKHIKH

AHBKKHKHKH

+=+==


Hay [image: image1609.wmf]11
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Từ đó suy ra [image: image1610.wmf](

)

.

OIAHBKAHBK
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.

Bài 16.
Hình vẽ cho 1 điểm nằm trên phần kéo dài, trường hợp còn lại làm tương tự.

* Điều kiện cần:

Giả sử ba điểm [image: image1611.wmf];

AB

¢¢

 và [image: image1612.wmf]C

¢

 thẳng hàng, từ điểm [image: image1613.wmf]B

 kẻ [image: image1614.wmf]//

BMAC

 ([image: image1615.wmf]MAB

¢¢

Î

).

Áp dụng định lý Thales ta có:
[image: image4511.png]A

Hinh 23



[image: image1616.wmf]ABAB

BCBC

¢¢

=
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,

[image: image1617.wmf]CABC
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¢

,

[image: image1618.wmf]BCBM
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=

¢¢

.

[image: image1619.wmf]....1

ABCABCABBCBM

BCABCABCBMAB

¢¢¢¢¢

Þ==

¢¢¢¢¢


* Điều kiện đủ:

[image: image4512.png]Hinh 24



Giả sử: [image: image1620.wmf]..1

ABCABC

BCABCA

¢¢¢
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 (1)

và [image: image1621.wmf]{

}
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Ta có: [image: image1622.wmf]..1
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BCABCA
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 (2)

Từ (1) và (2) suy ra:

[image: image1623.wmf]BCBC
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=
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[image: image1624.wmf],,

¢¢¢¢¢¢

ÞºÞ

CCABC

 là ba điểm thẳng hàng.

Bài 17.
* Điều kiện cần: Kẻ qua điểm A đường thẳng song song với BC cắt BB’ tại điểm M cắt CC’ tại điểm N.

Theo hệ quả và định lý Thales:
[image: image4513.png]


[image: image1625.wmf]ACAN

CBBC
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 (1);

[image: image1626.wmf]BAAIACBAAM

AMAIANACAN
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¢

 (2);

[image: image1627.wmf]CBBC

BAAM

¢

=
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 (3)

Từ (1), (2), (3) ta có:
[image: image1628.wmf]....1
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[image: image4514.png]


* Điều kiện đủ:

Giả sử 3 điểm [image: image1629.wmf];

AB

¢¢

 và [image: image1630.wmf]C

¢

 được lấy lần lượt trên ba cạnh [image: image1631.wmf],,

BCCAAB

 như hình thỏa mãn [image: image1632.wmf]..1

ACBACB

CBACBA
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=
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 (1)

và [image: image1633.wmf]{

}
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Ç=

AABBI

 . Kẻ CI cắt AB tại [image: image1634.wmf]C

¢¢

.

Khi đó [image: image1635.wmf]..1

ACBACB

CBACBA
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=
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 (2)

Từ (1) và (2) suy ra

[image: image1636.wmf]ACAC
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CBCB

¢¢¢
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=Þº

¢¢¢

.

Vậy ba đường thẳng [image: image1637.wmf];

AABB

¢¢

 và [image: image1638.wmf]CC

¢

 đồng quy.

Bài 18.
Áp dụng định lý Menalaus với [image: image1639.wmf]ABD

D

 và ba điểm thẳng hàng [image: image1640.wmf],,

EOC

 ta được:

[image: image4515.png]B’
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[image: image1641.wmf]..1

=
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Theo bài ra [image: image1642.wmf]15

2

CDEA
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==


[image: image1643.wmf]15
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CD
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.

Thay các kết quả trên vào hệ thức (*) ta được [image: image1644.wmf]1515

..1

2

35
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[image: image1645.wmf]1
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 hay [image: image1646.wmf]OBOD

=

 (1)

Từ N kẻ đường thẳng song song với BC, cắt BD tại P.

Vì[image: image1647.wmf]//

MNBC

  nên ta có [image: image1648.wmf]OPONOM

OBOCOD

==

 (2).

Từ (1) và (2) suy ra [image: image1649.wmf]OMOP

=

.
Ta có [image: image1650.wmf]·
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·
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 nên [image: image1651.wmf]·

·

PMNPNM
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.
Từ đó [image: image1652.wmf]2

PNPMOM
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.

Mặt khác [image: image1653.wmf]·
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·

180180180120
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 nên [image: image1654.wmf]2

BNPNOM

>>

.


Bài toán 5.sử dụng phương pháp diện tích để chứng minh đẳng thức và bất đẳng thức

[image: image4516.png]


I. MỘT SỐ KIẾN THỨC CƠ BẢN

a) Công thức tính diện tích tam giác:

	[image: image1655.wmf]1

2

Sha
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Trong đó S là diện tích tam giác ABC, a là độ dài cạnh tương ứng đỉnh A, h là chiều cao tương ứng kẻ từ đỉnh A.

b) Công thức khác tính diện tích tam giác:

	[image: image1656.wmf]1

sin (1)

2

SacB
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[image: image4517.png]


Công thức 1:

Trong đó: a, c là hai cạnh kề của góc B.

Thật vậy: Ta có: [image: image1657.wmf].sin

hcB

=

 thay vào công thức [image: image1658.wmf]1

2

Sha

=


[image: image4518.png]


Ta được [image: image1659.wmf]1

sin
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SacB

=

.

	[image: image1660.wmf] (2)

Spr

=




Công thức 2:

Trong đó p là nửa chu vi tam giác ABC, r là bán kính đường tròn nội tiếp tam giác ABC.

Thật vậy:

[image: image1661.wmf]OBCOACOAB
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[image: image1662.wmf]111
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[image: image4519.png]


[image: image1663.wmf](
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	[image: image1664.wmf](
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Công thức 3:

Trong đó p là nửa chu vi tam  giác ABC, [image: image1665.wmf]a

r

 là bán kính đường tròn bàng tiếp đỉnh A của tam giác ABC.

Thật vậy,

[image: image1666.wmf]AEIFBDIEDCFI
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[image: image1667.wmf](
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[image: image1668.wmf]22
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[image: image1669.wmf](
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	[image: image1670.wmf] (4)
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Công thức 4:

Trong đó a, b, c là ba cạnh của tam giác, R là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC.

Thật vậy, Áp dụng định lý hàm sin ta có:

[image: image1671.wmf]2sin

sinsinsin2

abcb

RB
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===Þ=


Thay vào công  thức tính diện tích tam giác [image: image1672.wmf]1

sin

2

SacB

=

 ta được:

[image: image1673.wmf]1
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	[image: image1674.wmf]()()() (5)
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Công thức 5:

[image: image4520.png]


(công thức Hê-rông)

Trong đó a, b, c là ba cạnh của tam giác, p là nửa chu vi tam giác ABC.

Thật vậy: Trong tam  giác ABC luôn tồn tại một đỉnh mà chân đường cao hạ từ đỉnh đó thuộc cạnh đối diện. Không mất tính tổng quát, giả sử đỉnh đó là A. Gọi [image: image1675.wmf]AHh

=

, [image: image1676.wmf]BHx

=

, khi đó [image: image1677.wmf]CHax

=-

. (với [image: image1678.wmf]0

xa

££

). Áp dụng định lý Pythagore cho hai tam giác vuông:

[image: image1679.wmf](
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Thay vào (*) ta được:

[image: image1680.wmf](
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Vì [image: image1681.wmf]2
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p
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=

 nên [image: image1682.wmf]2()()()
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=

 thay vào công thức [image: image1683.wmf]1

2

Sha

=

. Ta được z.

c) Tính chất cơ bản về diện tích của tam giác.

Tính chất 1: Nếu hai tam giác có cùng đáy thì tỉ số diện tích bằng tỉ số hai đường cao.

Chứng minh:

[image: image4521.png]


[image: image1684.wmf]1
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[image: image4522.png]


Tính chất 2: Nếu hai tam giác có cùng đường cao thì tỉ số diện tích bằng tỉ số hai đáy.

Chứng minh:
[image: image1685.wmf]1
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.

Hệ quả: Đường trung tuyến của tam giác chia tam giác thành hai phần có diện tích bằng nhau.

[image: image4523.png]


Tính chất 3: Cho tam giác ABC, gọi điểm D và điểm E là các điểm thuộc đường thẳng AB và AC.

Khi đó [image: image1686.wmf].
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.

Chứng minh:

[image: image1687.wmf]1
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2
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=

 mà [image: image1688.wmf]EHAE

CKAC

=


(định lý Thales)

Vì thế [image: image1689.wmf].
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ADAE

SABAC

=


[image: image4524.png]


Tính chất 4: Tỉ số diện tích hai tam giác đồng dạng bằng bình phương tỉ số đồng dạng.

Chứng minh:

Giả sử [image: image1690.wmf]ABCDEF

DD

∽

theo tỉ số k

Nghĩa là [image: image1691.wmf]BC

k

EF

=

 và [image: image1692.wmf]AH

k

DK

=


Ta có:

[image: image1693.wmf]2
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Tính chất 5: Cho tứ giác ABCD và điểm O là giao điểm của hai đường chéo AC và BD. Khi đó, [image: image1694.wmf]//

ADOBCO

ABCDSS
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Chứng minh:

• Nếu [image: image1695.wmf]//

ABCD

, vẽ[image: image4525.png]


 [image: image1696.wmf];
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Thì [image: image1697.wmf]ADCBDC

AHBKSS

=Þ=


[image: image1698.wmf]ADODOCBCODOC

SSSS
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[image: image1699.wmf]ADOBCO
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Þ=

.

• Nếu [image: image1700.wmf]11

.DC.

22

ADOBCO

SSAHBKDCAHBK

=Þ=Þ=

 mà [image: image1701.wmf]//

AHBK

 nên ABHK là hình bình hành. Vậy [image: image1702.wmf]//

ABCD

.

[image: image4526.png]


Tính chất 6: Nếu hai cạnh bên của hình thang ABCD ([image: image1703.wmf]//

ABCD

) cắt nhau tại E, hai đường chéo cắt nhau tại O thì [image: image1704.wmf]AOEBOE

SS

=

.

Chứng minh:

Gọi F là giao điểm của EO với AB. Sử dụng bổ đề hình thang thì F là trung điểm của AB.

Sử dụng tính chất 2 thì: [image: image1705.wmf];

AEFBEFAOFBOFAEOBOE

SSSSSS

==Þ=


Công thức tính diện tích của tứ giác.

- Diện tích tứ giác bằng nửa tích hai đường chéo nhân với góc tạo bởi hai đường chéo.

- Nếu tứ giác có hai đường chéo vuông góc thì diện tích tứ giác bằng nửa tích hai đường chéo.

1. Ứng dụng của diện tích trong việc giải toán

a) Chứng minh các đẳng thức hình học

	Ví dụ 1. (Tính chất đường phân giác).  Cho tam giác ABC, AD là đường phân giác trong. Chứng minh rằng [image: image1706.wmf]DBAB

DCAC

=

.


Lời giải

[image: image4527.png]


Ta có [image: image1707.wmf]1
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(vì [image: image1708.wmf]DEDF

=

).

Lại có [image: image1709.wmf]ABD

ACD

S

DB

SDC

=

 (2)

(vì hai tam giác ABD và ACD có chung đường cao).

Từ (1) và (2) suy ra [image: image1710.wmf]DBAB

DCAC

=

.■

	Ví dụ 2. Cho tam giác ABC nhọn nội tiếp [image: image1711.wmf]()

O

. Các đường cao AD, BE, CF cắt nhau tại H. Chứng minh rằng [image: image1712.wmf]DEF

ABC

P

r

PR

=

, trong đó r, R lần lượt là bán kính đường tròn nội tiếp và ngoại tiếp tam giác ABC.


Lời giải

[image: image4528.png]


Ta chứng minh được [image: image1713.wmf]OAEF

^

, [image: image1714.wmf]OBDF

^

, [image: image1715.wmf]OCDE

^

.

Vì tam giác ABC nhọn nên O nằm bên trong tam giác, từ đó ta có:

[image: image1716.wmf]ABCOEAFODBFODCE
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[image: image1717.wmf]1111
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[image: image1718.wmf]..
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	Ví dụ 3. Cho tam giác ABC, M là điểm nằm trong tam giác AM, BM và CM cắt các cạnh BC, AC và AB lần lượt tại D, E, F. Chứng minh rằng [image: image1719.wmf]1

MDMEMF

ADBECF

++=

.


Lời giải

[image: image4529.png]


Ta có [image: image1720.wmf]MDAH

ADMI

=

.

Áp dụng tính chất về tỉ số diện tích ta có:

[image: image1721.wmf]CMDBMDCMDMBC
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 (1)

Chứng minh tương tự ta cũng có

[image: image1722.wmf]MAC
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 (2), [image: image1723.wmf]MAB
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S
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=

 (3).

Cộng (1), (2) và (3) ta có điều cần chứng minh.■

	Ví dụ 4.  (Định lý Carnot) Cho tam giác ABC nhọn có [image: image1724.wmf],

,

abc

ddd

 lần lượt là khoảng cách từ tâm đường tròn ngoại tiếp O đến các cạnh BC, CA, AB. Gọi R, r lần lượt là bán kính đường tròn ngoại tiếp và nội tiếp tam giác. Khi đó ta có hệ thức: [image: image1725.wmf]abc

dddRr

++=+




Lời giải

(Phụ thuộc hình vẽ)
[image: image4530.png]


Ta thấy tứ giác ONAP nội tiếp trong đường tròn đường kính AO nên theo định lí Ptoleme:

[image: image1726.wmf]...
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[image: image1727.wmf]..
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Hoàn toàn tương tự, ta có:

[image: image1728.wmf]...,...
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Ta cũng có: [image: image1729.wmf]..2

aOBC

daOMBCS
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.

Tương tự: [image: image1730.wmf].,.

bOCAcOAB

dbSdcS

==

.

Cộng tất cả các đẳng thức trên lại, ta có:

[image: image1731.wmf]()()()(S)
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[image: image1732.wmf]2().22
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	Ví dụ 5. Cho hình bình hành ABCD, trên DC lấy điểm E sao cho [image: image1733.wmf]ADAE

=

. Gọi F là điểm bất kì trên cạnh BC. Gọi H và K lần lượt là hình chiếu của B và F trên AE và AD. Chứng minh rằng [image: image1734.wmf]BHFK

=

.


Lời giải

Vì [image: image1735.wmf]//

DCAB

 nên đường cao kẻ từ E đến AB bằng đường cao kẻ từ A và B đến DC.
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Ta lại thấy [image: image1736.wmf]ABDECE
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nên [image: image1737.wmf]ABEADEBCE
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[image: image1738.wmf]1

2

ABEABCD

SS

Þ=

 (1)

Tương tự [image: image1739.wmf]1
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 (2)

Từ (1) và (2) suy ra [image: image1740.wmf]11
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	Ví dụ 6. Cho hình bình hành ABCD, trên cạnh AB và CB lần lượt lấy điểm E và điểm F sao cho [image: image1741.wmf]AFCE

=

. Gọi điểm O là giao điểm CE và AF. Chứng minh [image: image1742.wmf]·

·

AODCOD

=

.


Lời giải

[image: image4532.png]


Kẻ [image: image1743.wmf]DHAF

^

 và [image: image1744.wmf]DICE

^


Theo ví dụ 5 thì:

[image: image1745.wmf]11

..

22

ADFDCE

SSDHAFDICE

=Þ=


Theo giả thiết thì [image: image1746.wmf]AFCE

=


[image: image1747.wmf]DHDIOD

Þ=Þ

 là phân giác [image: image1748.wmf]·

AOC


Vậy, [image: image1749.wmf]·

·

AODCOD

=

.

	Ví dụ 7. Cho tam giác ABC, M là một điểm nằm trên đoạn BC. Trên tia đối của tia MA lấy điểm N, trên đoạn AC lấy điểm E. Đường thẳng NE cắt BC tại P sao cho [image: image1750.wmf]ABMMNPCPE

SSS

==

. Chứng minh rằng: [image: image1751.wmf]PBPC

=

.


Lời giải

[image: image4533.png]


Do [image: image1752.wmf]//

MNPCPE

SSMENC

=Þ

 (tính chất 5)

Áp dụng tính chất 6 ta có:

[image: image1753.wmf]AMPAEP

SS

=

. Mà theo giả thiết

[image: image1754.wmf]ABMMNPCPEABPACP

SSSSS

==Þ=


Từ tính chất 2 suy ra: [image: image1755.wmf]PBPC

=

.■

II. BÀI TẬP ÁP DỤNG
Bài 1. 
Cho tam giác ABC, trên cạnh AB lấy điểm E sao cho [image: image1756.wmf]3

BEAE

=

. Trên cạnh BC lấy điểm F sao cho [image: image1757.wmf]4

BFFC

=

. Gọi D là giao điểm của AF và CE. Chứng minh rằng [image: image1758.wmf]CDDE

=

.
Bài 2. Cho tam giác ABC, trên tia đối của tia AC lấy điểm D sao cho A là trung điểm của DC, trên tia đối của BA lấy điểm E sao cho B là trung điểm của AE, trên tia đối của tia CB lấy điểm F sao cho [image: image1759.wmf]7

DEFABC

SS

=

. Chứng minh rằng [image: image1760.wmf]CBCF

=

.

Bài 3. Cho hình thang ABCD có đáy lớn AB, gọi M, N lần lượt là trung điểm của AB và CD. Một đường thẳng song song với hai đáy cắt các đoạn AD, BC, MN lần lượt tại E, I, F. Chứng minh [image: image1761.wmf]EIFI

=


[image: image4534.png]


III. HƯỚNG DẪN GIẢI

Bài 1. Do [image: image1762.wmf]1

3

4

BEEAAEAB

=Þ=

.

Theo tính chất 2 thì [image: image1763.wmf]1

4

AEFABF

SS

Þ=

 (1).

Do [image: image1764.wmf]11

44

ACFABF

CFBFSS

=Þ=

 (2)

Từ (1) và (2) suy ra: [image: image1765.wmf]AEFACF

SS

=

.

Kẻ hai đường cao EH và CK của hai tam giác AEF và tam giác ACF.

Suy ra [image: image1766.wmf]EHCKEHDCKD

=ÞD=D

 (g.c.g) [image: image1767.wmf]CDDE

Þ=

.■
[image: image4535.png]


Bài 2. Vì A là trung điểm của DC, theo tính chất 2 thì:

[image: image1768.wmf]2

ABDABCADEABC

SSSS

=Þ=


(1)

Tương tự: [image: image1769.wmf]2

DCFABC

SS

=


(2)

Theo đề bài [image: image1770.wmf]7

DEFABC

SS

=


(3)

Từ (1), (2) và (3) ta có:

[image: image1771.wmf]22

BEFABCBEFBCEBCEDEF

SSSSSS

=Þ=Þ=

.

Theo tính chất 2: [image: image1772.wmf]BCCF

=

.■
Bài 3. Kẻ đường cao EH và FK của hai tam giác EMN và FMN.

[image: image4536.png]


Vì [image: image1773.wmf]AMBM

=

 và [image: image1774.wmf]DNCN

=


nên [image: image1775.wmf]AMNDBMNC

SS

=

 (1)

Vì [image: image1776.wmf]//,//

EFABEFDC

 nên

[image: image1777.wmf]AMEBMF

SS

=

 (2) và [image: image1778.wmf]DNECNF

SS

=

 (3)

Từ (1), (2) và (3) ta suy ra:

[image: image1779.wmf]EMNFMN

SSEHFK

=Þ=


[image: image1780.wmf]EHIFKIEIFI

ÞD=DÞ=

.■

Bài toán 6.Sử dụng phương pháp về hình bình hành
Để chứng minh đẳng thức và bất đẳng thức
I. KIẾN THỨC CẦN NHỚ

1. Định nghĩa: Hình bình hành là tứ giác có các cạnh đối song song.

2. Tính chất:

⁕ Cạnh: Các cạnh đối song song và bằng nhau.

⁕ Góc: Các góc đối bằng nhau.

⁕ Đường chéo: Các đường chéo cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường.

II. CÁC VÍ DỤ

	Ví dụ 1. Chứng minh rằng trong tam giác vuông, đường trung tuyến ứng với cạnh huyền bằng nửa cạnh huyền.


Lời giải

[image: image4537.png]


Lấy D sao cho D đối xứng với A qua M. Suy ra ABDC là hình bình hành.

Lại có [image: image1781.wmf]·

90

BAC

=°

.

Nên ABDC là hình chữ nhật.

Vậy nên: [image: image1782.wmf]1

2

AMBC

=

.■
	Ví dụ 2. Chứng minh rằng: Trong một tam giác, ba đường trung tuyến đồng quy.


Lời giải

[image: image4538.png]


Xét tam giác ABC, trung tuyến AM. Lấy G trên AM sao cho [image: image1783.wmf]2

AGGM

=

.

Vẽ hình bình hành BGCD.

Tia CG cắt AB tại E.

Vì [image: image1784.wmf]//

GEBD

 và G là trung điểm AD. Nên GE là đường trung bình [image: image1785.wmf]ABD

D

.

Suy ra E là trung điểm AB.

Tương tự BG kéo dài cắt AC ở F thì F là trung điểm AC.

Vậy ba đường trung tuyến của tam giác đồng quy.■
	Ví dụ 3. Vẽ ra ngoài tam giác ABC hai tam giác vuông cân tại A là: [image: image1786.wmf],

ABDACE

DD

. Gọi M là trung điểm BC. Chứng minh rằng: [image: image1787.wmf]1

2

AMDE

=

.

	


Lời giải

Vẽ hình bình hành ABNC

[image: image4539.png]


Khi đó [image: image1788.wmf]·

·

·

180

DAEACNA

æö

==°-

ç÷

èø

.

Do đó, [image: image1789.wmf]DAENCA

D=D

(c.g.c)

[image: image1790.wmf]1

2

ANDEAMDE

Þ=Þ=

.■
	Ví dụ 4. Dựng bên ngoài tam giác ABC hai tam giác vuông cân tại A là: ABD và ACE. Chứng minh: [image: image1791.wmf]ABCADE

SS

=




Lời giải

[image: image4540.png]


Dựng hình bình hành ABFC

[image: image1792.wmf]1

2

ABCABFABFC

SSS

æö

Þ==

ç÷

èø


(1)

Lại có: [image: image1793.wmf]ADEABF

ADEABFSS

D=DÞ=


(2)

Từ (1) và (2) suy ra: [image: image1794.wmf]ABCADE

SS

=

. ■
	Ví dụ 5. Bên ngoài tam giác ABC vẽ hai tam giác cân tại A lần lượt là: [image: image1795.wmf]ABH

D

và [image: image1796.wmf]ACE

D

 sao cho [image: image1797.wmf]µ

120

H

=°

 và [image: image1798.wmf]µ

60

E

=°

. Gọi M là trung điểm của BC. Chứng minh [image: image1799.wmf]·

90

HME

=°

.


Lời giải

[image: image4541.png]


Vẽ hình bình hành BNCH.

[image: image1800.wmf]HACN

Þ=

 và [image: image1801.wmf]·

·

·

90

HAENCEA

æö

==°+

ç÷

èø


Vì vậy [image: image1802.wmf]HAENCE

D=D

 (c.g.c) [image: image1803.wmf]HENE

Þ=

 (1)

mà [image: image1804.wmf]·

·

·

12

60

EEHEN

=Þ=°

 (2)

Từ (1) và (2) suy ra [image: image1805.wmf]HNE

D

 đều [image: image1806.wmf]·

90

HME

Þ=°

 .■

	Ví dụ 6. Vẽ bên ngoài tam giác ABC hai tam giác vuông cân tại M và N là [image: image1807.wmf]ABM

D

 và [image: image1808.wmf]ACN

D

. Gọi E là trung điểm của BC. Chứng minh rằng [image: image1809.wmf]MNE

D

vuông cân.


Lời giải

Dựng hình bình hành CMBD

[image: image1810.wmf]MACD

Þ=

 và[image: image4542.png]


 [image: image1811.wmf]·

·

·

90

MANDCNA

æö

==°+

ç÷

èø


[image: image1812.wmf]MANDCN

ÞD=D

 (c.g.c) [image: image1813.wmf]¶

¶

12

NN

Þ=


[image: image1814.wmf]MND

ÞD

 vuông cân tại N

Mà E là trung điểm của MD nên [image: image1815.wmf]MNE

D

 vuông cân. ■

	Ví dụ 7. Hai ngôi làng A, B nằm hai bên sông, cần xây cầu DE như thế nào để đường đi ADEB ngắn nhất (biết 2 bờ sông song song với nhau, cầu vuông góc với bờ).


Lời giải

[image: image4543.png]E



Dựng hình bình hành ADEK, F là giao điểm của bờ sông với BK (như hình vẽ) khi đó:

[image: image1816.wmf]ADEDEBAKKEBEAKBK

++=++³+


Do DE không đổi nên AK không đổi

[image: image1817.wmf]K

Þ

cố định [image: image1818.wmf]F

Þ

cố định.

[image: image1819.wmf]ADEDEBAKBK

Þ++³+

 (không đổi)

Vậy đoạn thẳng ngắn nhất khi [image: image1820.wmf]EF

º

 ■
	Ví dụ 8. Cho lục giác ABCDEF có các cạnh thỏa mãn điều kiện [image: image1821.wmf]0

BCEFEDABAFCD

-=-=->

 và cạnh đối diện song song với nhau. Chứng minh lục giác ABCDEF có các góc bằng nhau.


Lời giải

[image: image4544.png]


Vẽ các hình bình hành APEF, CDEN. Kẻ AP cắt CN tại M. Suy ra tứ giác ABCM là hình bình hành.

Theo bài ra ta có:

[image: image1822.wmf]0

BCEFEDABAFCD

-=-=->

.

Thế nên, tam giác PMN đều

Ta thấy: [image: image1823.wmf]·

·

·

·

·

·

120;120;120

BAMCFAPEDCNE

==°==°==°

.

Ta cũng thấy: [image: image1824.wmf]·

·

·

6060120

BAFAMNEPM

=+=°+°=°

.

Tương tự: [image: image1825.wmf]·

·

120

FEDDCB

==°


Kết luận: [image: image1826.wmf]·

·

·

·

·

·

120

ABCDEF

======°

. ■
	Ví dụ 9.  Cho tứ giác lồi ABCD với [image: image1827.wmf]ADBC

=

, gọi E, F lần lượt là trung điểm của CD và AB. Gọi giao điểm của AD và FE là H và giao điểm của BC và FE là G. Chứng minh rằng: [image: image1828.wmf]·

·

AHFBGF

=

.


Lời giải

[image: image4545.png]


Lấy điểm I sao cho F là trung điểm của CI.

Lúc ấy, ACBI là hình bình hành.

Vì thế EF là đường trung bình của tam giác CDI.

[image: image1829.wmf]·

·

11

GI

Þ=

 (1) (góc tạo bởi hai cạnh tương ứng song song).

[image: image1830.wmf]·

·

11

DH

Þ=

 (2) (hai góc đồng vị và [image: image1831.wmf]//

DIHF

).

Do [image: image1832.wmf]ADAI

=

 nên tam giác ADI là tam giác cân tại A [image: image1833.wmf]·

·

11

DI

Þ=

 (3)

Từ (1) (2) và (3) ta suy ra: [image: image1834.wmf]·

·

AHFBGF

=

. ■
III. BÀI TẬP
Bài 1. Cho tứ giác ABCD có M, N lần lượt là trung điểm của AD và BC. Chứng minh rằng, nếu [image: image1835.wmf]2

ABCDMN

+=

 thì [image: image1836.wmf]//

ABCD

.
Bài 2. Cho tứ giác ABCD có hai đường chéo [image: image1837.wmf],

ACxBDy

==

 (không đổi). Góc tạo bởi AC và BD là a (không đổi). Xác định hình dạng của tứ giác ABCD để chu vi ABCD nhỏ nhất?
Bài 3. Cho tam giác ABC nhọn, có [image: image1838.wmf]·

·

2

BC

=

. Kẻ đường cao AH. Trên tia đối của tia BA lấy điểm E sao cho [image: image1839.wmf]BEBH

=

. Chứng minh [image: image1840.wmf]EAHC

=

.
Bài 4. Chứng minh rằng độ dài đường trung tuyến luôn nhỏ hơn nửa tổng hai cạnh bên.

Bài 5. Chứng minh rằng độ dài ba đường trung tuyến của tam giác luôn nhỏ hơn chu vi và lớn hơn [image: image1841.wmf]3

4

 chu vi của tam giác.
Bài 6. Cho tam giác ABC vuông cân tại A, gọi K là trung điểm của BC. Trên tia đối của tia KA lấy điểm D sao cho [image: image1842.wmf]2

KDKA

=

. Gọi M là trung điểm của AK. Chứng minh rằng: [image: image1843.wmf]BMBD

^


IV. HƯỚNG DẪN GIẢI

[image: image4546.png]c



Bài 1. Vẽ hai hình bình hành CDME và ABFM ( như hình vẽ bên)

Từ đó suy ra: CEBF là hình bình hành vì có một cặp cạnh đối vừa song song và bằng nhau.

Suy ra, E, N, F thẳng hàng.

Lấy điểm K sao cho N là trung điểm của MK thì MFKE là hình bình hành.

Ta có: [image: image1844.wmf]2

ABCDMNMK

+==

.

Suy ra: [image: image1845.wmf]MFMEMK

+=


Suy ra: [image: image1846.wmf]MFFKMK

+=

.

Từ đó E và F cùng nằm trên MK. Vậy [image: image1847.wmf]//

ABCD

. ■
Bài 2. Dựng hai hình bình hành là ADBF và BDCE.

Suy ra [image: image1848.wmf]//

AFCE

 và [image: image1849.wmf]AFCE

=

 (do cùng bằng và song song với BD).

Suy ra ACEF là hình bình hành

Lại có [image: image1850.wmf]AFy

=

 và [image: image1851.wmf]EFx

=

, [image: image1852.wmf]·

FAC

a

=

 (không đổi)

Do đó [image: image1853.wmf]ABCD

PABBCCDDA

=+++


[image: image1854.wmf](

)

(

)

ABCD

PABBEBCBF

=+++


[image: image1855.wmf]ABCD

PAECF

³+

 (không đổi)

Nên chu vi của ABCD nhỏ nhất khi A, B, E và C, B, F thẳng hàng.

Vậy lúc đó ABCD là hình bình hành.■[image: image4547.png]



Bài 3. Dựng hình bình hành AHCD mà [image: image1856.wmf]·

90

H

=°

 nên AHCD là hình chữ nhật.

[image: image4548.png]


[image: image1857.wmf]·

·

·

111

CHD

Þ==


(1)

Vì [image: image1858.wmf]·

·

·

·

·

·

1

11

1

2

2

BH

HC

BC

ì

=

ï

ÞÞ=

í

ï

=

î

 (2)

Từ (1) và (2) suy ra [image: image1859.wmf]·

·

12

HH

Þ=

 suy ra E, H, D thẳng hàng.

Từ đó suy ra [image: image1860.wmf]·

·

1

ED

=


[image: image4549.png]


[image: image1861.wmf]AED

ÞD

 cân tại A [image: image1862.wmf]AEAD

Þ=


[image: image1863.wmf]AEHC

Þ=

. ■
Bài 4. Vẽ hình bình hành ABDC (như hình bên)

Khi đó [image: image1864.wmf]2

AD

AM

Þ=

 (tính chất hình bình hành)

Mà [image: image1865.wmf]ADACAB

<+

(bất đẳng thức tam  giác)

Từ đó: [image: image1866.wmf]2

ABAC

AM

+

Þ<

. ■
Bài 5. Gọi 3 đường trung tuyến của tam giác lần lượt là AM, BN, CE.

[image: image4550.png]


Theo kết quả của bài 12 thì:

[image: image1867.wmf];;

222

ABACABBCBCAC

AMBNCE

+++

<<<


Cộng hai vế của các bất đẳng thức cùng chiều ta được:

[image: image1868.wmf]AMBNCEABBCCA

++<++


(1)

Gọi G là trọng tâm của tam giác ABC, ta có

[image: image1869.wmf]2

()

3

GAGBABAMBNAB

+>Þ+>


Tương tự ta có:

[image: image1870.wmf]22

();()

33

CEBNBCCEAMAC

+>+


Từ đó suy ra: [image: image1871.wmf]3

()

4

AMBNCEABBCCA

++>++


(2)

Từ (1) và (2) suy ra điều phải chứng minh.
Bài 6. Lấy E là trung điểm của DK, vẽ hình bình hành ABKN như hình vẽ bên.

[image: image4551.png]


Khi đó: [image: image1872.wmf]ABNEBD

D=D

 (c.g.c)

[image: image1873.wmf]·

·

ABNEBD

Þ=


mà [image: image1874.wmf]·

·

9090

ABENBD

Þ=°Þ=°


Vậy [image: image1875.wmf]BMBD

^

.■
Bài toán 7.sử dụng tam giác đồng dạng để chứng minh đẳng thức, bất đẳng thức[image: image4552.png]- )QVA




I. KIẾN THỨC CẦN NHỚ

1. Định nghĩa

Tam giác ABC đồng dạng với tam giác DEF khi và chỉ khi

[image: image1876.wmf]µ

µ

µ

µ

µ

µ

;;

ADBECF

ABBCCA

DEEFFD

ì

===
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==
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î


Kí hiệu: [image: image1877.wmf]ABCDEF

DD

∽

.

2. Các trường hợp đồng dạng của tam giác

[image: image4553.png]


a) Trường hợp đồng dạng cạnh - cạnh - cạnh:

* Nếu ba cạnh của tam giác này tỉ lệ với ba cạnh. của tam giác kia thì hai tam giác đó đồng dạng.
* Cụ thể: Xét ∆ABC và ∆DEF
Ta có [image: image1878.wmf]ABBCCA

DEEFFD

==


Thì [image: image1879.wmf]ABCDEF

DD

∽

(c.c.c)
b) Trường hợp đồng dạng cạnh - góc - cạnh

[image: image4554.png]


* Nếu hai cạnh của tam giác này tỉ lệ với hai cạnh của tam giác kia và hai góc tạo bởi các cặp cạnh đó bằng nhau thì hai tam giác đó đồng dạng.

* Cụ thể: Xét ∆ABC và ∆DEF
Ta có:

[image: image1880.wmf]ABCA

DEFD

=


[image: image1881.wmf]µ

µ

AD

=


Thì [image: image1882.wmf]ABCDEF

DD

∽

(c.g.c)
* Chú ý: Hai góc đang xét phải là hai góc xen giữa các cặp cạnh tỉ lệ đang xét.

[image: image4555.png]


c) Trường hợp đồng dạng góc - góc

* Nếu hai góc của tam giác này lần lượt bằng hai góc của tam giác kia thì hai tam giác đó đồng dạng.

* Cụ thể: Xét ∆ABC và ∆DEF

Ta có [image: image1883.wmf]µ

µ

AD

=


[image: image1884.wmf]µ

µ

BE

=

 Thì [image: image1885.wmf]ABCDEF

DD

∽

 (g.g)
* Chú ý: Nếu một góc nhọn của tam giác vuông này bằng một góc nhọn của tam giác vuông kia thì hai tam giác vuông đó đồng dạng.

d) Trường hợp đồng dạng cạnh huyền - cạnh góc vuông:

[image: image4556.png]


* Nếu cạnh huyền và một cạnh góc vuông của tam giác vuông này tỉ lệ với cạnh huyền và một cạnh góc vuông của tam giác vuông kia thì hai tam giác vuông đó đồng dạng.

* Cụ thể: Xét ∆ABC và ∆DEF

Ta có [image: image1886.wmf]ABAC

DEDF

=


[image: image1887.wmf]µ

µ

90

o

BE

==


thì [image: image1888.wmf]ABCDEF

DD

∽

 (cạnh huyền, cạnh góc vuông)

Chú ý: Trường hợp này đặc biệt ở chỗ hai góc bằng nhau không phải là hai góc xen giữa của hai cặp cạnh tỉ lệ đang xét.

II. CÁC  VÍ DỤ

	Ví dụ 1. Cho tam giác ABC có hai đường cao BD và CE. Chứng minh rằng: [image: image1889.wmf]...

AEABADAC

=




[image: image4557.png]


Lời giải

Xét ∆AEC và ∆ADB có [image: image1890.wmf]µ

A

 là góc chung

[image: image1891.wmf]·

·

AECADBAECADB

=ÞDD

∽

(g.g)

[image: image1892.wmf]...

AEAC

AEADADAC

ADAB

Þ=Þ=


	Ví dụ 2. Cho tam giác ABC cân tại A, [image: image1893.wmf]µ

(

)

90

o

A

=

 có đường cao AD, trực tâm H. Chứng minh rằng: [image: image1894.wmf]2

.

CDDHDA

=




[image: image4558.png]E



Lời giải

Xét ∆DHB và ∆DCA
Có [image: image1895.wmf]·

·

90

o

BDHADC

==


[image: image1896.wmf]·

·

DBHDAC

=

 (cùng phụ với [image: image1897.wmf]µ

C

)

Suy ra [image: image1898.wmf]DHBDCA

DD

∽

(g.g)

[image: image1899.wmf]2

..

..

DHDB

DHDADCDB

DCDA

CDDHDA

Þ=Þ=

Þ=


	[image: image1900.wmf] Ví dụ 3. Cho tam giác ABC nhọn, trực tâm H. Gọi M là trung điểm của BC. Đường thẳng vuông góc với MH tại H cắt AB và AC theo thứ tự tại I và K. Chứng minh rằng: HI = HK.


Lời giải

Ta có: [image: image1901.wmf]·

·

HAIMCH

=

 (cùng phụ với[image: image1902.wmf]·

ABC

)

[image: image1903.wmf]·

·

AHICHM

=

 (cùng phụ với[image: image1904.wmf]·

DHI

)

Từ đó suy ra: [image: image1905.wmf]AIHCHM

DD

∽

(g.g)

[image: image4559.png]


[image: image1906.wmf](1)

IHAH

HMCM

Þ=


Ta có: [image: image1907.wmf]·

·

HAKMBH

=

 (cùng phụ với[image: image1908.wmf]µ

C

)

[image: image1909.wmf]·

·

AHKBMH

=

 (sử dụng tính chất góc ngoài của tam giác)

Từ đó suy ra: [image: image1910.wmf]AHKBMH

DD

∽

(g.g)

[image: image1911.wmf]HKAH

MHBM

Þ=

(2). Từ (1) và (2) suy ra

[image: image1912.wmf].

IHHK

IHHK

HMHM

=Þ=


	Ví dụ 4. Cho hình bình hành ABCD. Một đường thẳng đi qua điểm A cắt đoạn BC tại điểm F, cắt đường thẳng DC tại điểm G. Chứng minh rằng: [image: image1913.wmf]..

BFDGABAD

=




Lời giải[image: image4560.png]



Gọi giao điểm của AF và BD là điểm E.

Do [image: image1914.wmf]DEGBEA

DD

∽

 (g.g)

nên [image: image1915.wmf](1)

DGED

ABEB

=


Do [image: image1916.wmf]AEDFEB

DD

∽

 (g.g)

Nên [image: image1917.wmf](2)

ADED

BFEB

=


Từ (1) và (2) suy ra:

[image: image1918.wmf]..

ADDG

BFDGADAB

BFAB

=Þ=


	Ví dụ 5. Cho tam giác ABC có[image: image1919.wmf]2; 3; 4

ABACBC

===

 . Chứng minh rằng [image: image1920.wmf]·

·

·

2

BACABCACB

=+




Lời giải

[image: image4561.png]


Trên đoạn thẳng BC lấy điểm D sao cho[image: image1921.wmf]1

BD

=

 .

Ta có [image: image1922.wmf]3.

CDBCBD

=-=


Vì [image: image1923.wmf]ACD

D

cân tại C nên ta suy ra [image: image1924.wmf]·

·

(1)

ADCDAC

=


Lại có [image: image1925.wmf]ABDCBA

DD

∽

(c.g.c) nên ta có[image: image1926.wmf]·

µ

(2).

BADC

=


Từ (1) và (2) suy ra [image: image1927.wmf]·

·

·

·

·

BACBADDACACBADC

=+=+


[image: image1928.wmf]·

·

·

·

·

·

2

ACBABCBADBACABCACB

=++==+


III. BÀI TẬP
Bài 1. Cho hình thang ABCD (AB//CD) sao cho[image: image1929.wmf]·

·

BADDBC

=

. Chứng minh[image: image1930.wmf]2  

.

BDABDC

=

 .

Bài 2. Cho tam giác ABC có AD là phân giác của tam giác ABC. Chứng minh[image: image1931.wmf]2

.

ADABAC

<

.

Bài 3. Cho tam giác ABC, vẽ hai đường cao BD và CE của tam giác ABC. Gọi EH và DK là hai đường cao của tam giác ADE. Chứng minh [image: image1932.wmf].

AKAH

ABAC

=


Bài 4. Cho tam giác ABC có ba góc nhọn, vẽ hai đường cao BD và CE cắt nhau tại điểm H. Chứng minh[image: image1933.wmf]2

..

BHBDCHCEBC

+=

 .

Bài 5. Cho hình vuông ABCD, trên cạnh BC lấy điểm M sao cho [image: image1934.wmf]3

BC

BM

=

. Trên tia đối của tia CD lấy điểm N sao cho [image: image1935.wmf]2

BC

CN

=

. Gọi I là giao điểm của AM và BN. Chứng minh [image: image1936.wmf]·

90

o

CIM

=

.

Bài 6. Cho AABC có [image: image1937.wmf]µ

µ

32180.

AB

+=°

Chứng minh [image: image1938.wmf](

)

2

..

BCABABAC

=-


Bài 7. Cho hình thoi ABCD có[image: image1939.wmf]µ

60

A

=°

. Gọi M là một điểm thuộc cạnh AD. Đường thẳng CM cắt đường thẳng AB tại N. Gọi giao điểm của BM và DN là điểm P. Chứng minh [image: image1940.wmf]·

60

o

BPD

=

.

Bài 8. Cho hình bình hành ABCD (AB > AD). Từ điểm C kẻ CE và CF lần lượt vuông góc với đường thẳng AB và đường thẳng [image: image1941.wmf](

)

, .

ADEABFAD

ÎÎ

 Chứng minh [image: image1942.wmf]2

AB.AEAD.

AFAC

+=

.

Bài 9. Cho tam giác ABC nhọn, kẻ các đường cao BD và CE của tam giác ABC. Chứng minh[image: image1943.wmf]·

·

AEDACB

=

 .

Bài 10. Cho tam giác ABC, vẽ phân giác AD của tam giác ABC. Chứng minh [image: image1944.wmf]2

...

ADABACDBDC

=-


Bài 11. Cho hình vuông ABCD. Trên cạnh AB lấy điểm M. Kẻ đường thẳng BH vuông góc với[image: image1945.wmf](

)

 

CMHCM

Î

 . Vẽ HN vuông góc với DH cắt BC tại điểm N. Chứng minh rằng[image: image1946.wmf]..

AMNBNCMB

=

.

Bài 12. Cho hình vuông ABCD, trên cạnh AB, BC lần lượt lấy hai điểm E và điểm F sao cho BE = BF. Gọi H là hình chiếu của B trên CE. Chứng minh [image: image1947.wmf]90.

o

DHF

=


Bài 13. Cho tam giác ABC nhọn, ba đường cao của tam giác là AD, BE, CF cắt nhau tại điểm H. Chứng minh[image: image1948.wmf]·

·

DEHFEH

=

 .

Bài 14. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường phân giác BD cắt đường cao AH tại điểm I. Chứng minh[image: image1949.wmf]..

ADBDBIDC

=

.

Bài 15. Cho tam giác ABC vuông tại A, trên cạnh AC lấy điểm D. Gọi điểm E là hình chiếu của điểm C trên BD. Chứng minh [image: image1950.wmf]....

ABCEAEBCACBE

+=


Bài 16. Cho tam giác ABC đều, gọi O là trọng tâm của tam giác. Lấy M là một điểm bất kì thuộc cạnh BC, (M không trùng với trung điểm của cạnh BC). Kẻ MP và MQ lần lượt vuông góc với AB và AC sau đó cắt OB, OC thứ tự tại I và K. Gọi D là giao điểm của PQ và OM. Chứng minh[image: image1951.wmf]PDQD

=

.

Bài 17. Cho tứ giác ABCD có M, N lần lượt là trung điểm của hai đường chéo BD và AC sao cho điểm M không trùng với điểm N. Đường thẳng MN cắt hai cạnh bên AD và BC lần lượt tại điểm P và Q. Chứng minh [image: image1952.wmf].

PAQC

PDQB

=


Bài 18. Cho tam giác ABC có [image: image1953.wmf], , 

ABcACbBCa

===

 thỏa mãn[image: image1954.wmf]µ

µ

2

AB

=

. Chứng minh [image: image1955.wmf]22

abbc

=+

.

Bài 19. Cho tam giác ABC. Các đường phân giác góc ngoài tại các đỉnh B và C của tam giác cắt nhau ở K. Đường thẳng vuông góc với AK tại K cắt các đường thẳng AB, AC theo thứ tự ở D và E. Chứng minh [image: image1956.wmf]2

4..

DEBDCE

=


Bài 20. Cho tam giác ABC nhọn. Các đường cao AD, BE, CF cắt nhau tại điểm H. Chứng minh rằng:

a) [image: image1957.wmf]..

ABAFACAE

=


b) [image: image1958.wmf]2

..

BHBECHCFBC

+=

.

Bài 21. Cho tam giác ABC cân tại C có [image: image1959.wmf]µ

15

o

C

=

. Vẽ điểm D nằm ở miền trong của tam giác sao cho [image: image1960.wmf]·

105

o

ADB

=

và[image: image1961.wmf]2

ADBD

=

.

Chứng minh rằng:[image: image1962.wmf]5.2.

ADBCCDAB

=

.

Bài 22. Cho tam giác ABD, đường phân giác AD. Chứng minh rằng [image: image1963.wmf]2

.

ADABAC

<


Bài 23. Cho tứ giác ABCD có[image: image1964.wmf]·

·

BACDAC

=

 và [image: image1965.wmf]·

·

ABCACD

=

, các đường thẳng AD và BC cắt nhau ở E, các đường thẳng AB và CD cắt nhau ở F. Chứng minh rằng[image: image1966.wmf]. . 

ABDEBCCE

=

 và [image: image1967.wmf]2

2. . 

ACADAFABAE

<+

.

Bài 24. Cho tam giác cân ABC[image: image1968.wmf](

)

ABAC

=

, I là trung điểm của BC. Trên các cạnh AB, AC lấy lần lượt các điểm K, H sao cho[image: image1969.wmf]2

.

BKCHBI

=

 . Chứng minh [image: image1970.wmf]....

IHKBHCIKHKBI

+>


Bài 25. Cho tam giác ABC vuông tại A. Lấy các điểm M và N lần lượt nằm trên các cạnh AB và AC; các điểm P và Q nằm trên cạnh BC sao cho MNPQ là hình vuông. Chứng minh rằng[image: image1971.wmf]3

BCPQ

³

.

Bài 26. Cho tứ giác ABCD. Chứng minh rằng[image: image1972.wmf]...

ABCDADBCACBD

+³

.

Bài 27. Cho lục giác lồi ABCDEF có[image: image1973.wmf], , 

ABBCCDDEEFFA

===

 .Chứng minh rằng

[image: image1974.wmf]3

2

BCDEFA

BEDAFC

++³


IV. HƯỚNG DẪN GIẢI

Bài 1.
[image: image4562.png]


Xét ∆ABD và ∆BDC

Có : [image: image1975.wmf]·

·

BADDBC

=

 (gt)

[image: image1976.wmf]·

·

ADBBDC

=

 (so le trong)
Suy ra [image: image1977.wmf]ABDBDC

DD

∽

(g.g)

[image: image1978.wmf]2

..

ABBD

BDABDC

BDDC

=Þ=

■

[image: image4563.png]


Bài 2.
Giả sử AB < AC, trên đoạn AC lấy điểm M sao cho [image: image1979.wmf]·

·

ADMABD

=


Xét [image: image1980.wmf]ABD

D

và [image: image1981.wmf]ADM

D

có [image: image1982.wmf]·

·

ABDADM

=


Suy ra [image: image1983.wmf]ABDADM

DD

∽

 (g.g)
[image: image1984.wmf]22

...

ADAB

ADAMABADABAC

AMAD

Þ=Þ=Þ<

■
[image: image4564.png]N



Bài 3. Xét trường hợp tam giác ABC nhọn, các trường hợp khác tương tự.
Do [image: image1985.wmf]ABDACE

DD

∽

 (g.g)
[image: image1986.wmf](1)

ADAB

AEAC

Þ=


Do [image: image1987.wmf]AHEAKD

DD

∽

(g.g)

[image: image1988.wmf](2)

ADAK

AEAH

Þ=


Từ (1) và (2) suy ra

[image: image1989.wmf]ABAKAKAH

ACAHABAC

=Þ=


[image: image4565.png]


Bài 4. Kẻ HK vuông góc với BC [image: image1990.wmf](

)

KBC

Î


Xét [image: image1991.wmf]BHK

D

và [image: image1992.wmf]BCD

D

có [image: image1993.wmf]µ

B

chung [image: image1994.wmf]µ

µ

90

o

KD

==

.

Suy ra [image: image1995.wmf]BHKBCD

DD

∽

(g.g)

nên [image: image1996.wmf]..(1)

BHBK

BHBDBCBK

BCBD

=Þ=


Tương tự [image: image1997.wmf]CKHCEB

DD

∽

(g.g)

[image: image1998.wmf]..(2)

CHCECKBC

Þ=


Từ (1) và (2) suy ra [image: image1999.wmf](

)

2

..

BHBDCHCEBCBKCKBC

+=+=


Bài 5. Gọi E là giao điểm của AI và DC.

[image: image4566.png]


Gọi F là giao điểm của CI và AB .
Đặt cạnh của hình vuông ABCD là a
Do [image: image2000.wmf]ABMEMC

DD

∽

(g.g)[image: image2001.wmf]22.

CECM

CEa

ABBM

Þ==Þ=


Mà [image: image2002.wmf]3

2.

222

aaa

CNNEa

=Þ=-=


Do [image: image2003.wmf]31

//:.

2233

BFCNBFaaa

AFCEBF

ABNEa

Þ=Þ==Þ=


Do đó [image: image2004.wmf]BFBMABMCBF

=ÞD=D

(c.g.c)

[image: image2005.wmf]·

·

·

·

BAMFCBBAMICM

Þ=Þ=


Xét [image: image2006.wmf]ABM

D

và [image: image2007.wmf]CIM

D

có [image: image2008.wmf]·

·

BAMICM

=

(cmt), [image: image2009.wmf]·

·

AMBCMI

=

(đối đỉnh)

Suy ra [image: image2010.wmf]ABMCIM

DD

∽

(g.g).

[image: image4567.png]


Vậy [image: image2011.wmf]·

·

90

o

CIMABM

==

.■

Bài 6. Do [image: image2012.wmf]µ

µ

32180

o

AB

+=

 nên [image: image2013.wmf]µ

µ

µ

µ

µ

µ

µ

322

ABABCAB

+=++Þ+


[image: image2014.wmf]µ

µ

µ

µ

.

CAABBC

ABAC
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Trên cạnh AB lấy điểm D sao cho [image: image2015.wmf]ADAC

=

.

[image: image2016.wmf]·

µ

180

(1)

2

o

A

ADC

-

Þ=


Theo bài ra ta có:

[image: image2017.wmf]µ

µ

µ

µ

µ

180

32180(2)

2

o

o

A

ABAB

-

+=Þ+=


Từ (1) và (2) suy ra [image: image2018.wmf]·

µ

µ

ADCAB

Þ=+

.

Mà [image: image2019.wmf]·

µ

µ

1

ADCCB

=+

(tính chất góc ngoài của tam giác).

Suy ra[image: image2020.wmf]µ

µ

1

AC

=

.

Xét [image: image2021.wmf]ABC

D

và [image: image2022.wmf]CBD

D

có: [image: image2023.wmf]µ

B

là góc chung [image: image2024.wmf]µ

µ

1

AC

=

(chứng minh trên).
Suy ra [image: image2025.wmf]ABCCBD

DD

∽

 (g.g).
[image: image2026.wmf](

)

2

.

ABBC

BCABBDABABAC

BCBD

Þ=Þ==-


Bài 7. [image: image4568.png]4\§
| NP>




Do [image: image2027.wmf](1)(do)

NAAMNANB

NAMNBCBCBD

NBBCAMBD

DDÞ=Þ==

∽


Do [image: image2028.wmf](2)(do)

NACDNABD

NAMCDMCDBD

AMDMAMDM

DDÞ=Þ==

∽


Từ (1) và (2) suy ra: [image: image2029.wmf]NBBD

BDDM

=


Xét [image: image2030.wmf]BND

D

và [image: image2031.wmf]BDM

D

có [image: image2032.wmf]·

·

60(gt)

o

DMNMDB

==


[image: image2033.wmf]NBBD

BDDM

=

 (chứng minh trên)

Suy ra [image: image2034.wmf]·

·

(c.g.c)

BNDDBMBNDDBM

DDÞ=

∽


Mà [image: image2035.wmf]·

·

·

BPDBNDNBP

=+

 (tính chất góc ngoài)

[image: image2036.wmf]·
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Bài 8.

Gọi các điểm M và điểm N lần lượt là hình chiếu của điểm D và điểm B trên đường thẳng AC.

Do [image: image2037.wmf]ANBAEC

DD

∽

 (g.g)

[image: image2038.wmf]..(1)

ABAN

ABAEACAN

ACAE

Þ=Þ=


Do [image: image2039.wmf]AMDAFC

DD

∽

(g.g)

[image: image2040.wmf]..(2)

ADAM

ADAFACAM

ACAF

Þ=Þ=


Từ (1) và (2) suy ra [image: image2041.wmf](

)

2

..

ABAEADACANAMAC

+=+=

.

[image: image4569.png]


Bài 9. Do [image: image2042.wmf]ADBAEC

DD

∽

 (g.g)

[image: image2043.wmf]ADABADAE

AEACABAC

Þ=Þ=


Xét [image: image2044.wmf]AED

D

và [image: image2045.wmf]ACB

D

có [image: image2046.wmf]µ

A

là góc chung

[image: image2047.wmf]ADAE

ABAC

=

(cmt)

[image: image2048.wmf]AEDACB

ÞDD

∽

(c.g.c)[image: image2049.wmf]·

·

AEDACB

Þ=

.

[image: image4570.png]


Bài 10. Theo tính chất tam giác ngoài của tam giác, ta có [image: image2050.wmf]·

·

ADCABC

>

. Trên tia đối của ta DA lấy điểm E sao cho [image: image2051.wmf]·

·

ADCABE

=


[image: image2052.wmf]µ

µ

(

)

2
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=

ï
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Xét [image: image2053.wmf]ADC

D

và [image: image2054.wmf]ABE

D

có [image: image2055.wmf]µ

µ

12

DD

=

(đối đỉnh)

[image: image2056.wmf]µ

µ

CE

=

(chứng minh ở (*))

Suy ra [image: image2057.wmf]ADCABE

DD

∽

(g.g)

[image: image2058.wmf]..(2)

ADDC

ADDEBDDC

BDDE

Þ=Þ=


Từ (1) và (2) suy ra [image: image2059.wmf]2

..

ADABACBDDC
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.

[image: image4571.png]


Bài 11. Xét [image: image2060.wmf]DHC

D

 và [image: image2061.wmf]NHB

D

có [image: image2062.wmf]·

·

DCHNBH

=

 (cùng phụ [image: image2063.wmf]·

BCH

)

[image: image2064.wmf]·

·

DHCNHB

=

(cùng phụ [image: image2065.wmf]·

CHN

)

[image: image2066.wmf]DHCNHB

ÞDD

∽

(g.g)

[image: image2067.wmf](1)

NBHB
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Do [image: image2068.wmf]MBHBCH

DD

∽

(g.g)

[image: image2069.wmf](2)

BHMB

HCBC

Þ=


Từ (1) và (2) suy ra

[image: image2070.wmf]..

NBMB

BCNBDCMBNBMB

DCDC
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(do [image: image2071.wmf]BCDC

=

).

Suy ra [image: image2072.wmf]AMNC

=

.

[image: image4572.png]


Vậy [image: image2073.wmf]..

AMNBNCMB

=


Bài 12. Tha thấy [image: image2074.wmf]·

·

·

HBCHEBHCD

==


[image: image2075.wmf]EHBBHC

ÞDD

∽

(g.g)

[image: image2076.wmf]HBBEBF

HCBCCD

Þ==

(do [image: image2077.wmf];

BEBFBCCD

==

)

Xét [image: image2078.wmf]HBF

D

và [image: image2079.wmf]HCD

D

có [image: image2080.wmf]·

·

HBFHCD

=

(chứng minh trên)

và [image: image2081.wmf]HBBF

HCCD

=

(chứng minh trên)

Suy ra [image: image2082.wmf]HBFHCD

DD

∽

(c.g.c)[image: image2083.wmf]·

·

·
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o

BHFCHDDHF
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.

[image: image4573.png]


Bài 13. [image: image2084.wmf]BHFCHE

DD

∽

 (g.g)

[image: image2085.wmf]BHCH

HFHE

Þ=


Xét [image: image2086.wmf]BHC

D

và [image: image2087.wmf]FHE

D


Có [image: image2088.wmf]·

·

BHCFHE

=

 (đối đỉnh)

[image: image2089.wmf]BHCH

HFHE

=

(chứng minh trên)

[image: image2090.wmf]BHCFHE

ÞDD

∽

(c.g.c)

[image: image2091.wmf]µ

µ
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Tương tự, chứng minh được [image: image2092.wmf]AHBEHD

DD

∽

(c.g.c)[image: image2093.wmf]¶

¶
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(2)
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Mà [image: image2094.wmf]µ

¶
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(3)

CA

Þ=

  (cùng phụ với [image: image2095.wmf]µ

1

A

)

Từ (1), (2) và (3) ta có: [image: image2096.wmf]µ

¶

12

EE

=

. Vậy [image: image2097.wmf]·

·

DEHFEH

=

.

Bài 14. Ta có[image: image2098.wmf]ABHCBA

DD

∽

 (g.g)

[image: image2099.wmf]BHBA

BABC

Þ=

mà [image: image2100.wmf]BAAD

BCDC

=


(tính chất đường phân giác)

[image: image2101.wmf](1)
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Do [image: image2102.wmf]BHIBAD

DD

∽

(g.g)

[image: image2103.wmf](2)
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Từ (1) và (2) suy ra [image: image2104.wmf]...
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Bài 15. Giả sửa AB và CE cắt nhau tại điểm M. Trên BE lấy điểm F sao cho [image: image2105.wmf]·

·

·
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[image: image4574.png]


Do [image: image2106.wmf]MEBMAC
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(g.g)[image: image2107.wmf]MEMBMAME
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Þ=Þ=

[image: image4575.png]


.

Xét [image: image2108.wmf]MAE

D

và [image: image2109.wmf]MCB

D

có [image: image2110.wmf]µ

M

là góc chung

[image: image2111.wmf]MAME
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 (chứng minh trên)

[image: image2112.wmf]MAEMCB
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(c.g.c)

[image: image2113.wmf]·
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(do cùng phụ với [image: image2114.wmf]·

MBC

)

Ta có [image: image2115.wmf]¶
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Do [image: image2116.wmf]¶
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[image: image2117.wmf]..BF(1)
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Do [image: image2118.wmf]·
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[image: image2119.wmf]..(2)
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Từ (1) và (2) suy ra [image: image2120.wmf](
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Bài 16. Do tam giác ABC đều nên trọng tâm O là giao điểm của các đường cao của tam giác ấy. Suy ra IMKO là hình bình hành.

[image: image4576.png]


Ta thấy [image: image2121.wmf]MIBMKC

DD

∽

 (g.g)

[image: image2122.wmf](1)
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Ta thấy [image: image2123.wmf]MPBMQC

DD

∽

(g.g)

[image: image2124.wmf](2)
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Từ (1) và (2) suy ra [image: image2125.wmf]//.
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Vì IMKO là hình hình hành nên [image: image2126.wmf]NINK

=

mà [image: image2127.wmf]//

IKPQ

.

Vậy [image: image2128.wmf]PDQD

=

 (định lý Thales).

Bài 17.

Từ điểm A và điểm C kẻ các đường thằng song song với đường thẳng BD cắt đường thẳng MN lần lượt tại điểm E và điểm F.

[image: image2129.wmf]ANECNF

ÞD=

 (g.c.g) [image: image2130.wmf]AECF

Þ=


[image: image4577.png]


Vì [image: image2131.wmf]APEDPM
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[image: image2132.wmf](1)
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Vì [image: image2133.wmf]CQFBQM
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(g.g)

[image: image2134.wmf](2)
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Mà [image: image2135.wmf](3)
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DMBM

=

do [image: image2136.wmf]AECF;DMBM.

==


Từ (1), (2) và (3) suy ra [image: image2137.wmf].
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Bài 18. Vẽ phân giác AD của ∆ABC. Áp dụng tính chất đường phân giác của tam giác ta có:

[image: image2138.wmf].
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Xét [image: image2139.wmf]ABC

D

[image: image4578.png]


và [image: image2140.wmf]DAC

D

có: [image: image2141.wmf]µ

C

chung và [image: image2142.wmf]·
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[image: image2143.wmf]ABCDAC

ÞDD
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(g.g)

[image: image2144.wmf](
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Vậy [image: image2145.wmf]22
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Chú ý: Mở rộng bài toán.

Nếu giả thiết bài toán trở thành [image: image2146.wmf]µ

µ

µ
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thì khi đó [image: image2147.wmf]111

.

cab
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Thật vậy, áp dụng bài 18 ta có:

Do [image: image2148.wmf]µ
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[image: image2149.wmf](
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[image: image4579.png]


Bài 19.

Theo tính chất điểm nằm trên tia phân giác của góc, khoảng cách

từ K đến AD bằng khoảng cách từ K đến AE (cùng bằng khoảng

cách từ K đến BC).

Do đó K nằm trên tia phân giác trong góc A của tam giác ABC.

Tam giác ADE có đường cao đồng thời là đường phân giác

nên cân tại A. Từ đó[image: image2150.wmf]µ

µ

DE

=

 .

Có tổng 4 góc của tứ giác BCED bằng[image: image2151.wmf]360

o

.

Mà [image: image2152.wmf]µ

¶

µ

¶

µ

µ

1212

;;

BBCCDE

===

nên [image: image2153.wmf]µ
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Cũng có [image: image2154.wmf]·

µ

µ

1
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o

CKECE

=+=

nên [image: image2155.wmf]·

µ

1

CKEB

=


Hai tam giác BDK và KEC có [image: image2156.wmf]·

µ

µ

µ

1

,

CKEBDE

==

nên chúng đồng dạng (g.g).

Từ đó [image: image2157.wmf]BDDK

KEEC

=

hay[image: image2158.wmf]..(*)

BDECDKKE

=

.

Để ý rằng[image: image2159.wmf]2

DE

DKKE

==

, thay vào (*) ta được [image: image2160.wmf]2

.

4

DE

BDCE

=

hay [image: image2161.wmf]2

4.

DEBDCE

=


Bài 20.
[image: image4580.png]


a) Xét [image: image2162.wmf]ABE

D

 và [image: image2163.wmf]ACF

D

có [image: image2164.wmf]µ

A

, [image: image2165.wmf]·

·

90

o

AEBAFC

==


Do đó [image: image2166.wmf]ABEACF

DDD

(g.g)

Từ đó suy ra [image: image2167.wmf]ABAE

ACAF

=

hay [image: image2168.wmf]...

ABAFACAE

=


b) Dễ dàng chứng minh được:

+ [image: image2169.wmf]BHDBCE

DDD

(g.g) suy ra [image: image2170.wmf]BHBC

BDBE

=


Hay [image: image2171.wmf]..(1)

BHBEBDBC

=


+ [image: image2172.wmf]CHDCBF

DDD

(g.g) suy ra [image: image2173.wmf]CHCD

BCCF

=


Hay [image: image2174.wmf]..(2)

CHCFCDBC

=


Cộng (1) và (2) ta được:

[image: image2175.wmf](

)

2

......

BHBECHCFBDBCCDBCBCBDCDBC

+=+==


Chú ý: Qua bài tập trên, để chứng mình được hệ thức dạng [image: image2176.wmf]2

..

xystr

==

, ta có thể chứng minh hai hệ thức [image: image2177.wmf]..;..

xyrastrb

==

với [image: image2178.wmf]abr

+=

. Cộng hai hệ thức này cho ta điều phải chứng minh.

Bài 21.

[image: image4581.png]



Trên nửa mặt phẳng bờ BC không chứa A vẽ tia Cx vuông góc với BC. Lấy điểm E trên tia Cx sao cho BC = 2CE.

Thấy rằng: [image: image2179.wmf]·

105;2

o

DACA

ACE

DBCE

===

 (vì [image: image2180.wmf];2

CACBCBCE

==

).

Nên ∆ADB và ∆ACE đồng dạng (c.g.c). Từ đó: [image: image2181.wmf]·

·

;.

ADAB

CAEDAB

ACAE

==


Hai tam giác DAC và BAE đồng dạng (c.g.c) nên [image: image2182.wmf]ADCD

ABBE

=

hay [image: image2183.wmf]..(*)

ADBECDAB

=


Mặt khác tam giác BCE vuông tại C. Nếu đặt [image: image2184.wmf]CEx

=

thì [image: image2185.wmf]2

BCx

=

.

Theo định lý Pythagore:[image: image2186.wmf](

)

2

22222

255.

BEBCCExxxBEx

=+=+=Þ=

.

Từ đó[image: image2187.wmf]5

2

BEBC

=

. Thay vào hệ thức (*) ta được [image: image2188.wmf]5.2..

ADBCCDAB

=


[image: image4582.png]


Bài 22. Ta có [image: image2189.wmf]µ

·

CADB

=

. Trong góc ADB vẽ tia DE (E thuộc AB) sao cho [image: image2190.wmf]·

µ

ADEC

=

, khi đó điểm E nằm trên đoạn thẳng AB. Từ đó suy ra [image: image2191.wmf]AEAB

<


Mặt khác [image: image2192.wmf]AEDADC

DD

∽

(g.g) nên

[image: image2193.wmf]AEAD

ADAC

=

hay [image: image2194.wmf]2

.

AEACAD

=

.

Từ đó [image: image2195.wmf]2

..

ADAEACABAC
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Bài 23. Ta có [image: image2196.wmf]·

·

·

·

,

DACBACABCACD

==

 nên [image: image2197.wmf]·

·

ACBADC

=


Từ đó [image: image2198.wmf]·

·

ACEEDC

=


Hai tam giác ACE và CDE đồng dạng (g.g) nên ta có

[image: image2199.wmf](1)

ECEA

EDEC

=


Lại có [image: image2200.wmf]·

·

DACBAC

=

nên AC là đường phân giác

của ∆ABE, từ đó [image: image2201.wmf](2)

EABA

ECBC

=


Từ (1) và (2) suy ra [image: image2202.wmf]ECBA

EDBC

=

hay [image: image2203.wmf]...

ABDEBCCE

=


Áp dụng kết quả bài 22, ta có AC là đường phân giác của tam giác ABE và ACF nên [image: image2204.wmf]2

.

AEABAC

>

và [image: image2205.wmf]2

..

ADAFAC

>


[image: image4583.png]


Từ đó [image: image2206.wmf]2

2..

ACABAEADAF
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.

Bài 24. Ta có [image: image2207.wmf]2

.
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 (vì [image: image2208.wmf]BICI
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)

[image: image4584.png]


Từ đó [image: image2209.wmf]BKICIH
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(c.g.c)

Suy ra [image: image2210.wmf]BKBIKI
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==


[image: image2211.wmf]...;...
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Như vậy [image: image2212.wmf]....
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[image: image2213.wmf](
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[image: image4585.png]


Bài 25

Vì MNPQ là hình vuông nên

[image: image2214.wmf]//;;
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Ta có tam giác [image: image2215.wmf],,

ABCQBMPNC

đồng dạng với nhau nên

[image: image2216.wmf]BQAB
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=

và [image: image2217.wmf]PCAC
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Từ đó suy ra [image: image2218.wmf]1
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[image: image2219.wmf]113.
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Dầu “=” xảy ra khi và chỉ khi [image: image2220.wmf]ABAC

=

.

Chú ý: Bài toàn trên sử dụng bất đẳng thức đại số đơn giản sau: Với hau số dương a và b, ta luôn có [image: image2221.wmf]2.
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Bài 26. Trong góc ABC lấy điểm E sao cho
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Khi đó ta có [image: image2223.wmf]ABDEBC
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(g.g)

Suy ra [image: image2224.wmf].

ABBDAD

BEBCEC

==


Từ đó [image: image2225.wmf]..(1)

ADBCBDEC

=


Xét [image: image2226.wmf]ABE

D

và [image: image2227.wmf]DBC

D

có [image: image2228.wmf]·

·

;ABEDBC

ABBD

BEBC

==
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Từ (1) và (2) suy ra [image: image2232.wmf](
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Chú ý: Kết quả của bài tập 18 là nội dung định lý Ptolemy. Dấu “=” ở bất đẳng thức Ptolemy xảy ra khi và chỉ khi tứ giác ABCD nội tiếp (trong trường hợp này có đẳng thức Ptolemy).

Bài 27. Áp dụng bất đẳng thức Ptolemy (bài 15) vào tứ giác ACEF

ta được [image: image2233.wmf]....
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Tương tự ta có [image: image2237.wmf]DEAC
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và [image: image2238.wmf].
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Cộng các bất đẳng thức trên ta được
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Chú ý: Bài toán trên sử dụng bất đẳng thức đại số quen thuộc sau: Với ba số a,b và c dương, ta có [image: image2240.wmf]3
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Bài toán 8. Sử dụng hệ thức giữa cạnh và đường cao trong tam giác vuông để chứng minh đẳng thức và bất đẳng thức

I. KIẾN THỨC CẦN NHỚ

Cho tam giác ABC vuông tại A (hình bên). Gọi [image: image2241.wmf];;;;';'
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Khi đó ta có các hệ thức:
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II. CÁC  VÍ DỤ

	Ví dụ 1. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Chứng minh [image: image2243.wmf]2
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Áp dụng hệ thức trong tam giác ABC vuông ta có: [image: image2244.wmf](
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Áp dụng hệ thức trong tam giác ABC vuông ta có: [image: image2245.wmf](
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Từ (1) và (2) suy ra:[image: image2246.wmf]2
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Áp dụng tính chất của tỉ lệ thức ta có:[image: image2247.wmf]22
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	Ví dụ 2. Cho tam giác ABC vuông tại A đường cao AH, gọi D và E là điểm đối xứng của H qua AB và AC. Chứng minh [image: image2248.wmf]22
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Do D đối xứng với H qua AB nên:[image: image2249.wmf]·
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Do E đối xứng với H qua AC nên: [image: image2250.wmf]·
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Từ (1) và (2) ta suy ra:[image: image2251.wmf]·
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 D, A, E thẳng hàng.
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Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác ABC vuông tại A: [image: image2253.wmf](
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Do D và H đối xứng qua AB, E và H đối xứng với nhau qua AC nên [image: image2254.wmf]2.
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Vì thế:[image: image2255.wmf]2
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Áp dụng định lý Pythagore cho tam giác DHE vuông tại H, ta có: [image: image2256.wmf]222
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	Ví dụ 3. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Từ H kẻ [image: image2258.wmf](
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Áp dụng hệ thức lượng cho tam giác HMC vuông tại M:
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Áp dụng hệ thức lượng cho tam giác AHC vuông tại H:

[image: image2261.wmf](
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Áp dụng hệ thức lượng cho tam giác ABC vuông tại A:
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Từ (1) (2) và (3) ta suy ra: [image: image2263.wmf]22222
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	Ví dụ 4. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH, gọi D và E lần lượt là hình chiếu của H trên AB và AC. Chứng minh [image: image2264.wmf]...
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Xét tứ giác ADHE có[image: image2265.wmf]µ
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 nên ADHE là hình chữ nhật.

Suy ra:[image: image2266.wmf](
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(áp dụng định lý Pythagore cho tam giác DHE vuông tại H).

Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác AHC vuông tại H:  [image: image2267.wmf](
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Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác AHC vuông: [image: image2268.wmf](
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Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác ABC vuông: [image: image2269.wmf](
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Lấy (1), (2) và (3) thay vào (*) ta được:[image: image2270.wmf]...
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	Ví dụ 5. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH, gọi E và K lần lượt là hình chiếu của H trên AB và AC. Chứng minh [image: image2271.wmf]2222
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Áp dụng hệ thức trong tam giác AHB vuông ta có:
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Áp dụng hệ thức trong tam giác ABC vuông ta có:
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Thay (2) vào (1) ta được:[image: image2274.wmf]2222
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Tứ giác AEHK là hình chữ nhật do có 3 góc vuông nên[image: image2275.wmf]AKHE
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	Ví dụ 6. Cho tam giác ABC vuông tại A, gọi E, K lần lượt là hình chiếu của H trên AB và AC còn I là hình chiếu của A trên EK. Chứng minh [image: image2277.wmf]22222
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Ta thấy tứ giác AEHK là hình chữ nhật vì có 3 góc vuông nên [image: image2278.wmf];
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Áp dụng hệ thức trong tam giác AKE vuông: [image: image2279.wmf]222
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Suy ra [image: image2280.wmf](
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Áp dụng hệ thức trong tam giác AHC vuông: [image: image2281.wmf](
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Áp dụng hệ thức trong tam giác AHB vuông: [image: image2282.wmf](
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Áp dụng hệ thức trong tam giác ABC vuông: [image: image2283.wmf](
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Từ (1) (2) (3) và (4) ta có:[image: image2284.wmf]2222222222

1111122111

2

AIABACHAHBABACAIHBHC

æö

=+++Þ+=--

ç÷

èø


	Ví dụ 7. Cho tam giác ABC vuông tại A đường cao AH. Gọi E, F là hình chiếu của H trên AB và AC. Chứng minh rằng: [image: image2285.wmf]3
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Áp dụng hệ thức lượng cho các tam giác vuông:
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	Ví dụ 8. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Kẻ HE vuông góc với AB, kẻ HF vuông góc với AC [image: image2287.wmf](
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 Gọi M, N lần lượt là hình chiếu E, F trên BC. Chứng minh: [image: image2288.wmf]4
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Sử dụng kết quả của ví dụ 7 ta được: [image: image2289.wmf]362
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Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông, ta có: [image: image2290.wmf](
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Mà ta có: [image: image2291.wmf](
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Từ (1) và (2) ta có: [image: image2292.wmf]624
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III. BÀI TẬP VẬN DỤNG
Bài 1. Cho hình vuông ABCD. Gọi I là một điểm nằm giữa A và B. Tia DI và tia CB cắt nhau ở K. Kẻ đường thẳng qua D, vuông góc với DI. Đường thẳng này cắt đường thẳng BC tại L. Chứng minh rằng:

a) Tam giác DIL là một tam giác cân.

b) Tổng [image: image2293.wmf]22
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 không đổi khi I thay đổi trên cạnh AB.
Bài 2. Cho tam giác ABC vuông tại A[image: image2294.wmf](
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. Trên cạnh AC lấy điểm B’ sao cho[image: image2295.wmf]'
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. Từ B’ kẻ đường thẳng song song với AC cắt AD tại điểm E. Chứng minh rằng: [image: image2296.wmf]2222
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Bài 3. Cho hình chữ nhật ABCD có [image: image2297.wmf].
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(k > 0, k không đổi). Qua điểm A kẻ đường thẳng bất kì cắt BC tại M cắt DC tại điểm I. Chứng minh rằng:[image: image2298.wmf](
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 không đổi.

Bài 4. Cho hình vuông ABCD cạnh a không đổi. Trên đoạn AD lấy điểm F sao cho [image: image2299.wmf].FD
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 (k > 0, k không đổi). Từ điểm F kẻ đường thẳng bất kì cắt BC tại điểm M, cắt DC tại điểm I. Chứng minh [image: image2300.wmf](
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 không đổi khi đường thẳng qua F thay đổi.

Bài 5. Cho hình vuông ABCD cạnh a không đổi, lấy E và F lần lượt trên DC và AD sao cho [image: image2301.wmf];
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 (m, n > 0, m và n không đổi). Từ F kẻ đường thẳng bất kì cắt BC tại M, cắt DC tại I. Từ E kẻ đường thẳng bất kì cắt AB tại N cắt BC tại K. Chứng minh: [image: image2302.wmf](
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Bài 6. Cho hình vuông ABCD cạnh a lấy E, F lần lượt trên cạnh DC và DA sao cho [image: image2303.wmf](
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. Từ F kẻ đường thẳng bất kì cắt BC tại M, cắt DC tại I. Từ E kẻ đường thẳng vuông góc với FI cắt AB tại N, cắt BC tại K. Chứng minh: [image: image2304.wmf]EKm
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Bài 7. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Gọi E và F lần lượt là hình chiếu của H trên AB và AC. Gọi I là giao điểm của AH và EF. Chứng minh rằng: [image: image2305.wmf].4..
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Bài 8. Cho tam giác ABC nhọn, hai đường cao BD và CE cắt nhau tại H. Trên đoạn HC và HB lần lượt lấy M và N sao cho [image: image2306.wmf]·
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 . Chứng minh [image: image2307.wmf]AMAN

=


Bài 9. Cho tam giác ABC vuông tại A, cạnh huyền BC không đổi. Gọi AH là đường cao của tam giác ABC. Gọi D và E lần lượt là hình chiếu của H trên AB và AC. Xác định hình dạng của tam giác ABC để diện tích ADHE đạt giá trị lớn nhất.
Bài 10. Cho tam giác ABC vuông cân tại A. Gọi M là trung điểm của AC. Đường thẳng qua A vuông góc với BM cắt BC tại D. Tính [image: image2308.wmf]DC
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Bài 11. Cho ABCD là hình thang có AB // CD sao cho tồn tại điểm O cách đều bốn cạnh của hình thang. Một đường thẳng qua O vuông góc với AB cắt AB và CD lần lượt tai E và F. Chứng minh [image: image2309.wmf]BEDF
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Bài 12. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH, kẻ HD vuông góc với AB, HE vuông góc với AC (D ( AB; E ( AC). Chứng minh rằng: [image: image2310.wmf]..ACHB.HC
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IV. HƯỚNG DẪN GIẢI

[image: image4595.jpg]


Bài 1.
a) (ADI = (CDL(g.c.g)

( [image: image2311.wmf]DIDL
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 ( (DIL cân.

b) Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác DLK vuông tại D:
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Bài 2.
Gọi C’ là giao điểm của B’D với BE như hình vẽ:

( ABC’B’ là hình vuông cạnh a.
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Từ đó suy ra đpcm.

Bài 3.
Qua A kẻ đường thẳng vuông góc với AM cắt cắt DC tại E. Ta thấy:

(ABM ~ (ADE(g.g)[image: image2315.wmf].
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Bài 4.
Theo bài 3 thì [image: image2317.wmf](
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FD

k

=

 nên [image: image2319.wmf](

)

2

22

111

.

FMa

kFI

+=

 không đổi

Bài 5.
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Theo bài 4 thì: [image: image2320.wmf](
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Bài 6.
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[image: image4600.png]HEERNOO-

12-Tirluyén Giditodn THCS theo chuyén &€ Béng thirc, bt déing thifc va céc bai ton ac tr trong hinh hoc - Nguyén Tat Thu_CB7.pdf - Foxit Reader

BT oM | COMMENT VW FORM  PROTECT SHARE HELP. [ e 4 B
(N Dot | TV Drtvae @ [2740% -|@ =) mercict | & TFonseme - 2 @k ) e Atachment
D% O oo T e | T om0 20 (8 g
_ B 0 v G P R L | e
Teds View Comment Create Protect | Links Insert
Start 12-Turluyén Gidi todn TH... X - ==
,
Ll Bai 5. Goi E 1a giao diém cta Al va DC.
C
m P B b
=
=
é
a
A4
D &' N E
Goi F 1a giao diém cta CI va AB.
Pt canh cta hinh vuéng ABCD la a.
« (ol row ooy SEEE won O —— @

FEEIER XANE <IE]

N5 @l o et B



Ta thấy (EHF là hình chữ nhật nên: [image: image2325.wmf]22
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Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông ABC, ta có
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Bài 8.
Áp dụng hệ thức cho tam giác ABM vuông tại M
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Áp dụng hệ thức cho tam giác ACN vuông tại N
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Do (ABD ~ (ACE [image: image2330.wmf](
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Từ (1), (2), (3) suy ra: [image: image2331.wmf]22
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Vậy [image: image2332.wmf]AMAN
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Bài 9.
Gọi AM là đường trung tuyến của tam giác ABC [image: image2333.wmf]2

BC

AM

Þ=

 không đổi

Áp dụng hệ thức trong tam giác AHB
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Áp dụng hệ thức trong tam giác AHC
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Vậy SADHE đạt giá trị lớn nhất khi H trùng với M hay ABC là tam giác vuông cân tại A

Bài 10.
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Kẻ thêm [image: image2337.wmf];
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Gọi H là giao điểm của AD với BM.

Vì BH // CK nên: [image: image2338.wmf](
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Áp dụng hệ thức vể cạnh và đường cao trong tam giác ta có:
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Thay vào (2) ta được: [image: image2342.wmf]1
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Bài 11.
Do AB // CD nên [image: image2343.wmf]µ
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 (AOD vuông tại O.

Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông. Ta có
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Vì theo tính chất tam giác bằng nhau nên:
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Bài 12.
Áp dụng hệ thức giữa cạnh và đường cao trong tam giác vuông ta có:
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Từ đó suy ra: [image: image2349.wmf]...
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BÀI TOÁN 9.

SỬ DỤNG ĐỊNH LÍ VAN AUBEL ĐỂ CHỨNG MINH ĐẲNG THỨC VÀ BẤT ĐẲNG THỨC

I. KIẾN THỨC CẦN NHỚ

1. Định lý Van Aubel:

Trên ba cạnh BC, CA, AB của tam giác ABC lần lượt lấy ba điểm M, N, K sao cho AM, BN, CK đồng quy tại E. Khi đó: [image: image2351.wmf]AEAKAN
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Chứng minh:

Cách 1:
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Áp dụng định lý Menelaus cho (ABM đối với ba điểm K, E, C thẳng hàng, ta có:
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Áp dụng định lý Menelaus cho (ACM đối với ba điểm B, E, N thẳng hàng, ta có:
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Từ (1) và (2) suy ra:[image: image2354.wmf].
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Cách 2: Từ A kẻ đường thẳng song song với BC cắt tia CK, tia BN lần lượt tại D và F.
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Áp dụng hệ quả định lý Thales, ta có: [image: image2355.wmf]AEADAF
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Áp dụng tính chất dãy tỉ số bằng nhau, ta được
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Áp dụng hệ quả định lý Thales, ta có:
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Cách 3.

Ta có
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Từ (1) và (2) suy ra [image: image2363.wmf]AKANAE
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2. Nhận xét:
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* Trường hợp: Điểm E nằm ngoài tam giác ABC, điểm M nằm trên cạnh BC còn điểm K, N là hai điểm nằm trên tia AB, tia AC, (hình 4) khi đó:

Ta có [image: image2364.wmf]ACEABEACEABEC
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Tương tự [image: image2366.wmf]AEB
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Suy ra [image: image2367.wmf]AECABEC
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Suy ra [image: image2368.wmf]AKANAE
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Như vậy, hệ thức của định lý Van Auhel không bị thay đổi do việc điểm E nằm bên trong hay bên ngoài tam giác ABC.

II. CÁC  VÍ DỤ

	Ví dụ 1. (Chứng minh tính chất trọng tâm của tam giác)

Cho (ABC có ba đường trung tuyến AM, BN, CK cắt nhau tại E. Khi đó [image: image2369.wmf]2
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Lời giải

(Bạn đọc tự vẽ hình)

Áp dụng định lý Van Aubel ta có: [image: image2370.wmf]1122
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Vậy [image: image2371.wmf]2
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Nhận xét: Bài này có thể chứng minh bằng sử dụng đường trung bình của tam giác.

	Ví dụ 2. Cho (ABC có[image: image2372.wmf];;
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 . Gọi I là tâm đường tròn nội tiếp (ABC, tia AI cắt BC tại A’. Chứng minh [image: image2373.wmf]'
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Lời giải
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Gọi tia CI cắt AB tại C’, tia BI cắt AC tại B’

Áp dụng định lý Van Aubel cho (ABC ta có:

[image: image2374.wmf]''
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Theo tính chất đường phân giác của tam giác thì:

[image: image2375.wmf]''
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Từ đó [image: image2376.wmf]'
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	Ví dụ 3. Trên ba cạnh BC, CA, AB của tam giác ABC lấy 3 điểm H, M, N sao cho AH, BM, CN đồng quy tại G. Gọi P, Q lần lượt là giao điểm của HN với BM và HM với CN. Tia AP, AQ cắt cạnh BC lần lượt tại E và F. Chứng minh rằng: [image: image2377.wmf]3.
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Lời giải
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Áp dụng định lý Van Aubel cho tam giác ABH với AE, BG, HN đồng quy:

[image: image2378.wmf](
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Áp dụng định lý Van Aubel cho tam giác AHC với AF, CG, HM đồng quy:

[image: image2379.wmf](
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Áp dụng định lý Van Aubel cho tam giác ABC với AH, CN, BM đồng quy

[image: image2380.wmf](
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Từ (1) (2) (3) suy ra: [image: image2381.wmf]3.
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Nhận xét:

- Trường hợp H là trung điểm BC thì MN // BC hay [image: image2382.wmf]6.
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- Trường hợp G là trung điểm AH thì [image: image2383.wmf]13
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	Ví dụ 4. Cho tam giác ABC, trên BC, CA, AB lần lượt lấy A’, B’, C’ sao cho AA’, BB’, CC’ đồng quy tại K. Gọi giao điểm của A’B’ với CC’ là N, giao điểm của A’C’ với BB’ là M. Tia AM, AN lần lượt cắt BC tại E và F. Chứng minh:

a) EN, FM, AA’ đồng quy tại I.
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Lời giải
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a) Áp dụng định lý Menelaus cho (ABE
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..1

''

''

.

''

AMEABC

MEABCA

AMCAAB

MEBCEA

=

Þ=


Áp dụng định lý Menelaus cho (AFC
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Khi đó [image: image2387.wmf]''''''
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[image: image2388.wmf]'''
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 (do AA’,BB’,CC’ đồng quy tại K)

Vì [image: image2389.wmf]'
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 theo định lý Ceva thì AA’, EN và FM đồng quy tại điểm I.

b) Áp dụng định lý Van Aubel cho (ABA', (ACA', (AEF ta được:
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Thay (1), (2) vào (3) ta được: [image: image2391.wmf](
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Áp dụng tiếp định lý Van Aubel cho tam giác ABC:  [image: image2392.wmf]''
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Thay vào (4) ta được [image: image2393.wmf]3.
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	Ví dụ 5. Cho K là điểm nằm trong tam giác ABC. Gọi D là giao điểm của AK với BC, E là giao điểm của BK với AC còn F là giao điểm của CK với AB. Chứng minh rằng [image: image2395.wmf]6
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Lời giải

Áp dụng định lý Van Aubel cho tam giác ABC:

[image: image2396.wmf];;
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Cộng hai vế của các đẳng thức ta được:
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(theo bất đẳng thức AM - GM)

Dấu “=” xảy ra khi K là trọng tâm của tam giác ABC.

Nhận xét: Lời giải sử dụng định lý Van Aubel rất tự nhiên và đơn giản hơn phương pháp sử dụng diện tích để chứng minh bài này!! 

	Ví dụ 6. Cho tam giác ABC có đường trung tuyến AD, gọi M là trung điểm AD, giao điểm của BM với AC là E, giao điểm của CM với AB là F. Chứng minh rằng: [image: image2398.wmf]1
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Lời giải

Áp dụng định lý Van Aubel và do D là trung điểm của BC nên:
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Áp dụng định lý Van Aubel và do M là trung điểm của AD nên:

[image: image2400.wmf](
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Từ (1) (2) và (3) ta có: [image: image2401.wmf]1
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III. MỘT SỐ BÀI TẬP ỨNG DỤNG CỦA ĐỊNH LÝ VAN AUBEL
Bài 1. Cho tam giác ABC nhọn nội tiếp (O), các đường thẳng AO, BO, CO cắt các cạnh BC, CA, AB lần lượt tại D, E, F. Đặt [image: image2402.wmf];;
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 . Chứng minh rằng [image: image2403.wmf]1yx11
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Bài 2. Cho P là điểm bên trong (ABC có thỏa mãn [image: image2404.wmf]PBCPAC
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 Gọi D, E, F lần lượt là giao điểm của AP với BC, BP với AC và CP với AB. Tính giá trị biểu thức [image: image2405.wmf]APPBCP

PDPEPF

++

 theo a, b, c
Bài 3. Cho tam giác ABC, trên ba cạnh BC, CA, AB lần lượt lấy 3 điểm D, E, F sao cho AD, BE, CF đồng quy tại P. Chứng minh rằng: [image: image2406.wmf](
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Bài 4. Cho tam giác ABC có [image: image2407.wmf];;
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 , và I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC, các tia AI, BI, CI lần lượt cắt BC, AC, AB tại A’ , B’ , C’ . Chứng minh rằng [image: image2408.wmf]8
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IV. HƯỚNG DẪN GIẢI

Bài 1. Sử dụng định lý Ceva: [image: image2409.wmf]..11
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Sử dụng định lý Van Aubel:
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Gọi A’ là trung điểm BC, sử dụng Thales:

[image: image2411.wmf]'
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Tương tự gọi B’ và C’ lần lượt là trung điểm AC và AB ta có:

[image: image2412.wmf]'''
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Sử dụng hệ thức Carnot thì: [image: image2413.wmf]'''
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Từ đó suy ra điều phải chứng minh.
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Bài 2. Sử dụng công thức tính diện tích tam giác:

[image: image2414.wmf]PAB
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Tương tự [image: image2415.wmf];
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Áp dụng định lý Van Aubel:
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Từ đó sẽ tính được giá trị của biểu thức [image: image2417.wmf]APPBCP
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Bài 3. Kí hiệu [image: image2418.wmf];;
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Sử dụng công thức tính diện tích tam giác ta có:

[image: image2419.wmf];;
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Sử dụng định lý Van Aubel ta có:

[image: image2420.wmf];;
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Hệ thức (*) cần chứng minh tương đương với:
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Đẳng thức cuối cùng luôn đúng, vậy nên đẳng thức (*) đã được chứng minh.

Bài 4.
Ta có [image: image2422.wmf]111
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Sử dụng định lý Van Aubel có kết quả ở ví dụ 2 ta được:
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Đặt [image: image2424.wmf];;
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 ta có
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Áp dụng bất đẳng thức “Trung bình cộng - Trung bình nhân” ta có:

[image: image2426.wmf]3
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Dấu = xảy ra khi ABC là tam giác đều.


MỘT SỐ BÀI TOÁN TRÍCH TRONG CÁC ĐỀ THI CHUYÊN VÀ HSG 
Bài 1. Cho đường tròn tâm O, bán kính R. Từ một điểm M ở ngoài đường tròn, kẻ hai tiếp tuyến MA và MB với đường tròn (A, B là các tiếp điểm). Qua A, kẻ đường thẳng song song với MO cắt đường tròn tại E (E khác A), đường thẳng ME cắt đường tròn tại F (F khác E), đường thẳng AF cắt MO tại N, H là giao điểm của MO và AB.

1) Chứng minh: Tứ giác MAOB nội tiếp đường tròn.
2) Chứng minh: [image: image2427.wmf]2

.

MNNFNA

=

 và [image: image2428.wmf]MNNH

=

.

3) Chứng minh: [image: image2429.wmf]2

2

1

HBEF
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-=


(Trích đề thi vào 10, Hải Dương, Năm học 2017 - 2018)
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1) [image: image2430.wmf]·
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Mà hai góc đối nhau nên tứ giác MAOB nội tiếp.

2) Chỉ ra [image: image2431.wmf]MNFANM

DD

∽

(g.g)

suy ra [image: image2432.wmf]2

.

MNNFNA

=


Chỉ ra [image: image2433.wmf]NFHAFH

DD

∽

 (g.g)

suy ra [image: image2434.wmf]2

.

NHNFNA

=


Vậy [image: image2435.wmf]22

MNNH

=

suy ra [image: image2436.wmf]MNNH

=

.

Có [image: image2437.wmf]MAMB

=

 (tính chất 2 tiếp tuyến cắt nhau) và [image: image2438.wmf]OAOBR

==

.

Suy ra MO là đường trung trực của AB, nên [image: image2439.wmf]AHMO

^

 và [image: image2440.wmf]HAHB

=

.

Xét hai tam giác [image: image2441.wmf]MAF

D

 và [image: image2442.wmf]MEA

D

 có:

[image: image2443.wmf]·
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 chung, [image: image2444.wmf]·

·

MAFAEF

=


nên [image: image2445.wmf]MAFMEA

DD

∽

 (g.g), suy ra [image: image2446.wmf]2

.

MAMF

MAMFME

MEMA

=Þ=


Áp dụng hệ thức lượng vào [image: image2447.wmf]D

 vuông MAO, có: [image: image2448.wmf]2

.

MAMHMO

=


Do đó: [image: image2449.wmf]..

MEMFMHMO

=

 hay [image: image2450.wmf]MEMO

MHMF

=


Suy ra [image: image2451.wmf]MFHMOE

DD

∽

, do đó [image: image2452.wmf]·

·

MHFMEO

=

.

Vì [image: image2453.wmf]·

BAE

 là góc vuông nội tiếp [image: image2454.wmf](

)

O

 nên E, O, B thẳng hàng.

Suy ra [image: image2455.wmf]·
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Nên [image: image2456.wmf]·
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Áp dụng hệ thức lượng vào tam giác vuông NHA, có:

[image: image2457.wmf]222

.
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3) Áp dụng hệ thức lượng vào tam giác vuông NHA, có:

[image: image2458.wmf]2
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HAFANA
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 và [image: image2459.wmf]2

.
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=


Mà [image: image2460.wmf]HAHB

=

 nên [image: image2461.wmf]22
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.

.
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,

suy ra [image: image2462.wmf]2

.

HBAFAN

=

 (vì [image: image2463.wmf]HAHB

=

)

Vì [image: image2464.wmf]//

AEMN

 nên [image: image2465.wmf]EFFA

MFNF

=

 (hệ quả của định lí Thales)

Nên suy ra [image: image2466.wmf]2

2
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 (đpcm)
Bài 2. Cho tam giác ABC, M là điểm bất kì nằm trong tam giác. Kéo dài AM cắt BC tại P, BM cắt AC tại Q, CM cắt AB tại K. Chứng minh rằng

[image: image2467.wmf]..8..
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(Trích đề thi vào 10 , Tỉnh Thái Bình, Năm học 2017 - 2018)
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Đặt [image: image2468.wmf];;
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. Ta có:

[image: image2469.wmf]22
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[image: image2470.wmf]2
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Suy ra [image: image2471.wmf]..8
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[image: image2472.wmf]..8..
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Dấu “=” xảy ra khi M là trọng tâm của tam giác ABC.[image: image2473.wmf]
Bài 3. Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn [image: image2474.wmf](

)

;

OR

. Gọi I là giao điểm AC và BD. Kẻ IH vuông góc với AB; IK vuông góc với AD ([image: image2475.wmf];

HABKAD

ÎÎ

).

1) Chứng minh tứ giác AHIK nội tiếp đường tròn.

2) Chứng minh rằng [image: image2476.wmf]..

IAICIBID

=

.

3) Chứng minh rằng tam giác HIK và tam giác BCD đồng dạng.
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4) Gọi S là diện tích tam giác ABD, S’ là diện tích tam giác HIK. Chứng minh rằng:

[image: image2477.wmf]2

2

4.

SHK

SAI

¢

£


(Trích đề thi vào 10, Tỉnh Phú Thọ, năm học 2017 - 2018)
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1) Tứ giác AHIK có: [image: image2478.wmf]·
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Do đó tứ giác AHIK nội tiếp.

2) Xét [image: image2481.wmf]IAD

D

 và [image: image2482.wmf]IBC

D

 có:

[image: image2483.wmf]µ
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 (2 góc nội tiếp cùng chắn  cung DC của [image: image2484.wmf](

)

O

)

[image: image2485.wmf]·

·
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 (2 góc đối đỉnh),

suy ra [image: image2486.wmf]IADIBC

DD

∽

 (g.g)

do đó [image: image2487.wmf]..

IAID

IAICIBID

IBIC

=Þ=


3) Xét đường tròn ngoại tiếp tứ giác AHIK có [image: image2488.wmf]µ

µ

11

AH

=

 (2 góc nội tiếp cùng chắn cung IK)
Mà [image: image2489.wmf]µ
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Chứng minh tương tự, ta được [image: image2490.wmf]µ

µ

11

KD

=


Xét [image: image2491.wmf]HIK

D

 và [image: image2492.wmf]BCD

D

 có:[image: image2493.wmf]µ
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 nên [image: image2494.wmf]HIKBCD
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4) Gọi [image: image2495.wmf]1

S

 là diện tích của [image: image2496.wmf]BCD

D

. Vì [image: image2497.wmf]HIKBCD
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 nên:
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Vẽ [image: image2499.wmf],//

CFIC

AEBDCFBDAECF

AEIA

^^ÞÞ=


[image: image2500.wmf]ABD

D

 và [image: image2501.wmf]BCD

D

 có chung cạnh đáy BD nên:

[image: image2502.wmf]11
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     (2)

Từ (1) và (2) suy ra
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 (đpcm).

Bài 4. Cho tam giác ABC vuông tai A đường cao AH đường tròn tâm E đường kính BH cắt AB tại M (M khác B), đường tròn tâm F đường kính HC cắt AC tại N (N khác C)

1) Chứng minh [image: image2504.wmf]..

AMABANAC

=

 và [image: image2505.wmf]2

.

ANACMN

=

.

2) Gọi I là trung điểm của EF, O là giao điểm của AH và MN. Chứng minh IO vuông góc với đường thẳng MN.

3) Chứng minh [image: image2506.wmf](

)
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.

(Trích đề thi vào 10, Tỉnh Nam Định, Năm học 2017 - 2018)
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1) Ta có [image: image2507.wmf]·

·

90
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(các góc nội tiếp chắn nửa đường tròn), suy ra [image: image2508.wmf],

HMABHNAC

^^

.

Áp dụng hệ thức lượng vào tam giác vuông AHB và AHC, có

[image: image2509.wmf]2

.

AHAMAB

=

 và [image: image2510.wmf]2

...

AHANACAMABANAC
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Mặt khác, tứ giác AMHN có ba góc vuông nên là hình chữ nhật khi đó [image: image2511.wmf]2

.
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2) Tứ giác AMHN là hình chữ nhật, có O là giao điểm của AH và MN. Suy ra O là trung điểm của AH và MN. Khi đó [image: image2512.wmf]EMOEHO

D=D

 (c.c.c)

[image: image2513.wmf]·
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[image: image2514.wmf]EMMN
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Chứng minh tương tự ta có [image: image2515.wmf]FNMN

^

.

Suy ra [image: image2516.wmf]//
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 là hình thang vuông.

Mà OI là đường trung bình của hình thang vuông MEFN nên [image: image2517.wmf]OIMN

^

.

3) Đặt [image: image2518.wmf],,
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 lần lượt là bán kính của đường tròn [image: image2519.wmf](
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E

 và [image: image2520.wmf](
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.

Ta có [image: image2521.wmf](
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[image: image2522.wmf](
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Vậy [image: image2525.wmf](
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Bài 5. Cho nửa đường tròn tâm O đường kính AB và C là một điểm trên nửa đường tròn (C khác A và B). Trên cung AC lấy điểm D (D khác A và C). Gọi H là hình chiếu vuông góc của C trên AB và E là giao điểm của BD và CH.

1) Chứng minh ADEH là tứ giác nội tiếp.

2) Chứng minh rằng [image: image2526.wmf]·

·

ACOHCB

=

 và [image: image2527.wmf]...

ABACACAHCBCH

=+


3) Trên đoạn OC lấy điểm M sao cho [image: image2528.wmf]OMCH

=

. Chứng minh rằng khi C chạy trên nửa đường tròn đã cho thì M chạy trên một đường cố định.

(Trích đề thi vào 10 TP Đà Nẵng, năm học 2017 - 2018)
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1) Ta có: [image: image2529.wmf]·
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 (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn)

và [image: image2530.wmf]·

90

AHE

=°

 (do [image: image2531.wmf]CHAB

^

)

Suy ra [image: image2532.wmf]·

·

180

ADEAHE

+=°

 suy ra, tứ giác ADEH nội tiếp.

2) Ta có: [image: image2533.wmf]·

·

ACOCAO

=

 ([image: image2534.wmf]OAC

D

 cân tại O).

[image: image2535.wmf]·

·

ACOHCB

=

 (cùng phụ [image: image2536.wmf]·

CBH

).
Suy ra: [image: image2537.wmf]·

·

ACOHCB

=

.

Xét [image: image2538.wmf]ACB

D

 và [image: image2539.wmf]CHB

D

 có: [image: image2540.wmf]·

·
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, [image: image2541.wmf]·
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 chung.

Suy ra [image: image2542.wmf]..
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CHBH
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∽

 (*)

Mà [image: image2543.wmf]BHABAH

=-

 thay vào (*) ta được:

[image: image2544.wmf]...

ACABACAHCBCH

=+

 (đpcm).

3) Gọi K là điểm chính giữa cung AB (chứa điểm C).

Suy ra [image: image2545.wmf]//

OKABOKHC

^Þ

.

Xét [image: image2546.wmf]OMK

D

 và [image: image2547.wmf]CHO

D

 có:

[image: image2548.wmf]·

·

MOKHCO

=

  (so le trong), [image: image2549.wmf]OMCH

=

 (giả thiết), [image: image2550.wmf]OKCO

=

 (cùng bằng bán kính). Suy ra [image: image2551.wmf]OMKCHO

D=D

 (c.g.c).

Suy ra [image: image2552.wmf]·

·
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=

 (hai góc tương ứng bằng nhau)

Mà [image: image2553.wmf]·

·
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Vậy M chạy trên đường tròn đường kính OK cố định. (đpcm).

Bài 6. Cho hình vuông ABCD nội tiếp đường tròn [image: image2554.wmf](

)

O

. Điểm M thuộc cung nhỏ CD của [image: image2555.wmf](

)

O

, M khác C và D. MA cắt DB, DC theo thứ tự X, Z; MB cắt CA, CD tại Y, T; CX cắt DY tại K.

1) Chứng minh rằng:  [image: image2556.wmf]·

·

·

·

,

MXTTXCMYZZYD

==

 và [image: image2557.wmf]·

135
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.

2) Chứng minh rằng: [image: image2558.wmf]1

KXKYZT

MXMYCD

++=

.

3) Gọi I là giao điểm của MK và CD. Chứng minh rằng XT, YZ, OI cùng  đi qua tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác KZT.

(Trích đề thi vào 10 Chuyên Toán, ĐHSP HN, năm học 2012 - 2013)
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a) Ta có [image: image2559.wmf]·

¼

»
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DXMsdDMsdABDTM
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 nên tứ giác DXTM nội tiếp.

Mà [image: image2560.wmf]·

·
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DMTDXT
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Suy ra [image: image2561.wmf]TXBD

^

, mà [image: image2562.wmf]D//

ACBTXAC
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Do đó [image: image2563.wmf]·
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MXTZACXCATXC

===


Tương tự, tứ giác MCYZ nội tiếp

Suy ra [image: image2564.wmf]//

ZYBD

 nên [image: image2565.wmf]·
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·

·

MYZMBDBDYZYD

===


Ta có tứ giác ADZY nội tiếp nên [image: image2566.wmf]·

·

·

YDCYAZMDC

==


Tương tự tứ giác BCTX nội tiếp nên [image: image2567.wmf]·

·

·

XCDXBMMCD

==


Nên [image: image2568.wmf](

)

·

·

..135

DMCDKCgcgDKCDMC
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Ta có [image: image2569.wmf]·

·

·

18045

XKDDKCDMX

=°-=°=

 nên tứ giác DXKM nội tiếp.

Mà DXTM nội tiếp nên 5 điểm D, X, K, T, M cùng nằm trên một đường tròn tâm E đường kính DT.

Tương tự 5 điểm Y, K, Z, M, C nằm trên đường tròn tâm F đường kính ZC suy ra [image: image2570.wmf]..

XKXCXZXM

=


Suy ra [image: image2571.wmf]XKXZXZDZDZ

XMXCXABADC

====


Tương tự [image: image2572.wmf]YKCT

YMCD

=

 nên [image: image2573.wmf]1

XKKYZTDZCTZT

XMYMCDCD
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++==


c) Gọi H là giao điểm XT và YZ. Ta chứng minh H là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác KZT.

Ta có [image: image2574.wmf]·

·

45

HZTHTZHTHZ

==°Þ=

        (1)

Tứ giác KHZX nội tiếp, nên:

[image: image2575.wmf]·

·

·

·

HKZHXZHXKHZHHKHZ

===Þ=

          (2)

Từ (1) và  (2) suy ra H là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác KZT.

Gọi giao điểm của XC và YZ là F.

Do [image: image2576.wmf]·

90

FKZ

=°

 nên F, H, Z thẳng hàng.

Tương tự, gọi XT giao ID tại E. Ta có E, H, T thẳng hàng

[image: image2577.wmf]HEFCOD

DD
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 suy ra [image: image2578.wmf]HFEFHTFT

OCCDOCCB

===


Vì [image: image2579.wmf]//

FTBC

 nên [image: image2580.wmf]FTITHTIT

BCICOCIC

=Þ=

, mà [image: image2581.wmf]·

·
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Nên suy ra [image: image2582.wmf]ITHIOC

DD

∽

 do đó [image: image2583.wmf]·

·

HTIOCT

=

, hay O, I, H thẳng hàng.

Bài 7. Cho tam giác ABC vuông tại A, nội tiếp trong đường tròn [image: image2584.wmf](

)

O

. Trên cung BC không chứa A, lấy điểm M tuỳ ý (M khác C). P là điểm trên cạnh BC sao cho [image: image2585.wmf]·

·

BAMPAC

=

. Trên các tia AB, AC lấy lần lượt các điểm E, F sao cho [image: image2586.wmf]BECFBC

==

.

1) Chứng minh: [image: image2587.wmf]ABPAMC

DD

∽

 và [image: image2588.wmf]...

MCABMBACMABC
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.

2) Chứng minh [image: image2589.wmf]..

MBAEMCAF

MAMBMC

BC

+

++=


3) Xác định vị tri điểm N trên đường tròn [image: image2590.wmf](

)

O

 để tổng [image: image2591.wmf]NANBNC

++

 lớn nhất.

(Trích đề thi vào 10 Chuyên Toán, Quảng Bình, năm học 2012 - 2013)
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Ta có: [image: image2592.wmf]·

·
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 (cùng chắn cung AC)

[image: image2593.wmf]·
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Nên: [image: image2594.wmf]ABPAMC

DD
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Suy ra: [image: image2595.wmf]..

ABBP
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   (1)

Mặt khác: [image: image2596.wmf]·

·

·

·

,

BMABCABAMPACABMAPC
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[image: image2597.wmf]..
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    (2)

Từ (1) và (2) suy ra: [image: image2598.wmf]...

MCABMBACMABC
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Từ kết quả câu a) ta có: [image: image2599.wmf]..

ACAB
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Do đó: [image: image2600.wmf].11
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[image: image2602.wmf]..
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[image: image2603.wmf]..
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Xét trường hợp N thuộc cung BC không chứa A.

- Nếu N khác C theo kết quả câu b) ta có

[image: image2604.wmf]..

NBAENCAF

NANBNC

BC

+

++=

          (3)

- Nếu N trùng C, ta thấy (3) vẫn đúng.

Mặt khác [image: image2605.wmf](
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[image: image2606.wmf](
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     (4)

Từ (3) và (4) suy ra [image: image2607.wmf]NANBNCEF

++£


Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi [image: image2608.wmf]..

NBAFNCAE

=

 hay [image: image2609.wmf]·

·

NBCAEF

=

.

Xét trường hợp N thuộc cung BC chứa A. Lấy N’ đối xứng N qua BC, khi đó N’ thuộc cung BC không chứa A, [image: image2610.wmf],,

NANANBNBNCNC

¢¢¢

<==

.

Áp dụng trường hợp trên ta có:

[image: image2611.wmf]NANBNCNANBNCEF

¢¢¢

++<++£


Vậy trong mọi trường hợp thì [image: image2612.wmf]NANBNC

++

 có giá trị lớn nhất là EF, đạt được khi [image: image2613.wmf]·

·
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Bài 8. Cho tam giác OAB vuông cân tại O với [image: image2614.wmf]2

OAOBa

==

. Gọi [image: image2615.wmf](

)

O

 là đường tròn tâm O bán kính a. Tìm điểm M thuộc [image: image2616.wmf](

)

O

 sao cho [image: image2617.wmf]2

MAMB

+

 đạt giá trị nhỏ nhất.
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(Trích đề thi vào 10 Chuyên Toán, TP HCM, năm học 2010 - 2011)
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Đường thẳng OA cắt [image: image2618.wmf](

)

O

 tại C và D, B

với C là trung điểm của OA. Gọi E là

trung điểm của OC.

* Trường hợp M không trùng với C và D.

Hai tam giác OEM và OMA đồng dạng

(do [image: image2619.wmf]·

·

1

,

2

OMOE

MOEAOM

OAOM

===

)

Suy ra [image: image2620.wmf]1

2.

2

MEOM

MAEM
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==Þ=


* Trường hợp M trùng với C: [image: image2621.wmf]2.2.

MACAECEM

===


* Trường hợp M trùng với D: [image: image2622.wmf]2.2.

MADAEDEM

===


Vậy ta luôn có [image: image2623.wmf]2.

MAEM

=

. Do đó

[image: image2624.wmf](

)

2.22.
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Dấu “=” xảy ra khi M là giao điểm của đoạn BE với đường tròn [image: image2625.wmf](

)

O

.

Vậy [image: image2626.wmf]2.

MAMB

+

 nhỏ nhất khi M là giao điểm của đoạn BE với đường tròn [image: image2627.wmf](

)

O

.

Bài 9. Cho ba điểm A, M, B phân biệt, thẳng hàng và M nằm giữa A, B. Trên cùng một nửa mặt phẳng bờ là đường thẳng AB, dựng hai tam giác đều AMC và BMD. Gọi P là giao điểm của AD và BC.

1) Chứng minh AMPC và BMPD là các tứ giác nội tiếp.

2) Chứng minh [image: image2628.wmf]..

CPCBDPDAAB

+=

.

3) Đường thẳng nối tâm của hai đường tròn ngoại tiếp hai tứ giác AMPC và BMPD cắt PA, PB tương ứng tại E, F. Chứng minh CDFE là hình thang.

(Trích đề thi vào 10 Chuyên Toán (Vòng 1), ĐHSP Hà Nội, năm học 2016-2017)
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1) Vì [image: image2629.wmf]·
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- Xét [image: image2630.wmf]CMB

D

 và [image: image2631.wmf]AMD
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 có
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Suy ra AMPC và BMPD là các tứ giác nội tiếp.

2) Vì AMPC là tứ giác nội tiếp nên

[image: image2634.wmf]·

·

·

180120

CPMCAMCMB

=°-=°=


[image: image2635.wmf](g.g)
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[image: image2636.wmf]2
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Tương tự [image: image2637.wmf].
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Vậy [image: image2638.wmf]..
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+=+=+=


3) Ta có EF là đường trung trực của PM

[image: image2639.wmf]EBEM

Þ=

, suy ra [image: image2640.wmf]EPM

D

 cân tại E

Mặt khác [image: image2641.wmf]·

·

60

EPMACM
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 (do AMPC là tứ giác nội tiếp)

nên [image: image2642.wmf]EPM

D

 đều, nên [image: image2643.wmf]PMPE

=

.

Tương tự  [image: image2644.wmf]PFPM

=

.

Ta có [image: image2645.wmf]//

CMDB

 nên [image: image2646.wmf]·

·

PCMPBD
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Mà BMPD là tứ giác nội tiếp nên [image: image2647.wmf]·

·

PBDPMD

=

.

Suy ra [image: image2648.wmf]·

·
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Ta lại có [image: image2649.wmf]·

·
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[image: image2650.wmf](g.g)
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Theo định lý Thales đảo ta có [image: image2651.wmf]//

CEDF

, suy ra CDFE là hình thang.

Bài 10. Cho tam giác ABC. Trên các cạnh BC, CA, AB lần lượt lấy các điểm D, E, F. Gọi [image: image2652.wmf](

)

1

d

 là đường thẳng qua D và vuông góc với BC, [image: image2653.wmf](

)

2

d

 là đường thẳng qua E và vuông góc với CA, [image: image2654.wmf](

)

3

d

 là đường thẳng qua F và vuông góc với AB. Chứng minh rằng [image: image2655.wmf](

)

(

)

12

,

dd

 và [image: image2656.wmf](

)

3

d

 đồng quy khi và chỉ khi có đẳng thức sau: [image: image2657.wmf](
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.

(Trích đề thi vào lớp 10 Chuyên Toán THTH, ĐHSP TP HCM năm học 2014 - 2015)
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Gọi M là giao điểm của [image: image2658.wmf](

)

1

d

 và [image: image2659.wmf](

)

2

d

 và  [image: image2660.wmf]F

¢

 là hình chiếu của M lên AB.
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Ta có

[image: image2661.wmf](
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[image: image2666.wmf]2222
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[image: image2667.wmf]0
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        (1)

Mà [image: image2668.wmf]FAFBFAFBAB
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nên [image: image2669.wmf](

)
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 đồng quy.

Bài 11. Cho hai đường tròn [image: image2670.wmf](

)
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;

OR

 và [image: image2671.wmf](

)

22

;

OR

 với [image: image2672.wmf]12

RR

>

 tiếp xúc trong với nhau tại A. Đường thẳng cắt [image: image2673.wmf](

)

11

;

OR

 và [image: image2674.wmf](

)

22

;

OR

 lần lượt tại B và C khác A . Đường thẳng đi qua trung điểm D của BC vuông góc với BC cắt [image: image2675.wmf](

)

11

;

OR

 tại P và Q.

1) Chứng minh C là trực tâm tam giác APQ.

2) Chứng minh [image: image2676.wmf]222
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.

3) Giả sử [image: image2677.wmf]1234

;;;

DDDD

 lần lượt là hình chiếu vuông góc của D xuống các đường thẳng [image: image2678.wmf];;;
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(Trích đề thi vào 10 Chuyên Toán (Vòng 1) Lê Hồng Phong, Nam Định, năm 2014 - 2015)
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[image: image4626.png]


1) Gọi M là giao điểm của AP với đường tròn [image: image2680.wmf](

)

2

O

.

Ta có PBQC là hình thoi, nên [image: image2681.wmf]//

QCBP

, mà [image: image2682.wmf]//

CMBP

 (cùng vuông góc với AP) nên ta có Q, C, M thẳng hàng. Tam  giác APQ có hai đường cao AD và QM cắt nhau tại C nên C là trực tâm tam giác APQ.

2) Ta chứng minh được DM là tiếp tuyến của đường tròn [image: image2683.wmf](
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.

Ta có [image: image2684.wmf]2222
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Mặt khác [image: image2685.wmf]221
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Nên ta có [image: image2686.wmf]222
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3) Ta Chứng minh được [image: image2687.wmf]1423
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nên [image: image2688.wmf](
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[image: image2689.wmf](
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Ta có [image: image2690.wmf]222
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Tương tự: [image: image2691.wmf]2

2.

2

DADP

APDD
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. Từ đó, ta có điều phải chứng minh.

Đẳng thức xảy ra khi [image: image2692.wmf]DADBDP
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.

Bài 12. Cho [image: image2693.wmf]ABC

D

 nội tiếp đường tròn [image: image2694.wmf](
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O

. Đường cao [image: image2695.wmf]111
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 của tam giác ABC cắt nhau tại H. Đường thẳng [image: image2696.wmf]1
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 cắt [image: image2697.wmf](
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O

 tại [image: image2698.wmf]KA
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.

1) Chứng minh rằng: [image: image2699.wmf]1

A

 là trung điểm HK.

2) Tính [image: image2700.wmf]111
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.

3) Gọi M là hình chiếu vuông góc của O lên BC. Đường thẳng [image: image2701.wmf]1

BB

 cắt [image: image2702.wmf](

)

O

 tại giao điểm thứ hai là E, đường thẳng [image: image2703.wmf]1

MB

 cắt AE tại N.

Chứng minh rằng: [image: image2704.wmf]2
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(Trích đề thi vào 10 Chuyên Toán (Vòng 2) Lê Hồng Phong, Nam Định, năm 2014 - 2015)
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1)Ta có [image: image2705.wmf]µ
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 nên [image: image2706.wmf]CHK

D

 cân tại C.

[image: image4627.png]Hinh 5



Mà [image: image2707.wmf]1

CA

 là đường cao nên [image: image2708.wmf]1

CA

 là đường trung trực, suy ra [image: image2709.wmf]1
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 là trung điểm của HK.

2) Ta có:
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3) Từ giả thiết ta có M là trung điểm BC, suy ra [image: image2714.wmf]1
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Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông ta có:
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Bài 13. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn [image: image2717.wmf](
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. Lấy điểm D trên cung BC không chứa điểm A (D khác B, C). Gọi H, I, K lần lượt là hình chiếu vuông góc của D trên các đường thẳng BC, CA và AB. Chứng minh: [image: image2718.wmf]BCACAB
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(Trích đề thi vào 10 Chuyên Nguyễn Du, Đăk Lắk, năm học 2014 - 2015)
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Ta có các tứ giác BHDK, DHIC, ABDC nội tiếp [image: image2719.wmf]·
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[image: image2722.wmf],,
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Mặt khác [image: image2723.wmf]·
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Do đó, ta có:

[image: image2727.wmf]BCBHHCAIAKAIABBK
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Bài 14. Cho hai đường tròn [image: image2729.wmf](
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 cắt nhau tại A và B. Từ điểm C thuộc tia đối của tia AB kẻ hai tiếp tuyến đến [image: image2730.wmf](
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 tại D và E, E nằm trong [image: image2731.wmf](
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. Các đường thẳng AD, AE cắt [image: image2732.wmf](
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 tại điểm thứ hai tương ứng là M, N. Gọi I là giao điểm của DE và MN.

1) Chứng minh rằng tứ giác BEIN nội tiếp và [image: image2733.wmf]BINBDA
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2) Chứng minh rằng [image: image2734.wmf]22
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3) Chứng minh rằng I là trung điểm của MN.

(Trích đề thi vào Chuyên Toán (Vòng 2), ĐHV, năm học 2015-2016)
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1) Vì tứ giác ABNM nội tiếp nên [image: image2735.wmf]·
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Vì tứ giác DAEB nội tiếp nên [image: image2736.wmf]·
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Từ (1) và (2) suy ra tứ giác BEIN nội tiếp.

Theo chứng minh trên, [image: image2737.wmf]·
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Ta lại có [image: image2738.wmf]·
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 (do các tứ giác BEIN, AEBD nội tiếp).

Suy ra [image: image2739.wmf]BINBDA
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2) Vì CD là tiếp tuyến của [image: image2740.wmf](
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 nên [image: image2741.wmf]2
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Lại có, từ [image: image2743.wmf](
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Từ (3) và (4) suy ra [image: image2744.wmf]22
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3) Tương tự câu b) ta có [image: image2745.wmf]22
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Suy ra [image: image2746.wmf]EADA
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                                   (5)

Từ câu 1), [image: image2747.wmf]INDA
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Tương tự ta có [image: image2748.wmf]IMEA
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Từ (5), (6), (7) suy ra [image: image2749.wmf]IMIN

=

, hay I là trung điểm của MN.

Bài 15.

1) Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn [image: image2750.wmf](
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, có góc A nhọn và [image: image2751.wmf]ABAC
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. Tia phân giác của góc [image: image2752.wmf]·
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 cắt đường tròn [image: image2753.wmf](
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 tại D (D khác A) và cắt tiếp tuyến tại B của đường tròn [image: image2754.wmf](
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 tại E. Gọi F là giao điểm của BD và AC

a) Chứng minh EF song song với BC.

b) Gọi M là giao điểm của AD và BC. Các tiếp tuyến tại B, D của đường tròn [image: image2755.wmf](
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 cắt nhau tại N. Chứng minh rằng: [image: image2756.wmf]111
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2) Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp đường tròn [image: image2757.wmf](
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, đường cao AH. Gọi M là giao điểm của AO và BC. Chứng minh [image: image2758.wmf]2
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(Trích đề thi vào 10 Chuyên Hưng Yên, năm học 2015 - 2016)
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1) a) Do [image: image2759.wmf]·
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Nên [image: image2762.wmf]·
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, mà đây là hai góc trong cùng phía nên
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2) Kẻ đường kính AP

Dễ dàng chứng minh được:

[image: image2772.wmf]AHBACP
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 nên: [image: image2773.wmf]HBAH
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Suy ra: [image: image2775.wmf].
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Suy ra: [image: image2776.wmf].
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Suy ra: [image: image2780.wmf].
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Cộng lại, ta có: [image: image2782.wmf].2.
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Bài 16. Cho tam giác ABC có ba góc nhọn, nội tiếp đường tròn [image: image2783.wmf](
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. Các đường cao AM, BN, CP của tam giác ABC cùng đi qua điểm H. Gọi Q là điểm bất kì trên cung nhỏ BC (Q khác B và C). Gọi E, F theo thứ tự là điểm đối xứng với Q qua AB và AC.

1) Chứng minh [image: image2784.wmf]..

MHMAMPMN
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.

2) Chứng minh ba điểm E, H ,F thẳng hàng.

3) Gọi J là giao điểm của QE và AB, I là giao điểm của QF và AC. Tìm vị trí của điểm Q trên cung nhỏ BC để [image: image2785.wmf]ABAC
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nhỏ nhất.

(Chuyên Toán TP Hà Nội, năm học 2015 - 2016)
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1) Dễ dàng thấy rằng các tứ giác CNHM, BMHP nội tiếp. Cho nên [image: image2786.wmf]·
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Mặt khác tứ giác ANMB nội tiếp nên [image: image2791.wmf]·
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Từ (1) và (2) ta suy ra

[image: image2792.wmf]HMNPMA

DD

∽
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Mặt khác do tính chất đối xứng ta có [image: image2798.wmf]AFAQAE
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Do đó ta được [image: image2801.wmf]·
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 hay ba điểm E, H, F thẳng hàng.

3) Trước hết thấy rằng [image: image2802.wmf].2,.2
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P

QJQI

=+


Khi đó áp dụng BĐT Cauchy-Shwarz ta có:
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image2806.wmf]QIQJ
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.

Mặt khác nếu gọi G là điểm chính giữa của cung nhỏ BC thì luôn có
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Vậy [image: image2809.wmf]ABAC
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 nhỏ nhất khi và chỉ khi Q là điểm chính giữa của cung nhỏ BC.

Bài 17. Cho tam giác ABC nhọn, có trực tâm H và nội tiếp đường tròn tâm O. Gọi D, E, F tương ứng là các chân đường cao của tam giác ABC kẻ từ A, B, C. Gọi M là giao điểm của tia AO và cạnh BC. Gọi N, P tương ứng là hình chiếu vuông góc của M trên các cạnh CA, AB.

1) Chứng minh: [image: image2810.wmf]..
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.

2) Chứng minh tứ giác FENP nội tiếp.

3) Chứng minh rằng: [image: image2811.wmf]2
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(Trích đề thi vào 10 Chuyên Toán, Vĩnh Phúc, năm học 2015 - 2016)
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(do tứ giác HFAE, PMNA nội tiếp).

Do đó [image: image2814.wmf]PMNEHF
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2) Từ phần 1) thì
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Nên tứ giác FENP nội tiếp.
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Bài 18. Cho đường tròn [image: image2822.wmf](
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;

OR

 và dây BC cố định không đi qua tâm. Trên tia đối của tia BC lấy điểm A (A khác B). Từ A kẻ hai tiếp tuyến AM và AN với đường tròn [image: image2823.wmf](

)

O

 (M và N là các tiếp điểm). Gọi I là trung điểm của BC.

1) Chứng minh A, O, M, N, I cùng thuộc một đường tròn và IA là tia phân giác của góc [image: image2824.wmf]·
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.

2) Gọi K là giao điểm của MN và BC. Chứng minh [image: image2825.wmf]211
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.

3) Đường thẳng qua M và vuông góc với đường thẳng ON cắt [image: image2826.wmf](
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O

 tại điểm thứ hai là P. Xác định vị trí của điểm A trên tia đối của tia BC để AMPN là hình binh hành.

(Chuyên Nguyễn Trãi, Hải Dương, năm học 2015 - 2016)
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1) Theo giả thiết [image: image2827.wmf]·
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 5 điểm A, O, M, N, I thuộc đường tròn đường kính AO
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2) [image: image2833.wmf](
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[image: image2836.wmf]ABN
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Tam giác [image: image2840.wmf]AMO
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Do đó AMPN là hình bình hành [image: image2845.wmf]2
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Tam giác ANO đồng dạng với [image: image2846.wmf]2
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Vậy A thuộc BC, cách O một đoạn bằng 2R thì AMPN là hình bình hành.

Bài 19. Cho đường tròn tâm O đường kính BC, A là điểm di chuyển trên đường tròn [image: image2855.wmf](

)

O

 (A khác B và C). Kẻ AH vuông góc với BC tại H. M là điểm đối xứng của điểm A qua điểm B.

1) Chứng minh điểm M luôn nằm trên một đường tròn cố định.

2) Đường thẳng MH cắt [image: image2856.wmf](
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O

 tại E và F (E nằm giữa M và F). Gọi I là trung điểm của HC, đường thẳng AI cắt [image: image2857.wmf](
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 tại G (G khác A). Chứng minh: [image: image2858.wmf]22222
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.

3) Gọi P là hình chiếu vuông góc của H lên AB. Tìm vị trí của điểm A sao cho bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác BCP đạt giá trị lớn nhất.

(Trích đề thi vào 10 Chuyên Toán, Nguyễn Trãi, Hải Dương, năm học 2016-2017)

LỜI GIẢI

[image: image4635.png]A

&\

-




1) Lấy K là điểm đối xứng của O qua B, vì B và O cố định nên K cố định. Tứ giác OAKM là hình bình hành nên [image: image2859.wmf]KMOA
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.

Do [image: image2860.wmf]2

BC

OA

=

 không đổi.

[image: image2861.wmf]Þ

 M nằm trên đường tròn tâm K, bán kính [image: image2862.wmf]2

BC

.

2) Xét [image: image2863.wmf]AHB

D

 và [image: image2864.wmf]CHA

D

 có

[image: image2865.wmf]·

·

·

·

90,

BHCBHABAHACB

==°=

 (cùng phụ với [image: image2866.wmf]·

ABC

)

[image: image2867.wmf]AHBCHA

ÞDD

∽

.

Gọi S là trung điểm của AH, I là trung điểm của HC nên

[image: image2868.wmf]·

·

ABSCAIABSCAI

ÞDDÞ=

∽


Ta lại có BS là đường trung bình của [image: image2869.wmf]AMH

D


[image: image2870.wmf]·

·

·

·
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BSMHABSAMHAMHCAI

Þ=Þ=


Mà [image: image2871.wmf]·

·

·

·

9090

CAIMAIAMHMAIAIMF

+=°Þ+=°Þ^


Xét tứ giác AEGF nội tiếp [image: image2872.wmf](

)

O

, có [image: image2873.wmf]AGEF

^


Kẻ đường kính AD, do [image: image2874.wmf]GDAG

^

 và [image: image2875.wmf]EFAG

^

 nên [image: image2876.wmf]//

EFGD

, do đó tứ giác nội tiếp EFGD là hình thang cân

[image: image2877.wmf]222222

FGEDAEFGAEEDADBC

Þ=Þ+=+==


Tương tự ta chứng minh được: [image: image2878.wmf]222

AFEGBC

+=


Vậy [image: image2879.wmf]22222

2

AEFGAFEGBC

+++=

.

3) Gọi Q là hình chiếu của H trên [image: image2880.wmf]AC

Þ

 Tứ giác APHQ là hình chữ nhật (S là tâm)

[image: image2881.wmf]·

·

·

AQPAHPABC

Þ==


nên tứ giác BPQC nội tiếp.

Đường trung trực của các đoạn thẳng PQ, BC, QC cắt nhau tại O’ thì O’ là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác BCP.

[image: image4636.png]


Có OO’ // AH vì cùng vuông  góc với BC.

[image: image2882.wmf]OAPQ

^

 và [image: image2883.wmf]OSPQ

¢

^


[image: image2884.wmf]//

OSOA

¢

Þ

 nên tứ giác ASO’O là hình hình hành

[image: image2885.wmf]2

AH

OOAS

¢

Þ==


Trong trường hợp A nằm chính giữa cung BC thì ta vẫn có:

[image: image2886.wmf]2

AH

OOAS

¢

==


Tam giác OO’C vuông tại O nên

[image: image2887.wmf]2

2

4

AH

OCOC

¢

=+


Do OC không đổi nên O’C lớn nhất khi AH lớn nhất

[image: image2888.wmf]Û

 A chính giữa cung BC.

Bài 20. Cho đường tròn tâm O, bán kính R. Từ một điểm M ở ngoài đường tròn kẻ hai tiếp tuyến MA và MB với đường tròn (A, B là các tiếp điểm). Qua A kẻ đường thẳng song song với MO cắt đường tròn tại E (E khác A), đường thẳng ME cắt đường tròn tại F (F khác E), đường thẳng AF cắt MO tại N, H là giao điểm của MO và AB.

1) Chứng minh: Tứ giác MAOB nội tiếp đường tròn.

2) Chứng minh: [image: image2889.wmf]2

.

MNNFNA

=

 và [image: image2890.wmf]MNNH

=

.

3) Chứng minh: [image: image2891.wmf]2

2

1

HBEF

HFMF

-=

.

(Trích đề thi vào 10, Chuyên Nguyễn Trãi, Hải Dương (Vòng 1), năm học 2017 - 2018)
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1) Ta có [image: image2892.wmf]·

·

90,90

MAOMBO
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(theo tính chất của tiếp tuyến và bán kính)

Suy ra: [image: image2893.wmf]·

·

180

MAOMBO

+=°


Vậy tứ giác MAOB nội tiếp đường tròn.

2) Ta có [image: image2894.wmf]·

·
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AEMOAEMEMN
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,

mà [image: image2895.wmf]·

·

AEMMAF

=

, suy ra [image: image2896.wmf]·

·

EMNMAF

=


[image: image2897.wmf]NMF

D

 và [image: image2898.wmf]NAM

D

 có

[image: image2899.wmf]·

MNA

 chung; [image: image2900.wmf]·

·

EMNMAF

=

 nên [image: image2901.wmf]NMF

D

 đồng dạng với [image: image2902.wmf]NAM

D


[image: image2903.wmf]2
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   (1)

Mặt khác có: [image: image2904.wmf]·

·

·

·

ABFAEFABFEMN
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 hay [image: image2905.wmf]·

·

HBFFMH

=


[image: image2906.wmf]Þ

 MFHB là tứ giác nội tiếp

[image: image2907.wmf]·

·
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 hay [image: image2908.wmf]·

·

FHNNAH
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.

Xét [image: image2909.wmf]NHF

D

 và [image: image2910.wmf]NAH

D

 có:

[image: image2911.wmf]·
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 chung; [image: image2912.wmf]·

·
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 đồng dạng [image: image2913.wmf]NAH

D


[image: image2914.wmf]2
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Từ (1) và (2) ta có [image: image2915.wmf]NHHM
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.

3) Xét [image: image2916.wmf]MAF

D

 và [image: image2917.wmf]MEA

D

 có: [image: image2918.wmf]·
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 chung, [image: image2919.wmf]·

·
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suy ra [image: image2920.wmf]MAF

D

 đồng dạng với [image: image2921.wmf]MEA

D


[image: image2922.wmf]2
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    (3)

Vì MFHB là tứ giác nội tiếp [image: image2923.wmf]·
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·
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Và [image: image2924.wmf]·
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·
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.

[image: image2925.wmf]AEF

D

 và [image: image2926.wmf]HBF

D

 có: [image: image2927.wmf]·

·
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;
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suy ra [image: image2928.wmf]AEF

D

đồng dạng với [image: image2929.wmf]HBF

D


[image: image2930.wmf]22
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Từ (3) và (4) ta có:

[image: image2931.wmf]22
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Bài 21. Cho hai đường tròn [image: image2933.wmf](
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;

OR

 và [image: image2934.wmf](

)

;

OR

¢¢

 cắt nhau tại hai điểm phân biệt A và B. Trên tia đối của tia AB lấy điểm C, kẻ tiếp tuyến CD, CE với [image: image2935.wmf](

)

O

, trong đó D, E là các tiếp điểm và E nằm trong [image: image2936.wmf](

)

O

¢

. Đường thẳng AD, AE cắt [image: image2937.wmf](
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¢

 lần lượt tại M và N (M, N khác A). Tia DE cắt MN tại I, [image: image2938.wmf]OO

¢

 cắt AB và DI lần lượt tại H và F.

1) Chứng minh: [image: image2939.wmf]..

FEHDFDHE
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.

2) Chứng minh: [image: image2940.wmf]....

MBEBDIIBANBD
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.

3) Chứng minh: [image: image2941.wmf]OI

¢

 vuông góc với MN.

(Trích đề thi vào 10, Chuyên Nguyễn Trãi (vòng 2), Hải Dương 2017 - 2018)
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1) [image: image2942.wmf](
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 cắt [image: image2943.wmf](
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 tại A, B
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CD, CE là tiếp tuyến của [image: image2945.wmf](
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 tại D, E
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Từ (1) và (2) [image: image2947.wmf],,,,
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 cùng thuộc đường tròn đường kính [image: image2948.wmf]·
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Mà [image: image2949.wmf]·
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[image: image2950.wmf]HC
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 là đường phân giác của [image: image2951.wmf]·
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Mặt khác [image: image2952.wmf]OOAB
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 tại H hay [image: image2953.wmf]FHHC
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 tại H

[image: image2954.wmf]HF
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 là phân giác ngoài tại H của [image: image2955.wmf]DHE
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2) Trong [image: image2957.wmf](

)

O

 có: [image: image2958.wmf]·
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Trong [image: image2959.wmf](
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[image: image2961.wmf]Þ

BDMI là tứ giác nội tiếp [image: image2962.wmf]·
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Xét [image: image2963.wmf]MIB
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 và [image: image2964.wmf]AEB
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 có: [image: image2965.wmf]·
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Xét [image: image2967.wmf]ABN
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 và [image: image2968.wmf]DBI
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 có: [image: image2969.wmf]·
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Từ (3) và (4) [image: image2971.wmf]......
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3) Xét [image: image2972.wmf]IBN
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 và [image: image2973.wmf]DBA
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 có:

[image: image2974.wmf]·
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IBNDBA
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), [image: image2976.wmf]·
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Xét [image: image2978.wmf]CDA
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 và [image: image2979.wmf]CBD
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Mà [image: image2983.wmf]DACE
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Xét [image: image2984.wmf]CEA
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 và [image: image2985.wmf]CBE

D

 có: [image: image2986.wmf]·
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 chung;  [image: image2987.wmf]·
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Mặt khác [image: image2989.wmf]MIBAEB
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Từ (5), (6), (7), (8) [image: image2991.wmf]INIM
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Bài 22. Cho tứ giác ABCD có [image: image2992.wmf]60,90
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. Đường phân giác trong của BAD cắt BD tại E. Đường phân giác trong của BCD cắt BD tại F. Chứng minh: [image: image2993.wmf]321111
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(Trích đề thi vào 10 Chuyên Long An, năm học 2016 - 2017)
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Gọi K là hình chiếu vuông góc của E lên AB.

Diện tích tam giác ABE là:

[image: image2994.wmf]..sin30..

224

KEABAEABAEAB
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Diện tích tam giác ADE là: [image: image2995.wmf].

4

AEAD


Diện tích tam giác ABD là: [image: image2996.wmf].sin60.3.
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ABADABAD
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Ta có: Diện tích tam giác ABE + Diện tích tam giác ADE

= Diện tích tam giác ABD.

Suy ra: [image: image2997.wmf]311

AEABAD

=+

            (1)

Tương tự như trên ta tìm được [image: image2998.wmf]311
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         (2)

Từ (1) và (2) ta có: [image: image2999.wmf]321111
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Bài 23. Cho đường tròn [image: image3000.wmf](
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 và điểm A cố định trên [image: image3001.wmf](
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. Gọi M, N là các giao điểm của hai đường tròn [image: image3002.wmf](
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 và [image: image3003.wmf](
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; H là điểm thay đổi trên cung nhỏ [image: image3004.wmf]¼
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 của đường tròn [image: image3005.wmf](
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;
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. Đường thẳng qua H và vuông góc với AH cắt [image: image3006.wmf](
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 tại B, C. Kẻ [image: image3007.wmf](
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.

1) Chứng minh rằng IK luôn vuông góc với một đường thẳng cố định và [image: image3008.wmf]2

.2

ABACR

=

.

2) Tìm giá trị lớn nhất của điện tích [image: image3009.wmf]AIK

D

 khi H thay đổi.

(Trích đề thi HSG Lớp 9, Tỉnh Phú Thọ, năm học 2016 - 2017)
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1) Ta có [image: image3010.wmf]·

·

90;90

AIHAKH

=°=°


Vì [image: image3011.wmf]·
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nên tứ giác AJHK nội tiếp.
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Kẻ tiếp tuyến At của đường tròn

[image: image3012.wmf](
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 tại A.
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[image: image3014.wmf]·
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Ta lại có: [image: image3015.wmf]·
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(do tứ giác AIHK nội tiếp)        (2)

và [image: image3016.wmf]·
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 (cùng bằng [image: image3017.wmf]1
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sđ [image: image3018.wmf]»
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Từ (1), (2), (3) suy ra: . [image: image3019.wmf]·
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Mặt khác [image: image3020.wmf]OAAtIKOA
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. Vậy IK luôn vuông góc với đường thẳng cố định OA.

Gọi J là giao điểm của AO và IK; A’ là điểm đối xứng với A qua O.

Ta có [image: image3021.wmf]·
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2) Ta có [image: image3023.wmf]2
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Gọi [image: image3024.wmf],
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 lần lượt là diện tích các tam giác ABC và AIK.

Ta có [image: image3025.wmf]AIAKIKAJ
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, suy ra:

[image: image3026.wmf]22

1

.

.

2

.

1

.

.

2

AJIK

SAJIKAKAKAC

SAHBCABABAC

AHBC

æöæö

¢

÷÷

çç

====

÷÷

çç

÷÷

çç

èøèø


[image: image3027.wmf](
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Suy ra [image: image3028.wmf]2
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Vậy giá trị lớn nhất của tam giác AJK bằng [image: image3029.wmf]2

4

R

, đạt khi [image: image3030.wmf]HO

º

.

Bài 24. Từ điểm M nằm ngoài đường tròn tâm [image: image3031.wmf](

)

O

.Vẽ hai tiếp tuyến MA, MB với đường tròn (A, B là các tiếp điểm). Cát tuyến MPQ không đi qua O (P nằm giữa M, Q). Gọi H là giao điểm của OM và AB.

1) Chứng minh [image: image3032.wmf]·

·

HPOHQO

=

.

2) Tìm điểm E thuộc cung lớn AB sao cho tổng [image: image3033.wmf]11

EAEB

+

 có giá trị nhỏ nhất.

(Trích đề thi HSG Lớp 9, Tỉnh Nghệ an, năm học 2015 - 2016)
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[image: image4641.png]Hinh 2



1) [image: image3034.wmf]MPA

D

 đồng dạng [image: image3035.wmf]MAQ

D

 (g.g),

suy ra [image: image3036.wmf]2

.

MAMPMQ

=

              (1)

[image: image3037.wmf]MAO

D

 vuông tại A, có đường cao

AH nên  [image: image3038.wmf]2

.

MAMHMO

=

            (2)

Từ (1) và (2) suy ra

[image: image3039.wmf]..

PMQMHMO

=

 hay [image: image3040.wmf]MPMO

MHMQ

=

     (*)

[image: image3041.wmf]MPH

D

 và [image: image3042.wmf]MOQ

D

 có góc M chung, kết hợp (*) ta suy ra [image: image3043.wmf]MPH

D

 đồng dạng [image: image3044.wmf]MOQ

D

 (c.g.c). Suy ra [image: image3045.wmf]·

·
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Do đó tứ giác PQOH là tứ giác nội tiếp

[image: image4642.png]Hinh 3
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2) Trên tia đối của tia EA lấy điểm F

sao cho [image: image3047.wmf]EBEF

=

 hay [image: image3048.wmf]EBF

D


cân tại E, suy ra [image: image3049.wmf]·
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Đặt [image: image3050.wmf]·
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 khi đó [image: image3051.wmf]·
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nên F di chuyển trên cung chứa góc [image: image3052.wmf]2

a

 dựng trên BC.

Ta có: [image: image3053.wmf]114
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Như vậy [image: image3054.wmf]11
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 nhỏ nhất khi [image: image3055.wmf]EAEB

+

 lớn nhất

hay [image: image3056.wmf]EAEF

+

 lớn nhất [image: image3057.wmf]AF

Û

 lớn nhất (**)

Gọi O’ là điểm chính giữa của cung lớn AB

suy ra [image: image3058.wmf]OAB

¢

D

 cân tại O’ suy ra [image: image3059.wmf]OAOB

¢¢

=

 (3)

[image: image3060.wmf]OEB

¢

D

 và [image: image3061.wmf]OEF

¢

D

 có EB = EF, O’E chung

Và [image: image3062.wmf]·

·

FEOBEO

¢¢

=

 (cùng bù với [image: image3063.wmf]·

BAO

¢

)

[image: image3064.wmf]OEBOEF

¢¢

ÞD=D

 (c.g.c) suy ra [image: image3065.wmf]OBOF

¢¢

=

 (4)

Từ (3) và (4) suy ra O’ là tâm cung chứa góc [image: image3066.wmf]2

a

 dựng trên đoạn thẳng BC (cung đó và cung lớn AB cùng thuộc một nửa mặt phẳng bờ AB).

Do đó AF lớn nhất khi nó là đường kính của [image: image3067.wmf](

)

O

¢

 khi [image: image3068.wmf]EO

¢

º

  (***).

Từ (**) và (***) suy ra E là điểm chính giữa cung lớn AB thì [image: image3069.wmf]11

EAEB

+

 giá trị nhỏ nhất.

Bài 25. Trong các hình bình hành ngoại tiếp đường tròn [image: image3070.wmf](

)

;

Or

, hãy tìm hình bình hành có diện tích nhỏ nhất.

(Trích đề thi HSG Lớp 9, Tỉnh Hải Dương, năm học 2011 - 2012)
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[image: image4643.png]Hinh 5



Theo bài ta suy ra các cạnh của hình hành là

tiếp tuyến của đường tròn [image: image3071.wmf](

)

;

Or

. Gọi M, N, P, Q

lần lượt là tiếp điểm của đường tròn với các

cạnh như hình vẽ.

[image: image3072.wmf];,;
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[image: image3073.wmf]CMBMAPPDCNDNAQBQ
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[image: image3074.wmf]22
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Kẻ [image: image3075.wmf]AHBC

^

. Ta có [image: image3076.wmf]ABAH

³

, dấu “=” xảy ra khi

[image: image3077.wmf]·
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ABC
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Ta có: [image: image3078.wmf],,//

OMBCOPADADBC
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[image: image3079.wmf]Þ

 P, O, M thẳng hàng, do đó [image: image3080.wmf]2

AHPMr
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.

[image: image3081.wmf].2.2.2
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[image: image3082.wmf]2
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, dấu “=” xảy ra khi [image: image3083.wmf]·

90

ABC

=°

.

Vậy trong các hình bình hành ngoại tiếp đường tròn [image: image3084.wmf](

)

;

Or

 thì hình vuông có diện tích nhỏ nhất và bằng [image: image3085.wmf]2

4

r

.

Bài 26. Cho tam giác ABC, điểm M ở trong tam giác, các đường thẳng AM, BM, CM, lần lượt cắt các cạnh BC, CA, AB tại P, R, Q. Kí hiệu [image: image3086.wmf]ABC

S

 là diện tích tam giác ABC.

1) Chứng minh rằng: [image: image3087.wmf]...4

ABC

MABCMBCAMCABS
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2) Xác định vị trí của M để diện tích tam giác PQR lớn nhất.

(Trích đề thi HSG Lớp 9, Tỉnh Bình Định, năm học 2010 - 2011)
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a) Ta có: [image: image3088.wmf]BMC
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[image: image3089.wmf]2
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[image: image4644.png]


[image: image3090.wmf](
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Tương tự ta cũng có:

[image: image3091.wmf](
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[image: image3092.wmf](
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Cộng theo vế ta sẽ được điều cần chứng minh.

b) Đặt [image: image3093.wmf];;
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Ta có [image: image3094.wmf]..
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[image: image3095.wmf]2
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       (1)

Tương tự ta cũng có: [image: image3096.wmf](2);(3)
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Cộng theo vế các BĐT (1), (2) và (3) ta được: [image: image3097.wmf]4
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xyyzzx

zxy
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     (4)

Mặt khác dùng BĐT Cô-si ta sẽ chứng minh được

[image: image3098.wmf]xyyzzx

xyz
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 nên từ (4) suy ra:

[image: image3099.wmf]44
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Đẳng thức xảy ra khi:

[image: image3100.wmf];;
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[image: image3101.wmf]Û

M là trọng tâm của tam giác ABC.

Vậy khi M là trọng tâm của tam giác ABC thì max[image: image3102.wmf]4
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Bài 27. Cho tam giác đều ABC nội tiếp đường tròn tâm O bán kính R. M là một điểm di động trên cung nhỏ BC của đường tròn đó.

1) Chứng minh [image: image3103.wmf]MBMCMA

+=


2) Gọi H, I, K lần lượt là chân đường vuông góc hạ từ M xuống AB, BC, CA. Gọi S, S' lần lượt là diện tích của tam giác ABC, MBC. Chứng minh rằng: Khi M di động ta luôn có đẳng thức:

[image: image3104.wmf](
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(Trích đề thi HSG Lớp 9, Tỉnh Bình Định, năm học 2016 - 2017)

LỜI GIẢI

[image: image4645.png]



a) Cách 1: Trên tia đối của tia MC lấy điểm E sao cho [image: image3105.wmf]MEMB
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.

Ta có: [image: image3106.wmf]BEM

D

 là tam giác đều [image: image3107.wmf]BEBMEM

Þ==


[image: image3108.wmf]BMABECMAEC
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Do đó: [image: image3109.wmf]MBMCMA

+=


Cách 2: Trên AM lấy điểm E sao cho [image: image3110.wmf]MEMB

=


Ta có: [image: image3111.wmf]BEM

D

 là tam giác đều [image: image3112.wmf]BEBMEM

Þ==


[image: image3113.wmf](c.g.c)MCAE

MBCEBA

D=DÞ=

. Do đó: [image: image3114.wmf]MBMCMA
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[image: image4646.png]il



b) Kẻ AN vuông góc với BC tại N

Vì [image: image3115.wmf]ABC

D

 là tam giác đều nên O là

trọng tâm của tam giác

[image: image3116.wmf],,
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 thẳng hàng [image: image3117.wmf]3

2

ANR

Þ=


Ta có: [image: image3118.wmf]·
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[image: image3119.wmf]·
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Ta có: [image: image3120.wmf]1
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[image: image3121.wmf]22
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[image: image3122.wmf]22
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[image: image3123.wmf]22
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Do đó: [image: image3124.wmf](

)

22

33

ABMACM

S

MHMKMISS

RR

¢

++=++


[image: image3125.wmf]22
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[image: image3126.wmf](
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Bài 28. Cho tam giác ABC có bán kính đường tròn nội tiếp là r. Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm của các cạnh BC, CA, AB . Biết rằng:

[image: image3127.wmf]1111

AMBNCPr

++=


Chứng minh tam giác ABC là tam giác đều.

(Trích đề thi HSG Lớp 9, Tỉnh Thái Bình, năm học 2015 - 2016)
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Gọi đường cao tương ứng với cạnh BC là AH. Gọi S là diện tích tam giác ABC.

Ta dễ thấy: [image: image3128.wmf]2
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Tương tự ta có: [image: image3129.wmf],
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Cộng vế theo vế ta được:

[image: image3130.wmf]SSS

p

AMBNCP

++£

, trong đó p là nửa chu vi.

[image: image3131.wmf]1111
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Đẳng thức xảy ra khi [image: image3132.wmf]ABC

D

 đều.

Bài 29. Cho tam giác ABC và điểm M nằm trong tam giác. Chứng minh rằng:

a. 
[image: image3133.wmf](

)

1

2

MBMCABACABBCCAMAMBMCABBCCA
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b. 
[image: image3134.wmf]BMMNNCABAC

++<+

 trong đó điểm N nằm trong tam giác sao cho MN cắt hai cạnh AB, AC
Lời giải:

[image: image4647.png]Hinh 9



a. Đường thẳng BM cắt AC ở P
Áp dụng BĐT (1) ta có:


[image: image3135.wmf]MBMCMBMPPC

BPPCABAPPCABAC

+<++

=+<++=+


b. Theo trên ta có:


[image: image3136.wmf];;
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[image: image3137.wmf].
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 Cộng theo từng vế các BĐT trên ta có điều phải chứng minh.

c. Áp dụng câu 1) ta có: 
[image: image3138.wmf]BMMNNCBEEMMNNFFC

++<++++



[image: image3139.wmf].
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Bài 30. Cho tam giác ABC và 3 trung tuyến AM, BN, CP. Chứng minh rằng:

a. 
[image: image3140.wmf]22
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b. 
[image: image3141.wmf](
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c. Giả sử 
[image: image3142.wmf].

ABAC

³

 Gọi AD, AM theo thứ tự là đường phân giác, đường trung tuyến của tam giác ABC. Chứng minh rằng: 
[image: image3143.wmf]22

ABACBCABAC
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Lời giải:

[image: image4648.png]s



+ Xét các tam giác MAB, MAC ta có: 
[image: image3144.wmf],.
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 Suy ra 
[image: image3145.wmf](
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+ Gọi D là điểm đối xứng với A qua M thì ABDC là hình bình hành nên 
[image: image3146.wmf]ABCD

=

 và 
[image: image3147.wmf]2.

ADAM
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 Trong tam giác ACD ta có:


[image: image3148.wmf]2
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Như vậy: 
[image: image3149.wmf].
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b, Áp dụng bất đẳng thức ở câu a)

Cho 3 đường trung tuyến AM, BN, CP
ta có: 
[image: image3150.wmf],
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[image: image3151.wmf];.
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 Cộng ba bất đẳng thức cùng chiều ta có: 
[image: image3152.wmf](
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c, Trong tam giác ABD, ADC có 
[image: image3153.wmf]; .
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 Cộng theo từng vế hai BĐT trên được: 
[image: image3154.wmf] 2.
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 Kết quả này vẫn đúng với D là điểm bất kỳ nằm bên trong đoạn BC.

Dựng 
[image: image3155.wmf].
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 Với 
[image: image3156.wmf]ABAC
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 thì 
[image: image3157.wmf].
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 Với 
[image: image3158.wmf]ABAC

>

 thì 
[image: image3159.wmf]BHCHBMBHM
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 thuộc đoạn BH. Hơn nữa 
[image: image3160.wmf]·

·

·
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 tù. Do đó D thuộc đoạn BH. Lấy điểm P trên AB sao cho 
[image: image3161.wmf]APACADPADC

=ÞD=D

 (c.g.c) 
[image: image3162.wmf],
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[image: image3163.wmf]·
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+ Nếu 
[image: image3164.wmf]·
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 (hình) thì 
[image: image3165.wmf]·
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image3166.wmf]BDPDCD
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[image: image3167.wmf]BMBDMHDHAMAD
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+ Nếu 
[image: image3168.wmf]·
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 (hình) thì 
[image: image3169.wmf]·
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[image: image3170.wmf].
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Bài 31. Cho tam giác nhọn ABC có trực tâm là điểm H. Chứng minh rằng: 
[image: image3171.wmf](
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Lời giải:

[image: image4649.png]


Dựng đường thẳng qua H song song với AB cắt AC tại D. Dựng đường thẳng qua H song song AC cắt AB tại E.

Tứ giác AEHD là hình bình hành nên 
[image: image3172.wmf],
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Xét tam giác AHD ta có: 
[image: image3173.wmf]HAHDADHAAEAD

<+Û<+

 (1). Vì 
[image: image3174.wmf]//
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 mà 
[image: image3175.wmf].
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 Trong tam giác vuông HBE ta có: 
[image: image3176.wmf]HBBE

<

 (2)

Tương tự ta có: 
[image: image3177.wmf]HCDC

<

 (3). Cộng các bất đẳng thức cùng chiều (1), (2), (3) ta suy ra 
[image: image3178.wmf](
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 Tương tự ta cũng có:


[image: image3179.wmf](
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Bài 32. Cho tam giác đều ABC nội tiếp đường tròn (O), H là trung điểm của BC. M là điểm bất kỳ thuộc đoạn thẳng 
[image: image3180.wmf](
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 Lấy điểm N thuộc đoạn thẳng CA sao cho 
[image: image3181.wmf].
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 Gọi I là trung điểm của MN.

a, Chứng minh 4 điểm O, M, H, I cùng thuộc một đường tròn.

b, Gọi P là giao điểm của OI và AB. Chứng minh tam giác MNP là tam giác đều.

c, Xác định vị trí của điểm M để tam giác IAB có chu vi nhỏ nhất.

Lời giải:

[image: image4650.png]


a, Xét tam giác BOM và tam giác CON ta có:


[image: image3182.wmf]BMCN
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 giả thiết, 
[image: image3183.wmf],
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[image: image3184.wmf]·
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(do tam giác ABC đều). Suy ra 
[image: image3185.wmf]BOMCON
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 (c.g.c)

Suy ra 
[image: image3186.wmf]OMON
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 hay tam giác OMN cân tại O, do I là trung điểm của MN suy ra 
[image: image3187.wmf]OIMN
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[image: image3188.wmf]·
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 nên tứ giác OMHI nội tiếp (Có hai đỉnh liên tiếp I, H cùng nhìn OM góc bằng 
[image: image3189.wmf]90
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b, Do điểm P nằm trên trung trực cạnh MN nên


[image: image3190.wmf]PMPN
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 (1). Ta có 
[image: image3191.wmf]·
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 suy ra tứ giác OMNC nội tiếp (tổng hai góc đối bằng 
[image: image3192.wmf]180

)

°

 nên 
[image: image3193.wmf]·

·

·

·

180120 120

MONNCMPOMPON

=°-=°==°

 suy ra 
[image: image3194.wmf]·
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 tứ giác PBMO nội tiếp nên 
[image: image3195.wmf]·
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 Chứng minh tương tự ta cũng có: 
[image: image3196.wmf]·
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[image: image3197.wmf]·
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 (2). Từ (1) và (2) suy ra tam giác PMN là tam giác đều.

c, Từ chứng minh ở câu a, b suy ra 
[image: image3198.wmf]·
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 Suy ra 
[image: image3199.wmf]//,
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 gọi K là trung điểm của AC thì H, I, K thẳng hàng.

[image: image4651.png]


Tam giác IAB có AB không đổi nên chu vi tam giác nhỏ nhất khi 
[image: image3200.wmf]IAIB

+

 nhỏ nhất. Đường thẳng HI cố định. Gọi D là điểm đối xứng với B qua HI thì điểm D cố định, suy ra độ dài AD không đổi. Ta có 
[image: image3201.wmf].
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 Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi A, D, I thẳng hàng. Tức điểm I chính là giao điểm của AD và HK. Mặt khác ta dễ chứng minh được AHDK là hình bình hành. Nên dấu bằng xảy ra khi I là trung điểm của HK, khi đó điểm 
[image: image3202.wmf].
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2. Trong một đường tròn, đường kính là dây cung lớn nhất.

3. Cho đường tròn 
[image: image3203.wmf](

)

;

OR

 và dây cung BC cố định. Điểm A di chuyển trên cung BC khi đó diện tích tam giác ABC lớn nhất khi và chỉ khi A là điểm chính giữa cung BC.

Chứng minh:

Trường hợp 1: Điểm A thuộc cung lớn BC
Ta dựng đường cao AD của tam giác ABC thì 
[image: image3204.wmf]1
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 Do BC không đổi nên 
[image: image3205.wmf]ABC

S

 lớn nhất khi [image: image4652.png]


và chỉ khi AD lớn nhất. Gọi M là trung điểm của BC thì 
[image: image3206.wmf]2
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Suy ra 
[image: image3207.wmf]2
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 Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image3208.wmf]DM
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 và O, M, A thẳng hàng. Hay 
[image: image3209.wmf]0
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 là điểm chính giữa cung lớn BC.

Trường hợp 2: Điểm A thuộc cung nhỏ BC.

Gọi I là giao điểm AO với dây cung BC.

Ta có: 
[image: image3210.wmf]ADOMAIIORADROM
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Vậy 
[image: image3211.wmf]2
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 Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi  
[image: image3212.wmf].

DIM

ºº

 Hay 
[image: image3213.wmf]1
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 là điểm chính giữa cung nhỏ BC.

[image: image4653.png]


4. Cho đường tròn 
[image: image3214.wmf](

)
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 và dây cung BC cố định. Điểm A di chuyển trên cung BC khi đó chu vi tam giác ABC lớn nhất khi và chỉ khi A là điểm chính giữa cung BC.

Trường hợp 1: Điểm A thuộc cung lớn BC.

Ta có chu vi tam giác ABC bằng: 
[image: image3215.wmf].
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Do BC không đổi nên chu vi tam giác lớn nhất khi và chỉ khi 
[image: image3216.wmf]ABAC

+

 lớn nhất. Để tạo ra 
[image: image3217.wmf]ABAC

+

 ta làm như sau: Trên tia đối của tia AB lấy điểm N sao cho 
[image: image3218.wmf]ANAC

=

 khi đó ta có: Tam giác NAC cân tại

A và 
[image: image3219.wmf]·
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 không đổi. Suy ra điểm N thuộc cung chứa góc 
[image: image3220.wmf]·
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 dựng trên đoạn BC (phần nửa mặt phẳng bờ BC có chứa điểm A). Ta có: 
[image: image3221.wmf].
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 Nên 
[image: image3222.wmf]ABAC

+

 lớn nhất khi và chỉ khi BN lớn nhất, tức là BN là đường kính của đường tròn chứa cung chứa góc 
[image: image3223.wmf]·
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 dựng trên đoạn BC (phần nửa mặt phẳng bờ BC có chứa điểm A) hay 
[image: image3224.wmf]·
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 Do 
[image: image3225.wmf]111
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 tam giác 
[image: image3226.wmf]1
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  vuông tại C suy ra 
[image: image3227.wmf]1111
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 hay 
[image: image3228.wmf]1
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 là điểm chính giữa cung lớn BC.

Trường hợp A thuộc cung nhỏ BC ta cũng làm tương tự.

Bài 33. Cho nửa đường tròn tâm O đường kính 
[image: image3229.wmf]2,
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 điểm M nằm trên nửa đường tròn sao cho 
[image: image3230.wmf], 
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 là điểm nằm trên cung MB (N khác M, B). Gọi I là giao điểm của AN, MB, H là hình chiếu vuông góc của I trên AB.

a, Chứng minh: Tứ giác HINB nội tiếp.

b, Chứng minh: IH là phân giác của góc 
[image: image3231.wmf]·

MHN


c, Khi N di chuyển trên cung MB. Chứng minh rằng: Đường tròn ngoại tiếp tam giác MHN luôn đi qua 2 điểm cố định.

d, Tìm vị trí điểm N trên cung MB để chu vi tứ giác AMNB lớn nhất.

Lời giải:

a, Điểm N nằm trên 
[image: image3232.wmf](
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 nên 
[image: image3233.wmf]·
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[image: image4654.png]


Xét tứ giác IHBN có 
[image: image3234.wmf]·
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 nên tứ giác HINB nội tiếp (tổng 2 góc đối bằng 
[image: image3235.wmf]180.

)
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Suy ra 
[image: image3236.wmf]·
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 (1) (cùng chắn cung IN).

b, Chứng minh tương tự câu a) ta cũng có:

AMIH nội tiếp suy ra 
[image: image3237.wmf]·
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IHMIAM

=

(cùng chắn cung IM) (2). Mặt khác tứ giác AMNB nội tiếp nên:


[image: image3238.wmf]·
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 (3). Từ (1), (2), (3) suy ra 
[image: image3239.wmf]·
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 hay IH là tia phân giác của góc MHN.

c, Vì 
[image: image3240.wmf]AMRAMOMOA
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 nên tam giác AMO đều suy ra điểm M là điểm cố định. Từ chứng minh ở câu b ta suy ra 
[image: image3241.wmf]·
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 mặt khác ta cũng có: 
[image: image3242.wmf]·
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(tính chất góc ở tâm). Suy ra 
[image: image3243.wmf]·
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 hay tứ giác MOHN nội tiếp (2 đỉnh liên tiếp O, H cùng nhìn cạnh MN những góc bằng nhau). Từ đó suy ra đường tròn ngoại tiếp tam giác MHN luôn đi qua 2 điểm cố định O, M.
d) Vì 
[image: image3244.wmf]·
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 Do MB không đổi, 
[image: image3245.wmf]·
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 trên tia đối của NB lấy điểm K sao cho 
[image: image3246.wmf]NKNM
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 thế thì tam giác MNK cân tại N,


[image: image3247.wmf]·
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 nên tam giác MNK đều suy ra 
[image: image3248.wmf]·
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 Suy ra điểm K nằm trên cung chứa góc 
[image: image3249.wmf]60

°

 dựng trên đoạn MB (phần nửa mặt phẳng bờ MB không chứa A). Tia AM  cắt cung chứa góc tại 
[image: image3250.wmf]0
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 thì 
[image: image3251.wmf]·
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 Ta tính được: 
[image: image3252.wmf]0
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 Chu vi tứ giác AMNB bằng 
[image: image3253.wmf] 3.
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 Suy ra chu vi tứ giác AMNB lớn nhất khi và chỉ khi 
[image: image3254.wmf]NMNB
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 lớn nhất. Theo cách dựng trên ta có: 
[image: image3255.wmf]0
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  chu vi tứ giác 
[image: image3256.wmf]35,
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 dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image3257.wmf]0
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 Khi đó điểm N chính là giao điểm của 
[image: image3258.wmf]0
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  với 
[image: image3259.wmf](
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 hay 
[image: image3260.wmf]0
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 là điểm chính giữa cung nhỏ MB.

Bài 34. Cho đường tròn 
[image: image3261.wmf](

)

;

OR

 và dây cung 
[image: image3262.wmf](
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 cố định. Điểm A di động trên cung lớn BC sao cho tam giác ABC nhọn. Các đường cao AD, BE, CF cắt nhau tại điểm H. Gọi N là trung điểm của EF.

a, Chứng minh: 
[image: image3263.wmf]..
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 với M là trung điểm của BC.

b, Chứng minh: 
[image: image3264.wmf](
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 Tìm vị trí điểm A để 
[image: image3265.wmf]EFFDDE
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 lớn nhất.

Lời giải:

[image: image4655.png]


Gọi 
[image: image3266.wmf]'

R

 là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF thì 
[image: image3267.wmf]'

R

 cũng là bán kính đường tròn ngoại tiếp tứ giác AEHF
Suy ra 
[image: image3268.wmf]'
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 (học sinh tự chứng minh tính chất quen thuộc này).

Ta có 
[image: image3269.wmf]AEF
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 ∽
[image: image3270.wmf]ABC
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  nên 
[image: image3271.wmf]'
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  hay 
[image: image3272.wmf]..'
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chú ý rằng 
[image: image3273.wmf]'...
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Gọi P, Q lần lượt là trung điểm của AC, AB. Ta có:


[image: image3274.wmf](
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 Từ câu a ta có:


[image: image3275.wmf]....,
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 tương tự ta cũng có: 
[image: image3276.wmf].,..
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Thay vào ta có: 
[image: image3277.wmf](
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 Do R không đổi nên 
[image: image3278.wmf]EFFDDE
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 lớn nhất khi và chỉ khi 
[image: image3279.wmf]ABC

S

 lớn nhất. Hay A là điểm chính giữa cung lớn BC.

Có thể lập luận theo cách khác:

[image: image4656.png]


Chứng minh: 
[image: image3280.wmf]OAEF
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 suy ra 
[image: image3281.wmf]1
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 tương tự ta có: 
[image: image3282.wmf]11
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 từ đó suy ra 
[image: image3283.wmf](
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 Do R không đổi nên 
[image: image3284.wmf]EFFDDE
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 lớn nhất khi và chỉ khi 
[image: image3285.wmf]ABC

S

 lớn nhất 
[image: image3286.wmf]Û

  khoảng cách từ điểm A đến BC lớn nhất. Hay A là điểm chính giữa cung lớn BC.

Ngoài ra ta cũng có thể giải theo cách khác:

Ta thấy các điểm B, F, E, C nằm trên đường tròn tâm M đường kính BC.

Do BC không đổi nên 
[image: image3287.wmf]·
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 không đổi.

Ta có ME, MF là các tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tứ giác AEHF nên 
[image: image3288.wmf]·
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 không đổi. Suy ra 
[image: image3289.wmf]·
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 không đổi

suy ra độ dài EF không đổi.

Gọi K là điểm đối xứng với E qua BC thì 
[image: image3290.wmf]·
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 Ta lại có 
[image: image3291.wmf]·
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 Suy ra 
[image: image3292.wmf]·

·

EDBKDM

=

 nên F, D, K thẳng hàng.

Ta có chu vi 
[image: image3293.wmf]DEF

D

  lớn nhất khi và chỉ khi 
[image: image3294.wmf]DEDF
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 lớn nhất. Từ các chứng minh trên ta có:


[image: image3295.wmf]2'.
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 Suy ra 
[image: image3296.wmf]DEDF
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 lớn nhất khi và chỉ khi 
[image: image3297.wmf]DI
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 hay A là điểm chính giữa cung lớn BC.

Cũng có thể tiếp cận bài toán theo hướng khác:

[image: image4657.png]


Gọi P, Q lần lượt là hình chiếu vuông góc của B, C trên EF. Ta có các tính chất quen thuộc FH, DH lần lượt là phân giác trong các góc 
[image: image3298.wmf]·
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 suy ra FB, FD lần lượt là các đường phân giác ngoài của 
[image: image3299.wmf]·
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EFDFDE

. Hạ BX, BY lần lượt vuông góc với DE, DF thì suy ra 
[image: image3300.wmf], , 

FPFYDXDYEPEX
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 (tính chất một điểm nằm trên phân giác cách đều 2 cạnh).

Ta có: Chu vi tam giác DEF là


[image: image3301.wmf]22.
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Hoàn toàn tương tự ta cũng có: 
[image: image3302.wmf]22.
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Suy ra 
[image: image3303.wmf](
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 suy ra 
[image: image3304.wmf].
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Mặt khác 
[image: image3305.wmf]PQBC
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 nên chu vi tam giác DEF lớn nhất bằng 
[image: image3306.wmf]EFBC
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 khi và chỉ khi 
[image: image3307.wmf]//

PQBC

 hay A là điểm chính giữa cung lớn BC.

Bài 35. Cho nửa đường tròn tâm O đường kính 
[image: image3308.wmf]2.
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 EF là dây cung di động trên nửa đường tròn sao cho E thuộc cung AF và 
[image: image3309.wmf].
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 Gọi H là giao điểm của 
[image: image3310.wmf], , 

AFBEC

 là giao điểm của AE, BF, I là giao điểm của CH, AB.

a, Chứng minh 4 điểm A, C, F, I cùng nằm trên một đường tròn.

b, Chứng minh: 
[image: image3311.wmf]..
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 có giá trị không đổi khi EF di chuyển trên nửa đường tròn 
[image: image3312.wmf](
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 Đường thẳng AF cắt tiếp tuyến tại B ở N, các tiếp tuyến tại A, F của 
[image: image3313.wmf](
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cắt nhau ở M. Chứng minh: 
[image: image3314.wmf].
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c, Xác định vị trí EF trên nửa đường tròn để tứ giác ABEF có diện tích lớn nhất.

Lời giải:

[image: image4658.png]


a, Vì các điểm E, F nằm trên nửa đường tròn đường kính AB tiếp nên 
[image: image3315.wmf]·
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 (Góc nội chắn nửa đường tròn).

Do C là giao điểm của AE, BF suy ra 
[image: image3316.wmf],
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 suy ra BE, AF cắt nhau tại điểm H là trực tâm tam giác CAB suy ra 
[image: image3317.wmf].
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Tứ giác ACFI có 
[image: image3318.wmf]·
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 suy ra tứ giác ACFI là tứ giác nội tiếp (Hai đỉnh liên tiếp F, I cùng nhìn AC góc 
[image: image3319.wmf]90.
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b, Xét tam giác vuông ACI và tam giác vuông ABE ta có 
[image: image3320.wmf]·
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 chung. Suy ra


[image: image3321.wmf]ACI
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image3322.wmf]∽



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image3323.wmf]ABE
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 do đó: 
[image: image3324.wmf]..
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Tương tự ta cũng có: 
[image: image3325.wmf]...
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 Cộng hai đẳng thức ta có:


[image: image3326.wmf](
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c, Xét tam giác MAO và tam giác ABN. Ta có: 
[image: image3327.wmf]·
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 (cùng phụ với 
[image: image3328.wmf]·
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Từ đó suy ra 
[image: image3329.wmf]MAO
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image3330.wmf]∽



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image3331.wmf]ABN
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 (g.g) suy ra 
[image: image3332.wmf]2
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 hay 
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[image: image3334.wmf]Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image3335.wmf]MAB
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image3336.wmf]∽



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image3337.wmf]OBN
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(c.g.c), suy ra 
[image: image3338.wmf]·
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 hay 
[image: image3339.wmf].
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c, Dễ thấy: Tam giác OMN là tam giác đều có cạnh 
[image: image3340.wmf].
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 Gọi K là trung điểm của EF thì 
[image: image3341.wmf].
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 Từ đó ta tính được: 
[image: image3342.wmf]22
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 Tam giác OMN có diện tích là: 
[image: image3343.wmf]2
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 Dựng 
[image: image3344.wmf], 
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  lần lượt vuông góc với AB tại E, F  thì tứ giác EFYX là hình thang vuông, dựng 
[image: image3345.wmf]KPAB
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 suy ra P là trung điểm XY nên KP là đường trung bình hình thang EFYX. Kí hiệu 
[image: image3346.wmf]23
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 lần lượt là diện tích của các tam giác AOE, BOF thì 
[image: image3347.wmf]12
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  Ta có: 
[image: image3348.wmf]123
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 mà 
[image: image3349.wmf]1
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 không đổi nên 
[image: image3350.wmf]AEFB
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 lớn nhất khi và chỉ khi 
[image: image3351.wmf]23
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 lớn nhất. Ta có: 
[image: image3352.wmf](
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Trong tam giác vuông OKP ta có: 
[image: image3353.wmf]3
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 Suy ra 
[image: image3354.wmf]2
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  Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image3355.wmf]//.
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 Vậy GTLN của 
[image: image3356.wmf]AEFB
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 là 
[image: image3357.wmf]2
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 khi và chỉ khi 
[image: image3358.wmf]//.
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Bài 36. Cho đường tròn 
[image: image3359.wmf](
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 có đường kính AB, C là trung điểm của OA và dây 
[image: image3360.wmf]MNOA
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 tại C. Gọi K là điểm tùy ý trên cung nhỏ BM, H là giao điểm của AK, MN.

a, Chứng minh: BCHK là tứ giác nội tiếp.

b, Tính 
[image: image3361.wmf].

AHAK

 theo R.

Xác định vị trí K để 
[image: image3362.wmf]KMKNKB
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 lớn nhất. Tính GTLN đó.

Lời giải:

[image: image4659.png]


a, Do K nằm trên 
[image: image3363.wmf];
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image3364.wmf]·
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Lại có 
[image: image3365.wmf]·
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 (giả thiết) suy ra 
[image: image3366.wmf]·
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 nên tứ giác BCHK nội tiếp. (Tổng hai góc đối bằng 
[image: image3367.wmf]180.
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b, Ta có 
[image: image3368.wmf]ACH
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image3369.wmf]∽



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image3370.wmf]AKB
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[image: image3371.wmf]2

...2.

2

AHABR

AHAKACABRR

ACAK

=Þ===


c, Đây là một câu hỏi khá hay. Nếu biết định lý Ptolemy hoặc định lý Shooten thì bài toán được giải quyết.

Cách tiếp cận thứ nhất:

Nhận thấy tam giác BMN cân tại B và tam giác AMO đều (do AMO cân tại O và tại M) suy ra tam giác BMN đều nên 
[image: image3372.wmf]·
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 Trên dây KN lấy điểm P sao cho 
[image: image3373.wmf]KPKB
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 thì tam giác KPB đều. Xét tam giác MKB và NPB ta có: 
[image: image3374.wmf]·
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 suy ra 
[image: image3375.wmf]MKBNPB
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[image: image3376.wmf].
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 Vậy 
[image: image3377.wmf]2
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Dễ thấy 
[image: image3378.wmf]2
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 nên 
[image: image3379.wmf]4,
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 dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi K, O, N thẳng hàng. Từ đó suy ra điểm K là giao điểm của NO với 
[image: image3380.wmf](
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 (K khác N).

Cách 2. Dùng định lý Ptolemy.

[image: image4660.png]&
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5. Dùng các định lý hình học, kết hợp với bất đẳng thức cổ điển AM-GM, Cauchy-Schwarz.

Để giải quyết tốt các bài toán dạng này người giải cần nắm chắc các kết quả.

a, Định lý Ptolemy cho tứ giác nội tiếp: Cho tứ giác ABCD nội tiếp trong đường tròn 
[image: image3381.wmf](
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 Khi đó ta có: 
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Chứng minh:

Trên đường chéo BD lấy điểm E sao cho 
[image: image3383.wmf]·
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 Ta có 
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 và 
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 (cùng chắn 
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 nên 
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 (1). Do 
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 nên 
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 lại có 
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 (cùng chắn 
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Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image3400.wmf](
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Bài 37. Cho tam giác ABC đều nội tiếp đường tròn 
[image: image3401.wmf](
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 bán kính R, điểm M chuyển động trên cung  nhỏ BC.
a, Chứng minh: 
[image: image3402.wmf].
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b, Tìm GTLN, GTNN của 
[image: image3403.wmf].
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(Trích đề tuyển sinh vào lớp 10 Trường chuyên Đại học Vinh 2006).

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
[image: image3404.wmf]11
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[image: image4661.png]


Lời giải:

a, Áp dụng định lý Ptolemy cho tứ giác ABMC ta có:


[image: image3405.wmf]....
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Do 
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 Suy ra 
[image: image3407.wmf].
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b, Ta có 
[image: image3408.wmf]2.
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P nhỏ nhất khi và chỉ khi 
[image: image3409.wmf]MB
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 hoặc 
[image: image3410.wmf].
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P lớn nhất khi và chỉ khi MA là đường kính của 
[image: image3411.wmf](
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b, Với mọi số thực dương x, y ta có: 
[image: image3412.wmf](
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 Nên ta suy ra 
[image: image3413.wmf]114

.

xyxy

+³

+

 Áp dụng vào bài toán ta có: 
[image: image3414.wmf]1144
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  Do 
[image: image3415.wmf]2
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 nên ta suy ra 
[image: image3416.wmf]114
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  Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi AM là đường kính của 
[image: image3417.wmf](
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 Hay M là điểm chính giữa cung nhỏ BC.

Bài 38. Cho đường tròn tâm O và điểm A nằm ngoài đường tròn. Kẻ hai tiếp tuyến AB, AC với (O) với B, C là các tiếp điểm. Trên cung nhỏ BC lấy một điểm M rồi kẻ các đường vuông góc MI, MH, MK xuống BC, CA, AB. Gọi P, Q lần lượt là giao điểm của các cặp đường thẳng BM và IK, CM và IH. Chứng minh: 
[image: image3418.wmf]2
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a, Tìm vị trí điểm M để 
[image: image3419.wmf]..
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 đạt GTLN.

Tìm vị trí điểm M để 
[image: image3420.wmf]11
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 nhỏ nhất.

Lời giải:
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a7y



a, Từ giả thiết ta có: 
[image: image3421.wmf]·
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suy ra tứ giác BKMI nội tiếp. Tương tự cho tứ giác CIMH, AKMH.

Vì tứ giác BKMI nội tiếp nên: 
[image: image3422.wmf]·
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(cùng chắn cung MI).

Mặt khác ta có: 
[image: image3423.wmf]·
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(tính chất góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung). Nhưng 
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(cùng chắn cung MH của tứ giác nội tiếp MHCI). Suy ra 
[image: image3425.wmf]·
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Hoàn toàn tương tự ta có: 
[image: image3426.wmf]·
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 nên 
[image: image3427.wmf]MIK
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 Từ đó ta có


[image: image3431.wmf]3
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 Suy ra 
[image: image3432.wmf]..

MIMHMK

 lớn nhất khi và chỉ khi MI lớn nhất. Hay M là điểm chính giữa cung nhỏ BC.

b, Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có: 
[image: image3433.wmf]1122
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 Nên 
[image: image3434.wmf]11
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 nhỏ nhất khi và chỉ khi MI lớn nhất. Hay M là điểm chính giữa cung nhỏ BC.

Bài 39. Cho đường tròn tâm 
[image: image3435.wmf](
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OR

 và một điểm M nằm ngoài (O). Qua M kẻ các tiếp tuyến MA, MB đến (O), (A, B la các tiếp điểm).

a, Đường thẳng qua O song song với AB cắt tia MA, MB lần lượt tại C, D. Tìm giá trị lón nhất của diện tích tam giác MCD.

b, Giả sử 
[image: image3436.wmf]2
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 va điểm M cố định. Trên đường thẳng (d) qua M vuông góc với MO ta lấy một điểm P rồi kẻ 2 tiếp tuyến PE, PF đến (O), (A, B là các tiếp điểm). Chứng minh đường thẳng EF luôn đi qua một điểm cố định và tìm vị trí điểm P trên đường thẳng (d) để độ dài EF nhỏ nhất.

Lời giải:
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a, Ta có: 
[image: image3437.wmf](
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 Theo bất đẳng thức Cosi ta có:


[image: image3438.wmf]..
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 Mặt khác áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông MOC ta có: 
[image: image3439.wmf]22
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  Suy ra 
[image: image3440.wmf]2
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Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image3441.wmf]AMACMOC
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 vuông cân tại O. Hay 
[image: image3442.wmf]2.
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b, Gọi I là giao điểm của EF và MO, H là giao điểm của EF và NO thì MIHN là tứ giác nội tiếp nên 
[image: image3443.wmf]...
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 Mặt khác trong tam giác vuông NEO ta có: 
[image: image3444.wmf]22
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 suy ra 
[image: image3445.wmf]2
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[image: image3446.wmf].
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 Điểm I nằm trên 
[image: image3447.wmf], 
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=

 không đổi. Suy ra I là điểm cố định, nên đường thẳng EF luôn đi qua I cố định nằm trong đường tròn 
[image: image3448.wmf](
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 Ta thấy: 
[image: image3449.wmf]22
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 nên EF nhỏ nhất khi OH lớn nhất. Mặt khác 
[image: image3450.wmf]2
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 nên EF lớn nhất bằng 
[image: image3451.wmf]2
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 khi và chỉ khi 
[image: image3452.wmf].
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Cũng có thể lý luận theo cách khác: Ta có 
[image: image3453.wmf]222
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  suy ra EF nhỏ nhất khi và chỉ khi 
[image: image3454.wmf]2
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  lớn nhất 
[image: image3455.wmf]ON
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 nhỏ nhất. Mà 
[image: image3456.wmf]2.
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 Suy ra 
[image: image3457.wmf]3.
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 Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image3458.wmf].
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Bài 40. Cho đường tròn tâm O đường kính 
[image: image3459.wmf]2.
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 Các đường thẳng a, b lần lượt là tiếp tuyến của 
[image: image3460.wmf](
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 tại A, B. Gọi I là trung điểm của OA. Lấy hai điểm P, Q nằm trên a, b sao cho P, Q ở cùng một phía so với AB và 
[image: image3461.wmf]·
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 Gọi H là hình chiếu vuông góc của I lên PQ chứng minh H nằm trên 
[image: image3462.wmf](
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 và tìm vị trí P, Q trên a, b sao cho diện tích tam giác IPQ lớn nhất.

Lời giải:
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Học sinh tự chứng minh 
[image: image3463.wmf]·
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 để suy ra H nằm trên 
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 Chú ý rằng: 
[image: image3465.wmf], 
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 không vuông góc với PQ nên PQ cắt 
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Ta có 
[image: image3467.wmf](

)

3

.

2

IPQABQPAIPBIQ

RAPBQ

SSSS

+

=--=

 Mặt khác ta cũng dễ chứng minh được:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image3470.wmf]QBI
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 Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có:


[image: image3472.wmf]2
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 suy ra 
[image: image3473.wmf]2
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 Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image3474.wmf]3
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Bài 41. Cho tam giác ABC vuông tại A có 
[image: image3475.wmf]ABAC
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 ngoại tiếp đường tròn tâm O. Gọi D, E, F lần lượt là tiếp điểm của 
[image: image3476.wmf](
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 với các cạnh AB, AC, BC; M là điểm di chuyển trên đoạn CE. Gọi N là giao điểm của BM với cung nhỏ EF của (O), P và Q lần lượt là hình chiếu của N trên các đường thẳng DE, DF. Xác định vị trí của điểm M để PQ lớn nhất.

Lời giải:

[image: image4665.png]Z
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Ta có tứ giác PNQD, EDFN nội tiếp 
[image: image3477.wmf]·
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Tương tự có ta có:
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[image: image3480.wmf]NPQ
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Suy ra 
[image: image3481.wmf].
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  Trong tam giác vuông NQF ta có: 
[image: image3482.wmf]NQNF
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 do đó 
[image: image3483.wmf]1.
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 Như vậy PQ lớn nhất bằng EF khi và chỉ khi 
[image: image3484.wmf]QF
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 khi đó 
[image: image3485.wmf],
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 do P và Q lần lượt là hình chiếu của N trên các đường thẳng DE, DF nên khi 
[image: image3486.wmf],
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 thì DN là đường kính của 
[image: image3488.wmf](
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 Từ đó suy ra cách xác định M như sau: Dựng đường kính DN của (O), M là giao điểm của BN và AC
Bài 42. Cho tam giác ABC cân đỉnh A. Gọi O là trung điểm của BC. Đường tròn (O) tiếp xúc với AB ở E tiếp xúc với AC ở F. Điểm H chạy trên cung nhỏ 
[image: image3489.wmf]»

EF

tiếp tuyến của đường tròn tại H cắt AB, AC lần lượt tại M, N. Xác định vị trí của điểm H để diện tích tam giác AMN đạt giá trị lớn nhất.

Lời giải:
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Dễ thấy OM, ON lần lượt là phân giác 
[image: image3490.wmf]·
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Từ đó ta có: 
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Ta lại có 
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 nên 
[image: image3496.wmf]AMN
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 đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi 
[image: image3497.wmf]BMNC
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 đạt giá trị nhỏ nhất.

Gọi R là bán kính của đường tròn 
[image: image3498.wmf](
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 ta có:
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Vì 
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 vì 
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[image: image3502.wmf](
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 (2).

Áp dụng bất đẳng thức AM-GM, từ (1) và (2) suy ra 
[image: image3503.wmf](
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Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image3504.wmf]//
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 khi và chỉ khi H là giao điểm của đường trung trực của BC với đường tròn (O). Vậy diện tích tam giác AMN đạt giá trị lớn nhất khi H là giao của đường trung trực của BC với đường tròn 
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Bài 43. Cho đường tròn 
[image: image3506.wmf](
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 và điểm A nằm ngoài (O), kẻ các tiếp tuyến AB, AC đến (O) (B, C là các tiếp điểm).

a, Chứng minh: ABOC là tứ giác nội tiếp.

b, Gọi E là giao điểm của BC và OA. Chứng minh: 
[image: image3507.wmf]BEOA
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 và 
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c, Trên cung nhỏ BC của (O) lấy điểm K bất kỳ (K khác B, C). Tiếp tuyến tại K của 
[image: image3509.wmf](
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 cắt AB, AC lần lượt tại P, Q. Chứng minh: Chu vi tam giác APQ không đổi khi K chuyển động trên cung nhỏ BC.

d, Đường thẳng qua O vuông góc với OA cắt các đường thẳng AB, AC lần lượt tại M, N. Chứng minh: 
[image: image3510.wmf].
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Lời giải:

[image: image4667.png]


a, Vì AB, AC là các tiếp tuyến của (O) nên 
[image: image3511.wmf]·

·

90.

ABOACO
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 Tứ giác ABOC có 
[image: image3512.wmf]·

·

180

ABOACO

+=°

 nên ABOC là tứ giác nội tiếp (tổng 2 góc đối bằng 
[image: image3513.wmf]180.

)

°


b, Theo tính chất 2 tiếp tuyến cắt nhau ta có 
[image: image3514.wmf]BCAO

^

 tại E. Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông ABO ta có: 
[image: image3515.wmf]22

..

OEOAOBR

==


c. Vì điểm A cố định nằm ngoài (O) nên AB, AC cố định suy ra 
[image: image3516.wmf]ABAC

+

 không đổi.

Theo tính chất 2 tiếp tuyến cắt nhau ta có: 
[image: image3517.wmf], 

PKPBQKQC

==

 suy ra chu vi tam giác APQ là: 
[image: image3518.wmf]APAQPQAPAQPBQCABAC

++=+++=+

  không đổi.

d. Giả sử BK cắt PO tại I, CK cắt OQ tại J thì 
[image: image3519.wmf]·

·

90

KIOKJO

==°

 nên tứ giác KIOJ nội tiếp nên 
[image: image3520.wmf]·

·

·

·

//

KOJKIJQKCKBCIJBC

===Þ

 hay 
[image: image3521.wmf].

IJAO

^

 Từ đó ta có:


[image: image3522.wmf]·
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Xét 
[image: image3523.wmf]MOP

D

  và 
[image: image3524.wmf]NQO

D

  có: 
[image: image3525.wmf]·

·

PMOONQ
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 và 
[image: image3526.wmf]·

·

MPOQON

=

 suy ra 
[image: image3527.wmf]MOP

D
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image3529.wmf]NQO
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[image: image3530.wmf]2
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Ta cũng có: 
[image: image3531.wmf](
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Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image3532.wmf]//

PMQNPQMN

=Û

 hay K là điểm chính giữa cung nhỏ BC.

Bài 44. Cho đường tròn 
[image: image3533.wmf](

)

,

OR

 và đường thẳng (d) không cắt 
[image: image3534.wmf](

)

,

O

 điểm M nằm trên đường thẳng (d), qua M dựng các tiếp tuyến MA, MB đến 
[image: image3535.wmf](

)

,

OR

 (A, B là các tiếp điểm. Gọi H là hình chiếu vuông góc của 
[image: image3536.wmf](

)

O

 lên (d). Các đường thẳng cắt AB lần lượt tại I, K. Tìm vị trí điểm M trên (d) để diện tích tam giác OIK lớn nhất.

Lời giải:

[image: image4668.png]


Ta có:
[image: image3537.wmf]2

..

OAOIOMOKOH

==


suy ra 
[image: image3538.wmf]22

OAR

OK

OHOH

==

 không đổi (do OH không đổi). Diện tích tam giác OIK là:


[image: image3539.wmf](

)

222

11

.

244

OIK

SIKIOIKIOOK

1

=£+=


Tức là: 
[image: image3540.wmf]4

2

.

4

OIK

R

S

OH

£

 Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image3541.wmf]IKKO

=

 suy ra tam giác KIO vuông cân. Suy ra 
[image: image3542.wmf]·

·

4545.

KOIOMH

=°Þ=°

 Tức là điểm M cách H 1 đoạn bằng OH.
Bài 45. Cho đường tròn tâm O bán kính R, hai đường kính AB, CD vuông góc với nhau.

Lấy điểm M bất kỳ thuộc đoạn 
[image: image3543.wmf](

)

 ,.

OAMOA

¹

 Tia DM cắt đường tròn 
[image: image3544.wmf](

)

O

 tại N.

a, Chứng minh: Tứ giác OMNC nội tiếp.

b, Chứng minh: 
[image: image3545.wmf]2

..2.

DMDNDODCR

==


c, Tiếp tuyến tại C của 
[image: image3546.wmf](

)

O

 cắt tia DM tại E, đường tròn ngoại tiếp tam giác CDE cắt BC tại F. Chứng minh: 
[image: image3547.wmf]//.

DFAN


d, Nối B với N cắt OC tại P.

[image: image4669.png]|

7
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Tìm vị trí điểm M để 
[image: image3548.wmf]OMOP

AMCP

+

 nhỏ nhất.

Lời giải:

a, Tứ giác OMNC có 
[image: image3549.wmf]·

·

90

MNCCOM

==°

nên 
[image: image3550.wmf]·

·

180

MNCCOM

+=°

 suy ra OMNC là tứ giác nội tiếp (tổng 2 góc đối bằng 
[image: image3551.wmf]180.

)

°


b, Xét tam giác vuông DOM và tam giác vuông DNC ta có: 
[image: image3552.wmf]·

·

90,

DOMDNC

==°

 
[image: image3553.wmf]·

NDC

 chung. Suy ra 
[image: image3554.wmf]DNC

D
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[image: image3556.wmf]DOM

D

  (g.g)


[image: image3557.wmf]2

...22.

DNDC

DMDNDODCRRR

DODM

Þ=Û===


c, Tam giác ECD vuông tại 
[image: image3558.wmf], //, 

CMOECO

 là trung điểm CD nên MO là đường trung bình của tam giác ECD suy ra M là trung điểm của ED. Đường tròn ngoại tiếp tam giác CDE chính là đường tròn tâm M bán kính MC.

Tứ giác DFCE nội tiếp nên 
[image: image3559.wmf]·

·

DEFDCF

=

 (cùng chắn cung DF), tứ giác DNCB nội tiếp nên 
[image: image3560.wmf]·

·

DNBDCB

=

(cùng chắn cung BD). Từ đó suy ra 
[image: image3561.wmf]·

·

//.
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 Mà 
[image: image3562.wmf], 

NBANEFDF
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[image: image3563.wmf]//
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 (từ vuông góc đến song song).

d, Ta có: 
[image: image3564.wmf]2
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Ta có 
[image: image3565.wmf]·
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Suy ra 
[image: image3566.wmf]MDB

D

 
[image: image3567.wmf]∽



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image3568.wmf]22
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Ta có:


[image: image3569.wmf](
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[image: image3570.wmf](
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 Theo bất đẳng thức AM - GM ta có: 
[image: image3571.wmf]2.22

MBDPMBDPR
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 suy ra 
[image: image3572.wmf](
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Theo bất đẳng thức AM-GM ta có:


[image: image3573.wmf](
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Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image3574.wmf](
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Suy ra điểm M nằm trên đoạn OA sao cho 
[image: image3575.wmf](

)

22.
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=-


Vậy GTNN của  
[image: image3576.wmf]OMOP

AMCP

+

  là 
[image: image3577.wmf]2


[image: image4670.png]


Bài 46. Cho tam giác ABC nội tiếp 
[image: image3578.wmf](

)

;

OR

 và ngọai tiếp 
[image: image3579.wmf](

)

;.

Ir

 Chứng minh rằng: 
[image: image3580.wmf]2

R

r

³


Lời giải:

Ta cần tìm mối liên hệ giữa hai bán kính R, r.
Giả sử AI kéo dài cắt (O) tại P. OI cắt (O) tại M, N.

Hạ 
[image: image3581.wmf],

IKAB

^

 dựng đường kính PQ của (O).

Ta có I nằm trong (O) và 
[image: image3582.wmf](
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Mặt khác ta cũng có 
[image: image3583.wmf]AKI

D
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image3585.wmf]QCP
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 nên 
[image: image3586.wmf].2..
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  Nhưng ta dễ chứng minh được: 
[image: image3587.wmf]PCPI

=

 suy ra 
[image: image3588.wmf].2.

IAIPRr

=

 hay 
[image: image3589.wmf]2222
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 Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image3590.wmf]OI

º

 hay tam giác ABC đều.

Bài 47. Cho hai đường tròn 
[image: image3591.wmf](

)

O

 và 
[image: image3592.wmf](

)

'

O

 cắt nhau tại A, B. Một cát tuyến qua A cắt 
[image: image3593.wmf](

)

(

)

,'

OO

 lần lượt tại M, N (M nằm ngoài 
[image: image3594.wmf](

)

', 

ON

 nằm ngoài 
[image: image3595.wmf](

)

).

O

 Các tiếp tuyến của 
[image: image3596.wmf](

)

(

)

,'

OO

 tại M, N cắt nhau ở P. Tìm vị trí của cát tuyến MAN để bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác MNP lớn nhất.

Lời giải:

[image: image4671.png]sl
<4



Do MP, NP lần lượt là các tiếp tuyến của 
[image: image3597.wmf](

)

O

 và 
[image: image3598.wmf](

)

'

O

 nên ta có:


[image: image3599.wmf]·
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Hay 
[image: image3600.wmf]·

·
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·
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Suy ra PMBN là tứ giác nội tiếp.

Từ đó ta có:


[image: image3601.wmf]·

·
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 không đổi.

Suy ra 
[image: image3602.wmf]·

MPN

 không đổi. Gọi R là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác MNP ta có:


[image: image3603.wmf]·

2.sin.
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 Suy ra R lớn nhất khi MN lớn nhất. Gọi H, K lần lượt là trung điểm của AM, AN ta suy ra 
[image: image3604.wmf]2.
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=

 Dựng 
[image: image3605.wmf]'

OEOK

^

 thì 
[image: image3606.wmf].

OEHK
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Ta có: 
[image: image3607.wmf]222'.

MNHKOEOO
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 Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image3608.wmf]'

EO

º

 hay 
[image: image3609.wmf].

MNAB

^


Bài 48. Cho tam giác ABC có ba góc nhọn, nội tiếp đường tròn 
[image: image3610.wmf](

)

.

O

 Các đường cao AM, BN, CP của tam giác ABC cùng đi qua điểm H. Gọi Q là điểm bất kì trên cung nhỏ BC (Q khác B, Q khác C). Gọi E, F theo thứ tự là điểm đối xứng của Q qua các đường thẳng AB và AC.

a, Chứng minh 
[image: image3611.wmf]...

MHMAMPMN
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b, Chứng minh ba điểm E, H, F thẳng hàng.

b, Gọi J là giao điểm của QE và AB, I là giao điểm của QF và AC. Tìm vị trí của điểm Q trên cung nhỏ BC để 
[image: image3612.wmf]ABAC

QJQI

æö

+

ç÷

èø

 nhỏ nhất

(Trích đề tuyển sinh vào lớp 10 chuyên Toán trường THPT chuyên Hà Nội Amsterdam 2016)

Lời giải:

a, Xét tam giác MHP và tam giác MNA, ta có: APMC, MHCN nội tiếp nên


[image: image3613.wmf]·
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AMPACPNMHMPHHAN
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 nên 
[image: image3614.wmf]MHP

D
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[image: image3617.wmf]MHMP
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 hay 
[image: image3618.wmf]...
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[image: image4672.png]


b, Dựng 
[image: image3619.wmf]QKBC

^

 ta có các tứ giác JBKQ, QKIC, ABQC nội tiếp nên ta có biến đổi góc sau: 
[image: image3620.wmf]·

·

·

·
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JKQJBQACQQKI

===°-

 hay 
[image: image3621.wmf]·

·

180
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 nên J, K, I thẳng hàng.

Giả sử tia CH, BH cắt 
[image: image3622.wmf](

)

O

 tại giao điểm thứ 2 là R, S thì 
[image: image3623.wmf]·

·

·

,

RABRCBHAB

==

 tương tự 
[image: image3624.wmf]·

·

RBAHBA

=

 nên suy ra H đối xứng với R qua AB, tương tự H đối xứng với S qua AC.

Ta có tứ giác ERHQ là hình thang cân và tứ giác CRBQ, KBJQ nội tiếp nên 
[image: image3625.wmf]·

·
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 nên suy ra 
[image: image3626.wmf]//,

HEKJ

 chứng minh tương tự ta có: 
[image: image3627.wmf]//

HFKI

 mà I, K, J thẳng hàng nên suy ra E, H, F thẳng hàng.

c, Trên BC lấy điểm T sao cho 
[image: image3628.wmf]·

·

QCTQBA
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 suy ra 
[image: image3629.wmf]QBA

D

 
[image: image3630.wmf]∽

 
[image: image3631.wmf],

QCT
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 QJ, QK là các đường cao tương ứng nên suy ra 
[image: image3632.wmf]ABTC

QJQK
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 (1) tương tự 
[image: image3633.wmf]BQT

D

 
[image: image3634.wmf]∽

 
[image: image3635.wmf]ACTB
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 (2).

Từ (1) và (2) ta suy ra 
[image: image3636.wmf]ABACTCTBBC

QJQIQKQKQK
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  suy ra 
[image: image3637.wmf]ABAC

QJQI

+

 nhỏ nhất khi và chỉ khi 
[image: image3638.wmf]BC

QK

 nhỏ nhất, hay QK lớn nhất suy ra Q là điểm chính giữa cung nhỏ BC.

Bất đẳng thức Erdos – Mordell

Cho tam giác ABC và M là một điểm bất kỳ nằm trong tam giác đó. Gọi 
[image: image3639.wmf], , 

abc

RRR

 theo thứ tự là khoảng cách từ M đến các đỉnh A, B, C. Còn 
[image: image3640.wmf], , 

abc

ddd

 làn lượt là khoảng cách từ M đến các cạnh BC, CA, AB. Khi đó ta có bất đẳng thức:

a, 
[image: image3641.wmf](
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b, 
[image: image3642.wmf]..8..

abcabc
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi tam giác ABC đều và M là tâm của tam giác.

Lời giải:

a, Đặt 
[image: image3643.wmf], ,.

BCaCAbABc
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 Lấy điểm 
[image: image3644.wmf]1

M

 đối xứng với điểm M qua đường phân giác trong của 
[image: image3645.wmf]·

.

BAC

 Dựng 
[image: image3646.wmf]1

,

BHAM
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 và 
[image: image3647.wmf]1
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Giả sử 
[image: image3648.wmf]1

AM

 cắt BC tại D.

Khi đó 
[image: image3649.wmf], .
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 Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image3650.wmf]ADBC
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 hay 
[image: image3651.wmf]1
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[image: image4673.png]


Từ đó ta có:


[image: image3652.wmf]11
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 (chú ý rằng 
[image: image3653.wmf]1
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 hay 
[image: image3654.wmf].
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 Từ đó 
[image: image3655.wmf]abc
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 (1). Tương tự ta có 
[image: image3656.wmf]bca

ac
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 (2); 
[image: image3657.wmf]cba
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 (3).

Cộng theo vế các bất đẳng thức (1), (2), (3) ta thu được:


[image: image3658.wmf](
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(Sử dụng bất đẳng thức AM-GM dạng 
[image: image3659.wmf]2
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 cho các biểu thức trong ngoặc). Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image3660.wmf]abc
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 đồng thời 
[image: image3661.wmf]1

M

 là trực tâm của tam giác ABC. Nói cách khác, 
[image: image3662.wmf]1

M

 (và do đó cả M) là tâm của tam giác đều ABC.

b, Từ cách chứng minh bất đẳng thức Erdos-Mordell ở câu a) ta có:


[image: image3663.wmf]abc
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 (1); 
[image: image3664.wmf]bca
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 (2); 
[image: image3665.wmf]cba
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 (3).

Nhân theo vế ba bất đẳng thức trên ta được: 
[image: image3666.wmf]..
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Áp dụng bất đẳng thức: 
[image: image3667.wmf]2
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 ta có:
[image: image3668.wmf]2.2...2.8
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Bài 49. Gọi I là tâm, r là bán kính đường tròn nội tiếp tam giác ABC. Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ để tam giác ABC đều và 
[image: image3669.wmf]6.
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[image: image4674.png]o
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Lời giải:

Kẻ IH, IJ, IK theo thứ tự vuông góc với các cạnh BC, CA, AB. Ta có 
[image: image3670.wmf].
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 Áp dụng bất đẳng thức Erdos-Mordell cho điểm I trong tam giác ABC, ta thấy 
[image: image3671.wmf](
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 Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi tam giác ABC đều. Nói cách khác, điều kiện cần và đủ để tam giác ABC đều là 
[image: image3672.wmf]6
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Bài 50. Giả sử M là một điểm bất kỳ nằm trong tam giác ABC. Gọi r là bán kính đường tròn nội tiếp tam giác. Chứng minh rằng 
[image: image3673.wmf]6.

MAMBMCr

++³

 Đẳng thức xảy ra khi nào?

Lời giải:

Gọi x, y, z lần lượt là khoảng cách từ M đến các cạnh BC, CA, AB.

[image: image4675.png]A
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Kẻ AH vuông góc với BC, 
[image: image3674.wmf]1
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  vuông góc với BC. Khi đó ta có 
[image: image3675.wmf]1
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 Từ đó 
[image: image3676.wmf]2

x.

ABC

S

AM

BC

³-

 Tương tự, 
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Cộng theo vế ba bất đẳng thức này ta được: 
[image: image3678.wmf](
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[image: image3679.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta được: 
[image: image3680.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức Erdos-Mordell cho điểm M đối với tam giác ABC ta có: 
[image: image3681.wmf](
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Từ (1), (2), (3) suy ra 
[image: image3682.wmf]9

2

MAMBMC

MAMBMCr

++

æö

++³-

ç÷

èø

 hay 
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi tam giác ABC đều (đpcm).

Bài 51. Giả sử H là trực tâm của tam giác nhọn ABC. Gọi D, E, F lần lượt là trung điểm của BC, CA, AB; R là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Chứng minh bất đẳng thức  
[image: image3684.wmf]3
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Lời giải:

[image: image4676.png]


Gọi O là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC, K là điểm đối xứng với H qua BC suy ra K nằm trên 
[image: image3685.wmf](
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 và 
[image: image3686.wmf].

HDDK

=


Áp dụng bất đẳng thức cho 3 điểm bất kỳ ta có:


[image: image3687.wmf].
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[image: image3688.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức Erdos-Mordell cho điểm

O nằm trong tam giác ABC ta có:


[image: image3689.wmf]3
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Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image3690.wmf]3
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 (đpcm). Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi tam giác ABC đều.

Bài 52. Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp đường tròn 
[image: image3691.wmf](
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 các đường cao 
[image: image3692.wmf]111
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 cắt nhau tại H.
a, Giả sử BC cố định, điểm A chuyển động trên cung lớn BC. Tìm vị trí điểm A để 
[image: image3693.wmf]HAHBHC
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 lớn nhất.

b, Kẻ 
[image: image3694.wmf]1

OO

  vuông góc với 
[image: image3695.wmf]2
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 vuông góc với 
[image: image3696.wmf]3
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 vuông góc với AB. Chứng minh rằng: 
[image: image3697.wmf]1
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Lời giải:

[image: image4677.png]


a, Ta có tính chất H thuộc đường tròn cố định 
[image: image3698.wmf](
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 là điểm đối xứng với O qua BC) mà BC là dây cung cố định của 
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 nên 
[image: image3700.wmf]·

BHC

 không đổi suy ra 
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 không đổi. Ta cũng có: 
[image: image3702.wmf]2
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 suy ra HA có độ dài không đổi.

Như vậy để tìm GTLN của 
[image: image3703.wmf]HAHBHC
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 ta quy về tìm GTLN của 
[image: image3704.wmf].
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Trên tia đối của tia HB ta lấy một điểm 
[image: image3705.wmf]'
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 sao cho 
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[image: image3708.wmf]·
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Suy ra 
[image: image3709.wmf]'
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  chuyển động trên cung chứa góc 
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 dựng trên đoạn BC.

Ta có: 
[image: image3711.wmf]'
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 nên 
[image: image3712.wmf]HBHC
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 lớn nhất khi và chỉ khi 
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  là đường kính của đường tròn chứa cung chứa góc 
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 dựng trên đoạn BC tức là 
[image: image3715.wmf]'.
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 Từ đó suy ra cách dựng điểm A như sau:

Dựng cung chứa góc 
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 trên đoạn BC, dựng tia 
[image: image3717.wmf]CxBC
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 cắt cung chứa góc tại 
[image: image3718.wmf]'.

E

 Dựng đường thẳng qua B vuông góc với 
[image: image3719.wmf]'
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 cắt 
[image: image3720.wmf](
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 tại điểm A nằm chính giữa cung BC là vị trí cần tìm.

b, Ta có tính chất quen thuộc: 
[image: image3721.wmf]123

2,2;2.

HAOOHBOOHCOO

===


Áp dụng đẳng thức Erdos- Mordell cho điểm H trong tam giác ABC, ta có:


[image: image3722.wmf]111

1

23

.

2

HAHBHC

HAHBHCOOOOOO

++

++£=++

 Áp dụng bất đẳng thức Erdos- Mordell cho

điểm O trong tam giác ABC ta có: 
[image: image3723.wmf]123

3

22

OAOBOCR

OOOOOO

++

++£=

 (đpcm)

Câu b) thực chất là dạng tổng quát của câu a).

Bài 53. Cho đường tròn 
[image: image3724.wmf](
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 đường kính AB cố định. Lấy điểm I nằm giữa A và O sao cho 
[image: image3725.wmf]2

 .

3

AIAO

=

  Kẻ dây MN vuông góc với AB tại I, gọi C là điểm tùy ý thuộc cung lớn MN sao cho C không trùng với M, N và B. Nối AC cắt đoạn thẳng MN tại E.

a, Chứng minh rằng tứ giác IECB nội tiếp.

b, Chứng minh rằng 
[image: image3726.wmf]2
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c, Xác định vị trí điểm C sao cho khoảng cách từ N đến tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác CME là nhỏ nhất.

Lời giải:

a, Ta có 
[image: image3727.wmf]·
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 tứ giác IECB nội tiếp đường tròn đường kính BE.
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b, Ta có 
[image: image3728.wmf]¼
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 nên 
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 Lại có 
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 chung nên 
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[image: image3733.wmf]ACM
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[image: image3734.wmf]2
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c, Trên nửa mặt phẳng bờ ME có chứa điểm A, ta vẽ tiếp tuyến 
[image: image3735.wmf]Mx

  của đường tròn ngoại tiếp 
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(chứng minh câu b) 
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và tia Mx trùng nhau 
[image: image3740.wmf]MA

Þ

  là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp 
[image: image3741.wmf]MCE
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  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 
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 Mặt khác ta có 
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 thẳng hàng 
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 nhỏ nhất khi 
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  Khi đó ta xác định được điểm C như sau: Kẻ 
[image: image3747.wmf]1
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 tại 
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 Vẽ đường tròn tâm 
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 bán kính 
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  cắt đường tròn 
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 tại điểm thứ hai là C.

Bài 54. Cho đường tròn 
[image: image3752.wmf](
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 và hai đường kính 
[image: image3753.wmf],
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 vuông góc với nhau. Lấy điểm A trên cung  nhỏ PN, PA cắt MN tại B, AQ cắt MN tại E.
a, Chứng minh: OABQ là tứ giác nội tiếp.

b, Nối AM cắt PQ và PN lần lượt tại C, I. Chứng minh: Tích 
[image: image3754.wmf].
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 không đổi khi A di chuyển trên cung nhỏ PN.
c, Chứng minh: 
[image: image3755.wmf]2.
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d, Tìm vị trí điểm A để diện tích tam giác ACE lớn nhất.

Lời giải:

a, Vì điểm A nằm trên đường tròn đường kính PQ nên 
[image: image3756.wmf]·
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suy ra 
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Ta có 
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Từ đó suy ra 
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 là tứ giác nội tiếp (hai đỉnh liên tiếp trên 1 cạnh OA cùng nhìn cạnh BQ một góc 
[image: image3761.wmf]90.
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b, Vì điểm A nằm trên đường tròn đường kính MN nên 
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Xét các tam giác MAN và MOC có: 
[image: image3763.wmf]·
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 chung 
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suy ra 
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  nên 
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c, Vì PQ, MN là 2 đường kính của 
[image: image3772.wmf](
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 và 
[image: image3773.wmf]PQMN

^
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Xét tứ giác IANE: Ta có 
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 (quan hệ góc nội tiếp với góc ở tâm chắn cùng 1 cung) 
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suy ra 
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 do đó IANE là tứ giác nội tiếp (Hai đỉnh liên tiếp trên cùng một cạnh AN cùng nhình cạnh IE góc bằng nhau). Suy ra 
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 Tam giác IEN vuông tại E và có 
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d, Ta có 
[image: image3781.wmf].
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Xét tam giác MQE và tam giác QCQ ta có: 
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 suy ra 
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 (g.g)  suy ra 
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Như vậy ta có: 
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Kẻ 
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 gọi K là trung điểm MQ thì ta có 
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Ta có: 
[image: image3795.wmf]11
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 trong tam giác AHK ta có: 
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Vậy 
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 Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image3800.wmf]HK
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 và A, O, K thẳng hàng. Suy ra điểm A là điểm chính giữa cung nhỏ PN.

Vậy để diện tích tam giác ACE lớn nhất thì điểm A phải là điểm chính giữa cung nhỏ PN.

Bài 55. Cho đường tròn 
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 đường kính AB và một điểm C nằm trên 
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 lấy điểm M thuộc cung nhỏ BC (M khác B, C). Các đường thẳng AC, BM cắt nhau tại D. Phân giác trong góc BAM cắt AB tại P. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
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Lời giải:

Kéo dài MP cắt 
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tại Q.

Ta có: 
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Suy ra 
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Tương tự ta có: 
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Suy ra 
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Lại có 
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Suy ra 
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Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image3817.wmf],
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 hay M là điểm chính giữa cung BC.

Cách khác:

Áp dụng định lý Ptolemy cho tứ giác nội tiếp MBQA ta có: 
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 do Q là điểm chính giữa cung BC nên tam giác ABQ vuông cân tại Q suy ra 
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Ta suy ra 
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 dấu đẳng thức xảy ra khi và  chỉ khi 
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 hay M là điểm chính giữa cung BC

Bài 46. Cho hình vuông ABCD nội tiếp đường tròn 
[image: image3827.wmf](
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. Điểm M thuộc cung nhỏ CD của 
[image: image3828.wmf](

)

O

, M khác C và D. MA cắt DB, DC theo thứ tự X, Z; MB cắt CA, CD tại Y, T; CX cắt DY tại K.

1) Chứng minh rằng:  
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 và 
[image: image3830.wmf]·

135

CKD

=°

.

2) Chứng minh rằng: 
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3) Gọi I là giao điểm của MK và CD. Chứng minh rằng XT, YZ, OI cùng  đi qua tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác KZT.

(Trích đề thi vào 10 Chuyên Toán, ĐHSP HN, năm học 2012 - 2013)
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a) Ta có 
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 nên tứ giác DXTM nội tiếp.

Mà 
[image: image3833.wmf]·
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Suy ra 
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Do đó 
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Tương tự, tứ giác MCYZ nội tiếp

Suy ra 
[image: image3837.wmf]//

ZYBD

 nên 
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Ta có tứ giác ADZY nội tiếp nên 
[image: image3839.wmf]·
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Tương tự tứ giác BCTX nội tiếp nên 
[image: image3840.wmf]·

·

·

XCDXBMMCD

==


Nên 
[image: image3841.wmf](

)

·

·

..135

DMCDKCgcgDKCDMC

D=DÞ==°


Ta có 
[image: image3842.wmf]·
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XKDDKCDMX

=°-=°=

 nên tứ giác DXKM nội tiếp.

Mà DXTM nội tiếp nên 5 điểm D, X, K, T, M cùng nằm trên một đường tròn tâm E đường kính DT.

Tương tự 5 điểm Y, K, Z, M, C nằm trên đường tròn tâm F đường kính ZC suy ra 
[image: image3843.wmf]..
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Suy ra 
[image: image3844.wmf]XKXZXZDZDZ
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Tương tự 
[image: image3845.wmf]YKCT
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 nên 
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c) Gọi H là giao điểm XT và YZ. Ta chứng minh H là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác KZT.

Ta có 
[image: image3847.wmf]·
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        (1)

Tứ giác KHZX nội tiếp, nên:
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          (2)

Từ (1) và  (2) suy ra H là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác KZT.

Gọi giao điểm của XC và YZ là F.

Do 
[image: image3849.wmf]·
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 nên F, H, Z thẳng hàng.

Tương tự, gọi XT giao ID tại E. Ta có E, H, T thẳng hàng
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Vì 
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 nên 
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, mà 
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Nên suy ra 
[image: image3855.wmf]ITHIOC
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 do đó 
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Bài 47. Cho tam giác ABC vuông tại A, nội tiếp trong đường tròn 
[image: image3857.wmf](
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. Trên cung BC không chứa A, lấy điểm M tuỳ ý (M khác C). P là điểm trên cạnh BC sao cho 
[image: image3858.wmf]·
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. Trên các tia AB, AC lấy lần lượt các điểm E, F sao cho 
[image: image3859.wmf]BECFBC
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1) Chứng minh: 
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 và 
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2) Chứng minh 
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3) Xác định vị tri điểm N trên đường tròn 
[image: image3863.wmf](
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 để tổng 
[image: image3864.wmf]NANBNC
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 lớn nhất.

(Trích đề thi vào 10 Chuyên Toán, Quảng Bình, năm học 2012 - 2013)
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Ta có: 
[image: image3865.wmf]·
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Nên: 
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Suy ra: 
[image: image3868.wmf]..
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Mặt khác: 
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Từ (1) và (2) suy ra: 
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Từ kết quả câu a) ta có: 
[image: image3872.wmf]..
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[image: image3876.wmf]..
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Xét trường hợp N thuộc cung BC không chứa A.

- Nếu N khác C theo kết quả câu b) ta có


[image: image3877.wmf]..
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          (3)

- Nếu N trùng C, ta thấy (3) vẫn đúng.

Mặt khác 
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Từ (3) và (4) suy ra 
[image: image3880.wmf]NANBNCEF

++£


Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image3881.wmf]..
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 hay 
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Xét trường hợp N thuộc cung BC chứa A. Lấy N’ đối xứng N qua BC, khi đó N’ thuộc cung BC không chứa A, 
[image: image3883.wmf],,
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Áp dụng trường hợp trên ta có:
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Vậy trong mọi trường hợp thì 
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Bài 48. Cho tam giác OAB vuông cân tại O với 
[image: image3887.wmf]2
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. Gọi 
[image: image3888.wmf](
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 là đường tròn tâm O bán kính a. Tìm điểm M thuộc 
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 sao cho 
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(Trích đề thi vào 10 Chuyên Toán, TP HCM, năm học 2010 - 2011)
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Đường thẳng OA cắt 
[image: image3891.wmf](
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 tại C và D, B

với C là trung điểm của OA. Gọi E là

trung điểm của OC.

* Trường hợp M không trùng với C và D.

Hai tam giác OEM và OMA đồng dạng

(do 
[image: image3892.wmf]·
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Suy ra 
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* Trường hợp M trùng với C: 
[image: image3894.wmf]2.2.
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* Trường hợp M trùng với D: 
[image: image3895.wmf]2.2.
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Vậy ta luôn có 
[image: image3896.wmf]2.
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Dấu “=” xảy ra khi M là giao điểm của đoạn BE với đường tròn 
[image: image3898.wmf](
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Vậy 
[image: image3899.wmf]2.
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 nhỏ nhất khi M là giao điểm của đoạn BE với đường tròn 
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Bài 49. Cho ba điểm A, M, B phân biệt, thẳng hàng và M nằm giữa A, B. Trên cùng một nửa mặt phẳng bờ là đường thẳng AB, dựng hai tam giác đều AMC và BMD. Gọi P là giao điểm của AD và BC.

1) Chứng minh AMPC và BMPD là các tứ giác nội tiếp.

2) Chứng minh 
[image: image3901.wmf]..
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3) Đường thẳng nối tâm của hai đường tròn ngoại tiếp hai tứ giác AMPC và BMPD cắt PA, PB tương ứng tại E, F. Chứng minh CDFE là hình thang.

(Trích đề thi vào 10 Chuyên Toán (Vòng 1), ĐHSP Hà Nội, năm học 2016-2017)
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1) Vì 
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- Xét 
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Suy ra AMPC và BMPD là các tứ giác nội tiếp.

2) Vì AMPC là tứ giác nội tiếp nên
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Tương tự 
[image: image3910.wmf].
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Vậy 
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3) Ta có EF là đường trung trực của PM
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, suy ra 
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Mặt khác 
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 (do AMPC là tứ giác nội tiếp)

nên 
[image: image3915.wmf]EPM
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 đều, nên 
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Tương tự  
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Ta có 
[image: image3918.wmf]//
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 nên 
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Mà BMPD là tứ giác nội tiếp nên 
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Suy ra 
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Ta lại có 
[image: image3922.wmf]·

·

120

CPMDPM

==°



[image: image3923.wmf](g.g)
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Theo định lý Thales đảo ta có 
[image: image3924.wmf]//
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, suy ra CDFE là hình thang.

Bài 50. Cho tam giác ABC. Trên các cạnh BC, CA, AB lần lượt lấy các điểm D, E, F. Gọi 
[image: image3925.wmf](
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 là đường thẳng qua D và vuông góc với BC, 
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 là đường thẳng qua E và vuông góc với CA, 
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 là đường thẳng qua F và vuông góc với AB. Chứng minh rằng 
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(Trích đề thi vào lớp 10 Chuyên Toán THTH, ĐHSP TP HCM năm học 2014 - 2015)
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Gọi M là giao điểm của 
[image: image3931.wmf](
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 và 
[image: image3932.wmf](
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 và  
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 là hình chiếu của M lên AB.

Ta có
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Mà 
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nên 
[image: image3942.wmf](
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 đồng quy.

Bài 51. Cho hai đường tròn 
[image: image3943.wmf](
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 và 
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 với 
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 tiếp xúc trong với nhau tại A. Đường thẳng cắt 
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 và 
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 lần lượt tại B và C khác A . Đường thẳng đi qua trung điểm D của BC vuông góc với BC cắt 
[image: image3948.wmf](
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1) Chứng minh C là trực tâm tam giác APQ.

2) Chứng minh 
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3) Giả sử 
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 lần lượt là hình chiếu vuông góc của D xuống các đường thẳng 
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(Trích đề thi vào 10 Chuyên Toán (Vòng 1) Lê Hồng Phong, Nam Định, năm 2014 - 2015)
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1) Gọi M là giao điểm của AP với đường tròn 
[image: image3953.wmf](

)

2

O

.

Ta có PBQC là hình thoi, nên 
[image: image3954.wmf]//
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, mà 
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 (cùng vuông góc với AP) nên ta có Q, C, M thẳng hàng. Tam  giác APQ có hai đường cao AD và QM cắt nhau tại C nên C là trực tâm tam giác APQ.

2) Ta chứng minh được DM là tiếp tuyến của đường tròn 
[image: image3956.wmf](
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Ta có 
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Mặt khác 
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Nên ta có 
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3) Ta Chứng minh được 
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Ta có 
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Tương tự: 
[image: image3964.wmf]2
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. Từ đó, ta có điều phải chứng minh.

Đẳng thức xảy ra khi 
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Bài 52. Cho 
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 nội tiếp đường tròn 
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2) Tính 
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3) Gọi M là hình chiếu vuông góc của O lên BC. Đường thẳng 
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(Trích đề thi vào 10 Chuyên Toán (Vòng 2) Lê Hồng Phong, Nam Định, năm 2014 - 2015)
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1)Ta có 
[image: image3978.wmf]µ
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Mà 
[image: image3980.wmf]1
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 là đường cao nên 
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2) Ta có:
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3) Từ giả thiết ta có M là trung điểm BC, suy ra 
[image: image3987.wmf]1
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Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông ta có:


[image: image3989.wmf]2
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Bài 52. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn 
[image: image3990.wmf](
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. Lấy điểm D trên cung BC không chứa điểm A (D khác B, C). Gọi H, I, K lần lượt là hình chiếu vuông góc của D trên các đường thẳng BC, CA và AB. Chứng minh: 
[image: image3991.wmf]BCACAB
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(Trích đề thi vào 10 Chuyên Nguyễn Du, Đăk Lắk, năm học 2014 - 2015)

LỜI GIẢI

Ta có các tứ giác BHDK, DHIC, ABDC nội tiếp 
[image: image3992.wmf]·
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Mà 
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[image: image3995.wmf],,
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 thẳng hàng.

Mặt khác 
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Do đó, ta có:
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Bài 54. Cho hai đường tròn 
[image: image4002.wmf](
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 cắt nhau tại A và B. Từ điểm C thuộc tia đối của tia AB kẻ hai tiếp tuyến đến 
[image: image4003.wmf](
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 tại D và E, E nằm trong 
[image: image4004.wmf](
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. Các đường thẳng AD, AE cắt 
[image: image4005.wmf](
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 tại điểm thứ hai tương ứng là M, N. Gọi I là giao điểm của DE và MN.

1) Chứng minh rằng tứ giác BEIN nội tiếp và 
[image: image4006.wmf]BINBDA
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2) Chứng minh rằng 
[image: image4007.wmf]22
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3) Chứng minh rằng I là trung điểm của MN.

(Trích đề thi vào Chuyên Toán (Vòng 2), ĐHV, năm học 2015-2016)

LỜI GIẢI

1) Vì tứ giác ABNM nội tiếp nên 
[image: image4008.wmf]·
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Vì tứ giác DAEB nội tiếp nên 
[image: image4009.wmf]·
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Từ (1) và (2) suy ra tứ giác BEIN nội tiếp.

Theo chứng minh trên, 
[image: image4010.wmf]·
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Ta lại có 
[image: image4011.wmf]·
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 (do các tứ giác BEIN, AEBD nội tiếp).

Suy ra 
[image: image4012.wmf]BINBDA
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2) Vì CD là tiếp tuyến của 
[image: image4013.wmf](
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 nên 
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       (3)

Lại có, từ 
[image: image4016.wmf](
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Từ (3) và (4) suy ra 
[image: image4017.wmf]22
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3) Tương tự câu b) ta có 
[image: image4018.wmf]22
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Suy ra 
[image: image4019.wmf]EADA
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Từ câu 1), 
[image: image4020.wmf]INDA
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Tương tự ta có 
[image: image4021.wmf]IMEA
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    (7)

Từ (5), (6), (7) suy ra 
[image: image4022.wmf]IMIN
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, hay I là trung điểm của MN.

Bài 55.

1) Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn 
[image: image4023.wmf](
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, có góc A nhọn và 
[image: image4024.wmf]ABAC
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. Tia phân giác của góc 
[image: image4025.wmf]·
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 cắt đường tròn 
[image: image4026.wmf](
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 tại D (D khác A) và cắt tiếp tuyến tại B của đường tròn 
[image: image4027.wmf](
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 tại E. Gọi F là giao điểm của BD và AC

a) Chứng minh EF song song với BC.

b) Gọi M là giao điểm của AD và BC. Các tiếp tuyến tại B, D của đường tròn 
[image: image4028.wmf](
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 cắt nhau tại N. Chứng minh rằng: 
[image: image4029.wmf]111
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2) Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp đường tròn 
[image: image4030.wmf](
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, đường cao AH. Gọi M là giao điểm của AO và BC. Chứng minh 
[image: image4031.wmf]2
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(Trích đề thi vào 10 Chuyên Hưng Yên, năm học 2015 - 2016)

LỜI GIẢI

1) a) Do 
[image: image4032.wmf]·
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 nên BEAF nội tiếp được.

Suy ra 
[image: image4033.wmf]·
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Mà  
[image: image4034.wmf]·
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 (góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung)

Nên 
[image: image4035.wmf]·
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b) 
[image: image4037.wmf]·
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suy ra 
[image: image4038.wmf]//
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Theo Thales: 
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[image: image4041.wmf]1
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Mà 
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[image: image4043.wmf]1

NBNB

BEBM

+=



[image: image4044.wmf]111
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2) Kẻ đường kính AP

Dễ dàng chứng minh được:


[image: image4045.wmf]AHBACP
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 nên: 
[image: image4046.wmf]HBAH
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Tương tự: 
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Suy ra: 
[image: image4048.wmf].
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Suy ra: 
[image: image4049.wmf].
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Lại có: 
[image: image4050.wmf]AMCBMP
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 nên: 
[image: image4051.wmf]MCMP
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Tương tự: 
[image: image4052.wmf]MBMP
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Suy ra: 
[image: image4053.wmf].
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 nên: 
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Cộng lại, ta có: 
[image: image4055.wmf].2.
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Bài 56. Cho tam giác ABC có ba góc nhọn, nội tiếp đường tròn 
[image: image4056.wmf](
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. Các đường cao AM, BN, CP của tam giác ABC cùng đi qua điểm H. Gọi Q là điểm bất kì trên cung nhỏ BC (Q khác B và C). Gọi E, F theo thứ tự là điểm đối xứng với Q qua AB và AC.

1) Chứng minh 
[image: image4057.wmf]..
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2) Chứng minh ba điểm E, H ,F thẳng hàng.

3) Gọi J là giao điểm của QE và AB, I là giao điểm của QF và AC. Tìm vị trí của điểm Q trên cung nhỏ BC để 
[image: image4058.wmf]ABAC
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nhỏ nhất.

(Chuyên Toán TP Hà Nội, năm học 2015 - 2016)

LỜI GIẢI


1) Dễ dàng thấy rằng các tứ giác CNHM, BMHP nội tiếp. Cho nên 
[image: image4059.wmf]·
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Mặt khác tứ giác ANMB nội tiếp nên 
[image: image4064.wmf]·
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Từ (1) và (2) ta suy ra
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[image: image4067.wmf]..
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2) Trước hết dễ thấy 
[image: image4068.wmf]ACQACF
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nên 
[image: image4069.wmf]·
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 dẫn đến tứ giác AFCH nội tiếp và 
[image: image4070.wmf]·
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Mặt khác do tính chất đối xứng ta có 
[image: image4071.wmf]AFAQAE
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hay tam giác AEF cân tại A để có
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Do đó ta được 
[image: image4074.wmf]·
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 hay ba điểm E, H, F thẳng hàng.

3) Trước hết thấy rằng 
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Và đặt 
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Khi đó áp dụng BĐT Cauchy-Shwarz ta có:


[image: image4077.wmf]2222
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image4079.wmf]QIQJ
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Mặt khác nếu gọi G là điểm chính giữa của cung nhỏ BC thì luôn có


[image: image4080.wmf]QBCGBC
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Vậy 
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 nhỏ nhất khi và chỉ khi Q là điểm chính giữa của cung nhỏ BC.

Bài 57. Cho tam giác ABC nhọn, có trực tâm H và nội tiếp đường tròn tâm O. Gọi D, E, F tương ứng là các chân đường cao của tam giác ABC kẻ từ A, B, C. Gọi M là giao điểm của tia AO và cạnh BC. Gọi N, P tương ứng là hình chiếu vuông góc của M trên các cạnh CA, AB.

1) Chứng minh: 
[image: image4083.wmf]..
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2) Chứng minh tứ giác FENP nội tiếp.

3) Chứng minh rằng: 
[image: image4084.wmf]2
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(Trích đề thi vào 10 Chuyên Toán, Vĩnh Phúc, năm học 2015 - 2016)

LỜI GIẢI

1) Ta có 
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(do tứ giác HFAE, PMNA nội tiếp).

Do đó 
[image: image4087.wmf]PMNEHF
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[image: image4088.wmf]..
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2) Từ phần 1) thì
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[image: image4090.wmf]·
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Nên tứ giác FENP nội tiếp.

3) Ta có 
[image: image4091.wmf]·
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Suy ra 
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Do đó 
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Bài 58. Cho đường tròn 
[image: image4095.wmf](
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OR

 và dây BC cố định không đi qua tâm. Trên tia đối của tia BC lấy điểm A (A khác B). Từ A kẻ hai tiếp tuyến AM và AN với đường tròn 
[image: image4096.wmf](
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 (M và N là các tiếp điểm). Gọi I là trung điểm của BC.

1) Chứng minh A, O, M, N, I cùng thuộc một đường tròn và IA là tia phân giác của góc 
[image: image4097.wmf]·
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2) Gọi K là giao điểm của MN và BC. Chứng minh 
[image: image4098.wmf]211
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3) Đường thẳng qua M và vuông góc với đường thẳng ON cắt 
[image: image4099.wmf](
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 tại điểm thứ hai là P. Xác định vị trí của điểm A trên tia đối của tia BC để AMPN là hình binh hành.

(Chuyên Nguyễn Trãi, Hải Dương, năm học 2015 - 2016)

LỜI GIẢI

1) Theo giả thiết 
[image: image4100.wmf]·
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[image: image4101.wmf]Þ

 5 điểm A, O, M, N, I thuộc đường tròn đường kính AO
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 (Góc nội tiếp cùng chắn một cung)


[image: image4103.wmf]AMANAMN

=ÞD

 cân tại 
[image: image4104.wmf]·

·

AAMNANM

Þ=



[image: image4105.wmf]·
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2) 
[image: image4106.wmf](
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 (Do 
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[image: image4109.wmf]ABN
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 đồng dạng với 
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[image: image4111.wmf]AHK
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 đồng dạng với 
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Tam giác 
[image: image4113.wmf]AMO
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 vuông tại M có đường cao 
[image: image4114.wmf]2

.

MHAHAOAM

Þ=



[image: image4115.wmf]2
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3) Ta có 
[image: image4117.wmf],,//
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Do đó AMPN là hình bình hành 
[image: image4118.wmf]2
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Tam giác ANO đồng dạng với 
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TH1. 
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Đặt 
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Do 
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TH2. 
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Đặt 
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Vậy A thuộc BC, cách O một đoạn bằng 2R thì AMPN là hình bình hành.

Bài 59. Cho đường tròn tâm O đường kính BC, A là điểm di chuyển trên đường tròn 
[image: image4128.wmf](
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 (A khác B và C). Kẻ AH vuông góc với BC tại H. M là điểm đối xứng của điểm A qua điểm B.

1) Chứng minh điểm M luôn nằm trên một đường tròn cố định.

2) Đường thẳng MH cắt 
[image: image4129.wmf](
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 tại E và F (E nằm giữa M và F). Gọi I là trung điểm của HC, đường thẳng AI cắt 
[image: image4130.wmf](
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 tại G (G khác A). Chứng minh: 
[image: image4131.wmf]22222
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3) Gọi P là hình chiếu vuông góc của H lên AB. Tìm vị trí của điểm A sao cho bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác BCP đạt giá trị lớn nhất.

(Trích đề thi vào 10 Chuyên Toán, Nguyễn Trãi, Hải Dương, năm học 2016-2017)

LỜI GIẢI


1) Lấy K là điểm đối xứng của O qua B, vì B và O cố định nên K cố định. Tứ giác OAKM là hình bình hành nên 
[image: image4132.wmf]KMOA

=

.

Do 
[image: image4133.wmf]2

BC

OA

=

 không đổi.


[image: image4134.wmf]Þ

 M nằm trên đường tròn tâm K, bán kính 
[image: image4135.wmf]2
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.

2) Xét 
[image: image4136.wmf]AHB

D

 và 
[image: image4137.wmf]CHA
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 có
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 (cùng phụ với 
[image: image4139.wmf]·
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[image: image4140.wmf]AHBCHA
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Gọi S là trung điểm của AH, I là trung điểm của HC nên


[image: image4141.wmf]·
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Ta lại có BS là đường trung bình của 
[image: image4142.wmf]AMH
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Mà 
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Xét tứ giác AEGF nội tiếp 
[image: image4145.wmf](
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O

, có 
[image: image4146.wmf]AGEF
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Kẻ đường kính AD, do 
[image: image4147.wmf]GDAG
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 và 
[image: image4148.wmf]EFAG
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 nên 
[image: image4149.wmf]//
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, do đó tứ giác nội tiếp EFGD là hình thang cân
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Tương tự ta chứng minh được: 
[image: image4151.wmf]222
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Vậy 
[image: image4152.wmf]22222
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3) Gọi Q là hình chiếu của H trên 
[image: image4153.wmf]AC
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 Tứ giác APHQ là hình chữ nhật (S là tâm)


[image: image4154.wmf]·
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nên tứ giác BPQC nội tiếp.

Đường trung trực của các đoạn thẳng PQ, BC, QC cắt nhau tại O’ thì O’ là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác BCP.

Có OO’ // AH vì cùng vuông  góc với BC.


[image: image4155.wmf]OAPQ

^

 và 
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[image: image4157.wmf]//
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 nên tứ giác ASO’O là hình hình hành


[image: image4158.wmf]2
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Trong trường hợp A nằm chính giữa cung BC thì ta vẫn có:


[image: image4159.wmf]2
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Tam giác OO’C vuông tại O nên


[image: image4160.wmf]2
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Do OC không đổi nên O’C lớn nhất khi AH lớn nhất


[image: image4161.wmf]Û

 A chính giữa cung BC.

Bài 60. Cho đường tròn tâm O, bán kính R. Từ một điểm M ở ngoài đường tròn kẻ hai tiếp tuyến MA và MB với đường tròn (A, B là các tiếp điểm). Qua A kẻ đường thẳng song song với MO cắt đường tròn tại E (E khác A), đường thẳng ME cắt đường tròn tại F (F khác E), đường thẳng AF cắt MO tại N, H là giao điểm của MO và AB.

1) Chứng minh: Tứ giác MAOB nội tiếp đường tròn.

2) Chứng minh: 
[image: image4162.wmf]2
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 và 
[image: image4163.wmf]MNNH
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.

3) Chứng minh: 
[image: image4164.wmf]2
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.

(Trích đề thi vào 10, Chuyên Nguyễn Trãi, Hải Dương (Vòng 1), năm học 2017 - 2018)
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1) Ta có 
[image: image4165.wmf]·
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(theo tính chất của tiếp tuyến và bán kính)

Suy ra: 
[image: image4166.wmf]·
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Vậy tứ giác MAOB nội tiếp đường tròn.

2) Ta có 
[image: image4167.wmf]·
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mà 
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, suy ra 
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[image: image4170.wmf]NMF
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 và 
[image: image4171.wmf]NAM
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 nên 
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 đồng dạng với 
[image: image4175.wmf]NAM
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Mặt khác có: 
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 hay 
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[image: image4179.wmf]Þ

 MFHB là tứ giác nội tiếp
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 hay 
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Xét 
[image: image4182.wmf]NHF
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 và 
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 có:
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 đồng dạng 
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Từ (1) và (2) ta có 
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3) Xét 
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 và 
[image: image4190.wmf]MEA
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 có: 
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suy ra 
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Vì MFHB là tứ giác nội tiếp 
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Và 
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 và 
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 có: 
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suy ra 
[image: image4201.wmf]AEF

D

đồng dạng với 
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Từ (3) và (4) ta có:


[image: image4204.wmf]22
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Bài 61. Cho hai đường tròn 
[image: image4206.wmf](
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 và 
[image: image4207.wmf](
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 cắt nhau tại hai điểm phân biệt A và B. Trên tia đối của tia AB lấy điểm C, kẻ tiếp tuyến CD, CE với 
[image: image4208.wmf](
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, trong đó D, E là các tiếp điểm và E nằm trong 
[image: image4209.wmf](
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. Đường thẳng AD, AE cắt 
[image: image4210.wmf](
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 lần lượt tại M và N (M, N khác A). Tia DE cắt MN tại I, 
[image: image4211.wmf]OO
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 cắt AB và DI lần lượt tại H và F.

1) Chứng minh: 
[image: image4212.wmf]..
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2) Chứng minh: 
[image: image4213.wmf]....
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3) Chứng minh: 
[image: image4214.wmf]OI
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 vuông góc với MN.

(Trích đề thi vào 10, Chuyên Nguyễn Trãi (vòng 2), Hải Dương 2017 - 2018)
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1) 
[image: image4215.wmf](
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 cắt 
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 tại A, B
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CD, CE là tiếp tuyến của 
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 tại D, E
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Từ (1) và (2) 
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 cùng thuộc đường tròn đường kính 
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Mà 
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[image: image4223.wmf]HC
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 là đường phân giác của 
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Mặt khác 
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 tại H hay 
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2) Trong 
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 có: 
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Trong 
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[image: image4234.wmf]Þ

BDMI là tứ giác nội tiếp 
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Xét 
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Xét 
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Từ (3) và (4) 
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3) Xét 
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 và 
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Xét 
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 và 
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Xét 
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Mặt khác 
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Từ (5), (6), (7), (8) 
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Bài 62. Cho tứ giác ABCD có 
[image: image4265.wmf]60,90

BADBCD

=°=°

. Đường phân giác trong của BAD cắt BD tại E. Đường phân giác trong của BCD cắt BD tại F. Chứng minh: 
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(Trích đề thi vào 10 Chuyên Long An, năm học 2016 - 2017)
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Gọi K là hình chiếu vuông góc của E lên AB.

Diện tích tam giác ABE là:


[image: image4267.wmf]..sin30..
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Diện tích tam giác ADE là: 
[image: image4268.wmf].
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Diện tích tam giác ABD là: 
[image: image4269.wmf].sin60.3.
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Ta có: Diện tích tam giác ABE + Diện tích tam giác ADE

= Diện tích tam giác ABD.

Suy ra: 
[image: image4270.wmf]311
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Tương tự như trên ta tìm được 
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Từ (1) và (2) ta có: 
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Bài 63. Cho đường tròn 
[image: image4273.wmf](
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 và điểm A cố định trên 
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. Gọi M, N là các giao điểm của hai đường tròn 
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 của đường tròn 
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. Đường thẳng qua H và vuông góc với AH cắt 
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 tại B, C. Kẻ 
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1) Chứng minh rằng IK luôn vuông góc với một đường thẳng cố định và 
[image: image4281.wmf]2
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2) Tìm giá trị lớn nhất của điện tích 
[image: image4282.wmf]AIK
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 khi H thay đổi.

(Trích đề thi HSG Lớp 9, Tỉnh Phú Thọ, năm học 2016 - 2017)
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1) Ta có 
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Vì 
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nên tứ giác AJHK nội tiếp.

Kẻ tiếp tuyến At của đường tròn
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 tại A.

Ta có: 
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·

ACBAHK

Þ=

          (1)

Ta lại có: 
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và 
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Từ (1), (2), (3) suy ra: . 
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Mặt khác 
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. Vậy IK luôn vuông góc với đường thẳng cố định OA.

Gọi J là giao điểm của AO và IK; A’ là điểm đối xứng với A qua O.

Ta có 
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2) Ta có 
[image: image4296.wmf]2
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Gọi 
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Ta có 
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[image: image4300.wmf](
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Suy ra 
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Vậy giá trị lớn nhất của tam giác AJK bằng 
[image: image4302.wmf]2
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, đạt khi 
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Bài 64. Từ điểm M nằm ngoài đường tròn tâm 
[image: image4304.wmf](
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.Vẽ hai tiếp tuyến MA, MB với đường tròn (A, B là các tiếp điểm). Cát tuyến MPQ không đi qua O (P nằm giữa M, Q). Gọi H là giao điểm của OM và AB.

1) Chứng minh 
[image: image4305.wmf]·
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2) Tìm điểm E thuộc cung lớn AB sao cho tổng 
[image: image4306.wmf]11
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 có giá trị nhỏ nhất.

(Trích đề thi HSG Lớp 9, Tỉnh Nghệ an, năm học 2015 - 2016)
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1) 
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suy ra 
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AH nên  
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Từ (1) và (2) suy ra
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Do đó tứ giác PQOH là tứ giác nội tiếp


[image: image4319.wmf]·
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2) Trên tia đối của tia EA lấy điểm F

sao cho 
[image: image4320.wmf]EBEF
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 hay 
[image: image4321.wmf]EBF
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cân tại E, suy ra 
[image: image4322.wmf]·
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Đặt 
[image: image4323.wmf]·
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 khi đó 
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nên F di chuyển trên cung chứa góc 
[image: image4325.wmf]2
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 dựng trên BC.

Ta có: 
[image: image4326.wmf]114
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Như vậy 
[image: image4327.wmf]11
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 nhỏ nhất khi 
[image: image4328.wmf]EAEB
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 lớn nhất

hay 
[image: image4329.wmf]EAEF
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 lớn nhất 
[image: image4330.wmf]AF

Û

 lớn nhất (**)

Gọi O’ là điểm chính giữa của cung lớn AB

suy ra 
[image: image4331.wmf]OAB
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 cân tại O’ suy ra 
[image: image4332.wmf]OAOB
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 và 
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 có EB = EF, O’E chung

Và 
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 (cùng bù với 
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 (c.g.c) suy ra 
[image: image4338.wmf]OBOF
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 (4)

Từ (3) và (4) suy ra O’ là tâm cung chứa góc 
[image: image4339.wmf]2
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 dựng trên đoạn thẳng BC (cung đó và cung lớn AB cùng thuộc một nửa mặt phẳng bờ AB).

Do đó AF lớn nhất khi nó là đường kính của 
[image: image4340.wmf](
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 khi 
[image: image4341.wmf]EO
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  (***).

Từ (**) và (***) suy ra E là điểm chính giữa cung lớn AB thì 
[image: image4342.wmf]11

EAEB

+

 giá trị nhỏ nhất.

Bài 65. Trong các hình bình hành ngoại tiếp đường tròn 
[image: image4343.wmf](

)

;

Or

, hãy tìm hình bình hành có diện tích nhỏ nhất.

(Trích đề thi HSG Lớp 9, Tỉnh Hải Dương, năm học 2011 - 2012)

LỜI GIẢI

Theo bài ta suy ra các cạnh của hình hành là

tiếp tuyến của đường tròn 
[image: image4344.wmf](
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;

Or

. Gọi M, N, P, Q

lần lượt là tiếp điểm của đường tròn với các

cạnh như hình vẽ.


[image: image4345.wmf];,;
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Kẻ 
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. Ta có 
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, dấu “=” xảy ra khi
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Ta có: 
[image: image4351.wmf],,//
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[image: image4352.wmf]Þ

 P, O, M thẳng hàng, do đó 
[image: image4353.wmf]2
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[image: image4355.wmf]2
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, dấu “=” xảy ra khi 
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Vậy trong các hình bình hành ngoại tiếp đường tròn 
[image: image4357.wmf](
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Or

 thì hình vuông có diện tích nhỏ nhất và bằng 
[image: image4358.wmf]2
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Bài 66. Cho tam giác ABC, điểm M ở trong tam giác, các đường thẳng AM, BM, CM, lần lượt cắt các cạnh BC, CA, AB tại P, R, Q. Kí hiệu 
[image: image4359.wmf]ABC

S

 là diện tích tam giác ABC.

1) Chứng minh rằng: 
[image: image4360.wmf]...4
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2) Xác định vị trí của M để diện tích tam giác PQR lớn nhất.

(Trích đề thi HSG Lớp 9, Tỉnh Bình Định, năm học 2010 - 2011)

LỜI GIẢI

a) Ta có: 
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Tương tự ta cũng có:
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Cộng theo vế ta sẽ được điều cần chứng minh.

b) Đặt 
[image: image4366.wmf];;
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Ta có 
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Tương tự ta cũng có: 
[image: image4369.wmf](2);(3)
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Cộng theo vế các BĐT (1), (2) và (3) ta được: 
[image: image4370.wmf]4
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Mặt khác dùng BĐT Cô-si ta sẽ chứng minh được
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 nên từ (4) suy ra:
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Đẳng thức xảy ra khi:


[image: image4373.wmf];;
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[image: image4374.wmf]Û

M là trọng tâm của tam giác ABC.

Vậy khi M là trọng tâm của tam giác ABC thì max
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Bài 67. Cho tam giác đều ABC nội tiếp đường tròn tâm O bán kính R. M là một điểm di động trên cung nhỏ BC của đường tròn đó.

1) Chứng minh 
[image: image4376.wmf]MBMCMA
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2) Gọi H, I, K lần lượt là chân đường vuông góc hạ từ M xuống AB, BC, CA. Gọi S, S' lần lượt là diện tích của tam giác ABC, MBC. Chứng minh rằng: Khi M di động ta luôn có đẳng thức:


[image: image4377.wmf](
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(Trích đề thi HSG Lớp 9, Tỉnh Bình Định, năm học 2016 - 2017)

LỜI GIẢI


a) Cách 1: Trên tia đối của tia MC lấy điểm E sao cho 
[image: image4378.wmf]MEMB
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Ta có: 
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 là tam giác đều 
[image: image4380.wmf]BEBMEM

Þ==
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Do đó: 
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Cách 2: Trên AM lấy điểm E sao cho 
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Ta có: 
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 là tam giác đều 
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. Do đó: 
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b) Kẻ AN vuông góc với BC tại N

Vì 
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 là tam giác đều nên O là

trọng tâm của tam giác
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Ta có: 
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Ta có: 
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Do đó: 
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Bài 68. Cho tam giác ABC có bán kính đường tròn nội tiếp là r. Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm của các cạnh BC, CA, AB . Biết rằng:


[image: image4400.wmf]1111
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Chứng minh tam giác ABC là tam giác đều.

(Trích đề thi HSG Lớp 9, Tỉnh Thái Bình, năm học 2015 - 2016)

LỜI GIẢI

Gọi đường cao tương ứng với cạnh BC là AH. Gọi S là diện tích tam giác ABC.

Ta dễ thấy: 
[image: image4401.wmf]2
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Tương tự ta có: 
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Cộng vế theo vế ta được:
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, trong đó p là nửa chu vi.
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Đẳng thức xảy ra khi 
[image: image4405.wmf]ABC
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 đều.
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