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ĐIỂM THUỘC ĐỒ THỊ HÀM SỐ

Vấn đề 1 Điểm cố định thuộc đường cong, điểm mà họ đường cong không đi qua.
Phương pháp .
Ta thường gặp bài toán sau

Bài toán : Tìm tất cả các điểm 
[image: image1.wmf]M

 thuộc đồ thị (C) :
[image: image2.wmf]yf(x)
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, biết 
[image: image3.wmf]M

 thỏa mãn tính chất 
[image: image4.wmf]T

 cho trước

Phương pháp : 
[image: image5.wmf]M(C)M(m;f(m))
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Dựa vào tính chất 
[image: image6.wmf]T

 của 
[image: image7.wmf]M

 ta tìm được 
[image: image8.wmf]m

.

1. Điểm cố định của họ đường cong

Điểm 
[image: image9.wmf]00

A(x;y)

 gọi là điểm cố định của họ đường cong 
[image: image10.wmf]m
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 nếu 
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  (1).

Để giải quyết (1) ta thường biến đổi (1) về dạng
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Từ đó ta tìm được A

2. Điểm mà họ đường cong không đi qua

Điểm 
[image: image14.wmf]00

A(x;y)

 gọi là điểm không có đường cong nào của họ đường cong 
[image: image15.wmf]m
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 đi qua nếu 
[image: image16.wmf]00

F(x,m)y  m

¹"Î

¡


Hay phương trình 
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 vô nghiệm với mọi 
[image: image18.wmf]m


Chú ý : Phương trình 
[image: image19.wmf]axb0
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 vô nghiệm 
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Ví dụ 1.1.7 Cho hàm số 
[image: image21.wmf]3
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có đồ thị là   
[image: image22.wmf](
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. Chứng minh rằng  họ đường cong 
[image: image23.wmf]m

(C)

 luôn đi qua ba điểm cố định và ba điểm này nằm trên một đường thẳng.
Lời giải.
Gọi 
[image: image24.wmf]00
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 là điểm cố định của họ đường cong 
[image: image25.wmf]m
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Vì phương trình 
[image: image29.wmf]3
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 luôn có ba nghiệm phân biệt nên ta suy ra họ đường cong 
[image: image30.wmf]m

(C)

 luôn đi qua ba điểm cố định.

Từ phương trình 
[image: image31.wmf]00

y12x5

=+Þ

 ba điểm cố định này nằm trên đường thẳng 
[image: image32.wmf]y12x5
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Ví dụ 2.1.7 Chứng minh rằng họ 
[image: image33.wmf](
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 luôn tiếp xúc với một đường thẳng cố định.
Lời giải.
Cách 1: Giả sử 
[image: image35.wmf](
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 luôn tiếp xúc với đường thẳng 
[image: image36.wmf]yaxb
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. Khi đó hệ phương trình sau có nghiệm với mọi m: 
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[image: image39.wmf]222
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Vậy 
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 luôn tiếp xúc với đường thẳng
[image: image41.wmf]yx1
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Cách 2: Ta dễ dàng tìm được điểm cố định của 
[image: image42.wmf](
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 là 
[image: image43.wmf]A(0;1)
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Hệ số góc của tiếp tuyến tại A là : 
[image: image44.wmf]y'(0)1
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 nên tiếp tuyến tại A có phương trình: 
[image: image45.wmf]yx1
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Vậy 
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 luôn tiếp xúc với đường thẳng 
[image: image47.wmf]yx1
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Cách 3: Giả sử 
[image: image48.wmf]00
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 là điểm mà không có đường nào của họ 
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vô nghiệm với mọi m
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Ta dễ dàng chứng minh được 
[image: image52.wmf](
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 luôn tiếp xúc với đường thẳng 
[image: image53.wmf]yx1
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Vậy, 
[image: image54.wmf](
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 luôn tiếp xúc với đường thẳng
[image: image55.wmf]yx1
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Chú ý: Để chứng minh một họ đường cong 
[image: image56.wmf]m
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tiếp xúc với một đường cong cố định ta có các cách sau

Cách 1. Sử dụng hệ để xét điều kiện tiếp xúc: 

Giả sử họ (Cm) luôn tiếp xúc với đường cố định (C):
[image: image57.wmf]yg(x)
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. Khi đó hệ phương trình sau có nghiệm với mọi m: 
[image: image58.wmf]F(x,m)g(x)
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. Từ đây ta xác định được
[image: image59.wmf]g(x)

.

Ta thường chỉ áp dụng cách trên khi 
[image: image60.wmf]yg(x)

=

 là Parabol hoặc đường thẳng.

Cách 2. Phương pháp tiếp tuyến cố định : 

(Áp dụng khi đường cố định là đường thẳng)

Tìm điểm cố định và viết phương trình tiếp tuyến của (Cm) tại điểm cố định là một đường thẳng cố định thì tiếp tuyến đó là đường thẳng cần tìm.

Cách 3. Phương pháp tìm đường biên của hình lồi: 

* Tìm những điểm mà không có đường nào của (Cm) đi qua, chẳng hạn ta được quỹ tích những điểm này là bao lồi có đường biên  (C): 
[image: image61.wmf]yg(x)
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* Ta chứng minh (Cm) luôn tiếp xúc với đường (C) :
[image: image62.wmf]yg(x)
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.

Ví dụ 3.1.7 Chứng minh rằng tiệm cận xiên của họ đồ thị 
[image: image63.wmf](
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[image: image64.wmf]22
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 luôn tiếp xúc với một Parabol cố định
Lời giải.
Ta có 
[image: image65.wmf]3
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  tiệm cận xiên của 
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 là đường thẳng  d có phương trình:
[image: image67.wmf]y(m1)xm(m1)
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Cách 1: Giả sử d luôn tiếp xúc với Parabol (P) có phương trình : 
[image: image68.wmf]2
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Khi đó hệ phương trình sau có nghiệm với mọi 
[image: image69.wmf]m
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[image: image70.wmf]2
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Từ (2) suy ra 
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Vì hệ có nghiệm với mọi 
[image: image74.wmf]m

 nên (*) đúng với mọi 
[image: image75.wmf]m
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Vậy d luôn tiếp xúc với Parabol 
[image: image77.wmf]2
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Cách 2: Giả sử 
[image: image78.wmf]00
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  là điểm mà d không đi qua, khi đó phương trình 
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 vô nghiệm 
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Ta dễ dàng chứng minh được d luôn tiếp xúc với Parabol
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CÁC BÀI TOÁN LUYỆN TẬP
Bài 1: Cho hàm số 
[image: image83.wmf]32
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 có đồ thị là 
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1. Tìm trên 
[image: image85.wmf](
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 những cặp điểm đối xứng nhau qua gốc tọa độ

2. Tìm m để trên tồn tại ít nhất một cặp điểm đối xứng nhau qua trục tung.

3. Tìm tất cả các điểm cố định họ đường cong 
[image: image86.wmf](
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 luôn đi qua.

4.Tìm những điểm cố định mà không có đồ thị nào của họ 
[image: image87.wmf](
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 đi qua.
Bài 2: Cho hàm số 
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 có đồ thị là 
[image: image89.wmf](
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1. Tìm những điểm cố định mà họ đồ thị 
[image: image90.wmf](
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 luôn đi qua.

2. Tìm tập hợp những điểm mà không có đường cong nào của họ 
[image: image91.wmf](
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 đi qua.
Bài 3:
1. Gọi 
[image: image92.wmf](
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 là đồ thị của hàm số 
[image: image93.wmf]2
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 , m là tham số . Chứng minh rằng với mọi m 
[image: image94.wmf]1
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[image: image95.wmf](
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luôn tiếp xúc với một đường thẳng cố định tại một điểm cố định .
2. Gọi 
[image: image96.wmf](
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 là đồ thị của hàm số y = 
[image: image97.wmf]2
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, m là tham số khác 0. Chứng minh rằng với mọi m 
[image: image98.wmf]¹

0 đường tiệm cận xiên của 
[image: image99.wmf](
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 luôn tiếp xúc với một parabol cố định.
3. Cho họ đồ thị 
[image: image100.wmf](
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: 
[image: image101.wmf](m1)xm
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, m là tham số khác 0. Chứng minh rằng họ 
[image: image102.wmf](
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 luôn tiếp xúc với nhau tại một điểm cố định.
4. Chứng minh rằng với mọi tham số m khác 0, đồ thị 
[image: image103.wmf](
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[image: image104.wmf](m2)x3m2
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 luôn tiếp xúc với nhau tại một điểm cố định .
Bài 4:
1. Cho họ đồ thị (Cm) : y = 
[image: image105.wmf]42
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. Tìm các điểm trên đường thẳng (d): y = x+1 mà không có đồ thị (Cm) nào đi qua dù m lấy bất kỳ giá trị nào.
2. Cho họ đồ thị (Cm): 
[image: image106.wmf]3
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. Chứng minh rằng (Cm) đi qua ba điểm cố định thẳng hàng.
3. Cho họ đồ thị (Cm) :
[image: image107.wmf]4223
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. Chứng minh rằng với mọi điểm A cho trước trên mặt phẳng tọa độ , ta luôn tìm được duy nhất một giá trị m thích hợp để (Cm) đi qua A.
 Vấn đề 2 Điểm thuộc đồ thị.
Phương pháp .
Bài toán: Cho đồ thị 
[image: image108.wmf](
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[image: image109.wmf]M,N

 đối xứng nhau qua điểm 
[image: image110.wmf]A

 hoặc đường thẳng 
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Cách giải: 

- Giả sử 
[image: image112.wmf](
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- Tìm tọa độ điểm 
[image: image113.wmf]N

 theo 
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[image: image115.wmf]N

 là điểm đối xứng của 
[image: image116.wmf]M

 qua 
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 ( hoặc qua 
[image: image118.wmf]d

 ). Nên ta có : 
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- Từ 
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 và 
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 ta tìm được tọa độ của điểm 
[image: image122.wmf]M,N

 .

Bài toán. Cho hàm số 
[image: image123.wmf](
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 .Tìm các cặp điểm trên 
[image: image124.wmf](
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 đối xứng với nhau qua điểm 
[image: image125.wmf](
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Cách giải: 

Gọi cặp điểm cần tìm là 
[image: image126.wmf]11
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 và 
[image: image127.wmf]22
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 ,thế thì ta có:
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 đối xứng qua I 
[image: image130.wmf]Û

I là trung điểm của đoạn 
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[image: image132.wmf]M

 và 
[image: image133.wmf]N

 thuộc (C) nên tọa độ của chúng nghiệm đúng phương trình y = f(x).

Do đó tọa độ của 
[image: image134.wmf]M
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[image: image135.wmf]N

 là nghiệm của hệ sau
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.  Giải hệ này sẽ tìm được tọa độ 
[image: image137.wmf]M
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[image: image138.wmf]N
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Đặc biệt: Nếu 
[image: image139.wmf]M

, 
[image: image140.wmf]N

 là hai điểm đối xứng với nhau qua gốc tọa độ O , khi đó nếu 
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 Giải hệ tìm được tọa độ 
[image: image145.wmf]M
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[image: image146.wmf]N

.
Công thức tọa độ của phép đối xứng tâm.
Trong mặt phẳng 
[image: image147.wmf]Oxy

, cho điểm 
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. Gọi 
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 là phép đối xứng tâm 
[image: image150.wmf]I.


Ta có 
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 là ảnh của 
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 qua 
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 khi và chỉ khi 
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Đường 
[image: image155.wmf](C):yf(x)
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 có ảnh qua đối xứng tâm 
[image: image156.wmf]I
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Ví dụ 1.2.7 

1. Cho hàm số 
[image: image158.wmf]3

yx3x2

=-++

 có đồ thị 
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. Tìm 
[image: image160.wmf]2

 điểm trên đồ thị hàm số sao cho chúng đối xứng nhau qua điểm 
[image: image161.wmf](
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2. Cho hàm số   
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Lời giải.
1. Gọi 
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Vậy 
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Phương trình đường thẳng  
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Phương trình hoành độ giao điểm của 
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 tại hai điểm phân biệt 
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Trung điểm của AB là 
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Suy ra 
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Ví dụ 2.2.7 

Tìm trên đồ thị 
[image: image203.wmf](
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 hai điểm 
[image: image204.wmf]M,N

 đối xứng nhau qua 
[image: image205.wmf]I(1;2)

-

.
Lời giải.
Gọi 
[image: image206.wmf](C')

 là ảnh của 
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 qua phép đối xứng tâm 
[image: image208.wmf]I.

 
Ta có phương trình của 
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[image: image210.wmf](21x)35x15

2(2)yy

(21x)2x4

´---+

´--=Û=

´-+-

.

Phương trình hoành độ giao điểm của 
[image: image211.wmf](C')
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Hai điểm 
[image: image214.wmf]M,N

 cần tìm là 
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Ví dụ 3.2.7 Cho hàm số 
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 để trên đồ thị hàm số có một cặp điểm đối xứng nhau qua gốc tọa độ 
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Lời giải.
Giả sử 
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Lấy 
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Để 
[image: image226.wmf](
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 có nghiệm khi và chỉ khi 
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Vậy, với 
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 thì trên đồ thị hàm số có một cặp điểm đối xứng nhau qua gốc tọa độ 
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Ví dụ 4.2.7 Tìm m để (Cm) : 
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có hai điểm cực trị đối xứng với nhau qua đường thẳng 9x – 6y – 7 = 0.
Lời giải.
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Hàm số có hai điểm cực trị 
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Khi đó hai điểm cực trị của đồ thị hàm số đã cho  là 
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A và B đối xứng với nhau qua đường thẳng (d) 
[image: image236.wmf]Û
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Một vectơ chỉ phương của (d) là 
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AB vuông góc với (d) 
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m = 0 
[image: image242.wmf]Ú
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Thay tọa độ I vào phương trình của (d) ,ta được 0 = 0 ,suy ra I 
[image: image246.wmf]Î

(d) .vậy m = 0 thỏa mãn yêu cầu của bài toán.

Với m = 4 thì 
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Thay tọa độ I vào phương trình (d) ta được  27 – 42 -7 = 0 (sai) 
[image: image249.wmf]I(d)
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. Vậy m = 4 không thỏa mãn yêu câu bài toán.

Vậy, m = 0 thỏa mãn bài toán.
CÁC BÀI TOÁN LUYỆN TẬP
Bài 1: 

1. Cho hàm số 
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. Tìm 
[image: image252.wmf]2

 điểm trên đồ thị hàm số sao cho chúng đối xứng nhau qua điểm  
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2. Cho hàm số 
[image: image254.wmf]3
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 có đồ thị 
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. Tìm 
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 điểm trên đồ thị hàm số sao cho chúng đối xứng nhau qua điểm  
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3. Cho hàm số 
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 điểm trên đồ thị hàm số sao cho chúng đối xứng nhau qua điểm  
[image: image261.wmf](

)

E1; 1

--

.

4. Cho hàm số 
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 điểm trên đồ thị hàm số sao cho chúng đối xứng nhau qua điểm  
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5. Cho hàm số 
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 điểm trên đồ thị hàm số sao cho chúng đối xứng nhau qua điểm  
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Bài 2: 

1. Cho hàm số 
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. Tìm 
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 điểm trên đồ thị hàm số sao cho chúng đối xứng nhau qua đường thẳng 
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2. Cho hàm số 
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 để đường thẳng 
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 tại hai điểm  sao cho chúng đối xứng nhau qua đường thẳng 
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)

d':yx3

=+


3. Cho hàm số 
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 để đồ thị 
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4. Cho hàm số 
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 đối xứng nhau qua đường thẳng 
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5. Cho hàm số 
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. Tìm 
[image: image293.wmf]2

 điểm trên đồ thị hàm số sao cho chúng đối xứng nhau qua đường thẳng 
[image: image294.wmf]3
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6. Cho hàm số 
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 điểm trên đồ thị hàm số sao cho chúng đối xứng nhau qua đường thẳng 
[image: image298.wmf]x–3y80.
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7. Cho hàm số 
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 điểm trên đồ thị hàm số sao cho chúng đối xứng nhau qua đường thẳng 
[image: image302.wmf]15
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CÁC BÀI TOÁN DÀNH CHO HỌC SINH ÔN THI ĐẠI HỌC
Bài 3: 

1. Cho hàm số 
[image: image303.wmf]32
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 có đồ thị (C). Trên đồ thị (C) có bao nhiêu bộ bốn điểm 
[image: image304.wmf]A,B,C,D

 sao cho tứ giác ABCD là hình vuông tâm 
[image: image305.wmf]I(1;1)
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2. Trên mp(Oxy) cho đồ thị (C):
[image: image306.wmf]3
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Bài 4: 

1. Chứng minh rằng với các điểm 
[image: image307.wmf]A,B,C

 phân biệt thuộc đồ thị 
[image: image308.wmf]2
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 thì tam giác 
[image: image309.wmf]ABC

 cũng có trực tâm 
[image: image310.wmf]H

 thuộc đồ thị 
[image: image311.wmf](C)
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2. Chứng minh 
[image: image312.wmf]A,B,C

 thuộc 
[image: image313.wmf]x1
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 thì trực tâm 
[image: image314.wmf]H

 của tam giác 
[image: image315.wmf]ABC

 cũng thuộc 
[image: image316.wmf](C)
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Bài 5: 

1. Cho hàm số 
[image: image317.wmf]323
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 có đồ thị
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 để đồ thị 
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 có cực đại, cực tiểu đối xứng nhau qua đường thẳng 
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2. Cho hàm số 
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. Chứng minh rằng hàm số luôn có cực đại ,cực tiểu với mọi  
[image: image325.wmf]m

 . Tìm 
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 để hai điểm cực đại , cực tiểu đối xứng nhau qua đường thẳng 
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