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1 Người bình chọn
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Trong bài viết này ta đề cập một vấn đề khá cổ điển  trong Lí thuyết đồng dư ,đó là thặng dư bậc k và sẽ nghiên cứu kĩ hơn trong trường hợp k=2 ,thường được gọi là thặng dư bặc 2 hay thặng dư chính phương .

Định nghĩa : Ta nói một số a mà [image: image3.png]


là thặng dư bậc k mod p khi và chỉ khi tồn tại số x sao cho [image: image4.png]a{ mod p)



,ngược lại ta nói nó là phi thặng dư bậc k theo mod p .

Ta bắt đầu vấn đề bằng một định lí khá quan trọng trong phần này .

Định lí:Đặt [image: image5.png]d = ged(k.p — 1)



  Số a là thặng dư bậc k theo mod p khi và chỉ khi : [image: image6.png]1( mod p)



hơn nữa nếu phương trình này có nghiệm nó sẽ có chính xác d nghiệm .

Chứng minh của định lí không hề khó ,nhưng ta cần đến công cụ về căn nguyên thuỷ , do tính chất bài viết xin bỏ qua công đoạn chứng minh tồn tại ,phép chứng minh có thể tìm thấy tồn tại có thể tìm thấy trong nhiều text book . Bây giờ quay lại bài toán ,ta có khẳng định đơn giản sau :

Bổ đề 1 : Nếu g là căn nguyên thuỷ mod p thì [image: image7.png]


lập thành một hệ thặng dư thu gọn mod p . Điều này khá hiển nhiên , giả sử ngược lại tức là tồn tại h và k sao cho [image: image8.png]g"( mod p)



,từ đó suy ra [image: image9.png]g"* =1( mod p)



, tức là [image: image10.png]


,điều này vô lí do [image: image11.png]


.

Bổ đề này có 1 ý nghĩa đó là ,với mỗi một số a nguyên tố cùng nhau với p thì tồn tại số l sao cho [image: image12.png]


.

Bây giờ quay lại bài toán ,tồn tại [image: image13.png]


sao cho [image: image14.png]


và [image: image15.png]Fornula does not parse



. Khi đó phương trình đồng dư của chúng ta tương đương với việc phương trình đồng dư sau có nghiệm : [image: image16.png]m{ modp— 1)



(*) và vế sau của khẳng định sẽ tương đương với [image: image17.png]d|m



. Công việc của ta bây giờ là chuyển sang nghiên cứu nghiệm của (*) . Điều kiện cần [image: image18.png]d|m



là hiển nhiên , ta sẽ chứng minh đây cũng là điều kiện đủ của bài toán . Thật vậy nếu [image: image19.png]d|m



phương trình (*) tương đương với : [image: image20.png]kn=1m
( mod =
—




và chú ý rằng [image: image21.png]


nên ta luôn có [image: image22.png]


chạy qua một hệ thặng dư đầy đủ mod [image: image23.png]


khi a chạy a một hệ thặng dư đầy đủ mod [image: image24.png]


, tức là tồn tại n mà sao cho (*) có nghiệm . Hơn nữa có chính xác $d$ hệ đầy đủ mod [image: image25.png]


từ tập [image: image26.png]


, do vậy nếu phương trình này có nghiệm sẽ có chính xác d nghiệm . Định lí (1) được chứng minh xong .

Ta lấy ví dụ cho trường hợp k=3 và a=1 .Theo điều kiện của bài toán ta dễ thấy rằng phương trình :[image: image27.png]1{ mod p)



 luôn luôn có nghiệm ,và sẽ có đúng 1 nghiệm khi 3 không là ước của p-1 ,trường hợp còn lại sẽ có 3 nghiệm . Như vậy khi [image: image28.png]


, tập  [image: image29.png]{7
|le e Z,}



sẽ chia thành [image: image30.png]


  lớp thặng dư mod p . Ta bắt đầu bằng ví dụ đơn giản sau :

Cho p là số nguyên dạng [image: image31.png]


,hãy tính [image: image32.png]


theo mod p

Lời giải : Theo nhận xét ở trên phương trình [image: image33.png]1{ mod p)



có đúng 1 nghiệm x=1 trong $Z_p$ và do đó phương trình đồng dư [image: image34.png]r+1=0( mod p— 1)



không có nghiệm nguyên . Đặt M=(p-1)!  . Khi đó ta có :

[image: image35.png]L(17 — 1)



.

Theo trên [image: image36.png]{7 — 1}



lập thành hệ thu gọn mod p nên ta có [image: image37.png]MT = —=3( mod p)



,do [image: image38.png]M = —1( mod p)



nên ta có [image: image39.png]M = 3( mod p)



. Bài toán chứng minh xong .

Một cách tương tự có thể tính được [image: image40.png]


theo mod p và các bạn có thể làm hoàn toàn tương tự như tư tưởng của chứng minh trên

Có một ví dụ tương tự cho bài toán này ,lời giải xin dành cho bạn đọc : Cho p là số nguyên tố dạng 6k+5 khi đó chứng minh rằng tồn tại không quá p-1 số k có dạng [image: image41.png]


với [image: image42.png]


và [image: image43.png]plk



.

Bây giờ quay lại với chủ đề chính của chúng ta là thặng dư chính phương tức là trong trường hợp k=2 . Khi đó định lí (1) còn được gọi là tiêu chuẩn Euler Để  thuận tiện các nhà toán học đã đưa ra kí hiệu về tính chính phương mod p của một số a được gọi là kí hiệu Ledrenge [image: image44.png]


với

[image: image45.png]


nếu a là số chính phươn  mod p ,-1 nếu a là phi thặng dư chính phương mod p và 0 nếu p|a

Khi đó không khó khăn để chứng minh bài toán sau : [image: image46.png]


(*) .Điều này là hỉên nhiên bởi theo định lí (1) đã nêu ở trên a là số chính phương mod p khi và chỉ khi [image: image47.png]


và bằng -1 nếu là phi thặng dư chính phương mod p . Từ bài toán này ta có thể dễ dàng suy ra kí hiệu Ledrenge có tính chất [image: image48.png]


.Định lí này khá thú vị , nó khẳng định rằng nếu a,b nguyên tố cùng nhau với p thì ít nhất 1 trong 3 số a,b,ab là số chính phương mod p . Bài toán cố điển sau là một ví dụ minh hoạ rõ nét cho tính chất này :

*) Chứng minh rằng tồn tại một đa thức ko có nghiệm nguyên sao cho với mỗi số nguyên tố p đều tồn tại n sao cho [image: image49.png]


.

Ta có thể chỉ ra một đa thức chẳng hạn [image: image50.png]


,và để ý đa thức này thoả mãn điều kiện bài toán . Nếu bạn đã đọc kĩ bài Chinese Remainder theorem ở mực trước bạn hoàn toàn có thể chứng minh bài toán tổng quát hơn sau đây :

Chứng minh rằng tồn tại một đa thức hệ số nguyên ,không có nghiệm nguyên sao cho với mỗi số nguyên n ta đều tìm được m sao cho [image: image51.png]n|P(m)



.

Quay trở lại với bài toán (*) ,ta hãy xét một trường hợp đặc biệt khi a=-1 , như vậy theo (*) ta sẽ có : [image: image52.png]


, từ đó có thể dễ thấy rằng -1 là số chính phương mod p khi và chỉ khi p có dạng 4k+1 . Đây là một gợi ý cho bài toán Fermat-Euler đã nêu ở bài trước : Một số viết được dưới dạng tổng hai số chính phương khi và chỉ khi [image: image53.png]i mod 2)



với mọi p có dạng 4k+3 . Tuy nhiên có thể ta sẽ quay lại bài toán Fermat Êuler này sau một thời gian nữa ,bạn đọc lưu ý .

Có hai định lí rất quan trọng trong lí thuyết này mà các bạn cần lưu ý :

1) [image: image54.png]25 mod p)




2) Luật tương hỗ Gauss ( Quadratic reciprocity ) Định lí này nói rằng nếu p và q là hai số nguyên tố phân biệt thì ta luôn có :

[image: image55.png](B) = (1) ()



,

Phép chứng minh của hai định lí này có thể xem http://en.wikipedia.org/wiki/Quadratic_reciprocity”

Tác giả bài viết chỉ lưu ý đến ý nghĩa của định lí ,định lí 2 khẳng định rằng nếu một trong hai số p và q có dạng 4k+1 thì chúng hoặc là thặng dư chính phương hoặc là phi thặng dư chính phương của nhau . Định lí cho phép ta kiểm tra tính chính phương mod p của hai số nguyên tố lớn thông qua thuật toán Euclide .

Ngoài kí hiệu Ledrenge về số chính phương mod p , người ta còn định nghĩa kí hiệu Jacobi , có thể xem ở línks phần trên nhưng chú ý rằng ,tính chất của kí hiệu Jacobi chỉ là điều kiện cần để một số là chính phương mod n hay không ,tuy nhiên sẽ rất lợi hại khi  ta cần câu trả lời là phủ định .

Tiếp tục câu chuyện về thặng dư chính phương . Ta sẽ bắt đầu bằng 1 vài ví dụ rất đơn giản trong phần này .

Ví dụ 1 : Tính [image: image56.png]M=3%",(

)



.

Lời giải  :Như đã chứng minh ở định lí 1 ,chúng ta có đúng [image: image57.png]


số là chính phương mod p và đúng [image: image58.png]


số là phi thặng dư chính phương mod p từ đó dễ dàng suy ra trong tổng này có 1 số bằng 0 , [image: image59.png]


số bằng 1 và [image: image60.png]


số bằng  0 . Từ đó tổng này bằng 0 , ta kết luận bài toán. Ta tiếp tục với một ví dụ không tầm thường hơn một chút :

Cho p là số nguyên tố lẻ , a,b,c là các số nguyên thoản mãn hai điều kiện sau : [image: image61.png]p1fa



và [image: image62.png]ptb — dac



. Chứng minh rằng :

[image: image63.png]



Lời giải : Theo cảm nhận của tác giả đây là một trong những ví dụ hay và điểm hình nhất cho lí thuyết về thặng dư chính phương . Trước hết ta hãy viết lại đa thức  f(x) dưới dạng sau

[image: image64.png]da“x® + dabr + dac = (2ax + b)* + dac—




.

Đặt [image: image65.png]d = dac — b*



, và chú ý rằng do [image: image66.png]


  nên [image: image67.png]{2ax + b}



lập thành một hệ thặng dư đầy đủ theo mod p .Theo đó ta sẽ có :

[image: image68.png]


. Theo tiêu chuẩn Euler ta có :

[image: image69.png]


.

Trước hết ta sẽ chứng minh bổ đề sau :

Bổ đề : Cho k là một số nguyên dương ,không là bội của p-1 , khi đó ta luôn có :

[image: image70.png]0 mod p)



.

Nếu bạn đã theo dõi từ đầu bài viết này ,bạn sẽ hình thành ý tưởng đề chứng minh bài toán này. Phép chứng minh khá đơn giản như sau : Như khẳng định ở định lí 1 , [image: image71.png]


là thặng dư thu gọn mod p , từ đó ta có :

[image: image72.png]M
=27 7Y mod p)





Do g là căn nguyên thủy theo mod p và p-1 không là ước của k nên ta có [image: image73.png]


, từ đó suy ra dễ dàng [image: image74.png]p|S



theo định lí Fermat nhỏ . Bổ đề của chúng ta được chứng minh xong .

Quay lại bài toán đang xét :

Theo bổ đề 1 ta dễ dàng suy ra [image: image75.png]


từ đó ta có [image: image76.png]( mod p)




và đó là điều cần phải chứng minh . Ta kết thúc bài toán .

Với phương pháp và kết quả của bài toán này ,ta có thể tấn công các bài toán đã từng xuất hiện trong các kì thi Olympic sau đây ,các bạn có thể tự giải để hiểu rõ hơn bản chất vấn đề .

1) Tính số nghiệm của phương trình đồng dư [image: image77.png]- + 1( mod p)



với [image: image78.png]


.

2) Tìm tất cả các số nguyên nguyên tố p sao cho phương trình đồng dư [image: image79.png]


có chính xác p nghiệm (x,y) mà [image: image80.png]



3) Gọi g là căn nguyên thủy mod p ,hãy tìm tất cả các số nguyên tố p sao cho [image: image81.png]


là tập hợp tất cả các số chính phương mod p .

Ta tiếp tục bằng một số ví dụ thông qua các bài toán khá cổ điển , chưa động chạm đến các cuộc thi Olympic :

Ví dụ 3  :Chứng minh rằng  một số nguyên tố p là ước của hai số nào đó có dạng [image: image82.png]


và [image: image83.png]


khi và chỉ khi nó là ước của số nguyên dạng [image: image84.png]k4
+1



.

Lời giải : Ta biết rằng -1 là số chính phương mod p khi và chỉ khi [image: image85.png]p=1 mod4)



và -2 là số chính phương mod p khi và chỉ khi p có dạng 8k+1 hoặc 8k+3 .

Từ đó có thể để ý rằng bài toán tương đương với việc chứng minh nếu $p\equiv 1 (\mod 8)$ thì tồn tại các số [image: image86.png]m.n. K



thỏa mã điều kiện của bài toán . Sự tương đương của dữ kiện 1 và khẳng định này đã được nêu ra ở trên ,như vậy ta chỉ cần chứng minh bài toán sau :

Một số nguyên tố lẻ  p thỏa mãn ,phương trình đồng dư [image: image87.png]—1( mod p)



khi và chỉ khi [image: image88.png]


.

Chiều thuận : Giả sử tồn tại x thỏa mãn [image: image89.png]plz* + 1



, khi đó ta có [image: image90.png]


và [image: image91.png]plx?

=1




  theo định lí Fermat nhỏ . Từ đó ta có [image: image92.png]p|xscd(p-18) _q



và chú ý rằng [image: image93.png]


nên ta buộc phải có [image: image94.png]Slp—1



,và đó là chiều thuận của bài toán .

Chiều đảo  :Bây giờ giả sử p có dạng [image: image95.png]


, khi đó nếu gọi g là căn nguyên thủy mod p thì dễ thấy [image: image96.png]


là nghiệm của phương trình đồng dư [image: image97.png]—1( mod p)




Bài toán chứng minh xong  . Ta tiếp tục với một ví dụ không tầm thường khác :

Ví dụ 4 : Cho x,y là các số nguyên .Khi đó hãy chứng minh rằng [image: image98.png]2y + 31





Lời giải : Ta giả sử rằng tồn tại cặp (x,y) thỏa mãn bài toán . Khi đó ta xét một ước nguyên tố p bất kì của [image: image99.png]2y® + 3



, thì ta đều có [image: image100.png]


, theo định lí đã nêu ra ở bài trước ta có [image: image101.png]


hoặc [image: image102.png]


Từ đó ta suy ra [image: image103.png]1{ mod 8)



, tuy nhiên ta biết rằng với mọi số y nguyên thì [image: image104.png]


chỉ nhận số dư mod 8 là [image: image105.png]1.0, 4



,từ đó ta nhận được sự vô lí bởi [image: image106.png]2y® + 3



chỉ nhận số dư trong tập [image: image107.png]


theo mod 8 . Có một bài tương tự,các bạn có thể tự giải coi như bài tập

Ví dụ 5 :Cho p là số nguyên tố dạng 4k+1 , ta đã biết rằng theo định lí Fermat-Euler , tồn tại a và b sao cho [image: image108.png]


,trong a và b có đúng một số lẻ .Giả sử a lẻ  chứng minh rằng a là số chính phương theo mod p .

