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c¸c ph­¬ng ph¸p gi¶i bµi to¸n chia hÕt

PhÇn I: Tãm t¾t lý thuyÕt

I. §Þnh nghÜa phÐp chia

Cho 2 sè nguyªn a vµ b trong ®ã b ( 0 ta lu«n t×m ®­îc hai sè nguyªn q vµ r duy nhÊt sao cho:

a = bq + r Víi 0 ( r ( (b(
Trong ®ã: a lµ sè bÞ chia, b lµ sè chia, q lµ th­¬ng, r lµ sè d­.

Khi a chia cho b cã thÓ xÈy ra ( b( sè d­


r ( {0; 1; 2; …; ( b(}

§Æc biÖt: r = 0 th× a = bq, khi ®ã ta nãi a chia hÕt cho b hay b chia hÕt a.


Ký hiÖu: a(b hay b\ a

VËy: a ( b ( Cã sè nguyªn q sao cho a = bq
II. C¸c tÝnh chÊt
1. Víi ( a ( 0 ( a ( a

2. NÕu a ( b vµ b ( c ( a ( c

3. Víi ( a ( 0 ( 0 ( a

4. NÕu a, b > 0 vµ a ( b ; b ( a ( a = b

5. NÕu a ( b vµ c bÊt kú ( ac ( b

6. NÕu a ( b ( ((a) ( ((b)

7. Víi ( a ( a ( ((1)

8. NÕu a ( b vµ c ( b ( a ( c ( b

9. NÕu a ( b vµ  c(b ( a ( c ( b
10.  NÕu a + b ( c vµ a ( c ( b ( c

11.  NÕu a ( b vµ  n > 0 ( an ( bn
12.  NÕu ac ( b vµ (a, b) =1 ( c ( b

13.  NÕu a ( b, c ( b vµ m, n bÊt kú am + cn ( b

14.  NÕu a ( b vµ c ( d ( ac ( bd

15.  TÝch n sè nguyªn liªn tiÕp chia hÕt cho n!
III. Mét sè dÊu hiÖu chia hÕt           Gäi N = 
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1. DÊu hiÖu chia hÕt cho 2:

Mét sè chia hÕt cho 2
[image: image2.wmf]Û

ch÷ sè tËn cïng cña nã lµ ch÷ sè ch½n.


[image: image3.wmf]·

N ( 2 ( a0 ( 2 ( a0({0; 2; 4; 6; 8}
2. DÊu hiÖu chia hÕt cho 5:

Mét sè chia hÕt cho 5 
[image: image4.wmf]Û

ch÷ sè tËn cïng cña nã lµ 0 hoÆc 5.


[image: image5.wmf]·

N ( 5 ( a0 ( 5 ( a0({0; 5}

3. DÊu hiÖu chia hÕt cho 4 vµ 25:
Mét sè chia hÕt cho 4 (hoÆc 25)
[image: image6.wmf]Û

sè t¹o bëi 2 ch÷ sè tËn cïng cña nã chia hÕt cho 4 hoÆc 25.


[image: image7.wmf]·

N ( 4 (hoÆc 25) ( 
[image: image8.wmf]0
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4. DÊu hiÖu chia hÕt cho 8 vµ 125:
Mét sè chia hÕt cho 8 (hoÆc 125) 
[image: image9.wmf]Û

 sè t¹o bëi 3 ch÷ sè tËn cïng cña nã chia hÕt cho 8 hoÆc 125.


[image: image10.wmf]·

N ( 8 (hoÆc 125) ( 
[image: image11.wmf]0
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5. DÊu hiÖu chia hÕt cho 3 vµ 9:
Mét sè chia hÕt cho 3 (hoÆc 9) 
[image: image12.wmf]Û

 tæng c¸c ch÷ sè cña nã chia hÕt cho 3 (hoÆc 9).


[image: image13.wmf]·

N ( 3 (hoÆc 9) ( a0+a1+…+an ( 3 (hoÆc 9)

* Chó ý: mét sè chia hÕt cho 3 (hoÆc 9) d­ bao nhiªu th× tæng c¸c ch÷ sè cña nã chia cho 3 (hoÆc 9) còng d­ bÊy nhiªu.

6. DÊu hiÖu chia hÕt cho 11:
Mét sè chia hÕt cho 11 
[image: image14.wmf]Û

hiÖu gi÷a tæng c¸c ch÷ sè ë hµng lÎ vµ tæng c¸c ch÷ sè ë hµng ch½n tÝnh tõ tr¸i sang ph¶i chia hÕt cho

[image: image15.wmf]·
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7. Mét sè dÊu hiÖu kh¸c:

[image: image16.wmf]·
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[image: image21.wmf]·

N ( 7 (hoÆc 13) ( [(
[image: image22.wmf]0

1

a

a

a

2

 + 
[image: image23.wmf]6

7

a

a

a

8

+…) - [(
[image: image24.wmf]3

4

a

a

a

5

 + 
[image: image25.wmf]9

10

a

a

a

11

+…) (11 (hoÆc 13)
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IV. §ång d­ thøc

a. §Þnh nghÜa: Cho m lµ sè nguyªn d­¬ng. NÕu hai sè nguyªn a vµ b cho cïng sè d­ khi chia cho m th× ta nãi a ®ång d­ víi b theo modun m.


Ký hiÖu: a ( b (modun)


VËy: a ( b (modun) ( a - b ( m

b. C¸c tÝnh chÊt

1. Víi ( a ( a ( a (modun)

2. NÕu a ( b (modun) ( b ( a (modun)

3. NÕu a ( b (modun), b ( c (modun) ( a ( c (modun)

4. NÕu a ( b (modun) vµ c ( d (modun) ( a+c ( b+d (modun)

5. NÕu a ( b (modun) vµ c ( d (modun) ( ac ( bd (modun)

6. NÕu a ( b (modun), d ( Uc (a, b) vµ (d, m) =1 ( 
[image: image30.wmf]d
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7. NÕu a ( b (modun), d > 0 vµ d ( Uc (a, b, m) ( 
[image: image31.wmf]d
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V. Mét sè ®Þnh lý
1. §Þnh lý Euler


NÕu m lµ 1 sè nguyªn d­¬ng ((m) lµ sè c¸c sè nguyªn d­¬ng nhá h¬n m vµ nguyªn tè cïng nhau víi m, (a, m) = 1 Th×  a((m)  ( 1 (modun)

C«ng thøc tÝnh ((m)

Ph©n tÝch m ra thõa sè nguyªn tè


m = p1(1 p2(2 … pk(k  víi  pi ( p; (i ( N*
Th×  ((m) = m(1 - 
[image: image33.wmf]`
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2. §Þnh lý Fermat


NÕu t lµ sè nguyªn tè vµ a kh«ng chia hÕt cho p th×   ap-1  ( 1 (modp)

3. §Þnh lý Wilson


NÕu p lµ sè nguyªn tè th× ( P - 1)! + 1 (  0 (modp)

phÇn II:  c¸c ph­¬ng ph¸p gi¶i bµi to¸n chia hÕt

1. Ph­¬ng ph¸p 1: Sö dông dÊu hiÖu chia hÕt
VÝ dô 1: T×m c¸c ch÷ sè a, b sao cho 
[image: image36.wmf]a56b

 ( 45

Gi¶i: Ta thÊy 45 = 5.9 mµ (5 ; 9) = 1 
®Ó 
[image: image37.wmf]a56b

 ( 45 ( 
[image: image38.wmf]a56b

 ( 5 vµ 9


XÐt 
[image: image39.wmf]a56b

 ( 5 ( b ( {0 ; 5}


NÕu b = 0 ta cã sè 
[image: image40.wmf]a56b

 ( 9 ( a + 5 + 6 + 0 ( 9 ( a + 11 ( 9 ( a = 7


NÕu b = 5 ta cã sè 
[image: image41.wmf]a56b

 ( 9 ( a + 5 + 6 + 0 ( 9 ( a + 16 ( 9 ( a = 2

VËy:  a = 7 vµ b = 0 ta cã sè 7560

          a = 2 vµ b = 5 ta cã sè 2560
VÝ dô 2: BiÕt tæng c¸c ch÷ sè cña 1 sè lµ kh«ng ®æi khi nh©n sè ®ã víi 5. CMR sè ®ã chia hÕt cho 9.

Gi¶i: Gäi sè ®· cho lµ a

Ta cã: a vµ 5a khi chia cho 9 cïng cã 1 sè d­ 

( 5a - a ( 9 ( 4a ( 9  mµ (4 ; 9) = 1

( a ( 9 (§pcm)
VÝ dô 3: CMR sè  
[image: image42.wmf]4
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Gi¶i: Ta thÊy: 111111111 ( 9

Cã  
[image: image43.wmf]4
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= 111111111(1072 + 1063 + … + 109 + 1)

Mµ tæng 1072 + 1063 + … + 109 + 1 cã tæng c¸c ch÷ sè b»ng 9 ( 9

( 1072 + 1063 + … + 109 + 1 ( 9 

VËy:  
[image: image44.wmf]4
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Bµi tËp t­¬ng tù

Bµi 1: T×m c¸c ch÷ sè x, y sao cho 

a. 
[image: image45.wmf]34x5y

 ( 4 vµ 9

b. 
[image: image46.wmf]2x78

 ( 17

Bµi 2: Cho sè N = 
[image: image47.wmf]dcba

 CMR


a. N ( 4 ( (a + 2b) ( 4


b. N ( 16 ( (a + 2b + 4c + 8d) ( 16 víi b ch½n


c. N ( 29 ( (d + 2c + 9b + 27a) ( 29

Bµi 3: T×m tÊt c¶ c¸c sè cã 2 ch÷ sè sao cho mçi sè gÊp 2 lÇn tÝch c¸c ch÷ sè cña sè ®ã.

Bµi 4: ViÕt liªn tiÕp tÊt c¶ c¸c sè cã 2 ch÷ sè tõ 19 ®Õn 80 ta ®­îc sè A = 192021…7980. Hái sè A cã chia hÕt cho 1980 kh«ng ? V× sao?

Bµi 5: Tæng cña 46 sè tù nhiªn liªn tiÕp cã chia hÕt cho 46 kh«ng? V× sao?

Bµi 6: Chøng tá r»ng sè 
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 lµ tÝch cña 2 sè tù nhiªn liªn tiÕp.

H­íng dÉn - §¸p sè
Bµi 1: 
a. x = 

vµ y = 2


    x =

vµ y = 6


b. 
[image: image50.wmf]2x78

= 17 (122 + 6x) + 2(2-x)(17 ( x = 2

Bµi 2: 
a. N(4 ( 
[image: image51.wmf]ab

(4 ( 10b + a(4 ( 8b + (2b + a) (4 ( a + 2b(4


b. N(16 ( 1000d + 100c + 10b + a(16

             ( (992d + 96c + 8b) + (8d + 4c + 2b + a) (16 ( a + 2b + 4c + 8d(16 víi b ch½n

c. Cã 100(d + 3c + 9b + 27a) - 
[image: image52.wmf]dbca

(29

                Mµ (1000, 29) =1 ( 
[image: image53.wmf]dbca

(29 ( (d + 3c + 9b + 27a) (29

Bµi 3: Gäi 
[image: image54.wmf]ab

 lµ sè cã 2 ch÷ sè

Theo bµi ra ta cã: 
[image: image55.wmf]ab

= 10a + b = 2ab (1)

                                         
[image: image56.wmf]ab

(2 ( b ({0; 2; 4; 6; 8} 

thay vµo (1) a = 3; b = 6

Bµi 4: Cã 1980 = 22.32.5.11 


V× 2 ch÷ sè tËn cïng cña a lµ 80 ( 4 vµ 5


( A( 4 vµ 5

Tæng c¸c sè hµng lÎ 1+(2+3+…+7).10+8 = 279

Tæng c¸c sè hµng ch½n 9+(0+1+…+9).6+0 = 279

Cã 279 + 279 = 558 ( 9 ( A ( 9

     279  -  279 = 0 ( 11  ( A ( 11

Bµi 5: Tæng 2 sè tù nhiªn liªn tiÕp lµ 1 sè lÎ nªn kh«ng chia hÕt cho 2. 

Cã 46 sè tù nhiªn liªn tiÕp ( cã 23 cÆp sè mçi cÆp cã tæng lµ 1 sè lÎ ( tæng 23 cÆp kh«ng chia hÕt cho 2. VËy tæng cña 46 sè tù nhiªn liªn tiÕp kh«ng chia hÕt cho 46.

Bµi 6: Cã 
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 EMBED Equation.3  [image: image60.wmf]4
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Mµ 
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= 3. 
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 EMBED Equation.3  [image: image66.wmf]4
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2. Ph­¬ng ph¸p 2: Sö dông tÝnh chÊt chia hÕt
* Chó ý: Trong n sè nguyªn liªn tiÕp cã 1 vµ chØ 1 sè chia hÕt cho n.

CMR: Gäi n lµ sè nguyªn liªn tiÕp


m + 1;  m + 2;  … m + n  víi  m ( Z,  n ( N*
LÊy n sè nguyªn liªn tiÕp trªn chia cho n th× ta ®­îc tËp hîp sè d­ lµ: {0; 1; 2; … n - 1}

* NÕu tån t¹i 1 sè d­ lµ 0: gi¶ sö  m + i = nqi ;  i = 
[image: image67.wmf]n

1,



( m + i ( n

* NÕu kh«ng tån t¹i sè d­ lµ 0 ( kh«ng cã sè nguyªn nµo trong d·y chia hÕt cho n ( ph¶i cã Ýt nhÊt 2 sè d­ trïng nhau.

Gi¶ sö: 
[image: image68.wmf]î
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  ( i - j  = n(qi - qj) ( n ( i - j  (  n

mµ (i - j(< n ( i - j  = 0 ( i = j


  ( m + i = m + j

VËy trong n sè ®ã cã 1 sè vµ chØ 1 sè ®ã chia hÕt cho n…

VÝ dô 1:  CMR: a. TÝch cña 2 sè nguyªn liªn tiÕp chia hÕt cho 2.
     
  b. TÝch cña 3 sè nguyªn liªn tiÕp chia hÕt cho 6.

Gi¶i: a. Trong 2 sè nguyªn liªn tiÕp bao giê còng cã 1 sè ch½n

( Sè ch½n ®ã chia hÕt cho 2.

VËy tÝch cña 2 sè nguyªn liªn tiÕp lu«n chia hÕt cho 2.

TÝch 2 sè nguyªn liªn tiÕp lu«n chia hÕt cho 2 nªn tÝch cña 3 sè nguyªn liªn tiÕp lu«n chia hÕt cho 2
b. Trong 3 s« nguyªn liªn tiÕp bao gi¬ còng cã 1 sè chia hÕt cho 3.

( TÝch 3 sè ®ã chia hÕt cho 3 mµ (1; 3) = 1.

VËy tÝch cña 3 sè nguyªn liªn tiÕp lu«n chia hÕt cho 6.
VÝ dô 2:  CMR: Tæng lËp ph­¬ng cña 3 sè nguyªn liªn tiÕp lu«n chia hÕt cho 9.

Gi¶i: Gäi 3 sè nguyªn liªn tiÕp lÇn l­ît lµ: n - 1 ,  n ,  n+1

Ta cã: A = (n - 1)3 + n3 + (n + 1)3

    = 3n3 - 3n + 18n + 9n2 + 9

    = 3(n - 1)n (n+1) + 9(n2 + 1) + 18n

Ta thÊy (n - 1)n (n  + 1) ( 3 (CM VÝ dô 1)

( 3(n - 1)n (n + 1) ( 9

mµ 
[image: image69.wmf]î
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VÝ dô 3: CMR: n4 - 4n3 - 4n2 +16n ( 384 víi ( n ch½n, n(4

Gi¶i: V× n ch½n, n(4 ta ®Æt n = 2k, k(2
Ta cã n4 -  4n3 - 4n2 + 16n = 16k4 - 32k3 - 16k2 + 32k

      = 16k(k3 - 2k2 -  k + 2)

      = 16k(k - 2) (k - 1)(k + 1)

Víi k ( 2 nªn k - 2, k - 1, k + 1, k lµ 4 sè tù nhiªn liªn tiÕp nªn trong 4 sè ®ã cã 1 sè chia hÕt cho 2 vµ 1 sè chia hÕt cho 4. ( (k - 2)(k - 1)(k + 1)k ( 8

Mµ (k - 2) (k - 1)k  ( 3  ;  (3,8)=1

( (k - 2) (k - 1) (k + 1)k ( 24

( 16(k - 2) (k - 1) (k + 1)k ( (16,24)

VËy  n4 - 4n3 - 4n2 +16n ( 384 víi ( n ch½n, n ( 4

Bµi tËp t­¬ng tù

Bµi 1: CMR: a. n(n + 1) (2n + 1) ( 6


         b. n5 - 5n3 + 4n ( 120 Víi ( n ( N

Bµi 2: CMR: n4 + 6n3 + 11n2 + 6n ( 24 Víi ( n ( Z

Bµi 3: CMR: Víi ( n lÎ th×

a. n2 + 4n + 3 ( 8

b. n3 + 3n2 -  n - 3 ( 48

c. n12 - n8 -  n4 + 1 ( 512

Bµi 4: Víi p lµ sè nguyªn tè p > 3  CMR  : p2 - 1 ( 24

Bµi 5: CMR: Trong 1900 sè tù nhiªn liªn tiÕp cã 1 sè cã tæng c¸c ch÷ sè chia hÕt cho 27.

H­íng dÉn - §¸p sè
Bµi 1: a. n(n + 1)(2n + 1) = n(n + 1) [(n + 1) + (n + 2)]

= n(n + 1) (n - 1) + n(n + 1) (n + 2) ( 6

b. n5 - 5n3 + 4n = (n4 - 5n2 + 4)n

= n(n2 - 1) (n2 - 4)

= n(n + 1) (n - 1) (n + 2) (n - 2) ( 120

Bµi 2: n4 + 6n3 + 6n + 11n2


= n(n3 + 6n2 + 6 + 11n)

= n(n + 1) (n + 2) (n + 3) ( 24

Bµi 3: a. n2 + 4n + 3 = (n + 1) (n + 3) ( 8

b. n3 + 3n2 - n - 3 = n2(n + 3) - (n + 3)

= (n2 - 1) (n + 3)

= (n + 1) (n - 1) (n + 3)

= (2k + 4) (2k + 2) (2k víi n = 2k + 1, k ( N)

= 8k(k + 1) (k +2) ( 48

c. n12 - n8 - n4 + 1 = n8 (n4 - 1) - (n4 - 1)

= (n4 - 1) (n8 - 1)

= (n4 - 1)2 (n4 + 1) 

= (n2 - 1)2 (n2 - 1)2 (n4 + 1)

= 16[k(k + 1)2 (n2 + 1)2 (n4 + 1)

Víi n = 2k + 1 ( n2 + 1 vµ n4 + 1 lµ nh÷ng sè ch½n ( (n2 + 1)2 ( 2 ; n4 + 1 ( 2

( n12 - n8 -  n4 + 1 (  (24.22. 22. 1 . 21)

VËy n12 - n8 - n4 + 1 ( 512

Bµi 4: Cã p2 - 1 = (p - 1) (p + 1) v× p lµ sè nguyªn tè p > 3

( p ( 3 ta cã: (p - 1) (p + 1) ( 8

vµ p = 3k + 1 hoÆc p = 3k + 2 (k ( N)

( (p - 1) (p + 1) ( 3

VËy p2 - 1 ( 24

Bµi 5: Gi¶ sö 1900 sè tù nhiªn liªn tiÕp lµ 

n, n +1; n + 2; … ; n + 1989 (1)

trong 1000 tù nhiªn liªn tiÕp n, n + 1; n + 2; …; n + 999 

cã 1 sè chia hÕt cho 1000 gi¶ sö n0, khi ®ã n0 cã tËn cïng lµ 3 ch÷ sè 0 gi¶ sö tæng c¸c ch÷ sè cña n0 lµ s khi ®ã 27 sè n0, n0 + 9; n0 + 19; n0 + 29; n0 + 39; …; n0 + 99; n0 + 199; … n0 + 899 (2)

Cã tæng c¸c ch÷ sè lÇn l­ît lµ: s; s + 1 … ; s + 26

Cã 1 sè chia hÕt cho 27 (§PCM)
* Chó ý:  n + 899 (  n + 999 + 899 < n + 1989

( C¸c sè ë (2) n»m trong d·y (1)
3. Ph­¬ng ph¸p 3: xÐt tËp hîp sè d­ trong phÐp chia
VÝ dô 1: CMR: Víi ( n ( N Th× A(n) = n(2n + 7) (7n + 7) chia hÕt cho 6
Gi¶i: Ta thÊy 1 trong 2 thõa sè n vµ 7n + 1 lµ sè ch½n. Víi ( n ( N ( A(n) ( 2
Ta chøng minh A(n) ( 3

LÊy n chia cho 3 ta ®­îc n = 3k + 1 (k ( N)

Víi r ( {0; 1; 2}

Víi r = 0 ( n = 3k ( n ( 3 ( A(n) ( 3

Víi r = 1 ( n = 3k + 1 ( 2n + 7 = 6k + 9 ( 3 ( A(n) ( 3 
Víi r = 2 ( n = 3k + 2 ( 7n + 1 = 21k + 15 ( 3 ( A(n) ( 3

( A(n) ( 3 víi ( n mµ (2, 3) = 1

VËy A(n) ( 6 víi ( n ( N
VÝ dô 2: CMR: NÕu n ( 3 th× A(n) = 32n + 3n + 1 ( 13 Víi ( n ( N

Gi¶i: V× n ( 3 ( n = 3k + r (k ( N); r ( {1; 2; 3}
( A(n) = 32(3k + r) + 33k+r + 1 

= 32r(36k - 1) + 3r (33k - 1) + 32r + 3r + 1

ta thÊy 36k - 1 = (33)2k - 1 = (33 - 1)M  = 26M ( 13

33k - 1 = (33 - 1)N = 26N ( 13

víi r = 1 ( 32n + 3n + 1 = 32 + 3 +1 = 13 ( 13

( 32n + 3n + 1 ( 13

víi r = 2 ( 32n + 3n + 1 = 34 + 32 + 1 = 91 ( 13

( 32n + 3n + 1

VËy víi n ( 3 th× A(n) = 32n + 3n + 1 ( 13 Víi ( n ( N
VÝ dô 3: T×m tÊt c¶ c¸c sè tù nhiªn n ®Ó 2n - 1 ( 7

Gi¶i: LÊy n chia cho 3 ta cã n = 3k + 1 (k ( N); r ( {0; 1; 2}
Víi r = 0 ( n = 3k ta cã 

2n - 1 = 23k - 1 = 8k - 1 = (8 - 1)M = 7M ( 7

víi r =1 ( n = 3k + 1 ta cã:

2n - 1 = 28k +1 - 1 = 2.23k - 1 = 2(23k - 1) + 1

mµ 23k - 1 ( 7 ( 2n - 1 chia cho 7 d­ 1

víi r = 2 ( n = 3k + 2 ta cã :

2n - 1 = 23k + 2 - 1 = 4(23k - 1) + 3 

mµ 23k - 1 ( 7 ( 2n - 1 chia cho 7 d­ 3

VËy 23k - 1 ( 7 ( n = 3k (k ( N)

Bµi tËp t­¬ng tù

Bµi 1: CMR: An  = n(n2 + 1)(n2 + 4) ( 5 Víi ( n ( Z

Bµi 2: Cho A = a1 + a2 + … + an
       B = a51 + a52 + … + a5n
Bµi 3: CMR: NÕu (n, 6) =1 th× n2 - 1 ( 24 Víi ( n ( Z

Bµi 4: T×m sè tù nhiªn n ®Ó 22n + 2n + 1 ( 7

Bµi 5: Cho 2 sè tù nhiªn m, n ®Ó tho¶ m·n 24m4 + 1 = n2. CMR: mn ( 55

H­íng dÉn - §¸p sè
Bµi 1:  + A(n) ( 6


+ LÊy n chia cho 5 ( n = 5q + r  r ( {0; 1; 2; 3; 4}

r = 0 ( n ( 5 ( A(n) ( 5

r = 1, 4 ( n2 + 4 ( 5 ( A(n) ( 5

r = 2; 3 ( n2 + 1 ( 5 ( A(n) ( 5

( A(n) ( 5 ( A(n) ( 30

Bµi 2: XÐt hiÖu B - A = (a51 - a1) + … + (a5n - an) 

ChØ chøng minh: a5i - ai ( 30 lµ ®ñ

Bµi 3: V× (n, 6) =1 ( n = 6k + 1  (k ( N)

Víi r ( {(1}

r = (1( n2 - 1 ( 24

Bµi 4: XÐt n = 3k + r (k ( N) 

Víi r ( {0; 1; 2}

Ta cã: 22n + 2n + 1 = 22r(26k - 1) + 2r(23k - 1) + 22n + 2n + 1

Lµm t­¬ng tù VD3

Bµi 5: Cã 24m4 + 1 = n2 = 25m4 - (m4 - 1)

Khi m ( 5 ( mn ( 5

Khi m ( 5 th× (m, 5) = 1 ( m4 - 1 ( 5

(V× m5 - m ( 5 ( (m4 - 1) ( 5 ( m4 - 1 ( 5)

( n2 ( 5 ( ni5. VËy mn ( 5
4. Ph­¬ng ph¸p 4: sö dông ph­¬ng ph¸p ph©n tÝch thµnh nh©n tö
Gi¶ sö chøng minh an ( k

Ta cã thÓ ph©n tÝch an chøa thõa sè k hoÆc ph©n tÝch thµnh c¸c thõa sè mµ c¸c thõa sè ®ã chia hÕt cho c¸c thõa sè cña k.

VÝ dô 1: CMR: 36n - 26n ( 35 Víi ( n ( N

Gi¶i: Ta cã 36n - 26n = (36)n - (26)n = (36 - 26)M
= (33 + 23) (33 - 23)M

= 35.19M ( 35 VËy 36n - 26n ( 35 Víi ( n ( N
VÝ dô 2: CMR: Víi ( n lµ sè tù nhiªn ch¨n th× biÓu thøc

 A = 20n + 16n - 3n - 1 ( 232

Gi¶i: Ta thÊy 232 = 17.19 mµ (17;19) = 1 ta chøng minh
A ( 17 vµ A ( 19 ta cã A = (20n - 3n) + (16n - 1) cã 20n - 3n = (20 - 3)M ( 17M

16n - 1 = (16 + 1)M = 17N ( 17 (n ch½n)

( A ( 17 (1)

ta cã: A = (20n - 1) + (16n - 3n) 

cã 20n - 1 = (20 - 1)p = 19p ( 19 

cã 16n - 3n = (16 + 3)Q = 19Q ( 19 (n ch½n)

( A ( 19 (2)

Tõ (1) vµ (2) ( A ( 232
VÝ dô 3: CMR: nn - n2 + n - 1 ( (n - 1)2 Víi ( n >1
Gi¶i: Víi n = 2 ( nn - n2 + n - 1 = 1 
vµ (n - 1)2 = (2 - 1)2 = 1

( nn - n2 + n - 1( (n - 1)2

víi n > 2 ®Æt A = nn - n2 + n - 1 ta cã A = (nn - n2) + (n - 1)

= n2(nn-2 - 1) + (n - 1)

= n2(n - 1) (nn-3 + nn-4 + … + 1) + (n - 1)

= (n - 1) (nn-1 + nn-2 + … + n2 +1) 

= (n - 1) [(nn-1 - 1) + … +( n2 - 1) + (n - 1)]

= (n - 1)2M ( (n - 1)2
VËy A ( (n - 1)2 (§PCM)
Bµi tËp t­¬ng tù

Bµi 1: CMR: a. 32n +1 + 22n +2 ( 7


          b. mn(m4 - n4) ( 30

Bµi 2: CMR: A(n) = 3n + 63 ( 72 víi n ch½n n ( N, n ( 2

Bµi 3: Cho a vµ b lµ 2 sè chÝnh ph­¬ng lÎ liªn tiÕp. CMR: a. (a - 1) (b - 1) ( 192

Bµi 4: CMR: Víi p lµ 1 sè nguyªn tè p > 5 th× p4 - 1 ( 240

Bµi 5: Cho 3 sè nguyªn d­¬ng a, b, c vµ tho¶ m·n a2 = b2 + c2. CMR: abc ( 60

H­íng dÉn - §¸p sè
Bµi 1: a. 32n +1 + 22n +2 = 3.32n + 2.2n

= 3.9n + 4.2n

= 3(7 + 2)n + 4.2n 

= 7M + 7.2n ( 7

b. mn(m4 -  n4) = mn(m2 - 1)(m2 + 1) -  mn(n2 - 1) (n2 + 1) ( 30

Bµi 3: Cã 72 = 9.8 mµ (8, 9) = 1 vµ n = 2k (k ( N) 

cã 3n + 63 = 32k + 63

= (32k - 1) + 64 ( A(n) ( 8

Bµi 4: §Æt a = (2k - 1)2; b = (2k - 1)2 (k ( N) 

Ta cã (a - 1)(b - 1) = 16k(k + 1)(k - 1) ( 64 vµ 3

Bµi 5: Cã 60 = 3.4.5 
§Æt M = abc

NÕu a, b, c ®Òu kh«ng chia hÕt cho 3 ( a2, b2 vµ c2 chia hÕt cho 3 ®Òu d­ 1 ( a2 ( b2 + c2. Do ®ã  cã Ýt nhÊt 1 sè chia hÕt cho 3. VËy M (  3

NÕu a, b, c ®Òu kh«ng chia hÕt cho 5 ( a2, b2 vµ c2 chia 5 d­ 1 hoÆc 4 ( b2 + c2 chia 5 th× d­ 2; 0 hoÆc 3.

( a2 ( b2 + c2. Do ®ã cã Ýt nhÊt 1 sè chia hÕt cho 5. VËy M (  5

NÕu a, b, c lµ c¸c sè lÎ ( b2 vµ c2 chia hÕt cho 4 d­ 1.

( b2 + c2 ( (mod 4) ( a2 ( b2 + c2
Do ®ã 1 trong 2 sè a, b ph¶i lµ sè ch½n.

Gi¶ sö b lµ sè ch½n


NÕu C lµ sè ch½n ( M (  4


NÕu C lµ sè lÎ mµ a2 = b2 + c2 ( a lµ sè lÎ 

( b2 = (a - c) (a + b) ( 
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VËy M = abc (  3.4.5 = 60
5. Ph­¬ng ph¸p 5: biÕn ®æi biÓu thøc cÇn chøng minh vÒ d¹ng tæng

Gi¶ sö chøng minh A(n) (  k ta biÕn ®æi A(n) vÒ d¹ng tæng cña nhiÒu h¹ng tö vµ chøng minh mäi h¹ng tö ®Òu chia hÕt cho k.

VÝ dô 1: CMR: n3 + 11n (  6 víi ( n ( z.

Gi¶i: Ta cã n3 + 11n = n3 - n + 12n = n(n2 - 1) + 12n




= n(n + 1) (n - 1) + 12n

V× n, n - 1; n + 1 lµ 3 sè nguyªn liªn tiÕp

( n (n + 1) (n - 1) (  6 vµ 12n (  6

VËy n3 + 11n (  6
VÝ dô 2: Cho a, b ( z tho¶ m·n (16a +17b) (17a +16b) (  11

CMR: (16a +17b) (17a +16b) (  121

Gi¶i: Cã 11 sè nguyªn tè mµ (16a +17b) (17a +16b) (  11
( 
[image: image72.wmf]ê

ë

é

+

+

11

16b

 

17a

11

17b

 

16a

M

M

 (1)

Cã 16a +17b + 17a +16b = 33(a + b) (  11 (2)

Tõ (1) vµ (2) ( 
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VËy (16a +17b) (17a +16b) (  121
VÝ dô 3: T×m n ( N sao cho P = (n + 5)(n + 6) (  6n.

Gi¶i : Ta cã P = (n + 5)(n + 6) = n2 + 11n + 30




= 12n + n2 - n + 30

V× 12n (  6n nªn ®Ó P (  6n ( n2 - n + 30 (  6n

( 
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M
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M
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Tõ (1) ( n = 3k hoÆc n = 3k + 1 (k ( N) 

Tõ (2) ( n ( {1; 2; 3; 5; 6; 10; 15; 30}

VËy tõ (1); (2) ( n ( {1; 3; 6; 10; 15; 30}

Thay c¸c gi¸ trÞ cña n vµo P ta cã 

n ( {1; 3; 10; 30} lµ tho¶ m·n

VËy n ( {1; 3; 10; 15; 30} th× P = (n + 5)(n + 6) (  6n.

Bµi tËp t­¬ng tù

Bµi 1: CMR: 13 + 33 + 53 + 73 (  23
Bµi 2: CMR: 36n2 + 60n + 24 (  24

Bµi 3: CMR: a. 5n+2 + 26.5n + 8 2n+1 (  59

                      b. 9 2n + 14 (  5

Bµi 4: T×m n ( N sao cho n3 - 8n2 + 2n (  n2 + 1

H­íng dÉn - §¸p sè
Bµi 1: 13 + 33 + 53 + 73 = (13 + 73) + (33 + 53)




 = 8m + 8N (  23
Bµi 2: 362 + 60n + 24 = 12n(3n + 5) + 24

Ta thÊy n vµ 3n + 5 kh«ng ®ång thêi cïng ch½n hoÆc cïng lÎ  ( n(3n + 5) (  2 ( §PCM

Bµi 3: a. 5n+2 + 26.5n + 8 2n+1 



= 5n(25 + 26) + 8 2n+1 



= 5n(59 - 8) + 8.64 n


=  5n.59 + 8.59m ( 59

b. 9 2n + 14 = 9 2n - 1 + 15


      = (81n - 1) + 15


      = 80m + 15 ( 5

Bµi 4: Cã n3 - 8n2 + 2n = (n2 + 1)(n - 8) + n + 8 ( (n2 + 1) ( n + 8 ( n2 + 1

NÕu n + 8 = 0 ( n = -8 (tho¶ m·n)

NÕu n + 8 ( 0 ( (n + 8(( n2 + 1

( 
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6. Ph­¬ng ph¸p 6: Dïng quy n¹p to¸n häc
Gi¶ sö CM A(n) ( P víi n ( a (1)

B­íc 1: Ta CM (1) ®óng víi n = a tøc lµ CM A(n) ( P

B­íc 2: Gi¶ sö (1) ®óng víi n = k tøc lµ CM A(k) ( P víi k ( a

Ta CM (1) ®óng víi n = k + 1 tøc lµ ph¶i CM A(k+1) ( P

B­íc 3: KÕt luËn A(n) ( P víi n ( a

VÝ dô 1: Chøng minh A(n) = 16n - 15n - 1 ( 225 víi ( n ( N*
Gi¶i: Víi n = 1 ( A(n) = 225 ( 225 vËy n = 1 ®óng
Gi¶ sö n = k ( 1 nghÜa lµ A(k) = 16k - 15k - 1 ( 225

Ta ph¶i CM A(k+1) = 16 k+1 - 15(k + 1) - 1 ( 225

ThËt vËy: A(k+1) = 16 k+1 - 15(k + 1) - 1




= 16.16k - 15k - 16




= (16k - 15k - 1) + 15.16k - 15




= 16k - 15k - 1 + 15.15m




= A(k) + 225

mµ A(k) ( 225 (gi¶ thiÕt quy n¹p) 

225m( 225

VËy A(n) ( 225
VÝ dô 2: CMR: víi ( n ( N* vµ n lµ sè tù nhiªn lÎ ta cã 
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Gi¶i: Víi n = 1 ( m2 - 1 = (m + 1)(m - 1) ( 8 (v× m + 1; m - 1 lµ 2 sè ch½n liªn tiÕp nªn tÝch cña chóng chia hÕt cho 8)
Gi¶ sö víi n = k ta cã 
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ThËt vËy 
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Bµi tËp t­¬ng tù

Bµi 1: CMR: 33n+3 - 26n - 27 ( 29 víi ( n ( 1

Bµi 2: CMR: 42n+2 - 1 ( 15

Bµi 3: CMR sè ®­îc thµnh lËp bëi 3n ch÷ sè gièng nhau th× chia hÕt cho 3n víi n lµ sè nguyªn d­¬ng.

H­íng dÉn - §¸p sè
Bµi 1: T­¬ng tù vÝ dô 1.

Bµi 2: T­¬ng tù vÝ dô 1.

Bµi 3: Ta cÇn CM 
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7. Ph­¬ng ph¸p 7: sö dông ®ång d­ thøc 
Gi¶i bµi to¸n dùa vµo ®ång d­ thøc chñ yÕu lµ sö dông ®Þnh lý Euler vµ ®Þnh lý Fermat

VÝ dô 1: CMR: 22225555 + 55552222 ( 7

Gi¶i: Cã 2222 ( - 4 (mod 7) ( 22225555 + 55552222 ( (- 4)5555 + 45555 (mod 7)
L¹i cã: (- 4)5555 + 42222 = - 45555 + 42222 

= - 42222 (43333 - 1) = 
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V× 43 = 64 ( (mod 7) 
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VËy 22225555 + 55552222 ( 7
VÝ dô 2: CMR: 
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Gi¶i: Theo ®Þnh lý Fermat ta cã: 
310 ( 1 (mod 11)

210 ( 1 (mod 11)

Ta t×m d­ trong phÐp chia lµ 24n+1 vµ 34n+1 cho 10


Cã 24n+1 = 2.16n ( 2 (mod 10)

( 24n+1 = 10q + 2 (q ( N)


Cã 34n+1 = 3.81n ( 3 (mod 10)

( 34n+1 = 10k + 3 (k ( N)

Ta cã: 
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( 0 (mod 2) 

mµ (2, 11) = 1

VËy 
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VÝ dô 3: CMR: 
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Gi¶i : Ta cã: 24 ( 6 (mod) ( 24n+1 ( 2 (mod 10)
( 24n+1 = 10q + 2 (q ( N)

( 
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Theo ®Þnh lý Fermat ta cã: 210 ( 1 (mod 11)

( 210q ( 1 (mod 11)
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Bµi tËp t­¬ng tù

Bµi 1: CMR 
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Bµi 2: CMR víi ( n ( 1 ta cã 52n-1. 22n-15n+1 + 3n+1 .22n-1 ( 38

Bµi 3: Cho sè p > 3, p ( (P). CMR 3p - 2p - 1 ( 42p

Bµi 4: CMR víi mäi sè nguyªn tè p ®Òu cã d¹ng 2n - n (n ( N) chia hÕt cho p.

H­íng dÉn - §¸p sè
Bµi 1: Lµm t­¬ng tù nh­ VD3

Bµi 2: Ta thÊy 52n-1. 22n-15n+1 + 3n+1 .22n-1 ( 2

MÆt kh¸c 52n-1. 22n-15n+1 + 3n+1 .22n-1 = 2n(52n-1.10 + 9. 6n-1)

V× 25 ( 6 (mod 19) ( 5n-1 ( 6n-1 (mod 19)

( 25n-1.10 + 9. 6n-1 ( 6n-1.19 (mod 19) ( 0 (mod 19)

Bµi 3: §Æt A = 3p -  2p - 1 (p lÎ)


DÔ dµng CM A ( 2 vµ A ( 3 ( A ( 6

NÕu p = 7 ( A = 37 -  27 - 1 ( 49 ( A ( 7p

NÕu p ( 7 ( (p, 7) = 1

Theo ®Þnh lý Fermat ta cã:


A = (3p - 3) - (2p - 2) ( p

§Æt p = 3q + r (q ( N; r = 1, 2)

( A = (33q+1 - 3) - (23q+r - 2)

= 3r.27q -  2r.8q - 1 = 7k + 3r(-1)q - 2r - 1 (k ( N)

víi r = 1, q ph¶i ch½n (v× p lÎ)

( A = 7k - 9 - 4 - 1 = 7k - 14

VËy A ( 7 mµ A ( p, (p, 7) = 1 ( A ( 7p

Mµ (7, 6) = 1; A ( 6

( A ( 42p.

Bµi 4: NÕu P = 2 ( 22 - 2 = 2 ( 2

NÕu n > 2 Theo ®Þnh lý Fermat ta cã:

2p-1 ( 1 (mod p)

( 2m(p-1) ( 1 (mod p) (m ( N)

XÐt A = 2m(p-1) + m - mp

A ( p ( m = kq - 1

Nh­ vËy nÕu p > 2 ( p cã d¹ng 2n - n trong ®ã

N = (kp - 1)(p - 1), k ( N ®Òu chia hÕt cho p
8. Ph­¬ng ph¸p 8: sö dông nguyªn lý §irichlet


NÕu ®em n + 1 con thá nhèt vµo n lång th× cã Ýt nhÊt 1 lång chøa tõ 2 con trë lªn.

VÝ dô 1: CMR: Trong n + 1 sè nguyªn bÊt kú cã 2 sè cã hiÖu chia hÕt cho n.

Gi¶i: LÊy n + 1 sè nguyªn ®· cho chia cho n th× ®­îc n + 1 sè d­ nhËn 1 trong c¸c sè sau: 0; 1; 2;…; n - 1
( cã Ýt nhÊt 2 sè d­ cã cïng sè d­ khi chia cho n.

Gi¶ sö ai = nq1 + r 

0 ( r < n

aj = nq2 + r

a1; q2 ( N

( aj - aj = n(q1 - q2) ( n

VËy trong n +1 sè nguyªn bÊt kú cã 2 sè cã hiÖu chia hÕt cho n.

NÕu kh«ng cã 1 tæng nµo trong c¸c tæng trªn chia hÕt cho n nh­ vËy sè d­ khi chia mçi tæng trªn cho n ta ®­îc n sè d­ lµ 1; 2; …; n - 1

VËy theo nguyªn lý §irichlet sÏ tån t¹i Ýt nhÊt 2 tæng mµ chi cho n cã cïng sè d­ ( (theo VD1) hiÖu cïadr tæng nµy chia hÕt cho n (§PCM).

Bµi tËp t­¬ng tù

Bµi 1: CMR: Tån t¹i n ( N sao cho 17n - 1 ( 25

Bµi 2: CMR: Tån t¹i 1 béi cña sè 1993 chØ chøa toµn sè 1.

Bµi 3: CMR: Víi 17 sè nguyªn bÊt kú bao giê còng tån t¹i 1 tæng 5 sè chia hÕt cho 5.

Bµi 4: Cã hay kh«ng 1 sè cã d¹ng: 19931993 … 1993000 … 00 ( 1994

H­íng dÉn - §¸p sè
Bµi 1: XÐt d·y sè 17, 172, …, 1725 (t­¬ng tù VD2)

Bµi 2: Ta cã 1994 sè nguyªn chøa toµn bé sè 1 lµ:
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Khi chia cho 1993 th× cã 1993 sè d­ ( theo nguyªn lý §irichlet cã Ýt nhÊt 2 sè cã cïng sè d­.

Gi¶ sö ®ã lµ 


ai = 1993q + r 

0 ( r < 1993

aj = 1993k + r

i > j; q, k ( N

( aj - aj = 1993(q - k) 
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mµ (10j, 1993) = 1


[image: image106.wmf]4

3

4

2

1

1

 

sè

 

1994

11

 

 

111

¼

( 1993 (§PCM)

Bµi 3: XÐt d·y sè gåm 17 sè nguyªn bÊt kú lµ 

a1, a2, …, a17
Chia c¸c sè cho 5 ta ®­îc 17 sè d­ ¾t ph¶i cã 5 sè d­ thuéc tËp hîp{0; 1; 2; 3; 4}

NÕu trong 17 sè trªn cã 5 sè khi chia cho 5 cã cïng sè d­ th× tæng cña chóng sÏ chia hÕt cho 5.

NÕu trong 17 sè trªn kh«ng cã sè nµo cã cïng sè d­ khi chia cho 5 ( tån t¹i 5 sè cã sè d­ kh¸c nhau ( tæng c¸c sè d­ lµ: 0 + 1 + 2 + 3 + 4 = 10 ( 10

VËy tæng cña 5 sè nµy chia hÕt cho 5.

Bµi 4: XÐt d·y sè a1 = 1993, a2 = 19931993, …

a1994 = 
[image: image107.wmf]4
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®em chia cho 1994 ( cã 1994 sè d­ thuéc tËp {1; 2; …; 1993} theo nguyªn lý §irichlet cã Ýt nhÊt 2 sè h¹ng cã cïng sè d­.

Gi¶ sö: ai = 1993 … 1993 (i sè 1993)

aj = 1993 … 1993 (j sè 1993)

( aj - aj ( 1994 
1 ( i < j ( 1994

( 
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9. Ph­¬ng ph¸p 9: ph­¬ng ph¸p ph¶n chøng


§Ó CM A(n) ( p (hoÆc A(n) ( p )

+ Gi¶ sö: A(n) ( p (hoÆc A(n) ( p )

+ CM trªn gi¶ sö lµ sai

+ KÕt luËn: A(n) ( p (hoÆc A(n) ( p )

VÝ dô 1: CMR n2 + 3n + 5 ( 121 víi ( n ( N

Gi¶i: Gi¶ sö tån t¹i n ( N sao cho n2 + 3n + 5 ( 121

( 4n2 + 12n + 20 ( 121 (v× (n, 121) = 1)

( (2n + 3)2 + 11 ( 121 (1)

( (2n + 3)2 ( 11

V× 11 lµ sè nguyªn tè ( 2n + 3 ( 11




( (2n + 3)2 ( 121 (2)

Tõ (1) vµ (2) ( 11 ( 121 v« lý

VËy n2 + 3n + 5 ( 121
VÝ dô 2: CMR n2 - 1 ( n víi ( n ( N*
Gi¶i: XÐt tËp hîp sè tù nhiªn N*
Gi¶ sö ( n ( 1, n ( N* sao cho n2 - 1 ( n

Gäi d lµ ­íc sè chung nhá nhÊt kh¸c 1 cña n ( d ( (p) theo ®Þnh lý Format ta cã

2d-1 ( 1 (mod d) ( m < d

ta chøng minh m\n

Gi¶ sö n = mq + r (0 ( r < m)

Theo gi¶ sö n2 - 1 ( n ( nmq+r - 1 ( n

( 2r(nmq - 1) + (2r - 1) ( n ( 2r - 1 ( d v× r < m mµ m ( N, m nhá nhÊt kh¸c 1 cã tÝnh chÊt (1)

( r = 0 ( m\n mµ m < d còng cã tÝnh chÊt (1) nªn ®iÒu gi¶ sö lµ sai.

VËy n2 - 1 ( n víi ( n ( N*
Bµi tËp t­¬ng tù

Bµi 1: Cã tån t¹i n ( N sao cho n2 + n + 2 ( 49 kh«ng?

Bµi 2: CMR: n2 + n + 1 ( 9 víi ( n ( N*

Bµi 3: CMR: 4n2 - 4n + 18 ( 289 víi ( n ( N
H­íng dÉn - §¸p sè

Bµi 1: Gi¶ sö tån t¹i n ( N ®Ó n2 + n + 2 ( 49 

( 4n2 + 4n + 8 ( 49

( (2n + 1)2 + 7 ( 49 (1) ( (2n + 1)2 ( 7

V× 7 lµ sè nguyªn tè ( 2n + 1 ( 7 ( (2n + 1)2 ( 49 (2)

Tõ (1); (2) ( 7 ( 49 v« lý.

Bµi 2: Gi¶ sö tån t¹i n2 + n + 1 ( 9 víi ( n

( (n + 2)(n - 1) + 3 ( 3 (1)

v× 3 lµ sè nguyªn tè ( 
[image: image109.wmf]ê
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Bµi 3: Gi¶ sö ( n ( N ®Ó 4n2 - 4n + 18 ( 289 


( (2n - 1)2 + 17 ( 172

( (2n - 1) ( 17
17 lµ sè nguyªn tè ( (2n - 1) ( 17 ( (2n - 1)2 ( 289

( 17 ( 289 v« lý.
Bµi tËp vµ ph­¬ng ph¸p
Cách 1: Để chứng minh A(n) chia hết cho k, có thể xét mọi trường hợp số dư khi chia n cho k.

Ví dụ: Chứng minh rằng:


a) Tích của hai số nguyên liên tiếp chia hết cho 2.


b) Tích của ba số nguyên liên tiếp chia hết cho 3.

Gi¶i:   a) Viết tích của hai số nguyên liên tiếp dưới dạng A(n) = n(n + 1).

Có hai trường hợp xảy ra : 

 
* n 
[image: image110.wmf]M

 2 => n(n + 1) 
[image: image111.wmf]M

2


* n không chia hết cho 2 (n lẻ) => (n + 1) 
[image: image112.wmf]M

 2 => n(n +1) 
[image: image113.wmf]M

 2


b) XÐt mäi tr­êng hîp: n chia hÕt cho 3; n=3q+1; n = 3q+2

+ NÕu n chia hÕt cho 3, hiÓn nhiªn A(n) chia hÕt cho 3

+ NÕu n = 3q+1 => n+2 = 3q+3 chia hÕt cho 3

+ NÕu n= 3q+2 => n+1 = 3q+2+1 = 3q+3 chia hÕt cho 3

Trong mäi tr­êng hîp A(n) lu«n chøa mét thõa sè chia hÕt cho 3.

VËy A(n) chia hÕt cho 3 (®pcm)
Cách 2: Để chứng minh A(n) chia hết cho k, có thể phân tích k ra thừa số:  k = pq . 


+ Nếu (p, q) = 1, ta chứng minh A(n) 
[image: image114.wmf]M

 p và A(n) 
[image: image115.wmf]M

 q.


+ Nếu (p, q) 
[image: image116.wmf]¹

1, ta phân tích A(n) = B(n) .C(n) rồi chứng minh:B(n) 
[image: image117.wmf]M

 p và C(n) 
[image: image118.wmf]M

 q .

Ví dụ 1: a) Chứng minh: A(n) = n(n +1)(n + 2) 
[image: image119.wmf]M

6.

  b) Chứng minh: tích của hai số chẵn liên tiếp chia hết cho 8.

Gi¶i:     a) Ta có 6 = 2.3; (2,3) = 1 . Theo chứng minh trên đã có A(n) chia hết cho 2 và 3. Do đó A(n) chia hết cho 6.


 b) Ta viết A(n) = 2n(2n + 2) = 2n. 2(n +1) = 4n(n + 1).




 8 = 4 . 2.


Vì 4 
[image: image120.wmf]M

4 và n(n +1) 
[image: image121.wmf]M

2 nên A(n) 
[image: image122.wmf]M

 8
Ví dụ 2 : Chứng minh rằng n5 - n chia hết cho 10, với mọi số nguyên dương n.



(Trích đề thi HSG lớp 9 cấp tỉnh năm học 2005 - 2006)
Gi¶i: A(n) = n5 - n = n(n4 - 1) = n(n2 - 1)(n2 + 1) = n(n - 1)(n + 1)(n2 +1) 
[image: image123.wmf]M

 2


n = 5k + 1 => (n - 1) 
[image: image124.wmf]M

 5


n = 5k + 4 => (n + 1) 
[image: image125.wmf]M

 5.


n = 5k + 2 =>  n2 + 1 = (5k + 2)2 + 1 = (25k2 + 20k + 4 + 1) 
[image: image126.wmf]M

5

 
n = 5k + 3 =>  n2 + 1 = (5k + 3)2 + 1 = (25k2 + 30k + 9 + 1) 
[image: image127.wmf]M

5

Vậy : A(n) chia hết cho 2 và 5 nên phải chia hết cho 10.
Cách 3: Để chứng minh A(n) chia hết cho k, có thể biến đổi A(n) thành tổng (hiệu) của nhiều hạng tử, trong đó mỗi hạng tử đều chia hết cho k. (Đã học trong tính chất chia hết của một tổng ở lớp 6)

(Liên hệ: A(n) không chia hết cho k ...)

Ví dụ 1: Chứng minh n3 - 13n (n > 1) chia hết cho 6. (Trích đề thi HSG cấp II toàn quốc năm 1970).                                               Gi¶i: n3 - 13n = n3 - n - 12n = n(n2 - 1) - 12n = (n - 1)n(n + 1) - 12n

(n - 1)n(n + 1) là tích của 3 số tự nhiên liên tiếp nên chia hết cho 6 ; 12n 
[image: image128.wmf]M

6 . Do đó A(n) 
[image: image129.wmf]M

 6
Ví dụ 2: Chứng minh n2 + 4n + 5 không chia hết cho 8 , với mọi số n lẻ.

Gi¶i:  Với n = 2k +1 ta có: 

A(n) = n2 + 4n + 5 = (2k + 1)2 + 4(2k + 1) + 5 = 4k2 + 4k + 1 + 8k + 4 + 5

                              = 4k(k + 1) + 8(k + 1) + 2.

A(n) bằng tổng của ba hạng tử, trong đó hai hạng tử đầu đều chia hết cho 8 , duy chỉ có hạng tử 2 không chia hết cho 8. Vậy A(n) không chia hết cho 8.
Cách 4: Phân tích A(n) thành nhân tử. Nếu có một nhân tử chia hết cho k  thì A(n) chia hết cho k.

Hệ quả: Nếu A(n) = B(n).C(n) mà B(n)và C(n) đều không chia hết cho k thì A(n) không chia hết cho k

A(n) = k . B(n).

Tr­êng hîp nµy th­êng sö dông c¸c kÕt qu¶:

* (an - bn ) chia hÕt cho (a - b) 
víi (a ( b)

* (an - bn ) chia hÕt cho (a - b) 
víi (a ( ( b; n ch½n)

(an - bn ) chia hÕt cho (a - b) 
víi (a ( - b; n lÎ)

Ví dụ 1: Chứng minh : 2 + 22 + 23 + ... + 260  chia hết cho 15.

Gi¶i: Ta có: 

2 + 22 +23 + ... + 260 = (2 + 22 + ... + 24) + (25+ ... + 28) + ... + (257 +...+ 260)

= 2(1 + 2 + 4 + 8) + 25(1 + 2 + 4 + 8) + ... + 257(1 + 2 + 4 + 8) 

= 15.(2 + 25 + ... + 257) 
[image: image130.wmf]M

 15.
Ví dụ 2: Chøng minh r»ng: 27 + 37 + 57 chia hÕt cho 5

Gi¶i: V× 7 lµ sè lÎ nªn (27 + 37) chia hÕt cho (2 + 3)
hay 27 + 37 chia hÕt cho 5        => 27 + 37 + 57 chia hÕt cho 5  (®pcm)

mµ 
  57 chia hÕt cho 5   
Cách 5: Dùng nguyên tắc Dirichlet: 

Nguyên tắc Dirichlet phát biểu dưới dạng hình ảnh như sau:

Nếu nhốt k chú thỏ vào m chuồng mà k> m thì phải nhốt ít nhất hai chú thỏ vào chung một chuồng.

Ví dụ: Chứng minh rằng trong m + 1 số nguyên bất kì thế nào cũng có hai số có hiệu chia hết cho m.

Gi¶i: Chia một số nguyên bất kì cho m ta được số dư là một trong m số 0; 1 ; 2; 3; ...; m - 1. Theo nguyên tắc Dirichlet, chia m + 1số cho m thì phải có ít nhất hai số có cùng số dư . Do đó hiệu của hai số này sẽ chia hết cho m.
Cách 6: Dùng phương pháp qui nạp toán học: Để chứng minh A(n) 
[image: image131.wmf]M

 k ta làm theo trình tự sau:

Thử với n = 1 hoặc 2(Tức số n nhỏ nhất chọn ra). Nếu sai => Dừng.Nếu đúng A(1)
[image: image132.wmf]M

k.Tiếp tục: 

Giả sử A(k) 
[image: image133.wmf]M

k.

Chứng tỏ A(k + 1) 
[image: image134.wmf]M

k. Nếu đúng => Kết luận : A(n) 
[image: image135.wmf]M

k

Ví dụ: Chứng minh : 16n - 15n - 1 chia hết cho 225.

Gi¶i: Đặt A(n) = 16n - 15n -1 , ta có :  A(1) = 16 - 15 - 1 = 0 
[image: image136.wmf]M

225 => A(1) đúng.

Giả sử A(k) đúng : A(k) = 16k - 15k -1 
[image: image137.wmf]M

 225. 
Ta chứng minh A(k + 1) đúng, tức là c/m: 16k + 1 - 15(k + 1) - 1
[image: image138.wmf]M

225.

Thật vậy, 16k+1 - 15(k + 1) - 1 = 16. 16k - 15k - 15 - 1

                                                 = (15 + 1) 16k - 15k - 15 - 1




                  = 15.16k + 16k - 15k -15 - 1





        =  (16k - 15k - 1) + 15(16k - 1) 

                                                 = (16k - 15k - 1) + 15(16 - 1) (16k-1 + ... +1)





        = (16k - 15k - 1) + 225(16k-1+ ... + 1) 
[image: image139.wmf]M

225

Khi gặp những bài toán chứng minh [image: image140.png]


với [image: image141.png]


là số tự nhiên, ta vẫn thường dùng phương pháp quy nạp. Cụ thể lược đồ của cách giải này là: 

· [image: image142.png]



· Giả sử [image: image143.png]


, ta chứng minh [image: image144.png]


. Nhưng để ý rằng nếu [image: image145.png]


thì [image: image146.png]



Vì vậy có thể xem đây là một biến dạng của phương pháp quy nạp, để chứng minh [image: image147.png]


ta qua hai bước: 

· [image: image148.png]



· [image: image149.png]



Áp dụng phương pháp này, ta có thể giải được một loạt các bài toán chia hết khá cồng kềnh.
Ví dụ 1: Chứng minh [image: image150.png]vnelNn=>1



có [image: image151.png]


chia hết cho 125.
Gi¶i:  Có [image: image152.png]


.
Xét [image: image153.png]


nhưng [image: image154.png]16" —1=(15+1)" — 1:15



nên [image: image155.png]


(đpcm)
Ví dụ 2: Chứng minh [image: image156.png]vnelNn=>1



có [image: image157.png]37 4 A0n — 27




chia hết cho 64.
Gi¶i: Có [image: image158.png]



Xét [image: image159.png]G(n+1) = G(
8(320+3 4 5)

B L 40(n 4+ 1) — 32" — 400 = 837" 140 =




[image: image160.png]G(n+1)— G(n)64 < H(n’





Lại áp dụng phương pháp trên với [image: image161.png]



[image: image162.png]248:8





[image: image163.png]H(n + 1) — H(n) = 32(n+1+3 _ g2ntd _ g2ndda2 _ 1y,





Cách 7: Phương pháp phản chứng:

Để chứng minh A(n) 
[image: image164.wmf]M

 k ta chứng minh A(n) không chia hết cho k là sai.


A => B (  B => A

Ví dụ: Chứng minh nếu a2 + b2
[image: image165.wmf]M

 3 thì a và b đều chia hết cho 3.

Gi¶i:  Giả sử a và b không chia hết cho 3 => a = 3k 
[image: image166.wmf]±

 1 ; b = 3h 
[image: image167.wmf]±

 1

a2 + b2 = (3k 
[image: image168.wmf]±

1)2 + (3h 
[image: image169.wmf]±

1)2 = 9k2 
[image: image170.wmf]±

 6k + 1 + 9h2 
[image: image171.wmf]±

6h + 1 

          



  = 3(3k2 + 3h2 
[image: image172.wmf]±

 2k 
[image: image173.wmf]±

 2h) + 2 không chia hết cho 3 mâu thuẫn với GT
Tương tự cho trường hợp chỉ có một trong hai số chia hết cho 3.

Do đó a và b phải chia hết cho 3.
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