PHUONG PHAP ABC ( PANH GIA TfCH )

Tass mo dau bang viéc xét mot sd bai toén sau:

Bai 1:

Cho ab+bc+ca=1vaa+b+c=mmi [ ¥ - \@JE [\@,+¥J. Hay danh gia abc .
Giai:

Xét phuong trinh;

X%-mxX?+X-abc=0

Phuong trinh nay phai ¢6 3 nghiém a,b,c.

Pat f(X)=X?%- mX?+ X - abc

Taco: f'(X)=3X?- 2mX +1.Phuong trinh c6 hai nghi¢m

:m+m :m—\/m2—3
3

xl f’xz
X - ¥ X, X, +¥
f'(X) + 0o - 0 +

Phuong trinh ¢ ba nghi¢m khi vachi khi f(X,)3 0, f(X,)£0
(6+2m*)X, - m (6+ 2m2)x1 "My
9

Tu day suy ra £ abcE

Bai toan trén giup tardt ra hai nhan xét sau: ’
i) Bieu kién can vadu dé ton tai cac so thuc a,b,c khi dabiét trugc cac giatri ab+bc+ca=1va
atb+c=mla(l).
i) Voi mdi bo b (a,,b,,¢,) déu tim duoc hai bo (x,,%,, o ); (2o, 20,1, ) Sa0 cho

*a0+b0+C0 :XO+XO+y0 :ZO+ZO+t0

* aObO +b0C0 +C0a0 = XOXO + XOyO + yOXO = ZOZO + ZOtO +tOZO

* XoXo Yo £ 850,Cy £ 7,201,
Két qua hai dugc suy rakhi cac dau bing trong (1) xay ravalamot co so quan trong cho phuong phép ciia
ching ta.



Bai 2:
Moi dathuc f ddi xiang theo cac bién a,b,c déu oo thé bidu dién dudi dang da thuc theo céc bién

abc,ab+bc+ca,a+b+c. Va deg(abc) £ weg;(f) :
Phuong phap ABC dugc xa@y dung thdng qua cac dinh ly sau:

Pinh Iy 1: Néu f (abc,ab+bc+ca,a+b+c) laham don digu trén R theo abc cuc dai va cuc tiéu xay ra
khi trong basd a,b,c ¢c6 hai sb bang nhau, con trong tap R* thi xay rakhi c6 mot b bang 0 hay c6 hai s
bang nhau.

Pinh Iy 2: Néu f(abc,ab+bc+ca,a+b+c) laham15i trén R theo abc cuc dai xay ra khi trong ba s
a,b,c co hai sb bang nhau, controngtap R* thi xay rakhi c6 mot sb bang 0 hay c6 hai sb bang nhau.

Pinh Iy 3: Néu f(abc,ab+bc+ca,a+b+c) lahamIémtrén R theo abc cyc dai xay rakhi trong ba s
a,b,c co6 hai sb bang nhau, controngtap R* thi xay rakhi c6 mot sb bang 0 hay c6 hai sb bang nhau.

Chirng minh:
Ca badinh Iy trén déu dugc ching minh théng quanhan xét hai. Thuc vy, véi méi bo s6 (ay,b,,c,) déu

tim duoc hai bo (X,, %o, Yo ); (29, 25,1, ) SO cho

*aythy +Cy =Xy t X Y, =7+ 7t

*aghy +byCo +Cody = XXo + XY + YoXo = ZpZp t+ Zty 1,7,

* XoXo Yo £ 8500Cy £ 7,201, ) ) ) )
Dinhly 1: Do f laham don diéu theo bien a,b,c, nén ham s6 dat cuc dai hay cyc tieu tai cac diem bién
caa a,b,c,, hdy gia st f tang vatacan tim cuc dai, taco

f (gl Co, @0y +beCo + B, BeD6Co) £ T (2025t 80Dy +105C, + oy, 8 + by +C)

=f (Zozoto’ Z,Z, + Zoto + Zoto’ Z, + Z, +to)

Vay nén cuc dai xay ra khi ¢6 hai bién bang nhau. Trong truong hop R*, do can dudi cua abc 1a0 nén ¢
thé nhén dugc diém cuc tri khi abc = 0, tac lacd mot bién bang 0.

Pinh 1y 2 va 3 dugc chirng minh twong tu véi cac tinh chit caa ham 16i valém, ham s 16i dat cyc dai , ham
s0 |6m dat cuc tiéu khi bién dat cac giatri ¢ bién.

Tur c4c két qua trén tarGt raduoc mot sd hé qua I tha sau:

Hé qua 1: Ham sb f(a+b+c,ab+bc+ ca,abc) bac nhit theo abc dat cuc dai va cyuc tiéu trong tap R khi
c6 hai bién bang nhau, trong tap R* khi ¢6 hai bién bang nhau hay mot s bang 0.

Hé qud 2: Ham sb f(a+b+c,ab+hbc+ ca,abc) bac hai theo abc vahé sb bac cao nhét dwong dat cyc dai
trong tap R khi c6 hai bién bang nhau, trong tap R* khi ¢6 hai bién bang nhau hay mot sd bang 0.

Hé qua 3: Moi dathtc déi xang babién a,b,cbac bé hon hay biang 5 dat cuc dai va cyc tiéu trong tap R
khi ¢6 hai bién bang nhau, trong tap R* khi ¢6 hai bién bang nhau hay mot b bang 0.

Hé qua 4: Moi dathic d6i xang babién a, b, cbac béhon hay bing 8 cd hé sd bac 6,7,8 duong dat cyuc dai
trong tap R khi c6 hai bién bang nhau, trong tap R* khi ¢6 hai bién bang nhau hay mot sd bang 0.



Hai hé qua 1 va2 duogc suy ratryc tiép tir dinh 1y véi nhan xét vé s don diéu caa ham bac nhat va
tinh 16i caatam thirc bac hai hé sb duong.

Hai h¢ qua 3 va4 két hop tinh chat ¢ suy ratir bai téan hai dé dua céc dathirc d6i xing bac bé hon
hay bang 5 vé dathirc bac 1 theo abc, con dathirc dbi xirng bac bé hon hay bing 8 vé da thic bac 2
theo abcva sir dung hai két qua caahé qua 3 va 4.

Bay gio chiing ta hdy xét quamot sd vi du cu thé xem phuong phép ndy duoc van dung rasao nhé J

Bai 1:
Cho x,y,zl R théa x®+y?+2z°=9.
Tim giatri [on nhit cia P = 2(x+ y + 2) - xyz

Giai:

P dd¢ sintrong dang f (x+ y+2z,Xy+yz+ 2z, xyz), vadiéu kién ddi xtrng khdng rang busc xyz. Vay nén
ta co thé dwabai tdan vé viéc giai quyét:

Cho 2a®+b* =9

Tim giatri Ion nhit cia P = 4a+2b- a’b

. 9-b* | N VN SR
bé tim giatri [6n nhat tathay a = > vao P, vacantim giatri I6n nhat cuoa

b)=2,/2(9- b?)+2b- b(9-2b2)
- 4b 5 3b2

w/2i9 b2i

Thay céc nghiém caa phuong trinh dao ham bang 0 vao f vatanhandugc f_ =10 khi a=2,b=-1.

=0b 9b°- 87b> +87b- 9=00 (b2 - 1)fob* - 780> +9)=0

Bai 2:

Cho céc sb thyc duong a,b,c. Ching minh rang:
3 abc +g3 ab+ac+bc

a’+b’+c® 3 a’+b’+c?

ii)a3+b3+c 1, &’ +b* +c? o
4abc 4 gab+ac+ ng
Giai: o ’
i) Bét dang thirc cua chiing tard rang cé thé viét duoc dudi dang dathirc ddi xirng bac 5
P =abc(a® +b* + c2)+§(a3 +b° +¢%)- (a® +b° +c*)(ab + bc + ca)
Vatachi can xét cuc tiéu khi c6 hai giatri trong ba bién bang nhau hay mot bién bang 0.
Truong hop hai bién bang nhau, gia sir a =c bét dang thirc twong duong véi:
a’b 2 a® +2ab - 6 1 2a+b U,
- A - 300 (a- b)*(a+b)3 0.
20+t T3 2t ept | )Sza2+b2 e’ +07)f (a- bJ'(a+b):
Truong hop c6 mot sd bang 0, gia sir 1a ¢, bat dang thuc tuong duong voi:

2, _ab a®+b*+3(a- b)’3 0.

-3
3 a’+b?
i) Mot dathirc d6i xang bac bay, nhung cé&c ban ding lo, d6 van la dathirc bac mot dbi véi abc J.




Bai 3:
Chirng minh bt dang thirc sau dang véi céc sb thuc duong a,b,c

(ab+bc+ca)§ae 5+ 1 5+ 1 2239
(a+bf  (b+c) (c+afp 4

Bai téan Iran 96 ndi tiéng, mot dathire ddi xang bac 6 valabac hai déi vaéi abce:
J(a+b)b+c)c+a))’ - 4ab+bc+ ca)[(a +b)’(b+c)* +(b+c)(c+a) +(c+a)(a+ b)ZJ £0
Vay nén ham sb dat cuc dai khi c6 hai giatrj bang nhau hay mot sb bing 0.
Truong hop cd hai bién bang nhau, bat dang thirc twong duong véi

2 e 1 2 0.9. ,€ 2a+b 1 0, - 2
ot r2abe o G0 bl e o 00 Bla- B0
Truong hop c6 mdt bién bang nhau, gia sir 1a ¢, bt dang thirc tuong duong véi:

& 1 1,19 9‘(a-b)2é1 1

be ~ + >+ -=237(
a (a+b)2+a2+ ZB 4

u .
- = 2300 (a- b)(4a? +4b? +7ab)3 0
es-ab 4(a+b)23 (@ )(a e a)

Ban chit cia phuong phdp ladéanh gia abc, vay nén viéc gap nhitng bai téan co bac dep d& nhu vay lamot
diéu ot dep nhung khong phai Itic nda ciing nhu vay, thé nén thi sin cac bién doi sau dé danh gia ham sb
theo abclamot diéu can thiét.
MOT SO DANG THUC ’
Dé thuan tién trong nhitng phan tiép theo, taquy uéc a = x+ y+ z,b = xy + yz+ xz,¢c = Xyz
Tasé xét qua céc dai lugng hodn vi vong quang caa c&c bién x,y, z s8 duoc bidu dién qua c&c dai luong
trén ra sao.
x*+y*+z°=a*-2b
xy(x+y)+yz(y+2)+ 2(z+x) = ab- 3¢
xy(x2 + y2)+ yz(y2 + 22)+ z><(z2 + XZ): a’b- 2b” - ac
x*+y*+2z°=a’- 3ab+3c
x*+y*+2z*=a*- 2a’b+2b” +4ac
x+y+y+z+x+z:ab— 3c
z X y C
Ooy)* +(yz)’ +(2) =b* - 2ac
(xy)? +(yz2)° +(2¢)° =b° - 3abc+3c?
(x2y+ y’z+ zzx)(xy2 +yz° + z><2): 9c” + (a3 - 6ab)c+ b*
Dudi day xin cung cip cho cac ban mot sb danh giavé a,b,c trong cac mién khéc nhau:
Pinh ly 1:
Phuong trinh bac bacé cac nghiém thuc x,y, z khi vachi khi - 27¢ + (18ab— 4a3)c+ a’b? - 4b°3 0(1)
Pinh ly 2:
Phuong trinh bac ba cd cac nghiém thuc duong x, y, z khi vachi khi ¢6 (1) vaa>0,b>0,c>0
binh ly 3:
Phuong trinh bac ba co céc nghiém 1a ba canh tam gi&c khi va chi khi c6 (1),(2) va a® - 4ab+8c > 0.
Tahay thir xét qua mot sb bat ding thire théng thudc bang cach &p dung cong cu nay.




Sau d¢ay mot sb vi du ta khdng thé 1am truc tiép tir c&c hé qua d¢& néu maphai nho vao mot sb bién doi hay
céc dinh Iy d&néu.
Bai 1:
Cho a,b,clacéc so thyc duong thoa man:
a? +b? + ¢? =1.Chirng minh rang;
i a i b . C 54
a’+bc b°+ac c +ab

Giai:
Mot béat dang thirc ddi xirng, diéu kién khéng rang bust abc, viéc dua vé dathire déi xang la dé dang, tuy
nhién lai |&n téi bac 9, valabéac batheo abc L. Diéu ndy nam ngoa kiém sdat caa cac hé qua, vay nén ta
phai ¢ chit thir thua bién déi nho nho.
Pit x = E; y= %; 2= B dang thirc twong dwong voi:
a c

Xy + yz+ xz =1. Chirng minh rang:

R S S
Xy+z yz+x zX+y
Bay gio thi moi chuyén tré nén dé dang roi, mot da thirc bac hai theo xyz, vatacan tim cuc dai. Tachi can
xét cac truong hop khi c6 hai bién bang nhau, hay mot bién bang 0.
Truong hop 1: x = z. Bét dang thirc twong duong voi:

2 21 3 3 Vi 2xy+x% =1.
Xy+x X +y
- 2 N ~
Thay y:1 X , vatacan chirng minh 22 + 1 5 2 3xl [0,1]
1- +X X2+
r 2 2X
Truong hop 2: z=0. Bat dang thirc tuong duong voi:
LR S
Xy x.y
Tacé1+l3ip i+1+l3i+i:3_
Xy oy Xy oy
Bai 2:

Cho céc sb thyc duong x,y, z. Chang minh rang :

4 4 4
X"+y'+z + 2xy+yz+xz31+ﬁ
X2y2 +y222+22x2 X2+y2+22

Giac mong dua vé dang da thirc d6i xang coi nhu tan va. Tadanh danh giatryc tiép theo ham dbi véi bién
xyz. VAN véi quy uéc a = x+ y+z,b = xy + yz+ 2x,c = xyz, Sir dung céc hiang dang thic danéu ¢ trén ta
bién bat ding thic vé dang:

4 2 2
\/a - 2a’b+2b +4ac+ 2b 3 1+42
b? - 2ac Va?- 2b

Ham theo ¢ 1a ham bac nhét nén don diéu. Theo dinh Iy mot, cuc tiéu xay rakhi c6 hai bién bang nhau hay
mot bien bang 0. )
Truong hop 1: x = z. Bat dang thirc twong duong voi:




\/ 2X4+y4 +\/2(X2+2xy)31+\/§

X4 +2X2y2 2X2 + y2
Truong hop 2: z = 0. Bat dang thic tuong duong véi:

4 4
X2+¥ +1 22)(y23:|‘+\/E
Xy Xty

Cubi cing dudi day lamot s bai tap dé céc ban lam quen véi phuong phép nay:
Bai 1:
Cho céc sb thyc duong a,b, c. Ching minh rang:

1 1 1 6

+ + 3

2a’+bc 2b?’+ca 2c®+ab a’+b’*+c®+ab+bhc+ca
Bai 2:[Darij Grinbgrq— Old and New Inequalitv]
Cho a,b,c lacéc so thuc duong. Chirng minh rang:

a b c 9
2 + 2 + 2 3

(b+c) (c+a) (a+b) 4(a+b+C)
Bai 3: [Mircea Lasg:u— Old and New Inequalitvj
Cho a,b,c lacéc so thuc duong. Chirng minh rang:

b+c+c+a+a+b34€ea + b + c 9

a b c éb+c c+a a+bg

Bai 4:[Vietnam TST, 1996] )
Chirng minh bat dang thirc sau ding véi moi s6 thyc a,b,c

(a+b)* +(b+c)' +(c+a)'3 ;'(a“ +b* +c4)
Bai5: i
Cho céc 6 thyc duong a,b,c. Chiang minh rang :
\/a+b b+c c+a Jab+bc+ca
+ + +2 3
C a b a’+b”+c?

6+2




