CHỦ ĐỀ 12: ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN TÍNH DIỆN TÍCH
A. LÝ THUYẾT 
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1) Công thức tính diện tích của hình phẳng giới hạn bởi hai đồ thị hàm số
Cho hai đồ thị của hai hàm số 
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 liên tục trên đoạn 
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Đặc biệt: Trong trường hợp 
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) ta được công thức tính diện tích của hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số 
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Để tính diện tích S ta phải tính tích phân (1), muốn vậy ta phải phá dấu giá trị tuyệt đối:
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Muốn xét dấu của biểu thức 
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( Cách 1: Sử dụng bảng xét dấu cho 
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( Cách 2: Dựa vào đồ thị của hàm số 
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- Nếu trên đoạn 
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- Nếu trên đoạn 
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( Cách 4: Sử dụng máy tính CASIO, tuy nhiên xu hướng ra đề thi THPT Quốc gia sẽ hạn chế CASIO nên cần chú ý cách giải tổng quát và hiểu rõ bản chất!

Chú ý: 

- Khi tính diện tích của hình phẳng giới hạn bởi hai đồ thị hàm số ta có: 
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- Nếu đề bài không cho các đường thẳng giới hạn 
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2) Ứng dụng tính diện tích hình tròn và hình Elip

a) Tính diện tích hình tròn
 Trong hệ tọa độ Oxy cho đường tròn có phương trình: 
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b) Tính diện tích hình Elip
Trong hệ tọa độ Oxy cho elip có phương trình: 
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Chứng minh tương tự ta có diện tích của elip là: 
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II. VÍ DỤ MINH HỌA
	Ví dụ 1: Tính diện tích hình phẳng trên được giới hạn bởi đồ thị hàm số 
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Lời giải
Diện tích S của hình phẳng trên là 
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	Ví dụ 2: Tính diện tích của hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số 
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Lời giải
Gọi S là diện tích của hình phẳng trên, ta có: 
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Do đó: 
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	Ví dụ 3: Diện tích hình phẳng giới hạn bởi hai đồ thị hàm số 
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Lời giải
Phương trình hoành độ giao điểm 2 đồ thị là: 
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Diện tích cần tìm là: 
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. Chọn B.
	Ví dụ 4: Tính diện tích S của hình phẳng giới hạn bởi đồ thị của hàm số 
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Lời giải
Ta có: 
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Phương trình hoành độ giao điểm của hai đồ thị là: 
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Diện tích hình phẳng cần tìm là: 
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. Chọn B.
	Ví dụ 5: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường 
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Lời giải
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. Gọi S là diện tích phần giới hạn bởi các đường ta có:
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Bảng xét dấu: 
Khi đó 
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Ghi nhớ: Nếu phương trình 
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Khi đó để tính tích phân 
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Áp dụng với bài trên ta có: 
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	Ví dụ 6: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường: 
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Lời giải
Phương trình tung độ giao điểm là: 
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Gọi S là diện tích hình phẳng giới hạn với các đường đã cho ta có:
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Nhận xét: Đối với bài toán này việc tính theo dx gặp khá nhiều khó khăn, do đó ta nên tính diện tích hình phẳng theo dy bằng cách coi x là hàm của biến y, diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường cong 
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	Ví dụ 7: Cho đồ thị hàm số 
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Lời giải
Ta có 
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Ví dụ 8: Cho hàm số 
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Lời giải
Ta có: 
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Lại có: 
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Lời giải
Xét phần tô đậm nằm phía trên trục Ox, nửa đường tròn phía trên Ox có phương trình 
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Diện tích phần không tô đậm phía trên trục hoành là: 
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Diện tích nửa đường tròn là 
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	Ví dụ 10: Cho hình thang cong 
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Ví dụ 11: Cho hình thang 
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Lời giải
Gọi S là diện tích hình 
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. Chọn A.
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Ví dụ 12: [Đề tham khảo Bộ giáo dục và Đào tjao 2018] Cho 
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 là hình phẳng giới hạn bởi parabol 
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Lời giải
Phương trình hoành độ giao điểm là: 
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Dựa vào hình vẽ ta có: 
[image: image173.wmf]1
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. Chọn B.
	Ví dụ 13: Tính diện tích S của phần hình phẳng giới hạn bởi đường Parabol đi qua gốc tọa độ và hai đoạn thẳng AC và BC như hình vẽ bên:[image: image381.png]
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Lời giải
Gọi 
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 là diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường 
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Khi đó diện tích hình phẳng phần gạch chéo là 
[image: image186.wmf]1
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. Chọn B.
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Ví dụ 14: Ông An có một mảnh vườn hình elip có độ dài trục lớn bằng 16m và có độ dài trục bé bằng 10m. Ông muốn trồng hoa trên một dải đất rộng 8m và nhận trục bé của elip làm trục đối xứng (như hình vẽ). Biết kinh phí để trồng hoa là 100.000 đồng/1 
[image: image187.wmf]2

m

.
Hỏi ông An cần bao nhiêu tiền để trồng hoa trên dải đất đó? (Số tiền được làm tròn đến hàng nghìn).
A. 7.862.000 đồng
B. 7.653.000 đồng

C. 7.128.000 đồng
D. 7.826.000 đồng


Lời giải
Chọn hệ trục như hình vẽ với 
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Khi đó phương trình elip là: 
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Xét đường cong nằm phía trên trục Ox có phương trình là 
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Ta có: 
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Vậy diện tích trồng hoa là 
[image: image198.wmf](

)

2

40

2203

3

p

==+

T

SSm

.

Do đó số tiền ông An cần để trồng hoa là: 
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. Chọn B.
	Ví dụ 15: Một viên gạch hoa hình vuông có cạnh 40cm. Người thiết kế đã sử dụng bốn đường parabol có chung đỉnh tại tâm của viên gạch để tạo ra bốn cánh hoa (được tô màu sẫm như hình vẽ bên). Diện tích mỗi [image: image384.png]


cánh hoa của viên gạch bằng
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Lời giải
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Chọn hệ trục tọa độ như hình vẽ:
Với 
[image: image204.wmf](
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, xét hình phẳng ở góc phần tư thứ nhất.

Hai parabol có phương lần lượt là: 
[image: image205.wmf]2
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Do parabol qua điểm 
[image: image207.wmf](

)

2

201

20;20

2020

Þ==

Aa



[image: image208.wmf]2

20

20

ì

=

ï

Þ

í

ï

=

î

x

y

yx

 

Diện tích phần tô đậm ở góc phần tư thứ nhất là:


[image: image209.wmf]20

20

23

3

0

0

2400

2020

203603

æöæö

=-=-=

ç÷ç÷

èøèø

ò

xx

Sxdxx

. Chọn B.
	[image: image386.png]


Ví dụ 16: Một cổng chào có dạng hình parabol chiều cao 18m, chiều rộng chân đế 12m. Người ta căng hai sợi dây trang trí AB, CD nằm ngang đồng thời chia hình giới hạn bởi parabol và mặt đất thành ba phần có diện tích bằng nhau (xem hình vẽ bên). Tỉ số 
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Lời giải
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Chọn hệ trục tọa độ như hình vẽ
Parabol có dạng 
[image: image215.wmf]2
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Diện tích thiết diện của cổng trào là: 
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Để diện tích 3 phần bằng nhau thì diện tích mỗi phần là 
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Gọi 
[image: image220.wmf]22

;;;

22

æöæö

ç÷ç÷

èøèø

bd

BbDd

 khi đó 
[image: image221.wmf]=

ABb

CDd


Ta có: 
[image: image222.wmf]2223

3

0

0

242472

2226

æöæö

-=Û-=Þ=

ç÷ç÷

èøèø

ò

b

b

bxbxx

dxb


Tương tự ta có 
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Ví dụ 17: [Đề Sở GD&DT Thanh Hóa] Một công ty quảng cáo X muốn làm một bức tranh trang trí hình MNEIF ở chính giữa một tường hình chữ nhật ABCD có chiều cao BD = 6m, chiều dài CD = 12m (hình vẽ bên). Cho biết MNEF là hình chữ nhật có MN = 4m, cung EIF có hình dạng là một phần của cung parabol có đỉnh I là trung điểm của cạnh AB và đi qua hai điểm C, D. Kinh phí làm bức tranh là 900.000 đồng/
[image: image224.wmf]2

m

. Hỏi công ty X cần bao nhiêu tiền để làm bức tranh đó?
A. 20.400.000 đồng
B. 20.600.000 đồng

C. 20.800.000 đồng
D. 21.200.00 đồng


Lời giải
Gọi O là trung điểm của MN và trùng với gốc tọa độ 
[image: image225.wmf](
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Phương trình parabol đỉnh 
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Diện tích bức tranh là diện tích giới hạn bởi hàm số 
[image: image229.wmf](
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Khi đó 
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Số tiền công ty X cần dùng để làm bức tranh là 
[image: image232.wmf]208
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Ví dụ 18: [Đề Chuyên Đại học Vinh 2017] Trong công viên Toán học có những mảnh đất hình dáng khác nhau. Mỗi mảnh được trồng một loài hoa và nó được tạo thành bởi một trong những đường cong đẹp trong toán học. Ở đó có một mảnh đất mang tên Bernoulli, nó được tạo thành từ đường Lemniscate có phương trình trong hệ tọa độ Oxy là 
[image: image233.wmf](
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Tính diện tích S của mảnh đất Bernoulli biết rằng mỗi đơn vị trong hệ trục tọa độ Oxy tương ứng với chiều dài 1 mét.
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Lời giải
Hoành độ giao điểm của đồ thị với trục hoành là 
[image: image238.wmf]0;5;5
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Dễ thấy diện tích mảnh đất Bernoulli bao gồm diện tích 4 mảnh đất nhỏ bằng nhau.

Xét diện tích s của mảnh đất nhỏ trong góc phần tư thứ nhất ta có:
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Ví dụ 19: [Đề Chuyên Đại học Vinh 2017] Ông B có một khu vườn giới hạn bởi đường parabol và một đường thẳng. Nếu đặt trong hệ tọa độ Oxy như hình vẽ bên thì parabol có phương trình 
[image: image240.wmf]2
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 và đường thẳng là 
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. Ông B dự định dùng một mảnh vườn nhỏ được chia từ khu vườn bởi đường thẳng đi qua O và điểm M trên parabol để trồng hoa. Hãy giúp ông B xác định điểm M bằng cách tính độ dài OM để diện tích mảnh vườn nhỏ bằng 
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Lời giải
Giả sử 
[image: image247.wmf](
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Diện tích khu vườn là 
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Khi đó 
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Ví dụ 20: Trong đợt hội trại “Khi tôi 18” được tổ chức tại THPT X, Đoàn trường có thực hiện một dự án ảnh trưng bày trên một pano có dạng parabol như hình vẽ. Biết rằng Đoàn trường sẽ yêu cầu các lớp gửi ảnh dự thi và dán lên khu vực hình chữ nhật ABCD, phần còn lại sẽ được trang trí hoa văn cho phù hợp. Chi phí dán hoa văn là 100.000 đồng cho một 
[image: image251.wmf]2
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 bảng. Hỏi chi phí thấp nhất cho việc hoàn tất hoa văn trên pano sẽ là bao nhiêu? (làm tròn đến hàng nghìn)
A. 615.000 đồng
B. 450.000 đồng

C. 451.00 đồng
D. 616.000 đồng


Lời giải
Gọi S là diện tích hình phẳng giới hạn bởi parabol có phương trình 
[image: image252.wmf]2
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Suy ra 
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Gọi điểm 
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Gọi 
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Xét hàm số 
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Xét bảng biến thiên hàm số 
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Suy ra 
[image: image266.wmf](
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. Suy ra số tiền ít nhất cần là 451.000 đồng. Chọn C.
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Ví dụ 21: Một hoa văn trang trí được tạo ra từ một miếng bìa mỏng hình vuông cạnh 10(cm) bằng cách khoét bỏ đi bốn phần bằng nhau có hình dạng parabol như hình bên. Biết rằng 
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Lời giải
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Dựa vào đề bài ta tính được
Parabol có PT 
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)

2

16

:4

25

=-+

Pyx

.

Gọi 
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 là diện tích hình phẳng trong hình bên

Suy ra 
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Gọi S là diện tích hoa văn cần tính

Suy ra 
[image: image276.wmf](
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Ví dụ 22: Sân trường có một bồn hoa hình tròn có tâm O. Một nhóm học sinh lớp 12 được giao thiết kế bồn hoa, nhóm này định chia bồn hoa thành bốn phần, bởi hai đường parabol có cùng đỉnh O và đối xứng nhau qua O. Hai đường parabol này cắt đường tròn tại bốn điểm A, B, C, D tạo thành một hình vuông có cạnh bằng 4m (như hình vẽ). Phần diện tích 
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 dùng để trồng hoa, phần diện tích 
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 nghìn đồng. Chọn C.
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Ví dụ 23: [Đề thi THPT Quốc gia năm 2018] Cho hai hàm số 
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 cắt nhau tại 3 điểm có hoành độ lần lượt là 
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 (tham khảo hình vẽ). Hình phẳng giới hạn bởi hai đồ thị đã cho có diện tích bằng:
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Đồng nhất hệ số ta được: 
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Ví dụ 24: [Đề thi THPT Quốc gia năm 2018] Cho hai hàm số 
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 cắt nhau tại 3 điểm có hoành độ lần lượt là 
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 (tham khảo hình vẽ). Hình phẳng giới hạn bởi hai đồ thị đã cho có diện tích bằng:
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Lời giải
Ta có phương trình hoành độ giao điểm của hai hàm số là:
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Vì phương trình có các nghiệm 
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Đồng nhất hệ số ta được: 
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. Chọn A.
	Ví dụ 25: Cho hàm số 
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[image: image321.wmf]<<

abc

 như hình vẽ. Mệnh đề nào dưới đây là đúng?[image: image399.png]



A. 
[image: image322.wmf](

)

(

)

(

)

>>

fcfafb

 
B. 
[image: image323.wmf](

)

(

)

(

)

>>

fcfbfa

 

C. 
[image: image324.wmf](

)

(

)

(

)

>>

fafbfc

 
D. 
[image: image325.wmf](

)

(

)

(

)

>>

fbfafc

 


Lời giải
Ta có 
[image: image326.wmf](

)

{

}

0;;

¢

=Û=

fxxabc

. Dựa vào BBT, ta thấy 
[image: image327.wmf](

)

(

)

(

)

{

}

;

fbfafc

<

.
Lại có 
[image: image328.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

12

bc

bc

ab

ab

SfxdxSfxdxfxfxfafc

¢¢

=<=Û-<Û<

òò

.

Vậy 
[image: image329.wmf](

)

(

)

(

)

>>

fcfafb

. Chọn A.
	Ví dụ 26: Cho hàm số 
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Ví dụ 27: (Đề thi THPT Quốc gia 2017 – Mã đề 102) Cho 
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Lại có 
[image: image355.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1212

22131333

>Û>Û-->-Û>-

SSSSgggggg

.

Vậy 
[image: image356.wmf](

)

(

)

(

)

133

>>-

ggg

. Chọn D.
	Ví dụ 28: (Đề thi THPT Quốc gia 2017 – Mã đề 103) Cho 
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