
PHƯƠNG TÍCH – TRỤC ĐẲNG PHƯƠNG

A. LỜI NÓI ĐẦU


Phương tích, trục đẳng phương là một trong những công cụ đã rất quen thuộc trong giải toán hình học phẳng. Kiến thức liên quan đến chúng khá đơn giản nhưng lại có nhiều ứng dụng mạnh trong các bài toán hình học phẳng, có thể xử lý các bài toán khó với cách xử lí đẹp và ấn tượng. 


Trong bài viết này, tác giả đề cập đến một số ứng dụng cơ bản của phương tích, trục đẳng phương như bài toán chứng minh tứ giác nội tiếp; vuông góc, song song; thẳng hàng, đồng quy; các yếu tố cố định…nhằm giúp các em học sinh nắm bắt được phần nào ứng dụng của chúng.

B. KIẾN THỨC CƠ SỞ
I. Phương tích của một điểm đối với một đường tròn

1. Định lí 1

Cho đường tròn (O; R) và điểm P cố định, OP = d. Một đường thẳng thay đổi qua P cắt đường tròn tại hai điểm M và N. Khi đó: 
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Chứng minh

	Gọi 
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 là điểm đối xứng của M qua O. Ta có
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Khi đó: 
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2. Định nghĩa

Phương tích của điểm M đối với đường tròn (O;R), kí hiệu 
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 , được xác định bởi 
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3. Các tính chất

Tính chất 1:

· Nếu A, B cố định và 
[image: image8.wmf].
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 thì M cố định.

· Điểm P nằm ngoài (O; R) 
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· Điểm P nằm trong (O; R) 
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· Điểm P nằm trên (O; R) 
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Tính chất 2:

Cho đường tròn (O; R) và một điểm M nằm trên (O). Qua M kẻ cát tuyến MAB và tiếp tuyến MT tới (O). Khi đó 
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Tính chất 3:

Cho hai đường thẳng AB, CD phân biệt, cắt nhau tại M, M khác A, B, C, D. Khi đó nếu 
[image: image13.wmf]..
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 thì bốn điểm A, B, C, D cùng nằm trên một đường tròn.

Tính chất 4:

Cho hai đường thẳng AB, MT phân biệt cắt nhau tại M, M khác A, B, T. Khi đó nếu 
[image: image14.wmf]2
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 thì đường tròn ngoại tiếp tam giác ABT tiếp xúc với MT tại T.

II. Trục đẳng phương của hai đường tròn

1. Định lí

Cho hai đường tròn không đồng tâm 
[image: image15.wmf](
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. Tập hợp các điểm M có phương tích đối với hai đường tròn bằng nhau là một đường thẳng. Đường thẳng này gọi là trục đẳng phương của hai đường tròn đã cho.
Chứng minh

Giả sử điểm M có phương tích đến hai đường tròn bằng nhau.

Gọi H là hình chiếu của M trên O1O2​, I là trung điểm của O1O2. Ta có: 
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Từ đây suy ra H cố định, suy ra M thuộc đường thẳng qua H và vuông góc với O1O2.
2. Các tính chất

· Trục đẳng phương của hai đường tròn vuông góc với đường nối tâm.

· Nếu hai đường tròn cắt nhau tại A và B thì AB chính là trục đẳng phương.

· Nếu điểm M có cùng phương tích với hai đường tròn thì đường thẳng qua M và vuông     góc với đường nối tâm là trục đẳng phương.

· Nếu hai điểm M, N có cùng phương tích đối với hai đường tròn thì đường thẳng MN là trục đẳng phương.

· Nếu ba điểm có cùng phương tích với hai đường tròn thì chúng thẳng hàng.

· Nếu 
[image: image18.wmf](
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 cắt nhau tại A thi đường thẳng qua A vuông góc với 
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 là trục đẳng phương.

3. Cách xác định trục đẳng phương của hai đường tròn không đồng tâm

Cho hai đường tròn (O1) và (O2) không cắt nhau, ta có cách dựng trục đẳng phương của hai đường tròn như sau:

· Dựng đường tròn (O3) cắt cả hai đường tròn (O1) và (O2) lần lượt tại A, B và C, D.
· Đường thẳng AB và CD cắt nhau tại M
· Đường thẳng qua M vuông góc với O1O2 chính là trục đẳng phương của (O1) và (O2). 
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4. Tâm đẳng phương của ba đường tròn

a) Định lí

Cho 3 đường tròn 
[image: image21.wmf](
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và 
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. Khi đó 3 trục đẳng phương của các cặp đường tròn trùng nhau hoặc song song hoặc cùng đi qua một điểm, điểm đó được gọi là tâm đẳng phương của ba đường tròn.
b) Các tính chất

· Nếu 3 đường tròn đôi một cắt nhau thì các dây cung chung cùng đi qua một điểm

· Nếu 3 trục đẳng phương song song hoặc trùng nhau thì tâm của 3 đường tròn thẳng hàng.

· Nếu 3 đường tròn cùng đi qua một điểm và có các tâm thẳng hàng thì các trục đẳng phương trùng nhau.
C. CÁC DẠNG TOÁN

I. Ứng dụng giải các bài toán định lượng

Bài 1. (Phương tích trọng tâm)

Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O; R). Xác định phương tích của trọng tâm G của tam giác ABC với (O) theo các cạnh BC = a, CA = b, AB = c.

Giải:

G là trọng tâm tam giác ABC 
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Ta có 
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Suy ra  
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Bài 2.  (Phương tích trực tâm)

Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O; R). Xác định phương tích của trực tâm H của tam giác ABC đối với (O) theo R và các góc A, B, C.

Giải

	Xét trường hợp tam giác ABC nhọn

Gọi K, 
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 lần lượt là giao điểm của AH với BC, (O). Áp dụng định lí sin cho tam giác AHB,
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Tương tự ta cũng có 
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Vì 
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Do tam giác ABC nhọn nên 
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Trường hợp tam giác ABC vuông hay tù chứng minh tương tự.

Nhận xét


[image: image34.wmf](
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Bài 3. (Hệ thức Euler)

Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O; R) và ngoại tiếp đường tròn (I; r). Đặt OI = d. Chứng minh rằng 
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Giải
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Gọi E là tiếp điểm của AB và (I; r), 
[image: image37.wmf]A

¢

 là giao điểm củaAI và (O; R). Ta có
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Vì 
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Áp dụng định lí sin cho tam giác 
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Do điểm I nằm trong   (O; R) nên 
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Bài 4. Cho tam giác ABC có 
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 lần lượt là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC và 
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, M là trung điểm đoạn BC.

a) Chứng minh rằng I là trực tâm tam giác ABC;

b) Chứng minh rằng 
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c) Tính 
[image: image51.wmf](

)

/

MI

Ã

.

Giải

a) Từ giả thiết, suy ra: 
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Từ 
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Tương tự, ta cũng có 
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Ta có 
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c) Ta có 
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Suy ra 
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Bài 5. Cho hai đường tròn 
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 không đồng tâm và M là một điểm tùy ý. Gọi 
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 là trục đẳng phương của 
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. Chứng minh rằng 
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Tương tự, 
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Do đó, 
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Bài 6. (USA MO 2008) Cho hai đường tròn 
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tại hai điểm B và C. Gọi D là trung điểm của AB. Một đường thẳng qua B cắt 
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tại hai điểm E, F. Biết rằng các đường trung trực của DE và CF cắt nhau tại một điểm I trên đường thẳng BC. Tính tỉ số 
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Ta có 
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[image: image88.wmf]1

3

DBDC

=

 và 
[image: image89.wmf]25

1

33

IBIDDBIDDB

ICICICIC

+

==+=+=

.

Bài 7. (Romani TST 2006) Cho đường tròn 
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Mà 
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Nhận xét

Gọi N là điểm đối xứng của A qua M. Khi đó 
[image: image100.wmf]111211

AMABACANABAC

=+Û=+



[image: image101.wmf](

)

1

ANBC

Û=-


Bài 8. (Russian MO 2008) Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn 
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 tiếp xúc với AB, AC lần lượt tại X, Y. Gọi K là điểm chính giữa cung AB không chứa C. Giả sử XY chia đôi đoạn AK. Tính 
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Gọi S là giao điểm của XY và AK. Ta có 
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II. Ứng dụng giải các bài toán định tính

1. Bài toán chứng minh tứ giác nôi tiếp

Kết quả thường dùng : 

Cho đường tròn 
[image: image110.wmf](
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 và một điểm M. 
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 là hai cát tuyến cắt 
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 lần lượt tại 
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 và 
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. Khi đó 
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Ngược lại, cho hai đường thẳng AB, CD phân biệt, cắt nhau tại M, M khác A, B, C, D. Khi đó nếu 
[image: image116.wmf]..
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 thì bốn điểm A, B, C, D cùng nằm trên một đường tròn.
Bài 1. (IMO shortlist 1995) Cho tam giác ABC ngoại tiếp đường tròn 
[image: image117.wmf](
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. Đường tròn 
[image: image118.wmf](
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 tiếp xúc với BC, CA, AB lần lượt tại D, E, F. Gọi X là điểm nằm trong tam giác ABC sao cho đường tròn ngoại tiếp tam giác XBC tiếp xúc với XB, XC, BC lần lượt tại Z, Y, D. Chứng minh rằng tứ giác EFZY nội tiếp.

Giải
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Gọi T là giao điểm của EF và BC. Áp dụng định lí Menelaus cho tam giác ABC với ba điểm T, F, E thẳng hàng, ta có 
[image: image120.wmf](
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Áp dụng định lí Ceva cho tam giác ABC với ba điểm D, E, F đồng quy ta có 
[image: image121.wmf](
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Từ (1) và (2) suy ra 
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Gọi 
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là giao điểm của BC và YZ. Tương tự ta cũng có 
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Từ (3) và (4) suy ra 
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, suy ra tứ giác EFZY nội tiếp.

Bài 2. Cho hai đường tròn 
[image: image127.wmf](

)

(

)

12

,

OO

 ngoài nhau, 
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 là tiếp tuyến chung của hai đường tròn 
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 . K là trung điểm của 
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. Từ K lần lượt kẻ hai tiếp tuyến 
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. Chứng minh rằng 
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,,,

BBPL

 cùng thuộc một đường tròn.
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Do 
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 nên tứ giác 
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 KL là trục đẳng phương của hai đường tròn 
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Dễ thấy các tứ giác 
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. Khi đó áp dụng định lí Miquel cho tam giác 
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Bài 3. (IMO shortlist 2006) Cho hình thang ABCD, 
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. Gọi K, L lần lượt là hai điểm trên AB, CD sao cho 
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. Giả sử P, Q là hai điểm nằm trên đường thẳng KL sao cho 
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. Chứng minh rằng P, Q, B, C cùng thuộc một đường tròn.
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Từ giả thiết 
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 suy ra AD, BC, KL đồng quy tại một điểm E.

Dựng đường tròn 
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 qua C, D và tiếp xúc với BC, đường tròn 
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 qua A, B tiếp xúc với BC.

Vì 
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Gọi F là giao điểm thứ hai của EQ với 
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, suy ra 
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Mặt khác ta có 
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 thẳng hàng và 
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Vì E, F, P thẳng hàng và 
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Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image160.wmf]..
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 P, Q, B, C cùng thuộc một đường tròn.

Bài 4. Cho hai đường tròn 
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cắt nhau tại hai điểm phân biệt
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. Một đường thẳng 
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 đi qua 
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. Chứng minh rằng bốn điểm 
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 vuông góc với 
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Giải
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Xét phương tích của điểm 
[image: image181.wmf]N

 đối với hai đường tròn 
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Gọi 
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 là bán kính của đường tròn 
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Từ đó suy ra 
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suy ra 
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2. Bài toán chứng minh vuông góc, song song

Bài 1. Cho hình thang ABCD vuông tại A và B. M là trung điểm của AB. Các đường cao AH, BK của các tam giác AMD, BMC cắt nhau tại N. Chứng minh 
[image: image192.wmf]MNCD
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Giải

Cách 1

	Gọi E là giao điểm của MN và CD. Từ giả thiết ta suy ra tứ giác MHNK nội tiếp 
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Ta có 
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Từ (1) và (2) suy ra 
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Cách 2

Ta có 
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Mà MB = MC nên 
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Cách 3
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Từ (1) và (2) suy ra 
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Bài 2. Cho tam giác AB có đường cao BD và CE cắt nhau tai H. M là trung điểm của BC, N là giao điểm của DE và BC. Chứng minh rằng NH vuông góc với AM. 
Giải
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Gọi O, I lần lượt là trung điểm của AH, MH.

Ta có 
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Suy ra tứ giác EDMF nội tiếp. 

Từ đó ta có 
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, suy ra N nằm trên trục đẳng phương của đường tròn 

(O, OH) và đường tròn (I, IH). Mặt khác H là giao điểm của đường tròn 

(O, OH) và đường tròn(I, IH), suy ra NH chính là trục đẳng phương của (O) và (I).

Suy ra 
[image: image208.wmf]NHOI
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, mà OI // AM, do đó 
[image: image209.wmf]NHAM

^

. 
Bài 3. Cho tam giác ABC. Một đường thẳng song song với BC cắt AB, AC tại D và E. Gọi P là một điểm bên trong tam giác ADE, F và G là giao của DE với BP và CP. Đường tròn tâm 
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 ngoại tiếp tam giác PEF cắt nhau tại điểm thứ hai là Q. Chứng minh rằng 
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Giải
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Gọi M là giao điểm thứ hai của AB và (PDG), N là giao thứ hai của AC và (PFG).
Ta có 
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Chứng minh tương tự PNCB nội tiếp. 

Suy ra BMNC nội tiếp, suy ra 
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Suy ra 
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Do đó A thuộc trục đẳng phương PQ của (PDG) và (PEF) suy ra 
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Bài 4.  Cho 
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 cắt nhau tại hai điểm phân biệt B, M. Chứng minh rằng 
[image: image230.wmf]BM
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Giải

Gọi 
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lần lượt tâm đường tròn ngoại tiếp 
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Ta sẽ chứng minh 
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 không song song với 
[image: image234.wmf]KN

.
Giả sử 
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 EMBED Equation.3  [image: image237.wmf]ABC
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 cân tại B (vô lý). Vậy 
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Gọi 
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 là giao điểm của 
[image: image241.wmf]AC

và 
[image: image242.wmf]KN

. 

Ta có  
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Lại có 
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. Vậy tứ giác PMNC nội tiếp.
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Suy ra 
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Bài 5. (IMO shortlist 2012 – G3) Cho tam giác ABC nhọn với các đường cao AD, BE, CF. Gọi 
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 lần lượt là tâm đường tròn nội tiếp tam giác AEF, BDF. Gọi 
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Đặt 
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Gọi I là giao điểm của 
[image: image257.wmf]12
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Tương tự 
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. Vậy tứ giác 
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Khi đó I có cùng phương tích với hai đường tròn 
[image: image267.wmf](
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 . Mà C là một giao điểm của 
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Gọi Q là giao điểm của CI với 
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3. Bài toán chứng minh thẳng hàng, đồng quy

Bài 1. Cho tam giác ABC, một đường tròn cắt cạnh BC tại 
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; cắt cạnh AB tại 
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. Chứng minh rằng 
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AABBCC

 đồng quy khi và chỉ khi 
[image: image281.wmf]222
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 đồng quy.

Giải
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Ta có
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Suy ra 
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Khi đó 
[image: image286.wmf]111
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đồng quy khi và chỉ khi 
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 đồng quy.
Bài 2. Cho đường tròn tâm O đường kính AB . Một điểm H thuộc đoạn AB. Đường thẳng qua H cắt đường tròn tại C. Đường tròn đường kính CH cắt AC, BC và 
[image: image288.wmf](

)

O

 lần lượt tại D, E và F. 
a) Chứng minh rằng AB, DE và CF đồng quy.

b) Đường tròn tâm C bán kính CH cắt 
[image: image289.wmf](
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 tại P và Q. Chứng minh rằng P, D, E, Q thẳng hàng. 

Giải

[image: image290.emf]P
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a) Ta có 
[image: image291.wmf]2
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, suy ra ADEB nội tiếp. Xét các đường tròn (ADEB), (O) và đường tròn đường kính CH, thì DE, AB và CF lần lượt là các trục đẳng phương của các cặp đường tròn trên nên chúng đồng quy.
b)  Ta có PQ là trục đẳng phương của (C) và (O) nên 
[image: image292.wmf]OCPQ
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. Ta cũng dễ thấy 
[image: image293.wmf]ODDE
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Hơn nữa H chính là tâm đẳng phương của ba đường tròn (O), (C) và đường tròn đường kính CH. Suy ra PQ đi qua H. 

Vậy DE, PQ cùng đi qua H và cùng vuông góc với OC nên trùng nhau. Hay D, E, P, Q thẳng hàng.
Bài 3. Trên đường thẳng d lấy 4 điểm A, B, C, D (theo thứ tự đó). Đường tròn đường kính AC và BD cắt nhau tại X, Y. Đường thẳng XY cắt BC tại Z. Lấy P là một điểm trên XY khác Z. Đường thẳng CP cắt đường tròn đường kính AC tại điểm thứ hai là M, và BP cắt đường tròn đường kính BD tại điểm thứ hai là N. Chứng minh rằng AM, DN và XY đồng qui. 
Giải
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Gọi Q, Q’ lần lượt là giao điểm của DN và AM với XY. Ta  cần chứng minh 
[image: image295.wmf]QQ

¢

º

. 

Tứ giác QMCZ nội tiếp, suy ra 
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Tứ giác NQ’ZB nội tiếp, suy ra  
[image: image297.wmf]..
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Mà P thuộc XY là trục đẳng phương của đường tròn đường kính AC và đường tròn đường kính BD nên 
[image: image298.wmf]...
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. Suy ra 
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Vậy XY, AM và DN đồng quy. 
Bài 4. (Iran MO 2001) Cho tam giác ABC nội tiếp 
[image: image300.wmf](
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 lần lượt là đường tròn nội tiếp, đường tròn bàng tiếp góc A của tam giác ABC. Giả sử 
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 cắt BC và 
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 lần lượt tại 
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. Gọi N là điểm chính giữa cung MBA. 
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 lần lượt tại S, T. Chứng minh rằng 
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STA

¢

 thẳng hàng.
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Ta có 
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 nội tiếp.

Mặt khác 
[image: image310.wmf]·

·

0

90

aaa

IBIICIIBIC

==Þ

nội tiếp. Ta thấy 
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. BC là trục đẳng phương của 
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 và 
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. TS là trục đẳng phương của 
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 đồng quy tại 
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 thẳng hàng.

Bài 5. (Vietnam TST 2009) Cho tam giác ABC nhọn nội tiếp 
[image: image320.wmf](

)

O
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 lần lượt là chân đường cao của tam giác ABC kẻ từ A, B, C. 
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 qua trung điểm của BC, CA, AB. Các đường tròn 
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 lần thứ hai tại 
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 tương ứng. Chứng minh rằng 
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 đồng quy.
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Gọi 
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 là đường tròn ngoại tiếp tam giác 
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, M là trung điểm BC, AM cắt 
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Do 
[image: image332.wmf]11

..

ACABABAC

=

 và 
[image: image333.wmf]1212

,

ACBCABCB

==

 nên 
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 G là trọng tâm tam giác ABC. Tương tự ta cũng có 
[image: image338.wmf]1313
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 đi qua G. Vậy 
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4. Bài toán chứng minh điểm cố định, đường cố định

Bài 1. Cho đường tròn 
[image: image340.wmf](
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 và hai điểm cố định P, Q (P nằm ngoài 
[image: image341.wmf](
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, Q nằm trong 
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)

O

). Dây cung AB của 
[image: image343.wmf](
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 di động đi qua Q. PA, PB lần lượt cắt 
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 lần thứ hai tại C, D. Chứng minh rằng CD luôn đi qua một điểm cố định.

[image: image345.emf]F
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Gọi E là giao điểm thứ hai của PQ vơi đường tròn (PAB). CD cắt EF tại F.

Ta có 
[image: image346.wmf]22
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. Vì O. P, Q cố định nên E cố định. Mặt khác, 
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 nên tứ giác DAEF nội tiếp. Khi đó 
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. Vì P, E cố định nên F cố định. Suy ra CD đi qua F cố định.

Bài 2. (VMO 2003) Cho đường tròn 
[image: image349.wmf](
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 không thẳng hàng. Từ A kẻ tiếp tuyến AB, AC đến 
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. MB, MC lần lượt cắt lại 
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 tại E, F. D là giao điểm của EF với tiếp tuyến tại A của 
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. Chứng minh rằng D di động trên một đường thẳng cố định.
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Qua M kẻ tiếp tuyến chung 
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 của 
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Tương tự 
[image: image361.wmf](
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Kí hiêu 
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 là đường tròn điểm tâm A. Từ (1) và (2) suy ra EF là trục đẳng phương của hai đường tròn 
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 . Vậy D thuộc trục đẳng phương của hai đường tròn 
[image: image367.wmf](
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Bài 3. Cho đường tròn (O) và điểm I cố định nằm trong đường tròn, I khác O. Một đường thẳng quay quanh I, cắt (O) tại A và B. Các tiếp tuyến của (O) tại A và B cắt nhau tại M. Chứng minh rằng M chạy trên một đường thẳng cố định.

Giải

[image: image368.emf]K
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Gọi K là giao điểm của OM và AB, H là hinh chiếu của M trên đường thẳng OI.

Khi đó tứ giác MKIH nội tiếp 
[image: image369.wmf](
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Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image371.wmf]2
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H cố định. Vậy M chạy trên đường thẳng qua H và vuông góc với OI tại H.
Bài 4. Cho đường tròn (O) tiếp xúc đường thẳng d tại H. Hai điểm M, N di động trên d sao cho 
[image: image372.wmf]2
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[image: image373.wmf]0
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 cho trước). Từ M, N kẻ tiếp tuyến MA và NB của (O) (với A, B khác H). Chứng minh rằng
a) Đường tròn (OMN) luôn đi qua 2 điểm cố định. 

b) Đường thẳng AB luôn đi qua 1 điểm cố định. 

Giải
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a) Gọi P là giao điểm của OH với đường tròn (OMN), có 
[image: image374.wmf]2
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. Mà H, O cố định, k không đổi nên P cố định. Vậy đường tròn (OMN) luôn đi qua hai điểm cố định O, P.

b) Gọi IH là đường kính của (O); E, F là giao điểm của IA, IB với d. Dễ thấy M, N lần lượt là trung điểm của EH, FH.

Ta có 
[image: image375.wmf]2
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 . Dựng đường tròn (IEF) cắt IH tại điểm thứ hai J
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[image: image377.wmf]Þ

 J cố định.

Trong các tam giác vuông∆IHE và ∆IHF. Ta có 
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image379.wmf]Þ

Tứ giác ABEF nội tiếp 
[image: image380.wmf]Þ
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Gọi K là giao điểm của AB và IJ, ta có tứ giác AKJE nội tiếp.
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[image: image386.wmf]Þ

K cố định. Vậy AB luôn đi qua điểm K cố định.

Bài 5. Cho bốn điểm A, B, C, D theo thứ tự nằn trên một đường thẳng. Hai đường tròn có tâm 
[image: image387.wmf]12
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 lần lượt thay đổi qua A, C và B, D, giao nhau tại M, N. Các tiếp tuyến chung của 
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 tại 
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. Gọi I, J, X, Y lần lượt là trung điểm của các đoạn 
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a) Chứng minh rằng các điểm M, N, X, Y, I, J cùng thuộc một đường thẳng d;
b) Chứng minh rằng đường thẳng d luôn đi qua một điểm cố định.
Giải
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a) Ta có MN là trục đẳng phương của 
[image: image395.wmf](
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 nên I, J thuộc trục đẳng phương của 
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, tức I, J thuộc đường thẳng MN.

Dễ thấy 
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Nhưng JY là đường trung bình của tam giác 
[image: image402.wmf]122
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. Suy ra 
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 thẳng hàng. Tương tự X, Y, I thẳng hàng.

Suy ra X, Y, I, J cùng thuộc trục đẳng phương là đường thẳng MN của 
[image: image405.wmf](
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b) Gọi 
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Vì 
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[image: image410.wmf](
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. Đẳng thức này chứng tỏ W cố định. Vậy d luôn đi qua một điểm cố định
Bài 6. Cho hai đường tròn 
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 cắt nhau tại hai điểm phân biệt. Tiếp tuyến tại A, B của 
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 tại N, P. Chứng minh MQ luôn đi qua một điểm cố định.
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Ta có 
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. Ta đi chứng minh S cố định. 

Thật vậy, ta có 
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 suy ra MT là tiếp tuyến của (MIS), suy ra 
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Bài 7. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn 
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 lần lượt là các dây cung đi qua M và thỏa mãn hệ thức 
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Gọi G là trọng tâm tam giác ABC, 
[image: image429.wmf],,
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 là độ dài ba cạnh của tam giác ABC.

Theo phương tích trọng tâm, ta có 
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Do 
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Tương tự ta cũng có 
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[image: image434.wmf](

)

(

)

(

)

222

222222

22

1

3332

3

MAMBMC

MGabcROM

ROM

++

=Û+++=-

-

 

Từ (1) và (2) suy ra 
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. Vậy M nằm trên đường tròn đường kính OG.
5. Một số bài toán khác

Bài 1. Cho AB và AC là các tiếp tuyến của đường tròn (O) với B, C thuộc (O). Lấy điểm M bất kì trên AC (M, A khác phía so với C). Giả sử (O) cắt đường tròn (ABM) tại điểm thứ hai P. Q là chân đường vuông góc hạ từ C xuống MB. Chứng minh rằng: 
[image: image436.wmf]·

·

2

MPQAMB

=


Giải
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Gọi P’ là giao điểm thứ hai của MP với (O), Q’ là giao điểm của OC và MB

Ta có 
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 Tứ giác PQQ’P’ nội tiếp 
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Lại có
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Mặt khác O thuộc đường trung trực của đoạn BP’ nên OQ’ là trung trực của BP’. Khi đó
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Từ (1), (2) 
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Bài 3. Cho tam giác ABC, 
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 theo thứ tự là tâm đường tròn ngoại tiếp, nội tiếp. D, E, F theo thứ tự là tiếp điểm của 
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 với BC, CA, AB. S là giao điểm của BC và EF. T là giao điểm thứ hai của AS và 
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. M là trung điểm BC. TM cắt lại 
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 tại K. Các đường thẳng đi qua E, F song song với AK lần lượt cắt BC tại P, Q. Chứng minh rằng AI là trục đẳng phương của các đường tròn (ABP) và (ACQ).

Giải

Gọi L là giao điểm thứ hai của AD và 
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, N là giao điểm của AI và BC. Dễ thấy 
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 . Do đó tứ giác BLCT điều hòa.

Kết hợp với MB = MC suy ra 
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Khi đó các điều kiện sau tương đương

AI là trục đẳng phương của (ABP) và (ACQ)
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Bài 4. Cho tam giác ABC nhọn. Các đường cao 
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, L là trung điểm đoạn AH. Chứng minh rằng K là trực tâm tam giác LBC.
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Gọi (O) là đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC, 
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Ta có 
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 . Gọi M là giao điểm của 
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 Khi đó 
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Theo hệ thức Maclaurin, 
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Từ (1) và (2) suy ra 
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 nên K là trực tâm tam giác LBC.
Bài 5. (Đề thi chọn đội tuyển trường ĐHSP Hà Nội) Cho tam giác ABC nhọn. Các đường cao BE, CF cắt nhau tại H. Trên các tia BF, EC theo thứ tự lấy các điểm P, Q sao cho 
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. BQ cắt CP tại K. Gọi I, J theo thứ tự là trung điểm của BQ, CP. IJ lần lượt cắt BC, PQ tại M, N. Chứng minh rằng

a) 
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a) Từ giả thiết ta có, 
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 nội tiếp. 

Do đó, 
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 . Theo tính chất trực tâm tam giác ta có,
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 . Vậy HK là trục đẳng phương của hai đường tròn 
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b) Áp dụng định lí Menelaus cho tam giác KBC với cát tuyến MIJ, ta có
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Gọi d là đường phân giac trong góc BAC. Gọi 
[image: image481.wmf],,
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 lần lượt là ảnh của B, M, C qua phép đối xứng trục đường thẳng d. Khi đó 
[image: image482.wmf],,

BMC

¢¢¢

 thẳng hàng và 
[image: image483.wmf]//

BCPQ

¢¢

 .

Lại có, 
[image: image484.wmf]MBMBNQ

MCMCNP

¢¢

==

¢¢

 suy ra 
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Bài 6. Cho tứ giác lồi ABCD. Gọi O là giao điểm của AC và BD. 
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 lần lượt là trực tâm các tam giác OAB, OBC, OCD, ODA.

a) Chứng minh rằng AC = BD khi và chỉ khi 
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b) Giả sử AC = BD. Gọi 
[image: image491.wmf]1234

,,,

OOOO

 lần lượt là tâm các đường tròn ngoại tiếp các tam giác OAB, OBC, OCD, ODA. Chứng minh 
[image: image492.wmf]1324

OOOO

^

.

Giải. 

[image: image493.emf]O

4

O

3

O

2

O

1

Q

P

N

M

H

4

H

3

H

2

H

1

O

A

B

C

D


Ta có 
[image: image494.wmf]1234
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 là hình bình hành. Xét các đường tròn đường kính AB, BC, CD, DA có tâm M, P, N, Q. Ta có 
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Ngoài ra 
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b) Giả sử 
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 là trọng tâm các tam giác AOB, BOC, COD, DOA suy ra 
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Suy ra 
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 nên ta có điều phải chứng minh.
D. KẾT LUẬN

Bài viết trên, tác giả đã cố gắng trình bày phần lí thuyết cở sở và các ứng dụng cơ bản của phương tích, trục đẳng phương thông qua các bài toán minh họa. Các phần kiến thức rất quan trọng có liên quan đến phương tích trục đẳng phương như phép ngịch đảo, cực và đối cực…chưa được nhắc đến trong bài viết. Do vậy, bài biết sẽ còn nhiều thiếu sót, rất mong nhận được ý kiến đóng góp của các thầy cô.
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