Chuyên đề 22. PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỈ
A. Kiến thức cần nhớ
Phương trình vô tỉ là phương trình chứa ẩn trong dấu căn. Để giải phương trình vô tỉ, ta thường làm như sau:

+ Đặt điều kiện cho ẩn 

+ Bình phương hai vế khi hai vế đều dương.

+ Đặt ẩn phụ, giải phương trình ẩn mới.

+ Đánh giá hai vế của phương trình.

+ Sau khi tìm được nghiệm cần kiểm tra lại điều kiện của nghiệm, chọn thích hợp.

B. Một số ví dụ

Ví dụ 1: Giải phương trình: 
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(Thi học sinh giỏi Toán 9, Tỉnh Quảng Trị năm học 2012 - 2013)

Giải
Tìm cách giải. Quan sát đề bài, chúng ta nhận thấy bài toán có dạng: 
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. Giải phương trình ẩn y. 

Trình bày lời giải

Đặt 
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, suy ra 
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Phương trình có dạng: 
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Giải ra ta được: 
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· Với y = 1 thì 
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Vậy tập nghiệm của phương trình là : 
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Ví dụ 2. Giải các phương trình sau:
a) 
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b) 
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c) 
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(Thi học sinh giỏi Toán 9, TP Hồ Chí Minh, năm học 2007 - 2008)

Giải

a) Đặt 
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, phương trình đã cho trở thành 
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Giải ra ta được: 
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- Với y = -1 ta có 
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[image: image19.wmf]+-

==

12

3535

x;x

22


- Với y = 7 ta có 
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Vậy tập nghiệm của phương trình là : 
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b) Điều kiện 
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Giải ra ta được 
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Với 
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Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x = 4.

Nhận xét: Ngoài cách giải trên, ta có thể chuyển một dấu căn sang vế kia (cô lập căn thức). Sau đó bình phương hai vế.

c) Điều kiện 
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Áp dụng bất đẳng thức Cô-si cho hai số không âm ta có:
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Dấu bằng xảy ra khi 
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Hệ trên vô nghiệm nên dấu bằng không xảy ra. Vậy phương trình đã cho vô nghiệm. 
Ví dụ 3. Giải phương trình: 
[image: image35.wmf]2
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(Thi học sinh giỏi tỉnh Bình Định, năm học )

Giải

Tìm cách giải. Quan sát phương trình ta có thể tiếp cận cách giải theo các hướng sau:

- Hướng 1. Quan sát nếu nâng lên lũy thừa để khử căn thì được phương trình bậc bốn, nên nếu có nghiệm thì hoàn toàn giải được bằng cách phân tích đa thức thành nhân tử.

- Hướng 2. Bài toán có dạng 
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. Từ đó giải tiếp được phương trình đơn giản.

- Hướng 3. Bài toán có dạng 
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 nên có thể chuyển về giải hệ phương trình đối xứng, bằng cách đặt 
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Trình bày lời giải

Cách 1. Ta có: 
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Bình phương hai vế ta được: 
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Giải phương trình: 
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Giải phương trình: 
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Kết hợp với tập xác định ta được, nghiệm của phương trình là:
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Cách 2. Xét 
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- Giải phương trình (1): 
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Suy ra 
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- Giải phương trình (2): 
[image: image57.wmf]11

xx5x5x1

22

+=-+-Û+=--

 với điều kiện
 
[image: image58.wmf]22

5x5x5x2x1xx40

-££Û+=++Û+-=

 
Giải ra ta được: 
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Kết hợp với tập xác định ta được, nghiệm của phương trình là:
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Cách 3. Đặt 
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Kết hợp với phương trình đề bài ta có hệ phương trình 
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Từ phương trình (3) và (4) vế trừ vế ta được:
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• Trường hợp 1. Xét x = y, thay vào phương trình (3) ta được:
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Giải ra ta được 
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• Trường hợp 2. Xét 
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 thay vào phương trình (3) ta được:
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Giải ra ta được: 
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Kết hợp với điều kiện ta được, nghiệm của phương trình là:
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Ví dụ 4. Giải phương trình: 
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Điều kiện 
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Cách 1. Đặt 
[image: image74.wmf](

)

t x1 t0

=+³

 phương trình có dạng: 
[image: image75.wmf]2

xt12t360

+-=

 
x = 0, không phải là nghiệm của phương trình nên 
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• Trường hợp 1. 
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)

--+

=Û=--Û+=-

66x1

ttx66tx6t6

x

 (loại) vì 
[image: image79.wmf]x60,t0

+>³

. 
• Trường hợp 2. 
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Vậy tập nghiệm của phương trình là 
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Cách 2.  
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• Trường hợp 1. 
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• Trường hợp 2. 
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Giải ra ta được x = 3 (thỏa mãn), x = 8 (không thỏa mãn).

Vậv tập nghiệm của phương trình là 
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Ví dụ 5. Giải phương trình: 
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(Thi học sinh giỏi Toán 9, tỉnh Hải Dương, năm học 2009 - 2010) 

Giải

Tìm cách giải. Quan sát đặc điểm của phương trình, ta thấy có hai hướng suy nghĩ:

• Cách 1. Vì vế phải xuất hiện dạng: 
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• Cách 2. Đưa về hệ phương trình đối xứng loại hai.

Trình bày lời giải

Cách 1. 
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• Giải phương trình (1): 
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Giải ra ta được: 
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• Giải phương trình (2): 
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Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất: 
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Cách 2. Điều kiện 
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Đặt 
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 kết hợp với phương trình ban đầu ta có hệ phương trình 
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Vế trừ vế ta được 
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• Trường hợp 1. Xét x = y suy ra: 
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Giải ra ta được: 
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• Trường hợp 2. Xét x = - y suy ra 
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Vậy phương trình có nghiệm duy nhất: 
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Nhận xét. Kĩ thuật của bài là việc chọn ẩn phụ từ việc làm ngược.

Đặt 
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Để được hệ đối xứng thì ta chọn 
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Ví dụ 6. Giải phương trình. 
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(Thi học sinh giỏi Toán 9, thành phố Hồ Chí Minh, năm 2008 - 2009)

Giải

Tìm cách giải. Để giải dạng toán này, ta thường có hai cách:
• Cách 1. Chuyển thành hệ phương trình đối xứng loại 1, bằng cách đặt phần chứa căn bằng y.

• Cách 2. Nhận thấy: x2 và 
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Trình bày lời giải

Cách 1. Đặt 
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Từ đó, ta có hệ phương trình 
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Đặt 
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Từ phương trình (2) ta có 
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 Giải ra ta được: 
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• Trường hợp 1. Xét u = 5; v = 4 ta có 
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 x, y là nghiệm của phương trình 
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• Trường hợp 2. Xét u = -7; v = 16 ta có 
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[image: image144.wmf]Þ

 x, y là nghiệm của phương trình 
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 (4).

Phương trình này vô nghiệm.

Suy ra hệ phương trình này vô nghiệm.

Vậy tập nghiệm của phương trình là 
[image: image146.wmf]{
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Cách 2.

Đặt: 
[image: image147.wmf]2
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Phương trình đã cho có dạng: 
[image: image148.wmf]2
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Giải ra ta được 
[image: image149.wmf]12
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.

• Trường hợp 1. Với y = 5 ta có 
[image: image150.wmf]2

x17x5

+-=

.


[image: image151.wmf]2
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 điều kiện 
[image: image152.wmf]x17;x5
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[image: image153.wmf]222
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Giải ra ta được x = 1; x = 4 (thỏa mãn).

• Trường hợp 2. Với y = -7 ta có 
[image: image154.wmf]2
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[image: image155.wmf]2

17xx7

-=--

điều kiện 
[image: image156.wmf]x7;x17
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. Suy ra vô nghiệm.

Vậy tập nghiệm của phương trình là 
[image: image157.wmf]{
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C. Bài tập vận dụng

1.1.  Giải phương trình: 
[image: image158.wmf]22
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(Thi học sinh giỏi Toán 9, tỉnh Phú Thọ, năm học 2009 - 2010)

Hướng dẫn giải – Đáp số


[image: image159.wmf]2222
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Đặt 
[image: image160.wmf]2
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với 
[image: image161.wmf]22
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Phương trình có dạng 
[image: image162.wmf]22
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Giải ra ta được y1 = 1; y2 = 3

- Với y = 1 thì 
[image: image163.wmf]222
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- Với y = 3 thì 
[image: image164.wmf]222
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Giải ra ta được x = -1, x = 3.

Vậy tập nghiệm của phương trình là 
[image: image165.wmf]{
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1.2. Giải phương trình: 
[image: image166.wmf]22
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(Thi học sinh giỏi Toán 9, tỉnh Thừa Thiên Huế, năm học 2008 - 2009)

Hướng dẫn giải – đáp số

Đặt 
[image: image167.wmf](
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, phương trình có dạng 
[image: image168.wmf]2
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Giải ra ta được y = 3 (thỏa mãn); y = - 4 (không thỏa mãn)

Với 
[image: image169.wmf]22
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Giải ra ta được 
[image: image170.wmf]12
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1.3. Giải phương trình  
[image: image171.wmf]1
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Hướng dẫn giải – đáp số

Điều kiện 
[image: image172.wmf]1
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[image: image173.wmf]1111
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[image: image174.wmf]2
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[image: image175.wmf]2
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với điều kiện 
[image: image176.wmf]3
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[image: image177.wmf]22
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 Giải ra ta được 
[image: image178.wmf]15
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So sánh với điều kiện, ta được 
[image: image179.wmf]1
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 (thỏa mãn)

Vậy nghiệm của phương trình là 
[image: image180.wmf]1
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1.4. Giải phương trình:

a) 
[image: image181.wmf](
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b) 
[image: image182.wmf]x5x16
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Hướng dẫn giải - Đáp số

a/ 
[image: image183.wmf](
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Điều kiện 
[image: image184.wmf]x2
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Đặt 
[image: image185.wmf](

)

x2yy0

+=³

 phương trình có dạng: 
[image: image186.wmf]323
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[image: image187.wmf](
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- Trường hợp 1. Xét 
[image: image188.wmf]xy0xy

-=Û=

 


[image: image189.wmf]2
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 với 
[image: image190.wmf]x0
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. Giải ra ta được x = -1 (loại), x = 2 (thỏa mãn).

- Trường hợp 2. Xét 
[image: image191.wmf]+=Û++=
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[image: image192.wmf](
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Vậy tập nghiệm của phương trình là 
[image: image193.wmf]{
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b) Đặt 
[image: image194.wmf](
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[image: image195.wmf]22
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[image: image196.wmf]2
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giải ra ta được 
[image: image197.wmf]1
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[image: image198.wmf]2
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Với 
[image: image199.wmf]1711711117
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1.5. Giải phương trình: 
[image: image200.wmf]22
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(Thi học sinh giỏi Toán 9, tỉnh Quảng Bình, năm học 2009 - 2010)

Hướng dẫn giải – đáp số

Đặt 
[image: image201.wmf](

)

2

tx3x4t0

=+-³

 

[image: image202.wmf]Þ=--=+--+=+-
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[image: image203.wmf]2
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Từ đó, ta có hệ phương trình 
[image: image204.wmf]ì
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Trừ từng vế các phương trình ta được


[image: image205.wmf](
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- Trường hợp 1. Xét t = x ta có 
[image: image206.wmf]22
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Giải ra ta được 
[image: image207.wmf]12
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- Trường hợp 2. Xét t + x + 4 = 0 ta có 
[image: image208.wmf]22
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Giải ra ta được x = 0 (loại), x = -4.

Vậy nghiệm của phương trình là 
[image: image209.wmf]{
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1.6. Giải phương trình: 
[image: image210.wmf]11
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Hướng dẫn giải – Đáp số

Đặt 
[image: image211.wmf]11
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với 
[image: image212.wmf]u0;v0;x1
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Từ đó ta có hệ phương trình 
[image: image213.wmf]ì
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[image: image214.wmf](
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Với 
[image: image215.wmf]2
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Giải ra ta được 
[image: image216.wmf]1
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[image: image217.wmf]2
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Vậy nghiệm của phương trình là 
[image: image218.wmf]15
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1.7. Giải phương trình: 
[image: image219.wmf]415
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(Thi học sinh giỏi Toán 9, Tỉnh Nghệ An, năm học 2011 - 2012)

Hướng dẫn giải – Đáp số

Đặt 
[image: image220.wmf](
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Điều kiện 
[image: image221.wmf]15
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Ta có hệ phương trình 
[image: image222.wmf]2222
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Suy ra 
[image: image223.wmf](
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Do 
[image: image224.wmf]u0;v0
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 nên 
[image: image225.wmf]uv10
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Suy ra 
[image: image226.wmf]15154
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Thử lại 
[image: image227.wmf]113
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 thỏa mãn.

[image: image228.wmf]113
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 (không thỏa mãn).
Vậy nghiệm của phương trình là: x = 2.

1.8. Giải các phương trình:

a) 
[image: image229.wmf](
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b) 
[image: image230.wmf]23
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c) 
[image: image231.wmf](
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(Thi học sinh giỏi Toán 9, TP Hà Nội, năm học 2010 - 2011)

Hướng dẫn giải – Đáp số

a/ 
[image: image232.wmf](
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 điều kiện 
[image: image233.wmf]x1

³-

 
Đặt 
[image: image234.wmf](
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Phương trình có dạng: 
[image: image235.wmf](
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[image: image236.wmf](
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- Trường hợp 1. Xét 
[image: image237.wmf]u3v0u3v
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Suy ra 
[image: image238.wmf]222
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 vô nghiệm.

- Trường hợp 2. Xét 
[image: image239.wmf]3uv0v3u
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Suy ra 
[image: image240.wmf]222
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Giải ra ta được 
[image: image241.wmf]12
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Vậy phương trình có tập nghiệm là : 
[image: image242.wmf]{
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b/ 
[image: image243.wmf](
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[image: image244.wmf]x1
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Đặt 
[image: image245.wmf](
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Phương trình có dạng : 
[image: image246.wmf]22
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[image: image247.wmf](
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- Trường hợp 1. Xét 
[image: image248.wmf]v3u0v3u
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. Suy ra:
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Giải ra ta được: 
[image: image250.wmf]12
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- Trường hợp 2. Xét 
[image: image251.wmf]2vu02vu
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Suy ra 
[image: image252.wmf]222
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Vậy phương trình có tập nghiệm là: 
[image: image253.wmf]{
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c/ 
[image: image254.wmf](
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[image: image255.wmf]x2

³-

 

Đặt 
[image: image256.wmf](
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[image: image257.wmf](
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- Trường hợp 1. Xét 
[image: image258.wmf]-=Û=
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Suy ra 
[image: image259.wmf]222
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- Trường hợp 2. Xét 
[image: image260.wmf]2
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Giải ra ta được: 
[image: image262.wmf]12
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Vậy tập nghiệm của phương trình: 
[image: image263.wmf]337337
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1.9. Giải phương trình: 
[image: image264.wmf]x1
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(Thi học sinh giỏi toán lớp 9, tỉnh Phú Thọ, năm học 2013 - 2014)

Hướng dẫn giải – Đáp số

Điều kiện xác định: 
[image: image265.wmf]1

x,x0

3

³-¹

 
Phương trình tương đương với 
[image: image266.wmf](
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Đặt 
[image: image267.wmf]a2x,b3x1

==+


Ta có phương trình 
[image: image268.wmf](
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Khi đó 
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- Với 
[image: image271.wmf]3x12x
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[image: image274.wmf]3x16x
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[image: image275.wmf]1
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Vậy phương trình có hai nghiệm 
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1.10. Giải phương trình: 
[image: image279.wmf]2
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(Thi học sinh giỏi toán lớp 9, TP. Hồ Chí Minh, năm học 2014- 2015)

Hướng dẫn giải – Đáp số

ĐKXĐ: 
[image: image280.wmf]x3
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Vậy tập nghiệm của phương trình là: 
[image: image282.wmf]113
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1.11. Giải phương trình: 
[image: image283.wmf]232
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(Tuyển sinh lớp 10, THPTchuyên Toán, tỉnh Hưng Yên, năm học 2013-2014)
Hướng dẫn giải – đáp số
Nhận xét: 
[image: image284.wmf](
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ĐKXĐ: 
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Phương trình viết dưới dạng 
[image: image286.wmf](
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Đặt 
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Phương trình có dạng 
[image: image288.wmf](
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Trường hợp 1. Xét a = b, ta có: 
[image: image289.wmf]22
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Phương trình có hai nghiệm: 
[image: image290.wmf]15
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Trường hợp 2. Xét 2a = b, ta có: 
[image: image292.wmf]22

xx222x3x7x100

++=+Û--=

 

Phương trình có hai nghiệm: 
[image: image293.wmf]789
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[image: image294.wmf]789
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Vậy phương trình đã cho có ba nghiệm: 
[image: image295.wmf]15
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