Phần1: Một số bài toán hình học phẳng và tính chất của nó

Phaàn1: Moät soá baøi toaùn hình hoïc phaúng vaø tính chaát cuûa noù
CAÙC BAØI TOAÙN CÔ BAÛN VAØ MOÄT SOÁ ÑÒNH LÍ QUEN THUOÄC
    Trong muïc naøy, chuùng ta quan taâm xeùt nhöõng baøi

cô baûn vaø nhöõng ñònh lí ñôn giaûn nhaát cuûa boä moân

hình hoïc.Döïa vaøo chuùng, chuùng ta coù theå deã daøng
giaûi moät soá baøi toaùn khoù; Beân caïnh ñoù chuùng coøn 
                               giuùp chuùng ta coù theå töï suy ra moät soá tính chaát aùp
                               duïng ñöôïc cho nhieàu baøi toaùn. 
1. (Ñònh lí Menelaus). Treân ba caïnh (tính luoân phaàn keùo daøi) BC, CA, AB cuûa tam giaùc ABC ta laáy laàn löôït caùc ñieåm M, N, P. Chöùng minh raèng ba ñieåm M, N, P thaúng haøng khi vaø chæ khi:
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° Chieàu thuaän: giaûsöû M, N, P thaúng haøng; Ta chöùng minh (*).

   Töø A keû ñöôøng thaúng song song vôùi BC caét MNP taïi Q.
   Theo ñònh lí Talet, ta coù:
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Nhaân töøng veá ñaúng thöùc (1) vaø (2) ta ñöôïc:
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° Chieàu nghòch: giaû söû ñaõ coù (*). Ta ñi chöùng minh M, N, P thaúng haøng.

   Thaät vaäy: giaû söû ñöôøng thaúng NP caét BC taïi M’, theo chieàu thuaän ta coù:
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Töø (*) vaø (**)
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 M’. 
Vaäy M, N, P thaúng haøng.
2. (Ñònh lí Ceva). Treân ba caïnh BC, CA, AB cuûa tam giaùc ABC ta laàn löôït laáy caùc ñieåm M, N, P. Chöùng minh raèng ba ñöôøng thaúng AM, BN, CP ñoàng quy khi vaø chæ khi:
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°Chieàu thuaän: giaû söû AM, BN, CQ ñoàng quy taïi O.
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   Theo ñònh lí Talet, ta coù:
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   Beân caïnh ñoù: 
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   Nhaân töøng veá ñaúng thöùc (1), (2) vaø (3)ta ñöôïc ñieàu phaûi chöùng minh.
°Chieàu nghòch:giaûsöû 
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. Ta phaûi chöùng minh AM, BN, CP ñoàng quy.
   Thaät vaäy: AM giao BN taïi O. Qua O keû OC caét AB taïi P’.

   Theo chieàu thuaän ta coù:
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   Töø (*) vaø (**)
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   Vaäy AM, BN, CP ñoàng quy taïi O (ñpcm).
ÔÛ treân laø hai ñònh lí quan troïng vaø ñöôïc söû duïng nhieàu trong hình hoïc phaúng. Nhôø chuùng ta coù theå chöùng minh ñöôïc taäp hôïp ñieåm thuoäc moät ñöôøng thaúng (söï thaúng haøng), söï ñoàng quy cuûa caùc ñöôøng thaúng, ñieåm coá ñònh, caùc tæ soá baèng nhau vaø moät soá baøi toaùn veà taäp hôïp ñieåm…
Sau ñaây ta seõ xeùt moät soá baøi toaùn daïng treân. 
3. Giaû söû caùc caëp caïnh AB vaø CD, BC vaø AD, AC vaø BD cuûa töù giaùc ABCD laàn löôït caét nhau taïi M, P, Q. Goïi Q laø giao ñieåm cuûa MP vaø AD.
Chöùng minh raèng: 
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   Duøng ñònh lí Menelaus ta coù:
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Vôùi 
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(theo ñònh lí Menelaus trong
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4. Treân caùc caïnh cuûa tam giaùc ABC ta laáy caùc ñieåm A1, B1 vaø C1 sao cho 
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. Goïi giao ñieåm cuûa AA1 vôùi CC1, BB1 laàn löôït laø P vaø Q.Goïi giao ñieåm cuûa BB1 vaø CC1 laø R. Haõy tính: 
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   Xeùt tam giaùc ABE vaø caùt tuyeán CRF ta coù:
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   Töông töï, ta coù:
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5.Cho tia Ax vaø moät ñieåm E khaùc A (E 
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 Ax). Töø E, veõ tia Ey. Hai ñieåm C vaøD phaân bieät, khaùc ñieåm E, cho tröôùc treân tia Ey. Moät ñieåm B chaïy treân tia Ex. Caùc ñöôøng thaúng AC vaø BD caét nhau ôû M, AD vaø BC caét nhau ôû N.

a) Chöùng minh raèng ñöôøng thaúng Mn luoân caét tia Ey taïi moät ñieåm F coá ñònh.

b) Haõy xaùc ñònh moät vò trí cuûa ñieåm B treân tia Ex sao cho caùc tam giaùc MCD vaø NCD töông öùng coù dieän tích baèng nhau.
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a) Duøng ñònh lí Menelaus cho tam giaùc CDA ta coù:
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Vôùi tam giaùc CDM ta coù: 
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Neân 
[image: image35.wmf]..

..1

..

NAMCBDNABDCM

BMACADADBMCA

a

b

===

(theo ñònh lí Menelaus trong tam giaùc ADM)

Do ñoù 
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b) Khi AE = BE thì MN song song vôùi AB. Thaät vaäy, neáu MN caét AB ôû P. AÙp duïng ñònh lí Xeva trong tam giaùc ABD vôùi caùt tuyeán PNM ta coù: 
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Vaäy MN // AB 
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 FM = FN 
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NCD.

Vaäy moät vò trí thích hôïp cuûa B laø EB = EA. 
6. Giaû söû ba ñöôøng thaúng AA’, BB’, CC’ ñoàng quy taïi ñieåm O trong tam giaùc ABC (A’
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 BC, B’ 
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 CA, C’ 
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 AB). Chöùng minh raèng:
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       AÙp duïng ñònh lí Menelaus vaøo 
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ABA’ ta coù:
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        Töông töï ta coù:

[image: image52.wmf]''

.

''

OABABA

OABCBC

=

  (2)

    Coäng töøng veá caùc ñaúng thöùc (1) vaø (2), ta co:ù
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image56.wmf]''
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    Baây giôø, chuùng ta tieáp tuïc xeùt veà ñöôøng troøn, moái lieân heä giöõa ñöôøng troøn vaø tam giaùc. Khi ñaõ ñöôïc hoïc caùc kieán thöùc veà ñöôøng troøn (goùc noäi tieáp; tam giaùc noäi tieáp, ngoaïi tieáp; töù giaùc noäi tieáp, ngoaïi tieáp; …) thì vieäc giaûi moät lôùp caùc baøi toaùn trôû neân deã daøng. Coøn neáu chöa hoïc veà chuùng thì caùc baøi toaùn nhö vaäy coù giaûi quyeát ñöôïc khoâng? Chuùng ta haõy kieåm chöùng ñieàu ñoù qua caùc baøi toaùn sau. 
7. Chöùng minh raèng moät töù giaùc loàøi coù hai goùc ñoái buø nhau khi vaø chæ khi toàn taïi moät ñieåm caùch ñeàu boán ñænh cuûa töù giaùc. (Ñoù chính laø moät töù giaùc noäi tieáp).
BAØI GIAÛI
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a) Giaû söû töù giaùc ABCD coù 
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   Khoâng maát ính toång quaùt giaû söû B
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A. Neáu 
[image: image62.wmf]Ð

B > 
[image: image63.wmf]Ð

A thì 
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D, ta laáy ñieåm M sao cho 
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 MAB = 
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D, caùc tia BM vaø CM caét AD laàn löôït taïi P vaø N, suy ra 
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MBC = 
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MCB neân tam giaùc MBC caân taïi M.
    Töø caùc tam giaùc caân BMC, ABP, CDN suy ra caùc trung tröïc cuûa tam giaùc AB, BC, CD chính laø caùc ñöôøng phaân giaùc cuûa tam giaùc MNP neân chuùng ñoàng quy taïi O vaø roõ raøng OA = OB = OC = OD. 

    Tröôøng hôïp ñieåm M truøng vôùi N vaø P thì coù MA = MB = MC = MD. Neáu 
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A thì 
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D, töù giaùc ABCD laø hình thang caân, keát luaän hieån nhieân ñuùng.

 
b) Ngöôïc laïi, neáu töù giaùc ABCD coù ñieåm O thoûa 
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      giaùc(caùc tröôøng hôïp coøn laïi chöùng minh töông tö)ï
          Khi ñoù ta coù:
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OBA = 90o – 
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                                                                   = 360o – 180o = 180o = 
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8. Chöùng minh raèng moät töù giaùc loài coù toång hai caïnh ñoáùi baèng nhau khi vaø chæ khi toàn taïi moät ñieåm caùch ñeàu boán caïnh cuûa töù giaùc . ( ñoù chính laø töù giaùc ngoaïi tieáp).
BAØI GIAÛI
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a) Giaû söû töù giaùc ABCD co:ù
AB + CD = AD + BC

    Khoâng maát tính toång quaùt, giaû söû AB
[image: image87.wmf]³

 BC.

    Neáu AB > CD thì AD > CD, laáy ñieåm M treân AD sa cho BM = BC, N thuoäc caïnh AD sao cho DN = DC, suy ra AM = AN. Töø caùc tam giaùc caân AMN, BMC, DCN suy ra phaân giaùc caùc goùc A, B, D laø caùc trung tröïc cuûa tam giaùc CMN neân chuùng ñoàng quy taïi I. Roõ raøng I caùch ñeàu boán caïnh cuûa töù giaùc.Tröôøng hôïp AB = BC, AD = CD thì I laø giao ñieåm cuûa BD vaø phaân giaùc goùc A.

b) Ngöôïc laïi, neáu töù giaùc ABCD coù ñieåm I caùch ñeàu boán caïnh cuûa töù giaùc thì ñeã thaáy I laø giao ñieåm cuûa boán ñöôøng phaân giaùc. Do ñoù vieäc chöùng minh AB + CD = AD + BC hoaøn toaøn ñôn giaûn.
9. Cho töù giaùc loài ABCD. Chöùng minh raèng töù giaùc coù hai goùc ñoái buø nhau khi vaø chæ khi  
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    Tröôøng hôïp BC song song vôùi AD deã thaáy hai ñieàu kieän treân töông ñöông vôùi töù giaùc ABCD laø hình thang caân, neân ñieàu chöùng minh caøng hieån nhieân ñuùng.
    Giaû söû hai ñöôøng thaúng BC vaø CD caét nhau taïi O sao cho B naèm giöõa O vaø C.

   Ta coù goùc ABC buø vôùi ADC 
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 OBA = ADC
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 Tam giaùc: OAB ~ OCD (g-g)
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 OA/OC = OB/OD 
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 Tam giaùc OAC  OBD 
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 Goùc: ACB = ADB.

* Chuù yù:töø ACD = ABD ta ñeõ daøng suy ra ñöôïc 
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10. (Ñònh lí Ptoâleâmeâ) Chöùng minh raèng neáu töù giaùc ABCD coù hai goùc ñoái buø nhau thì: AB.CD + AD.BC = AC.BD.
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   Theo baùi toaùn 9 ta coù: 
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BAC = 
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vaø 
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   Treân AC laáy ñieåm K sao cho: 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image108.wmf]V
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AB.CD = AK.BD  (1)

   Töông töï ta cuõng coù: 
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 AD.BC = BD.CK  (2). 
   Coäng (1) vaø (2) theo töøng veá ta coù ñöôïc ñieàu phaûi chöùng minh.
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11. Cho töù giaùc ABCD coù hai goùc ñoái buø nhau. Haï DM, DN, DP theo thöù töï vuoâng goùc vôùi BC, CA, AB. Chöùng minh raèng ba ñieåm M, N, P thaúng haøng (ñöôøng thaúng Simson).
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    Neáu P 
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 A vaø M 
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 C thì keát luaän laø hieån nhieân. Neáu P thuoäc ñoaïn AB vaø caùc ñieåm ñöôïc boá trí nhö  hình veõ (vôùi caùc tröôøng hôïp khaùc chöùng minh  töông töï).

    Ta nhaän thaáy A, N, M thaúng haøngvaø hai ñoaïn NP, NM naèm veà hai phía khaùc nhau cuûa ñoaïn AC. Vì vaäy ñeå chöùng minh M, N, P thaúng haøng thì chæ caàn chöùng minh hai goùc ANP vaø CNM baèng nhau.

    Xeùt töù giaùc DNCM, coù: 
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CMD = 90o + 90o = 180o
=> Töù giaùc noäi tieáp => 
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CDM (theo keát quaû baøi 7 vaø 9)

Töông töï vôùi töù giaùc APND ta coù 
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ANP = 
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ADP. 

Beân caïnh ñoù:  
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DAP (cuøng buø vôùi goùc DCB) 
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Hai tam giaùc DMC vaø DPA baèng nhau (g-g)
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CDM => 
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MNC = 
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CDM = 
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ADP = 
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ANP 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image135.wmf]Ð

ANP = 
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CNM 
 
[image: image137.wmf]Þ

Ñieàu phaûi chöùng minh.

    ÔÛ phía treân laø moät soáù baøi taäp veà ñöôøng troøn maø chuùng ta coù theå giaûi chuùng chöa caàn ñeán kieán thöùc veà ñöôøng troøn.Trong ñoù chuùng ta coù nhaéc ñeán hai coâng cuï ñöôïc söû duïng nhieàu trong hình hoïc, ñoù laø ñònh lí Ptoâleâmeâ vaø ñöôøng thaúng Simson. Ptoâleâmeâ thì ñöôïc söû duïng ñeå chöùng minh caùc baát ñaúng thöùc hình hoïc, coøn Simson duøng ñeå chöùng minh söï thaúng haøng.Döïa vaøo chuùng, ta coù theå deã daøng suy ra moät soá tính chaát sau:
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°Cho tam giaùc ABC noäi tieáp ñöôøng troøn taâm O. Ñöôøng cao AH (H 
[image: image138.wmf]Î

 BC). Ta coù  
[image: image139.wmf]Ð

BAH = 
[image: image140.wmf]Ð

 OAC.
   Baây giôø ta seõ ñi chöùng minh noù maø chæ söõ duïng nhöõng tính chaát veà ñöôøng troøn maø chuùng ta ñaõ bieát ôû treân.

Chöùng minh: Döïng ñöôøng kính AF vaø ñieåm E laø trung ñieåm AC.

Xeùt tam giaùc AFC, ta coù:
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OAC = 
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OCA vaø 
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OCF = 
[image: image144.wmf]Ð

OFC (vì OA = OC = OF)

   Maø 
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OAC +
[image: image146.wmf]Ð

 OCA + 
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OCF + 
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OFC = 
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OAB + 
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ACF + 
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OFC = 180o
   Vaäy 
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ACF = 
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ACO + 
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OCF = 
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 = 90o
   Maø OE // FC 
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AOE = 
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ACF = 90o  (1) vaø 
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AOE = 
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AFC  (2) (ñoàng vò)

   Beân caïnh ñoù 
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ABC = 
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AFC  (3)

   Töø (1), (2) vaø (3) 
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BAH = 
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OAE 
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BAH = 
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OAC (ñpcm).
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°Cho tam giaùc ABC noäi tieáp ñöôøng troøn taâm O.
   Goïi H laø tröïc taâm cuûa tam giaùc vaøM, N, P laàn löôït laø giao cuûa AH, BH, CH vôùi ñöôøng troøn taâm O. Ta deã daøng chöùng minh ñöôïc HD = DM thoâng qua tam giaùc HCM caân taïi C. Töông töï HE = EN, HF = FP.Töø ñoù ta coù theå suy ra moät soá tính chaát sau:

* H laø giao ñieåm ba ñöôøng phaân giaùc cuûa tam giaùc MNP.

* HA = PA = NA, HB = PB = MB, HC = NC = MC.    
* OA vuoâng goùc vôùi PN, töông töï vôùi OB vaøPM, OC vaø MN…
    Trong hình hoïc sô caáp coøn coù moät heä thöùc raát ñeïp, ñoù laø heä thöùc Ôle d2 = R2 – 4Rr (trong ñoù d laø khoaûng caùch töø taâm O ñöôøng troøn ngoaïi tieáp ñeán taâm I ñöôøng troøn noäi tieáp tam giaùc ABC vaø R, r töông öùng laø baùn kính caùc ñöôøng troøn aáy). Töông töï, ta cuõng coù heä thöùc d’2 = R2 + 2Rr’(trong ñoù d’ laø khoaûng caùch töø O ñeán taâm I’ ñöôøng troøn baøng tieáp goùc A vaø r’laø baùn kính ñöôøng troøn naøy.

Ñeå chöùng minh heä thöùc treân, ngoaøi vieäc söû duïng heä thöùc löôïng trong ñöôøng troøn (tính phöông tích cuûa I vaø I’ vôùi ñöôøng troøn (O)), ta coøn duøng ñeán tính chaát sau:

° Tính chaát 1: ñöôøng troøn taâm O ñi qua trung ñieåm ñoaïn IaI.
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   Chöùng minh: ta xeùt caû ba ñöôøng troøn baøng tieáp cuûa tam giaùc ABC ta thaáy ngay I chính laø tröïc taâm cuûa tam giaùc IaIbIc, coøn IaA, IbB, IcC laø caùc ñöôøng cao cuûa tam giaùc aáy. Vì vaäy, ñöôøng troøn (O) ngoaïi tieáp tam giaùc Abc chính laø ñöôøng troøn chín ñieåm Ôle cuûa tam giaùc IaIbIc. Ñöôøng troøn naøy ñi qua caùc trung ñieåm cuûa IaI, IbI, IcI ñoàng thôøi ñi qua trung ñieåm cuûa IaIb, IbIc vaø IcIa .
   Goïi J laø ñieåm ñoái xöùng cuûa I qua O, khi ñoù J laø taâm ñöôøng troøn ngoaïi tieáp tam giaùc IaIbIc. Maët khaùc, vì I laø tröïc taâm vaø IaA, IbB, IcC laø caùc ñöôøng cao cua tam giaùc IaIbIc, neân deã chöùng minh:
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. Suy ra
° Tính chaát 2: 
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   Söû duïng tính chaát cuûa caùc töù giaùc noäi tieáp IBIaC, ICIbA, IAIcB ta coù:
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. Do ñoù ta coù:
° Tính chaát 3: trong tam giaùc ABC, ta coù:
[image: image173.wmf].
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     Töông töï 
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Thay vaøo tính chaát 2 ta ñöôïc heä quaû sau:
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.
° Tính chaát 4:  M laø moäït ñieåm baát kì treân caïnh BC cuûa tam giaùc ABC. Goïi r, r1, r2 laø baùn kính ñöôøng troøn noäi tieáp vaø p, p1, p2 laø baùn kính ñöôøng troøn bang tieáp goùc A cuûa tam giaùc ABC, ABM vaø ACM. Chöùng minh heä thöùc: r/p = r1/p1 . r2/p2.
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Chöùng minh:
 vì AMB + AMC = 180o 
[image: image178.wmf]Þ

 AMB/2 + AMC/2 = 90o

[image: image179.wmf]Þ

 tgAMB/2 = cotg AMC/2 
[image: image180.wmf]Þ

 tgAMB/2 . tgAMC/2 = 1

   Neân r1/p1 . r2/p2 = tgB . tgAMB/2 . tgAMC/2 . tgC/2 = tgB/2 . tgC/2 = r/p.

12. (Ñònh lí Macxoen). Beân trong tam giaùc ABC laáy moät ñieåm P baát kì vaø noái noù vôùi caùc ñænh cuûa tam giaùc. Chöùng minh raèng, neáu döïng moät tam giaùc vôùi caùc caïnh song song vôùi caùc ñoaïn thaúng ñoù vaø qua caùc ñænh cuûa noù döïng caùc ñöôøng thaúng song song vôùi caùc caïnh cuûa tam giaùc ABC thì caùc ñöôøng thaúng ñoù ñoàng quy taïi moät ñieåm.
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BAØI GIAÛI
    Roõ raøng thay cho tam giaùc coù caùc caïnh song song vôùi caùc ñoaïn thaúng AP, BP vaø CP, ta coù theå xeùt moät tam giaùc naøo ñoù coù caùc caïnh vuoâng goùc vôùi caùc ñoaïn thaúng ñoù, coøn qua caùc ñænh cuûa noù keû qua caùc ñænh cuûa noù keû caùc ñöôøng thaúng khoâng phaûi song song, maø vuoâng goùc vôùi caùc caïnh cuûa ta giaùc ABC. Moät tam giaùc nhö vaäy coù theå laø tam giaùc DEF vôùi caùc ñænh laø taâm cuûa caùc ñöôøng troøn ngoaïi tieáp caùc tam giaùc ABP, BCP vaø CAP. Khi ñoù caùc ñöôøng thaúng ñi qua caùc ñænh cuûa tam giaùc DEF laø ñöôøng trung tröïc cuûa caùc caïnh tam giaùc ABC vaø vuoâng goùc vôùi chuùng, do ñoù chuùng ñoàng quy taïi moät ñieåm.
13. (Ñònh lí Moocley) Baèng caùc tia xuaát phaùt töø caùc ñænh cuûa tam giaùc ABC, moãi goùc cuûa tam giaùc bò chia thaønh ba phaàn baèng nhau. Hai tia xuaát phaùt töø caùc ñænh B vaø C vaø gaàn vôùi caïnh BC caét nhau taïi ñieåm A1, töông töï nhö vaäy ta xaùc ñònh caùc ñænh B1 vaø C1. Chöùng minh raèng tam giaùc A1B1C1 laø tam giaùc ñeàu.(h.1) 
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    Giaû söû trong tam giaùc ban ñaàu coù caùc 
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 A = 3
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, 
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B  = 3
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, 
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C = 3
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. Ta laáy moät tam giaùc ñeàu A2B2C2. Döïng treân caùc caïnh cuûa noù veà phía ngoaøi nhö treân caùc ñaùy tam giaùc caân A2B2R, B2C2P vaø C2A2Q vôùi caùc ñaùy töông öùng baèng 60o - 
[image: image187.wmf]g

, 60o - 
[image: image188.wmf]a

, 60o – 
[image: image189.wmf]b

. Keùo daøi caùc caïnh beân cuûa tam giaùc ñoù veà phía A2, B2, C2 vaø kí hieäu caùc giao ñieåm cuûa ñöôøng thaúng RB2 vaø RA2, QA2 vaø PB2 töông öùng laø A3, B3, C3. Keû qua B2 ñöôøng thaúng songsong vôùi A2B2 caét caùc ñöôøng thaúng QA3 vaø QC3 töông öùng taïi M vaøN (h.2). B2Q laø ñöôøng cao cuûa tam giaùc caân QMN, neân B2 laø trung ñieåm cuûa ñoaïn MN. Tính caùc goùc cuûa tam giaùc B2C3N vaø B2A3M: 
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C3B2N = 
[image: image191.wmf]Ð

PB2M = 
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C2B2M – 
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C2B2P = 
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; 
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B2NC3 = 180o – 
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C2A2Q = 120o + 
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, töùc laø 
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A3B2M = 180o - 
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 - (120o + ß) = 
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. Töông töï 
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A3B2M = 
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, 
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B2A3M = 
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. Suy ra : 
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B2C3N – 
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A3B2M. Töø ñoù 
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; vì B2M = B2N vaø tam giaùc C3B2A3 baèng tam giaùc C3NB2, neân 
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, töùc laø: 
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C3B2A3  – 
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C3NB2, suy ra 
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B2A3A3 = 
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. Töông töï = 
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, töùc laø 
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A2C3B3 = 
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, töùc laø 
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A3B3C3 = 3
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 = 
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C vaø C3B2, C3A2 laø caùc ñöôøng chia goùc C3 cuûa tam giaùc A3B3C3 thaønh ba phaàn baèng nhau. Laäp luaän töông töï cho caùc ñænh A3 vaø B3 ta ñöôïc tam giaùc ABC ñoàng daïng vôùi tam giaùc A3B3C3, töø ñoù suy ra ñieàu phaûi chöùng minh.
TAÄP HÔÏP ÑIEÅM TRONG MAËT PHAÚNG
14. Cho B vaø C laø hai ñieåm coá ñònh treân moät ñöôøng troøn cho tröôùc, A laø ñieåm chuyeån ñoäng treân ñöôøng troøn ñoù. Ñieåm I treân ñoaïn AB sao cho IA/IB = k (k > 0 cho tröôùc).
Tìm taäp hôïp caùc ñieåm M, hình chieáu cuûa ñieåm I treân ñöôøng thaúng AC.

BAØI GIAÛI

°Phaàn thuaän:

    Goïi cung BnC laø cung sao cho ñieåm A ôû treân ñoù maø goùc BAC nhoïn, coøn cung BmC laø cung sao cho ñieåm A ôû treân ñoù maø goùc BAC tuø.

a) Nhaâïn xeùt: Khi ñieåm A thay ñoåi treân cung BnC hoaëc cung BmC thì caùc tam giaùc IAM luoân luoân ñoàng daïng vôùi nhau. Vaäy ta chæ caàn chöùng minh: vôùi ñieåm A1 thuoäc cung BnC, coøn ñieåm A2 thuoäc cung BmC thì hai tam giaùc A1M1I1 vaø A2M2I2 ñoàng daïng vôùi nhau. Ñieàu naøy roõ raøng, do chuùng laø hai tam giaùc vuoâng vaø 
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A1 = 
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A2 = 
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I2A2M2 vaø baèng 180o – 
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BA2C.

 b) Töø nhaän xeùt treân, suy ra khi A thay ñoåi thì caùc tam giaùc ABM luoân luoân ñoàng daïng vôùi nhau, neân 
[image: image223.wmf]Ð

BM1C = 180o – 
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BM2C.
Töø (a) vaø (b) 
[image: image225.wmf]Þ

 goùc AMB khoâng ñoåi, neân goùc 
[image: image226.wmf]a

 = 
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BM1C (hoaëc 
[image: image228.wmf]Ð

BM2C = 180o - 
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) khoâng ñoåi.

    Töø ñoù suy ra ñieåm M naèm treân ñöôøng troøn ñi qua ñieåm B vaø C, trong ñoù BC chia ñöôøng troøn thaønh hai cung: cung thöù nhaát cuøng phía vôùi cung BnC coù soá ño baèng 
[image: image230.wmf]a

, cung thöù hai cuøng phía vôùi cung BmC coù soá ño baèng 180o - 
[image: image231.wmf]a

 so vôùi ñöôøng thaúng BC. Goïi ñöôøng troøn ñoù laø (C).

°Phaàn ñaûo:

    Laáy ñieåm M baát kì treân (C), noái CM caét ñöôøng troøn ñaõ cho taïi ñieåm A, qua M döïng ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi AC caét AB taïi I.Ta deã daøng nhaän thaáy 
[image: image232.wmf]IA

IB

 khoâng ñoåi vôùi  moïi vò trí cuûa ñieåm M. Töø ñoù suy ra ñpcm.
15. Tìm taäp hôïp giao ñieåm hai ñöôøng cheùo cuûa moät hình bình haønh coù moät goùc ôû ñænh baèng 
[image: image233.wmf]a

 vaø boán ñænh cuûa noù ñi qua boàn ñieåm cho tröôùc. 
BAØI GIAÛI
    Giaû söû boán ñieåm ñaõ cho laø M, N, K, L trong ñoù M thuoäc ñöôøng thaúng AB; N thuoäc ñöôøng thaúng CD; K thuoäc BC vaø L thuoäc ñöôøng thaúng AD, vôùi ABCD laø hình bình haønh coù hai ñöôøng cheùo giao nhau taïi O.

    Goïi P laø trung ñieåm cuûa MN. Q laø trung ñieåm KL thì OP song song vôùi AB, CD vaø OQ song song vôùi AD, BC. Suy ra goùc POQ baèng 
[image: image234.wmf]a

 (hoaëc 180o - 
[image: image235.wmf]a

).

    Caùc tröôøng hôïp coøn laïi ñöôïc giaûi töông töï (chaúng haïn M vaø K; N vaø L thuoäc caùc caëp caïnh ñoái nhau cuûa hình bình haønh ABCD).
16. Cho ñieåm A coá ñònh trong mieàn troøn hình troøn taâm O baùn kính R. Goïi EF laø daây cung luoân thay ñoåi qua ñieåm A cuûa ñöôøng troøn (O). Tìm taäp hôïp caùc giao ñieåm M cuûa hai tieáp tuyeán vôùi ñöôøng troøn keû töø E vaø F. 
BAØI GIAÛI

    Ta co:ùMO2 = R2 + ME2 vaø AM2 = ME2 – (
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EF – AF)2 
                                                         = ME2 + AF2 – EF.AF
                                                         = MO2 – R2 – (R2 – OA2) = MO2 + OA2 – 2R2 

=> MO2 – AM2 = 2R2 – OA2, do ñoù: 
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, trong ñoù I laø trung ñieåm cuûa OA, coøn H laø hình chieáu cuûa ñieåm M leân ñöôøng thaúng OA. Maët khaùc :
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   Vaäy taäp hôïp ñieåm M laøñöôøng thaúng l vuoâng goùc vôùi ñöôøng thaúng OA taïi H thoûa maõn heä thöùc: 
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17. Cho hai ñieåm O vaø G coá ñònh.

a) Tìm taäp hôïp ñænh A cuûa tam giaùc ABC nhaän O laøm taâm ñöôøng troøn ngoaïi tieáp vaø G laøm troïng taâm tam giaùc.

b) Tìm taäp hôïp ñænh A cuûa tam giaùc ABC vôùi goùc A tuøvaø tam giaùc naøy nhaän O laøm taâm ñöôøng troøn ngoaïi tieáp, nhaän G laøm tröïc taâm.
BAØI GIAÛI
a)° Phaàn thuaän:

   Giaû söû tam giaùc ABC thoûa maõn baøi toaùn. Goïi M laø trung ñieåm cuûa caïnh BC. Ta coù AG = 2GM. Goïi I laø hình chieáu cuûa O treân ñöôøng thaúng AM do OA > OM neân AI > MI. Neáu 
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AGO > 90o thì ñieåm M naèm giöõa A vaø I. Neáu 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image244.wmf]Ð

AGO 
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 90o, töø AI > MI ta coù:

AG – GI > GM + GI
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 AG – 
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AG > 2GI, hay AG > 4GI.

   Maø ñieåm I thuoäc ñöôøng troøn (C1) ñöôøng kính OG, suy ra ñieåm A seõ naèm ngoaøi ñöôøng troøn (C2), vôùi (C2) laø aûnh cuûa (C1) qua pheùp vò töï taâm G tæ soá baèng 4.
   Maët khaùc, ñieåm M khoâng theå thuoäc (C1) (neáu ngöôïc laïi thì ba ñieåm A, B, C thaúng haøng) vaø do AG = 2GM, hai ñieåm A vaø M naèm khaùc phía vôùi nhau ñoái vôùi ñieåm G, suy ra ñieåm A khoâng theå thuoäc ñöôøng troøn (C3), aûnh cuûa ñöôøng troøn (C1) qua pheùp vò töï taâm G tæ soá -2, töø ra ñieåm O’ laø aûnh cuûa O qua pheùp vò töï treân.

   Toùm laïi, ñænh A cuûa tam giaùc ABC nhaän O vaø G theo thöù töï laø taâm ñöôøng troøn ngoaïi tieáp vaø troïng taâm cuûa noù nieàm ngoaøi hình troøn (C2), tröø ra caùc ñieåm thuoäc ñöôøng troøn (C3)\
[image: image248.wmf]{

}

'

O

.

  °Phaàn ñaûo:
   Phaàn naøy khoâng khoù laém, caùc baïn coù theå töï chöùng minh.

b) Ta coù nhaän xeùt: GO = 
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GH, trong ñoù O, G, H laàn löôït laø taâm ñöôøng troøn ngoaïi tieáp, troïng taâm vaø tröïc taâm cuûa tam giaùc ABC. Sau ñoù ta duøng keát quaû caâu a) vôùi chuù yù goùc BAC tuø, neân trung ñieåm M cuûa BC naèm trong hình troøn (C1) ñöôøng kính OK, vôùi K laø troïng taâm tam giaùc.
18. a) Tìm taäp hôïp caùc trung ñieåm cuûa caùc ñoaïn thaúng maø hai ñaàu muùt cuûa noù di ñoängnhöng thuoäc hai caïnh AB vaø CD cuûa töù giaùc loài coá ñònh ABCD.

      b) Haõy tìm taäp hôïp caùc ñieåm M naèm trong nguõ giaùc ñeàu ABCDE, sao cho M laø trung ñieåm cuûa khoâng ít hôn ba ñoaïn thaúng, maø hai ñaàu muùt cuûa hai ñoaïn thaúng ñoù naèm treân caùc caïnh khaùc nhau cuûa nguõ giaùc ABCDE.

BAØI GIAÛI
a)°Phaàn thuaän:

   Giaû söû T laø moät ñieåm naøo ñoù thuoäc caïnh AB. Goïi P, Q, R, S laàn löôït laø trung ñieåm cuûa caùc ñoaïn thaúng BC, BD, AD vaø AC. Khi ñoù trung ñieåm cuûa TC laøU thuoäc PS, trung ñieåm V cuûa TD thuoäc QR. Do ñoù, neáu giöõ nguyeân ñieåm T coøn ñaàu muùt thöù hai di ñoäng treân caïnh CD thì trung ñieåm cuûa chuùng seõ di ñoäng treân toaøn ñoaïn UV song song vaø baèng PQ, RS.

   Baây giôø, cho ñieåm T chaïy treân AB coøn ñaàu muùt thöù hai chaïy treân caïnh CD thì trung ñieåm cuûa noù seõ veõ thaønh caùc ñoaïn song song vôùi PQ maø caùc ñaàu muùt thuoâïc PS vaø QR.         Vaäy caùc trung ñieåm cuûa caùc ñoaïn thaúng coù hai ñaàu muùt chaïy treân caùc caïnh AB vaø CD cuûa töù giaùc loài ABCD seõ phuû kín hình bình haønh PQRS. Caùc ñieåm treân caïnh hình bình haønh PQRS töông öùng laø caùc ñieåm cuûa caùc ñoaïn thaúng maø moät ñaàu muùt chung vôùi ñænh cuûa töù giaùc ABCD.

   °Phaàn ñaûo:

   Laáy ñieåm M tuøy yù thuoäc hình bình haønh PQRS. Qua ñieåm M keû ñöôøng thaúng song song vôùi RS caét PS vaø QR taïi U vaø V, noái UC caét AP taïi T, ta nhaän thaáy T, V, D thaúng haøng. Noùi TM caét CD taïi X, khi ñoù TX nhaän M laøm trung ñieåm.

b) Tröôùc heát, ta deã daøng chöùng minh khaúng ñònh sau:

   “Taäp hôïp taát caû caùc trung ñieåm cuûa aùc ñoaïn thaúng maø caùc ñaàu muùt cuûa noù naèm treân hai caïnh cuûa tam giaùc ABC laø hình bình haønh vôùi caùc ñænh laø ñieåm A vaø caùc trung ñieåm cuûa caùc caïnh AB, BC, CA.”.  
   Goïi A’, B’, C’, D’, E’ laàn löôït laø trung ñieåm cuûa aùc caïnh CD, DE, EA, AB, BC. Caùc ñoaïn thaúng BE, E’C’, D’B’ñoàng quy taïi A1; A’D’, E’C’, AC ñoàng quy taïi B1; BD, E’B’, A’D’ ñoàng quy taïi C1; B’E’, CE, A’C’ ñoàng quy taïi D1; A’C’, B’D’, AD ñoàng quy taïi E1. Giao ñieåm cuûa C1E1 vôùi D1B1 vaø D1A1 laø A1 vaø B2, giao cuûa B1E1 vôùi A1D1 vaø A1C1 laø C2 vaø D2; giao cuûa B1D1 vôùi A1C1 laø E2.
   Söû duïng caâu a) vaø khaúng ñònh ôû treân ta coù caùc trung ñieåm cuûa caùc ñoaïn thaúng coù hai ñaàu muùt naèm treân caùc caïnh khaùc nhau cuûa hình nguõ giaùc ñeàu ABCDE seõ taïo thaønh caùc hình bình haønh nhö sau:

BD’B1E’, CE’C1A, DA’D1B’, BB’E1C’, AC’A1D’ vaø

B1E’C1E1, C1A’D1A1, D1B’E1B1, E1C’A1C1, A1D’B1D1

   Nhöng ta chæ xeùt caùc ñieåm M laø trung ñieåm cuûa ít nhaát 3 ñoaïn thaúng maø hai ñaàu muùt cuûa chuùng naèm treân caùc caïnh khaùc nhau cuûa nguõ giaùc ñeàu ABCDE.Do ñoù taäp hôïp ñieåm M seõ phaûi thuoäc caùc giao cuûa töøng caëp naêm hình bình haønh B1E’C1E1, C1A’D1A1, D1B’E1B1, E1C’A1C1, A1D’B1D1. Hôïp caùc giao treân taïo thaønh hình sao

A2D2B1E2C1A2D1B2E1C2

   Tröø ra caùc caïnh keå caû caùc ñaàu muùt, rieâng caùc ñænh A2, B2, C2, D2, E2 thoûa maõn yeâu caàu baøi toaùn. Thaät vaäy:

   1.Ta xeùt ñieåm D2: 
   Taïi ñieåm D2 coù theå veõ ñöôïc ba ñoaïn thaúng nhaän noù laøm trung ñieåm, ñoaïn thöù nhaát coù ñaàu muùt laø B, ñoaïn thöù hai coù ñaàu muùt laø A, ñoaïn thöù ba laø ñoaïn thaúng song song vôùi CE vaø co ñaàu muùt naèm treân BC, EA.

   2.Ta xeùt caïnh A1D2:

   Laáy ñieåm M treân caïnh A1D2 (tröø D2) ta nhaän thaáy töø M coù theå veõ ñöôïc hai ñoaïn thaúng nhaän noù laøm trung ñieåm: ñoaïn thaúng thöù nhaát ñi qua B, ñoaïn thaúng thöù hai ñöôïc xaây döïng nhö phaàn ñaûo caâu a) ñoái vôùi töù giaùc ABCE.
19. Cho hai ñieåm A vaø G coá ñònh. Tìm taäp hôïp ñænh B cuûa tam giaùc ABC coù ba goùc nhoïn nhaän ñieåm G laøm troïng taâm.
BAØI GIAÛI
   Giaû söû tam giaùc ABC nhaän ñieåm G laøm troïng taâm. Goïi M laø trung ñieåm caïnh BC, suy ra AG = 2GM, neân ñieåm M hoaøn toaøn xaùc ñònh. Döïng hình bình haønh ABA1C, suy ra 
[image: image250.wmf]Ð

ABA1 > 90o neân ñænh B naèm trong hình troøn ñöôøng kính AA1 coá ñònh. Do 
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 ABC < 90o neân ñænh B naèm ôû mieàn ngoaøi hình troøn ñöôøng kính MA1.

   Toùm laïi, ñænh B naèm ôû mieàn ngoaøi hai hình troøn ñöôøng kính AM vaø A1M, ñoàng thôøi naèm trong hình troøn ñöôøng kính AA1. Goïi mieàn treân laø (T).
20. Cho tam giaùc ABC vaø hai ñieåm M, N coá ñònh.

   Qua ñieåm N ta veõ ñöôøng thaúng d vaø treân ñoù laáy hai ñieåm P, Q sao cho tam giaùc PMQ ñoàng daïng vôùi tam giaùc ABC. Tìm taäp hôïp ñieåm P vaø Q khi d quay quanh ñieåm N. 
BAØI GIAÛI
   Ta saép xeáp thöù töï caùc ñænh cuûa tam giaùc PMQ töông öùng vôùi thöù töï cuûa tam giaùc ABC. Töùc laø trong moïi vò trí cuûa ñöôøng thaúng d thì 
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 MPQ = 
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 BAC vaø 
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 MQP = 
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ACB.
   Vôùi moïi vò trí cuûa d, coù theå xaûy ra hai tröôøng hôïp:

a) Caùc ñieåm P vaø Q naèm veà hai phía cuûa ñieåm N.

b) Caùc ñieåm P vaø Q naèm cuøng moät phía ñoái vôùi ñieåm N.
°Xeùt tröôøng hôïp a):
   Ñieåm P luoân nhìn ñoaïn MN döôùi moät goùc khoâng ñoåi BAC neân ñieåm P thuoäc hai cung ñoái xöùng nhau qua MN chöùa goùc baèng BAC vôùi daây töông cung laø MN.

   Ñieåm Q luoân nhìn ñoaïn MN döôùi moät goùc ACB khoâng ñoåi neân ñieåm Q thuoäc hai cung ñoái xöùng nhau qua Mnchöùa goùc ACB.

   Chuù yù raèng hai ñieåm P vaø Q naèm khaùc phía vôùi nhau ñoái vôùi MN.

°Xeùt tröôøng hôïp b):

   Ta coù goùc MQP baèng goùc MQN baèng goùc ACB khoâng ñoåi.

   Goùc MQP baèng goùc BAC, suy ragoùc MPN = 180o – BAC (khoâng ñoåi).

   Khi ñoù, ñieåm Q naèm treân hai cung chöùa goùc ACB nhaän MN laøm daây tröông cung. Ñieåm P naèm treân hai cung chöùa goùc 180o – BAC nhaän MN laøm tröông cung.

   Löu yù raèng P vaø Q naèm treân hai cung cuøng phía ñoái vôùi BC.
21. Cho tam giaùc ABC noäi tieáp ñöôøng troøn (O; R). Vôùi moãi ñieåm M ôû trong ñöôøng troøn ta goïi A’, B’, C’ theo thöù töï laø giao ñieåm cuûa AM, BM, CM vôùi ñöôøng troøn. Tìm taäp hôïp caùc ñieåm M ôû trong ñöôøng troøn sao cho:
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BAØI GIAÛI
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   Vì M ôû trong (O) neân:
MA.MA’ = MB.MB’ = MC.MC’ = R2.MO2.
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MAMBMC

MAMBMC
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(MA2 + MB2 + MC2)/(R2 – MO2) 
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 3   (1)

   Vôùi ñieåm X tuøy yù trong maët phaúng thì:

XA2 + XB2 + XC2 = 3XG2 + GA2 + GB2 + GC2
(vôùi G laø troïng taâm tam giaùc ABC), cho X 
[image: image259.wmf]º

M vaø O ta co:ù

MA2 + MB2 + MC2 = 3MG2 + GA2 + GB2 + GC2,
OA2 + OB2 + OC2 = 3OG2 + GA2 + GB2 + GC2,

suy ra GA2 + GB2 + GC2 = 3(R2.OG2).

   Vì theá, (1) töông ñöông vôùi:
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3.

   Suy ra: MG2 + MO2 
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 OG2   (2).

   Hai tröôøng hôïp coù theå xaûy ra:

1) Tam giaùc ABC ñeàu: töø (2) suy ra M 
[image: image263.wmf]º

 O (taâm cuûa tam giaùc ñeàu ABC).

2) Tam giaùc ABC khoâng ñeàu: suy ra M thuoäc hình troøn ñöôøng kính OG.

22. Cho (L) laø tieáp tuyeán cuûa ñöôøng troøn (C) vaø M laø moät ñieåm treân (L). Haõy tìm quyõ tích ñieåm P thoûa maõn tính chaát: toàn taïi hai ñieåm R, Q treân (L) sao cho RM = QM vaø tam giaùc PQR nhaän (C) laøm ñöôøng troøn noäi tieáp.
BAØI GIAÛI
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   Cho X laø giao ñieåm cuûa (C) vaø (L), O laø taâm cuûa (C). Giaû söû XO caét (C) taïi ñieåm thöù hai Z; Y laø ñieåm treân QR sao cho M laø trung ñieåm cuûa XY. Goïi (C’) laø ñöôøng troøn tieáp xuùc vôùi caïnh QR, caùc ñöôøng thaúng PQ, PR nhöng ôû veà phía khaùc vôùi (C) so vôùi caïnh QR (töùc ñöôøng troøn baøng tieáp goùc P cuûa tam giaùc PQR). Giaû söû (C’) tieáp xuùc vôùi QR taïi Y’.

   Pheùp vò töï taâm P, tæ soá 
[image: image264.wmf]'
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 bieán (C) thaønh (C’), tieáp tuyeán vôùi (C) taïi Z bieán thaønh ñöôøng thaúng QR, suy ra Z bieán thaønh Y’. Ta seõ chöùng minh QX = RY’.

   Thaät vaäy, hieån nhieân X vaø Y’ laø chaân ñöôøng vuoâng goùc vôùi QR haï töø O vaø O’ töông öùng. Ta cuõng coù:
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OQO’ = 
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ORO’ = 90o.

   Töø ñoù suy ra hai tam giaùc QY’O’ vaø OXQ ñoàng daïng nhau, do ñoù: 
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. Cuõng vaäy hai tam giaùc RXO vaø O’Y’R ñoàng daïng nhau neân:
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 . Suy ra: 
QY’. XY = Y’O’.OX = RX.Y’R.

   Töø ñoù ta ñöôïc: 
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 QX = RY’.

   Maët khaùc, QX = RY vaø M vöøa laø trung ñieåm cuûa XY, vöøa laø trung ñieåm QR, do ñoù ta coù Y truøng Y’. Nhö vaäy, ñieåm P di ñoäng nhöng luoân luoân naèm treân tia YZ (deã thaáy Z coá ñònh, Y coá ñònh neân tia YZ coá ñònh).

   Ñaûo laïi, laáy ñieåm P baát kì treân tia YZ, thì baèng caùch lí luaän töông töï nhö treân ta cuõng coù QX = RY. Nhöng M laø trung ñieåm XY neân suy ra M laø trung ñieåm QR, nhö theá P laø ñieåm cuûa quyõ tích. Toùm laïi, quyõ tích P laø tia YZ.
23. Cho ñöôøng troøn taâm O vaø hai ñieåm B, C coá ñònh treân noù.

   Moät ñieåm A di ñoäng treân ñöôøng troøn ñoù. Goïi H laø tröïc taâm tam giaùc ABC.

a) Tìm taäp hôïp trung ñieåm K cuûa AH.

b) Tìm taäp hôïp troïng taâm cuûa tam giaùc AOH.

c) Tìm taäp hôïp giao ñieåm cuûa ñöôøng phaân giaùc goùc A cuûa tam giaùc ABC vôùi ñöôøng thaúng OH.

BAØI GIAÛI
a) Goïi I laø trung ñieåm cuûa caïnh BC. Deã thaáy
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 neân 
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   Vaäy K naèm treân ñöôøng troøn aûnh cuûa ñöôøng troøn (O) qua pheùp tònh tieán veùctô 
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. Goïi noù laø ñöôøng troøn ( I ).
b) Goïi G laø troïng taâm tam giaùc AOH, ta coù: 
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   Vaäy G thuoäc ñöôøng troøn aûnh cuûa ñöôøng troøn ( I ) qua pheùp vò töï taâm O tæ soá 
[image: image275.wmf]2
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c) Deã thaáy phaân giaùc goùc A cuûa tam giaùc cuõng laø phaân giaùc goùc A cuûa tam giaùc AOH. Goïi ñieåm D laø giao ñieåm cuûa ñöôøng phaân giaùc goùc A vôùi OH. Ta coù:
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   Ta laïi coù 
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 neân tröïc taâm H naèm treân ñöôøng troøn aûnh cuûa ñöôøng troøn (O) qua pheùp tònh tieán theo veùctô 2
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, ta goïi noù laø (H). Do ñoù, töø ñaúng thöùc (*) suy ra ñieåm D thuoäc ñöôøng troøn aûnh cuûa ñöôøng troøn (H) qua pheùp vò töï taâm O tæ soá: 
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24. Cho tam giaùc Abc vuoâng taïi A, BC = a, CA = b, AB = c. Tìm quyõ tích ñieåm M thoûa maõn: a2MA2 + b2MB2 + c2MC2 = 2b2c2.
BAØI GIAÛI

   Goïi I laø ñieåm thoûa maõn ñieàu kieän: 
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   Tröôùc heát, ta xaùc ñònh ñieåm I. Goïi H laø hình chieáu cuûa A xuoáng BC,ta coù:
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   Khi ñoù, (1) töông ñöông vôùi:
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 (do c2 + b2 = a2)
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 I laø trung ñieåm AH.

   Theo heä thöùc LepNhit, ta coù:
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Töø ñoù, ta coù 
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, vaø suy ra quyõ tích cuûa ñieåm M laø ñöôøng troøn
[image: image293.wmf](;)

2

bc

I

a

   

SÖÏ ÑOÀNG QUY VAØ ÑIEÅM COÁ ÑÒNH
25. Trong moät moät maët phaúng cho moät soá höõu haïn caùc ña giaùc sao cho baát kì hai ña giaùc naøo cuõng coù ñieåm chung.

   Chöùng minh raèng toàn taïi moät ñöôøng thaúng coù ñieåm chung vôùi moïi ña giaùc.

BAØI GIAÛI

   Do taäp hôïp caùc ña giaùc höõu haïn neân toàn taïi moät ñöôøng thaúng (a) sao cho taát caû caùc ña giaùc naèm veà moät phía nöûa maët phaúng bôø (a).
   Ñaùnh soá caùc ña giaùc laø D1, D2, D3,…, Dn vaø hình chieáu vuoâng goùc cuûa chuùng leân (a) laàn löôït laø caùc ñoaïn A1B1, A2B2, …, AnBn. Khoâng laøm maát tính toång quaùt, giaû söû A1, A2,…,An laø caùc nuùt phaûi cuûa caùc ñoaïn thaúng AiBi, i = 1…n.

   Giaû söû Ak laø nuùt cuoái cuøng keå töø phaûi sang traùi, khi ñoù, khoâng toàn taïi Bc thuoäc [AkA1] vaø khoâng coù ñoaïn thaúng naøo naèm phía traùi Ak. Ñöôøng thaúng l vuoâng goùc vôùi (a) taïi Ak laø ñöôøng thaúng caàn tìm.

26. Cho ñöôøng thaúng coá ñònh xy vaø ñöôøng troøn coá ñònh taâm O khoâng caét ñöôøng thaúng naøy. Töø ñieåm A di ñoäng treân xy, ta döïng hai tieáp tuyeán AB, AC tieáp xuùc vôùi ñöôøng troøn taâm O taïi B vaø C. Chöùng minh BC ñi qua ñieåm coá ñònh khi A vaïch neân ñöôøng thaúng xy.
BAØI GIAÛI

   Goïi D laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa O leân xy, E vaø F laán löôït laø giao ñieåm cuûa BC vôùi OA , OD.
   Caùc tam giaùc OEF vaø ODA ñoàng daïng cho ta: OD.OF = OE.OA.
   Maët khaùc, tam giaùc OBA vuoâng taïi B neân OE.OA = OB2 = r2, vôùi r laø baùn kính ñöôøng troøn taâm O ñaõ cho. Suy ra OD.OF = r2 (haèng soá), do ñoù OF khoâng ñoåi. Ñieàu naøy chöùng toû F laø ñieåm coá ñònh vaø ta coù ñieàu phaûi chöùng minh.

27. Cho tam giaùc ABC khoâng vuoâng, khoâng caân, noäi tieáp ñöôøng troøn taâm O. Goïi A1, B1, C1 laàn löôït laø trung ñieåm cuûa caùc caïnh BC, CA, AB. Treân tia OA1 laáy A2 sao cho tam giaùc OAA1 ñoàng daïng vôùi tam giaùc OA2A. Treân caùc tia OB1, OC1 töông töï cho caùc ñieåm B2, C2. Chöùng toû raèng caùc ñöôøng thaúng AA2, BB2, CC2 ñoàng quy taïi moät ñieåm.
BAØI GIAÛI
   Xeùt ñieåm A2, vì tam giaùc OAA1 ñoàng daïng vôùi tam giaùc OA2A neân ta coù: OA2 = OA1.OA2, suy ra: OC2 = OB2 = OA1.OA2
   Töø ñoù ta ñöôïc: 
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OBA2 = 
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OCA2 = 90o.
   Töông töï, ta suy ra A2, B2, C2 laäp thaønh caùc ñænh cuûa moät tam giaùc nhaän O laøm taâm ñöôøng troøn noäi tieáp, A, B, C laø caùc tieáp ñieåm ta coù baøi toaùn quen thuoäc sau:

   Trong moät tam giaùc, ba ñöôøng thaúng noái ñænh vôùi ñieåm tieáp xuùc cuûa ñöôøng troøn noäi tieáp vôùi caùc caïnh ñoái dieän ñoàng quy. (baøi toaùn naøy deã daøng chöùng minh baèng ñònh lí Ceva).

   Töø ñoù suy ra AA2, BB2, CC2 ñoàng quy (ñpcm).
28. Chöùng minh raèng töù giaùc ABCD noäi tieáp trong moät ñöôøng troøn khi vaø chæ khi caùc ñöôøng thaúng, moãi ñöôøng qua trung ñieåm moät caïnh vaø vuoâng goùc vôùi caïnh ñoái dieän ñoàng quy.
BAØI GIAÛI

   Giaû söû M, N, P, Q laàn löôït laø trung ñieåm caùc caïnh AB, BC, CD, DA cuûa töù giaùc ABCD; Mx, Ny, Pz, Qt laø caùc ñöôøng thaúng laàn löïôt vuoâng goùc vôùi CD, DA, AB, BC.

   1. Giaû söû ABCD noäi tieáp trong ñöôøng troøn taâm O. Khi ñoù neáu goïi G laø troïng taâm cuûa töù giaùc ABCD (G trung ñieåm MN) thì OG caét Mx taïi H. Töø ñieàu kieän On song song vôùi MK suy ra hai tam giaùc GMH vaø GNO baèng nhau 
[image: image296.wmf]Þ

 GO = GH (trong ñoù H laø ñieåm ñoái xöùng cuûa O qua G).

   Laäp luaän töông töï suy ra: Ny, Pz, Qt cuõng ñi qua H.

   2. Ngöôïc laïi, giaû söû Mx, Ny, Pz, Qt ñoàng quy taïi H.

   Goïi O laø ñieåm ñoái xöùng cuûa H qua G. Töø söï baèng nhau cuûa tam giaùc GMH vaø GNO suy ra ON song song vôùi MH, töø ñoù OP laø ñöôøng trung tröïc cuûa caïnh CD. Laäp luaän töông töï, OM, ON, OQ cuõng laø caùc trung tröïc cuûa AB, BC, AD; suy ra O laø taâm voøng troøn ngoaïi tieáp töù giaùc.
29. Cho tam giaùc ABC. Caùc tam giaùc ABX, BCY vaø CAZ caân vaø ñoàng daïng nhau, chuùng ôû ngoaøi tam giaùc ABC vaø thoûa maõn XA = XB, YB = YC, ZC = ZA. Chöùng minh raèng caùc ñöôøng thaúng AY, BZ vaø CX ñoàng quy.

BAØI GIAÛI
   Goïi x laø soá ño goùc ñaùy cuûa caùc tam giaùc caân. Giaû söû AY, BZ, CX caét BC, CA, AB töông öùng taïi L, M, N. Khi ñoù:
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duøng ñeå chæ dieän tích).

   Töông töï ta coù:
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   Vaäy: 
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töø ñoù theo ñònh lí ñaûo cuûa Ñònh lí Ceva 
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 AL, BM vaø CN ñoàng quy, töùc laø AY, BZ vaø CX ñoàng quy.
30. Trong tam giaùc ABC, ta veõ caùc trung tuyeán AA1, BB1, CC1. Goïi O laø taâm voøng troøn ngoaïi tieáp tam giaùc ABC. Chöùng minh raèng caùc ñöôøng troøn ngoaïi tieáp caùc tam giaùc AOA1, BOB1, COC1 coù ñieåm chung khaùc O.

BAØI GIAÛI
   Taâm Oc cuûa ñöôøng troøn ngoaïi tieáp tam giaùc COC1 laø giao cuûa hai ñöôøng trung tröïc m, n cuûa OC vaø OC1.

   Trung tröïc n ñi qua trung ñieåm A2, B2 cuûa caùc ñoaïn OA, OB. Khi ñoù thöïc hieän pheùp vò töï Vo½, ñöôøng troøn ngoaïi tieáp tam giaùc ABC bieán thaønh ñöôøng troøn ngoaïi tieáp tam giaùc A2B2C2. Töø ñoù suy ra ñöôøng thaúng m laø tieáp tuyeán cuûa ñöôøng troøn (A2B2C2) aûnh cuûa tieáp tuyeán ñöôøng troøn (ABC) veõ taïi C.
   Töông töï OA laø giao ñieåm cuûa tieáp tuyeán ñöôøng troøn (A2B2C2) taïi A2 vaø caïnh B2C2; OB laø giao tieáp tuyeán ñöôøng troøn (A2B2C2) taïi B2 vôùi A2C2.

   Theo Ñònh lí Pascal Caùc ñieåm OA, OB, OC thuoäc moät ñöôøng thaúng l; caùc ñöôøng troøn (AA1O), (BB1O), (CC1O) nhaän l laøm truïc ñoái xöùng. Khi ñoù O laø ñieåm chung thöù nhaát thì O’ aûnh cuûa O qua pheùp ñoái xöùng truïc l laø ñieåm chung thöù hai (ñpcm).
31. Cho A, B, C laø boán ñieåm phaân bieät treân moät ñöôøng thaúng vaø ñöôïc saép theo thöù töï ñoù. Caùc ñöôøng troøn ñöôøng kính AC vaø BD caét nhau taïi caùc ñieåm X vaø Y. Ñöôøng thaúng XY caét BC taïi Z.

   Cho P laø moät ñieåm treân ñöôøng thaúng XY khaùc Z. Ñöôøng thaúng CP caét ñöôøng troøn ñöôøng troøn ñöôøng kính AC taïi C vaø M,ñöôøng thaúng BP caét ñöôøng troøn ñöôøng kính BD taïi B vaø N. Chöùng minh raèng caùc ñöôøng thaúng AM, DN vaø XY ñoàng quy.

BAØI GIAÛI
°Xeùt tröôøng hôïp P
[image: image303.wmf]¹

X, P
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Y.
Do XY laø truïc ñaúng phöông cuûa hai ñöôøng troøn ñöôøng kính AC vaø BD, neân 
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   Ñoàng thôøi XY 
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 AD keùo theo 
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PZD =90o.

   Giaû söû 
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. Vì M naèm treân ñöôønh troøn ñöôøng kính AC neân 
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KMC = 90o. Vaäy 
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KMC = 
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KZC = 90o.Suy ra boán ñieåm K, M, C, Z cuøng thuoäc moät ñöôøng troøn maø ta goïi ñöôøng troøn ñoù laø (V).

   Xeùt phöông tích cuûa ñieåm P ñoái vôùi (V) ta coù:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image314.wmf]..
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   Töông töï, neáu DN 
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 XY = 
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   Töø (1), (2) vaø (3) ta co:ù
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   Do P
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Z neân K’
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 K.

   Vaäy AM, DN, XY ñoàng quy.

°Tröôøng hôïp P 
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 X. Khi ñoù M 
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 X vaø N 
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 X. Do vaäy AM, DN vaø XY ñoàng quy.
°Tröôøng hôïp P 
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 Y ñöôïc xeùt töông töï theo tröôøng hôïp treân.

32.Chöùng minh raèng vôùi moïi tam giaùc ABC, toàn taïi ba ñöôøng troøn coù moät ñieåm chung duy nhaát sao cho ba ñöôøng troøn naøy coù ñöôøng kính baèng nhau vaø laàn löôït tieáp xuùc vôùi caùc caëp caïnh AB, BC; BC, CA; CA, AB.

BAØI GIAÛI
   Giaû söû R laø baùn kính ñöôøng troøn ngoaïi tieáp tam giaùc ABC. Khi ñoù ba ñöôøng troøn laàn löôït coù taâm A, B, C vaø coù cuøng baùn kính R caét nhau taïi moät ñieåm. Ñieåm ñoù laø taâm ñöôøng troøn ngoaïi tieáp tam giaùc ABC.
   Caùc tieáp tuyeán chung ngoaøi cuûa caùc caëp ñöôøng troøn noùi treân caét nhau taïo thaønh tam giaùc A’B’C’ coù:
A’B’//AB, B’C’//BC, C’A’//CA.

   Thöïc hieän pheùp vò töï bieán tam giaùc A’B’C’ thaønh tam giaùc ABC. Khi ñoù ba ñöôøng troøn caàn tìm laø aûnh cuûa ba ñöôøng troøn noùi treân.

33. Treân caùc caïnh AB, BC, CA cuûa tam giaùc ABC, ta laáy caùc ñieåm C1, A1, B1 töông öùng sao cho caùc ñöôøng thaúng AA1, BB1, CC1 ñoàng quy taïi ñieåm O. Ñöôøng thaúng veõ qua O song song vôùi AC caét caùc ñöôøng thaúng A1B1 vaø B1C1 töông öùng taïi caùc ñieåm K, M. Chöùng minh raèng OK = OM.

BAØI GIAÛI

   Veõ qua B ñöôøng thaúng song song vôùi AC caét caùc ñöôøng thaúng B1C1 vaø B1A1 töông öùng taïi caùc ñieåm M1, K1.

   Meänh ñeà caàn chöùng minh töông ñöông vôùi vieäc caàn chöùng minh BM1 = BK1.

   Töø caùc tam giaùc ñoàng daïng AB1C1 vaø BM1C1, suy ra:BM1 = AB1.(BC1/AC1).

   Töông töï ta coù: BK1 = CB1.
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   Chia caùc ñaúng thöùc nhaän ñöôïc theo veá vaø keát hôïp vôùi Ñònh lí Ceva ta coù: 
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   Töø ñoù suy ra ñieàu phaûi chöùng minh.

ÑÖÔØNG TROØN VAØ MOÄT SOÁ TÍNH CHAÁT

33. Cho ñöôøng troøn (O) noäi tieáp trong tam giaùc ABC, caùc tieáp ñieåm thuoäc AB, BC, CA laàn löôït laø I, J, K. Chöùng minh raèng:
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BAØI GIAÛI

   Vì OI 
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AB vaø OK 
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AC neân töù giaùc AIOK noäi tieáp trong ñöôøng kính AO. Nhö theá, tam giaùc AIK noäi tieáp trong ñöôøng troøn naøy, do ñoù aùp duïng ñònh lí haøm sin ta coù:
IK = OA.sinA   (1)
   Ngoaøi ra tam giaùc AIK caân vaø AO vuoâng goùc vôùi IK.   (2)
Xeùt theâm pheùp quay taâm O, goùc quay -90o, qua pheùp quay naøy:

I 
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  I1
J 
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  J1
 K 
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  K1

   Töø ñoù I1K1 
[image: image333.wmf]^

 IK   (3) vaø I1K1 = IK   (4).

   Töø (2) vaø (3) ta suy ra I1K1 // AO.      (5)

   Töø (1) vaø (4) ta coù I1K1 = OA.sinA.   (6)

   Laïi töø (5) vaø (6) cho ta: 
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   Hoaøn toaøn töông töï, ta cuõng coù 
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ta suy ra ñieàu phaûi chöùng minh.

34. Cho töù giaùc ABCD noäi tieáp trong ñöôøng troøn (O), hai ñöôøng cheùo caét nhau taïi M. Qua trung ñieåm P cua cạnh AB kẻđường thẳng PM, qua trungđiểm Q của cạnh BC kẻ đường thẳng QM.
   Chứng minh rằng nếu PM
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CD thì QM
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BÀI GIẢI:

   Đặt 
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. Ta có tam giác MAB đồng dạng với tam giác MDC nên 
[image: image341.wmf]MDMC

k

MAMB

==

.Vậy MD = kMA, MC = kMB. Do đó 
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, với ký hiệu a =MA, b = MB.

   Mặt khác, 
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Theo giả thiết, PM
[image: image345.wmf]^

CD nên 
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+ Nếu b2 - a2 = 0, hay a = b thì ABCD là hình thang cân hay hình chữ nhật, lúc đó dễ dàng có được kết luận của bài toán.

+ Nếu 
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CD, khi đó ta có:
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Suy ra:
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Vậy QM
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