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Chủ đề 3

CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC BẰNG PHƯƠNG PHÁP PHẢN CHỨNG

1. Kiến thức cần  nhớ 

a. Nội dung phương pháp

Giả sử ta cần chứng minh bất đẳng thức 
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. Tư tưởng của phương pháp là ta hãy giả sử bất đẳng thức đó sai, sau đó vận dụng các kiến thức đã biết và giả thiết của đề bài để suy ra điều vô lý. Điều vô lý có thể là trái với giả thiết, hoặc là những mệnh đề mâu thuẫn nhau, từ đó suy ra đẳng thức cần chứng minh là đúng. 

         Các bước suy luận phản chứng

Bước 1: Giả sử điều cần chứng minh là sai (phủ định lại mệnh đề cần chứng minh).

Bước 2: Từ điều giả sử ta suy ra một số tính chất hoặc quan hệ mới, mà những tính chất này mâu thuẫn với điều đã cho hoặc trái với tính chất ta đã biết.

Bước 3: Ta kết luận điều giả sử ban đầu là sai. Vậy bài toán được chứng minh.

          Chú ý: Trong các bước suy luận phản chứng nêu trên, bước 1 rất quan trọng vì cần tạo ra mệnh đề phủ định điều cần chứng minh thực sự chính xác.

b. Một số hình thức chứng minh bất đẳng thức

+ Dùng mệnh đề đảo.

+ Phủ định rồi suy ra điều trái với giả thiết.

+ Phủ định rồi suy ra trái với điều đúng.

+ Phủ định rồi suy ra hai mệnh đề trái ngược nhau.

+ Phủ định rồi suy ra kết luận.

c. Một số đẳng thức và bất đẳng thức cần nhớ.
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2. Một số ví dụ minh họa
Ví dụ 1. Cho a, b, c là các số thực bất kì. Chứng minh rằng có ít nhất một trong các bất đẳng thức sau đây là đúng:   
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Phân tích: Vì bài toán yêu cầu ta phải chứng minh có ít nhất một bất đẳng thức đúng, điều này có nghĩa là không thể có trường hợp cả ba bất đẳng thức trên cùng sai. Như vậy ta chỉ cần chứng minh cả ba bất đẳng thức trên cùng sai không thể xẩy ra là được. 

Lời giải

Giả sử cả ba bất đẳng thức trên cùng sai, tức là ta có ba bất đẳng thức sau
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Cộng theo vế ba bất đẳng thức trên ta được 
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Hay                                   
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Điều này mâu thuẫn với bất đẳng thức 
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Vậy điều giả sử trên không thể xẩy ra, tức là bài toán được chứng minh.

Ví dụ 2. Cho các số thực 
[image: image10.wmf]a,b,c(0,2)
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. Chứng minh rằng có ít nhất một trong ba bất đẳng thức sau đây là sai: 
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Phân tích: Vì bài toán yêu cầu ta phải chứng minh có ít nhất một bất đẳng thức sai, điều này có nghĩa là không thể có trường hợp cả ba bất đẳng thức trên cùng đúng. Như vậy ta chỉ cần chứng minh cả ba bất đẳng thức trên cùng đúng không thể xẩy ra là được. Chú ý ở đây ta có giả thiết 
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 nên có thể sử dụng đến các hiệu 
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 là các số dương. 

Lời giải

            Giả sử cả ba bất đẳng thức đã cho đều đúng, nhân chúng với nhau theo vế với vế ta có 
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Mặt khác do 
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 nên ta có 
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. Do đó ta được 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image18.wmf]
           Chứng minh hoàn toàn tương tự ta có    
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Nhân theo vế các bất đẳng thức trên ta được
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Bất đẳng thức này mâu thuẫn với bất đẳng thức 
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Vậy điều giả sử trên không thể xẩy ra, tức là bài toán được chứng minh.

Ví dụ 3. Cho a, b, c là các số thực thỏa mãn thỏa mãn các điều kiện sau
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Chứng minh rằng cả ba số a, b, c đều là số dương.

Phân tích: Vì bài toán yêu cầu ta phải chứng minh cả ba số a, b, c đều là số dương, điều này có nghĩa là không thể có trường hợp một số nào đó không dương. Như vậy ta chỉ cần chứng minh một số bất kì không dương không thể xẩy ra là được. 
Lời giải

         Giả sử rằng trong ba số a, b, c có một số không dương, không mất đi tính tổng quát ta chọn số đó là a, tức là ta có 
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Vì 
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 nên 
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, do đó suy ra 
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Lại có 
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 nên 
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, từ đây suy ra 
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Theo giả thiết thứ hai 
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 hay 
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 dẫn đến 
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Như vậy ta được 
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 vì thế ta có 
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. Bất đẳng thức này mâu thuẫn với giả thiết thứ ba của bài toán.

Vậy điều giả sử trên không thể xẩy ra, tức là bài toán được chứng minh.

Ví dụ 4. Chứng minh rằng không có 3 số dương a, b, c nào thoả mãn cả 3 bất đẳng thức:
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Phân tích: Vì bài toán yêu cầu ta phải chứng minh không tồn tại ba số dương a, b, c để cả ba bất đẳng thức trên đều đúng, điều này có nghĩa là không thể có trường hợp cả ba bất đẳng thức trên cùng đúng. Như vậy ta chỉ cần chứng minh trường hợp cả ba bất đẳng thức trên cùng đúng không thể xẩy ra là được. Chú ý các bất đẳng thức trên làm ta liên tưởng đến bất đẳng thức Cauchy dạng 
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Lời giải

Giả sử tồn tại ba số dương a, b, c thoả mãn cả 3 bất đẳng thức:
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Cộng theo từng vế ba bất đẳng thức trên, ta được:                                 
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Vì a, b, c là các số dương nên theo bất đẳng thức Cauchy ta được       
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Cộng theo vế ba bất đẳng thức trên ta được 
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Ta thấy hai bất đẳng thức (1) và (2) mâu thuẫn với nhau.

Vậy điều giả sử trên không thể xẩy ra, tức là bài toán được chứng minh.

Ví dụ 5: Cho ba số thực a, b, c đôi một khác nhau. Chứng minh rằng tồn tại ít nhất một trong các số 9ab , 9bc , 9ac nhỏ hơn 
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Phân tích: Vì bài toán yêu cầu ta phải chứng minh tồn tại ít nhất một trong ba số 9ab, 9bc, 9ca nhỏ hơn 
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, điều này có nghĩa là không thể có trường hợp cả ba số 9ab, 9bc, 9ca cùng lớn hơn 
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. Như vậy ta chỉ cần chứng minh ba số 9ab, 9bc, 9ca cùng lớn hơn 
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 không xẩy ra là được. Chú ý các đại lượng  9ab, 9bc, 9ca, 
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 làm ta liên tưởng đến bất đẳng thức 
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Lời giải

Giả sử điều cần chứng minh là sai, tức là ta có các bất đẳng thức sau
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Cộng vế với vế ba bất đẳng thức ta được  


[image: image48.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

22

222

222

3abc9abbccaabc3abbcca

abcabbccaabbcca01

++£++Û++£++

Û++£++Û-+-+-£


Theo bài ra a, b, c đôi một khác nhau nên ta lại có     
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Ta thấy hai bất đẳng thức (1) và (2) mâu thuẫn với nhau.

Vậy điều giả sử trên không thể xẩy ra, tức là bài toán được chứng minh.

Ví dụ 6: Cho a, b, c, d  là bốn số thực dương bất kì. Chứng minh rằng ba bất đẳng thức sau không thể cùng xảy ra: 
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Phân tích: Vì bài toán yêu cầu ta phải chứng minh cả ba bất đẳng thức trên không cùng xẩy ra tức là có ít nhất một bất đẳng thức sai, điều này có nghĩa là không thể có trường hợp cả ba bất đẳng thức trên cùng đúng. Như vậy ta chỉ cần chứng minh cả ba bất đẳng thức trên cùng đúng không thể xẩy ra là được. 

Lời giải
Giả sử tồn tại bốn số dương a, b, c, d thỏa mãn cả ba bất đẳng thức.

Từ bất đẳng thức (1) và bất đẳng thức (2) ta có
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Mặt khác ta lại có 
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Ta thấy hai bất đẳng thức (4) và (5) mâu thuẫn với nhau. 

Vậy điều giả sử trên không thể xẩy ra, tức là bài toán được chứng minh.

Ví dụ 7: Cho a, b, c là các số thực thỏa mãn điều kiện 
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       Chứng minh rằng:                         
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Phân tích: Đại lượng 
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 làm ta liên tưởng đến hằng đẳng thức 
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. Như vậy từ giả thiết của bài toán đã cho ta suy ra được giả thiết mới 
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. Rõ ràng bất đẳng thức thu được là sai, do đó ta nghĩ đến sử dụng phương pháp phản chứng để chứng minh bài toán.

          Ngoài ra, để ý bất đẳng thức 
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 ta được bất đẳng thức 
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Lời giải

          Giả sử bất đẳng thức cần chứng minh là sai, tức là ta có bất đẳng thức 
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Kết hợp với giả thiết ta có
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Bất đẳng thức cuối cùng là sai. Vậy điều giả sử trên không thể xẩy ra, tức là bài toán được chứng minh.

           Bất đẳng thức trên cũng có thể chứng minh theo cách sau đây: 

           Giả thiết của bài toán tương đương với  
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Mà ta luôn có 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh.

Ví dụ 8. Cho hai số dương a, b thỏa mãn điều kiện 
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Phân tích: Quan sát giả thiết ta nhận thấy 
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 không đồng bậc. Do đó ta có thể đồng bậc hai vế bằng cách nhân thêm 
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 nên kết hợp với giả thiết ta quy bài toán về chứng minh bất đẳng thức  
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Lời giải

Từ giả thiết ta có 
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. Giả sử bất đẳng thức cần chứng minh là sai, tức là ta có bất đẳng thức 
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Vì 
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. Do đó bất đẳng thức trên không thể xẩy ra. 

Vậy điều giả sử trên không thể xẩy ra, tức là bài toán được chứng minh.

             Bất đẳng thức trên cũng có thể chứng minh theo cách sau đây: 

Từ giả thiết ta có 
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Mà ta có 
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 nên 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh.

Ví dụ 9. Cho a, b, c là các số thực thỏa mãn 
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 và 
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Chứng minh rằng:                         
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Phân tích: Từ điều kiện của biến 
[image: image90.wmf]a4,b5,c6
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, để quy về một điều kiện ta có thể sử dụng cách đặt biến phụ 
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, khi đó điều kiện của biến mới là 
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           Giả thiết lúc này được viết lại là  
[image: image93.wmf](
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 và bất đẳng thức cần chứng minh trở thành 
[image: image94.wmf]xyz1
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. Từ những kết quả thu được ở trên ta nếu ta giả sử 
[image: image95.wmf]xyz1
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 thì ta thu được điều kiện 
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. Khi đó ta có 
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 suy ra  
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. Đến đây xem như bài toán được giả quyết xong.

Lời giải

Đặt 
[image: image99.wmf]ax4;by5;zc6
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, khi đó ta có 
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Giả thiết lúc này được viết lại là  
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Bất đẳng thức cần chứng minh trở thành 
[image: image102.wmf]xyz1
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Giả sử tồn tại 
[image: image103.wmf]x,y,z0
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, thỏa mãn điều kiện  
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Nhưng bất đẳng thức 
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 không đúng. Tức là ta có 
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Khi đó hiển nhiên có 
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 nên 
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Suy ra 
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. Từ đó ta có                  
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Hay 
[image: image111.wmf]1313
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, đây là một mâu thuẫn. Vậy điều giả sử trên không thể xẩy ra, tức là bài toán được chứng minh.

Ví dụ 10. Cho a, b, c là ba số thực bất kì thỏa mãn các điều kiện sau:
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 và 
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Chứng minh rằng trong ba số a, b, c đó có đúng một số lớn hơn 2015.

Phân tích: Từ bài toán ta nhận thấy không thể có trường hợp cả ba số a, b, c cùng lớn hơn 2015. Bài toán yêu cầu chứng minh rằng trong ba số a, b, c đó có đúng một số lớn hơn 2015. Điều này có nghĩa là không thể có hai số lớn hơn 2015 cũng không thể có cả ba số cùng không lớn hơn 2015. Như vậy để chứng minh bài toán ta chỉ cần chứng minh hai trường hợp này không xẩy ra là được. Để ý là khi so sánh các số a, b, c với 2015 ta thường so sánh 
[image: image114.wmf]a2015;b2015;c2015
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 với 0. 

            Lại thấy từ giả thiết ta được 
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 nên ta được 
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Lời giải

Xét biểu thức 
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Giả sử khẳng định của bài toán là sai, khi đó sẽ có hai trường hợp 

+ Trường hợp thứ nhất cả ba số a, b,c đều không lớn hơn 2015, khi đó ta có     
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Suy ra 
[image: image119.wmf]P0
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, điều này mâu thuẫn với bất đẳng thức trên.

+ Trường hợp thứ hai là có ít nhất hai số lớn hơn 2015, chẳng hạn là a, b. Khi đó ta được 
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 suy ra  
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  Do đó ta có    
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Suy ra 
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, dẫn đến 
[image: image124.wmf]3
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, điều này mâu thuẫn với giả thiết 
[image: image125.wmf]3
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Vậy điều giả sử không thể xẩy ra. Do đó bài toán được chứng minh.

Ví dụ 11. Cho a, b, c là các số thực thỏa mãn 
[image: image126.wmf]222222222
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Chứng minh rằng:                                
[image: image127.wmf]abc1
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Phân tích: Trước hết ta nhận thấy, nếu một trong ba số a, b, c bằng 0 thì bài toán được chứng minh. Như vậy ta cần phải chứng minh cho trường hợp cả ba số a, b, c khác 0. Để ý từ giả thiết ta thu được 
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Mà ta lại có  
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           Đến đây ta có thể sử dụng phép phản chứng hoặc phân tích thành nhân tử để chứng minh bài toán. 

Lời giải

Nếu một trong ba số a, b, c bằng 0 thì bài toán được chứng minh. 

Như vậy ta cần phải chứng minh cho trường hợp cả ba số a, b, c khác 0. Từ giả thiết ta thu được 
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Giả sử bất đẳng thức cần chứng minh là sai, tức là ta có bất đẳng thức 
[image: image131.wmf]abc1
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Đặt 
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. Khi theo bất đẳng thức Cauchy ta có 
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Hay 
[image: image134.wmf]99
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, điều này là vô lý. Vậy điều ta giả sử là không xẩy ra hay bài toán được chứng minh. 

             Ngoài ra ta cũng có thể trình bày như sau: Biến đổi tương tự như trên ta được 
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Đặt 
[image: image136.wmf]xabc0
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 khi đó ta được     
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Ví dụ 12. Cho a, b là các số thức dương thỏa mãn 
[image: image138.wmf]ab2
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. Chứng minh rằng:                
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Phân tích: Để bài toán đơn giản hơn ta có thể thực hiện làm mất căn bậc ba bằng cách đặt 
[image: image140.wmf]33
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, khi đó giả thiết của bài toán trở thành 
[image: image141.wmf]33
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 và ta cần chứng minh 
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. Để ý ta thấy 
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 tương đương với 
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, khai triển ta và sử dụng giả thiết ta được được 
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. Như vậy bất đẳng thức cuối cùng luôn đúng nên ta có được bất đẳng thức cần chứng minh. Tuy nhiên nếu 
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, với cách biến đổi như trên ta thu được 
[image: image147.wmf](
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 là một bất đẳng thức sai. Do đó ta có thể sử dụng phép biến đổi tương đương hoặc phép phản chứng để giải quyết bài toán.

Lời giải

          Đặt 
[image: image148.wmf]33
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, khi đó giả thiết của bài toán trở thành 
[image: image149.wmf]33
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 và ta cần chứng minh 
[image: image150.wmf]xy2

+£
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           Giả sử bất đẳng thức cần chứng minh là sai, tức là ta có bất đẳng thức 
[image: image151.wmf]xy2
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Biến đổi tương đương bất đẳng thức ta được    
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Chia 2 vế cho số dương 
[image: image153.wmf]xy
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 khi đó ta được bất đẳng thức 
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Bất đẳng thức cuối cùng là một bất đẳng thức sai. Vậy điều ta giả sử là không xẩy ra hay bài toán được chứng minh. 

Ví dụ 13. Cho 25 số tự nhiên 
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khác 0 thoả mãn điều kiện: 
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       Chứng minh rằng trong 25 số tự nhiên đó luôn tồn tại hai số bằng nhau.

Phân tích: Để chứng minh trong hai 25 số tự nhiên trên luôn tồn tại hai số bằng nhau ta có thể giả sử 25 số đó khác nhau từng đôi một, để dễ biến đổi ta nên sắp thứ tự cho 25 số đó, chẳng hạn 
[image: image157.wmf]1225

aaa

...

<

<<

. Với cách sắp thứ tự như vậy ta sẽ nhận được kết quả là 
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Đến đây ta chỉ cần chỉ ra 
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Lời giải

              Giả sử trong 25 số tự nhiên 
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 không có hai số nào bằng nhau. Không mất tính tổng quát ta có thể chọn 
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Suy ra ta được     
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Mặt khác ta chứng minh được   
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 Điều này dẫn tới    
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Bất đẳng thức thu được mâu thuẫn với giả thiết của bài toán.                    

Vậy điều ta giả sử là không xẩy ra hay bài toán được chứng minh. 

Ví dụ 14. Cho 25 số tự nhiên 
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       Chứng minh rằng trong 2015 số tự nhiên đó luôn tồn tại hai số bằng nhau.

Lời giải

Giả sử trong 2015 số tự nhiên 
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 không có hai số nào bằng nhau. Không mất tính tổng quát ta có thể chọn 
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Suy ra ta được     
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Mặt khác ta chứng minh được   
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 Điều này dẫn tới                         
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Bất đẳng thức thu được mâu thuẫn với giả thiết của bài toán.                    

Vậy điều ta giả sử là không xẩy ra hay bài toán được chứng minh. 

Ví dụ 15. Cho a, b là các số thực dương thỏa mãn 
[image: image175.wmf]4433
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. Chứng minh rằng:    
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Lời giải
Giả sử  bất đẳng thức cần chứng minh sai, khi đó ta có bất đẳng thức 
[image: image177.wmf]ab2
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Đặt  
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 khi đó ta được 
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+³


Xét hiệu hai vế của giả thiết ta được   
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Hay 
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Mà ta lại có 
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 do đó suy ra 
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. Bất đẳng thức thu được trái với giả thiết của bài toán.

Vậy điều ta giả sử là không xẩy ra hay bài toán được chứng minh. 

Ví dụ 16. Cho a, b, c là các số nguyên dương thỏa mãn 
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Chứng minh rằng:                        
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Phân tích: Quan sát bài toán ta nhận thấy vai trò của a, b là như nhau, do đó ta chỉ cần chứng minh 
[image: image187.wmf]ac
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, trường hợp còn lại hoàn toàn tương tự. Để tìm mối liên hệ của a và c ta viết lại giả thiết là 
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 thì ta được bất đẳng thức 
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. Như vậy ta được 
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, nhưng do a, c là các số nguyên dương nên ta lại thu được 
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, hai bất đẳng thức này mâu thuẫn với nhau, bài toán được giải quyết xong.

Lời giải

+ Trước hết ta chứng minh 
[image: image194.wmf]ac
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. T viết lại giả thiết là 
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Giả sử 
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 khi đó ta được 
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Mà ta lại thấy 
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Như vậy ta được 
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Mà do a, c là các số nguyên dương nên ta được 
[image: image200.wmf](
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Hai bất đẳng thức này mâu thuẫn với nhau. Do đó không thể xẩy ra 
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, tức là ta có bất đẳng thức 
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Hoàn toàn tương tự ta chứng minh được 
[image: image203.wmf]bc
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Vậy bài toán được chứng minh xong. 

Ví dụ 17. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn điều kiện  
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. Chứng minh rằng 2 trong 3 bất đẳng thức sau là bất đẳng thức đúng
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Phân tích: Từ cách phát biểu bài toán ta ưu tiên lựa chọn phương pháp phản chứng để chứng minh. Vì bài toán yêu cầu ta phải chứng minh có ít nhất hai trong ba bất đẳng thức là đúng, điều này có nghĩa là không thể có trường hợp có ít nhất hai bất đẳng thức trên cùng sai. Như vậy ta chỉ cần chứng minh trường hợp có ít nhất hai bất đẳng thức trên cùng sai không thể xẩy ra là được. Chú ý giả thiết và các bất đẳng thức ta có thể đặt 
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. Khi đó giả thiết trở thành 
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 và các bất đẳng thức là 
[image: image208.wmf]2x3y6z6;2y3z6x6;2z3x6y6
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.

Lời giải

Đặt 
[image: image209.wmf]111
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. Khi đó giả thiết trở thành 
[image: image210.wmf]xyyzzx1
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 và các bất đẳng thức là 
[image: image211.wmf]2x3y6z6;2y3z6x6;2z3x6y6
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          Ta cần chứng minh có ít nhất hai trong ba bất đẳng thức trên là đúng.

          Giả sử điều cần phải chứng minh là sai. tức là có ít nhất hai bất đẳng thức trên không đúng. Không mất tính tổng quát ta chọn 
[image: image212.wmf]2x3y6z6;2y3z6x6
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 là hai bất đẳng thức bị sai, khi đó ta được 
[image: image213.wmf]2x3y6z6;2y3z6x6

++<++<


Cộng theo vế hai bất đẳng thức trên ta được 
[image: image214.wmf]8x5y9z12
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Từ 
[image: image215.wmf]xyyzzx1
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 ta được  
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, khi đó ta có bất đẳng thức 
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Bất đẳng thức cuối cùng là một bất đẳng thức sai. 

Vậy điều giả sử không thể xẩy ra, tức là bài toán được chứng minh.

Ví dụ 18. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
[image: image218.wmf]abc1
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. Chứng minh rằng:                              
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Phân tích: Để ý ta thấy 
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 và vì a là số thực dương nên ta có điều kiện 
[image: image221.wmf]0x1
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. Như vậy để đơn giản hóa bất đẳng thức cần chứng minh ta có thể đổ biến 
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, khi đó ta được 
[image: image223.wmf]0x;y;z1
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             Giả thiết được viết lại là 
[image: image224.wmf](
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 và bất đẳng thức cần chứng minh là 
[image: image225.wmf]xyz1
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. Nhìn giả thiết ta liên tưởng đến một bất đẳng thức quen thuộc 
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, như vậy ta cần cách tìm biến đổi làm xuất hiện các đại lượng 
[image: image227.wmf]xy,yz,zx
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 . Nhận thấy theo bất đẳng thức Cauchy ta có  
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            Như vậy nếu 
[image: image229.wmf]xyz1
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 thì 
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, lúc này ta được các bất đẳng thức ngược chiều nhau. Đến đây một cách tự nhiên ta nghĩ đến phép phản chứng. 

Lời giải

Đặt 
[image: image231.wmf]111
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Suy ra 
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, khi đó ta được 
[image: image233.wmf]0x;y;z1
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Vì 
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 nên giả thiết được viết lại là 
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 và bất đẳng thức cần chứng minh là 
[image: image236.wmf]xyz1
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Giả sử bất đẳng thức cần chứng minh là sai, tức là ta có bất đẳng thức 
[image: image237.wmf]xyz1
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.

Khi đó áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được 
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Áp dụng tương tự ta có 

   
[image: image239.wmf](
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Nhân theo vế các bất đẳng thức trên ta được 

             
[image: image240.wmf](
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Hay 
[image: image241.wmf](
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, rõ ràng bất đẳng thức cuối cùng là một bất đẳng thức sai. Vậy điều giả sử không thể xẩy ra, tức là bài toán được chứng minh.

Một số ví dụ khác

Ví dụ 19. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
[image: image242.wmf]111

3

abc

++=

. Chưng minh rằng:                                    
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Lời giải

Đặt 
[image: image244.wmf]xab;ybc;zca
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, khi đó ta được 
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Giả thiết được viết lại thành 
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Bất đẳng thức cần chứng minh là 
[image: image247.wmf]xyz32
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Giả sử bất đẳng thức cần chứng minh là sai, tức là ta có 
[image: image248.wmf]xyz32
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.

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được 
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Mặt khác theo một bất đẳng thức quen thuộc ta lại có  
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Do đó ta được   
[image: image251.wmf](
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Hay ta được 
[image: image252.wmf]33
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, bất đẳng thức thu được là một bất đẳng thức sai.

 Vậy điều giả sử không thể xẩy ra, tức là bài toán được chứng minh.

Ví dụ 20. Cho a, b là các số thực thỏa mãn các điều kiện sau:


[image: image253.wmf]1ab1;1abab1
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Chứng minh rằng:                                
[image: image254.wmf]2a,b2
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Lời giải

           Vì vai trò của a, b như nhau nên ta chỉ cần chứng minh 
[image: image255.wmf]2a2
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. Việc chứng minh 
[image: image256.wmf]2b2
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 hoàn toàn tương tự.

Giả sử bất đẳng thức 
[image: image257.wmf]2a2
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 là sai, khi đó ta có 
[image: image258.wmf]a2
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 hoặc 
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.

+ Xét trường hợp 
[image: image260.wmf]a2

>

, khi đó từ 
[image: image261.wmf]1ab1
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 suy ra 
[image: image262.wmf]b1a121
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, do đó ta được 
[image: image263.wmf]ab2
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 mà 
[image: image264.wmf]ab1
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 nên 
[image: image265.wmf]abab1

++<-

 điều này mâu thuẫn với giả thiết thứ hai của bài toán. Như vậy trường hợp này không xẩy ra.

+ Xét tường hợp 
[image: image266.wmf]a2
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,  khi đó từ 
[image: image267.wmf]1ab1
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 suy ra 
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, do đó ta được 
[image: image269.wmf]ab2
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 mà 
[image: image270.wmf]ab1
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 nên 
[image: image271.wmf]abab1
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 điều này mâu thuẫn với giả thiết thứ hai của bài toán. Như vậy trường hợp này cũng không xẩy ra.

Các kết quả trên chứng tỏ điều giả sử không thể xẩy ra, tức là bài toán được chứng minh.

Ví dụ 21. Cho a, b, c là các số thức không âm thỏa mãn 
[image: image272.wmf]abcabc
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. Chứng minh rằng:                           
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Lời giải

       Nếu 
[image: image274.wmf]abc0
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, thì bất đẳng thức được chứng minh.

       Xét 
[image: image275.wmf]abc0

¹

, khi đó ta được 
[image: image276.wmf]a,b,c0
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. Giả sử bất đẳng thức cần chứng minh là sai, tức là 
[image: image277.wmf]222
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. Khi đó ta có 
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 nên 
[image: image279.wmf]bca
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       Chứng minh tương tự ta được 
[image: image280.wmf]bac,cab
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       Từ đó suy ra 
[image: image281.wmf]abcabbcca
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.

Mặt khác ta lại có 
[image: image282.wmf]222
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Kết hợp hai bất đẳng thức ta được 
[image: image283.wmf]abcabc
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, bất đẳng thức này mâu thuẫn với giả thiết của bài toán.

Vậy điều giả sử không thể xẩy ra, tức là bài toán được chứng minh.

Ví dụ 22. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn  
[image: image284.wmf]111
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               Chứng minh rằng:    
[image: image285.wmf](
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Lời giải

Bất đẳng thức có tính đối xứng giữa các biến, do đó không mất tính tổng quát ta giả sử 
[image: image286.wmf]abc
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, Khi đó 
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 và 
[image: image288.wmf]acb0
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+ Nếu 
[image: image289.wmf]bca0
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, bất đẳng thức hiển nhiên đúng. 

+ Nếu 
[image: image290.wmf]bca0

+-³

. Khi này ta đặt 
[image: image291.wmf]xbca;ycab;zabc
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Khi đó ta viết lại giả thiết là 
[image: image292.wmf]x;y;z0
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 và 
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Bất đẳng thức cần chứng minh trở thành 
[image: image294.wmf]xyz1

³

. 

Ta chứng minh bất đẳng thức trên bằng phương pháp phản chứng

Thật vậy, giả sử 
[image: image295.wmf]xyz1
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. Khi đó theo bất đẳng thức Cauchy ta được
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Hay 
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Tuy nhiên cũng theo bất đẳng thức Cauchy ta được 
[image: image300.wmf]x1
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, thiết lập các đánh giá tương tự ta có 
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Mặt khác 
[image: image302.wmf]2229
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Mâu thuẫn này chứng tỏ điều giả sử trên là sai, do vậy 
[image: image303.wmf]xyz1
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. Như vậy bất đẳng thức trên được chứng minh, dấu đẳng thức xẩy ra khi 
[image: image304.wmf]abc1
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.

Nhận xét: Ta có thể sử dụng phương pháp phản chứng theo hướng như sau

Giả sử 
[image: image305.wmf]1
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, khi đó từ giả thiết của bài toán suy ra
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Theo bất đẳng thức Cauchy và kết hợp với giả sử ta lại có 
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Do đó 
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Cộng theo vế a bất đẳng thức trên ta được
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Điều này mâu thuẫn với đẳng thức trên, do đó điều giả sử là sai. Như vậy bất đẳng thức trên được chứng minh.

Ví dụ 23. Cho a, b, c là các số thực thỏa mãn đồng thời các điều kiện sau: 
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       Chứng minh rằng:          
[image: image311.wmf]0a1;1b3;3c4
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Lời giải

Từ giả thiết của bài toán, ta suy ra 
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Mặt khác, vì a, b, c là các số dương cho nên    
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Hay  
[image: image314.wmf]3
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, từ đó suy ra 
[image: image315.wmf]0a4
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, do vậy 
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Khi đó          
[image: image317.wmf](
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. Suy ra 
[image: image318.wmf]c3
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.

Bây giờ ta chứng minh 
[image: image319.wmf]c4
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. Thật vậy, giả sử 
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 khi đó ta được 
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Hay 
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. Mâu thuẫn với 
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, do vậy 
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Từ đó ta có 
[image: image326.wmf]3c4
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Cũng từ đây ta suy ra 
[image: image327.wmf]abc4
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. Ta chứng minh 
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. Thật vậy, giả sử 
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Khi đó ta được 
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, suy ra 
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Hay                        
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Cộng theo vế ba bất đẳng thức trên ta được  
[image: image333.wmf](
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Điều này mâu thuẫn với điều kiện 
[image: image334.wmf]222
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. Do đó 
[image: image335.wmf]a1
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. Vậy 
[image: image336.wmf]0a1
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Cuối cùng ta chứng minh 
[image: image337.wmf]1b3
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Thật vậy, vì 
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 và 
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, do đó 
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 hay 
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Ta cần chứng minh 
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Giả sử 
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, khi đó ta có  
[image: image344.wmf](

)

(

)

b3c30

--³


           Hay               
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Từ đó suy ra 
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            Hay                           
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Đánh giá cuối cùng là một đánh giá sai do 
[image: image348.wmf]3c4
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. Vì vậy giả sử 
[image: image349.wmf]b3
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 là sai.

Do đó 
[image: image350.wmf]b3
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. Vậy ta được 
[image: image351.wmf]1b3
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.

Như vậy bài toán được chứng minh xong. http://vnteach.com – Website tài liệu cho giáo viên và học sinh
12
http://vnteach.com – Website tài liệu cho giáo viên và học sinh

_1503498692.unknown

_1503501567.unknown

_1503501840.unknown

_1503501976.unknown

_1503644192.unknown

_1510332316.unknown

_1510430396.unknown

_1510430451.unknown

_1510430472.unknown

_1510430479.unknown

_1510430462.unknown

_1510430423.unknown

_1510430377.unknown

_1510430386.unknown

_1510332326.unknown

_1510332335.unknown

_1508962149.unknown

_1510332301.unknown

_1510332308.unknown

_1510225643.unknown

_1510225907.unknown

_1503644349.unknown

_1503644370.unknown

_1503644279.unknown

_1503502071.unknown

_1503502073.unknown

_1503502074.unknown

_1503502072.unknown

_1503502069.unknown

_1503502070.unknown

_1503502068.unknown

_1503501897.unknown

_1503501936.unknown

_1503501960.unknown

_1503501967.unknown

_1503501953.unknown

_1503501912.unknown

_1503501920.unknown

_1503501904.unknown

_1503501868.unknown

_1503501882.unknown

_1503501890.unknown

_1503501876.unknown

_1503501855.unknown

_1503501861.unknown

_1503501848.unknown

_1503501698.unknown

_1503501755.unknown

_1503501810.unknown

_1503501826.unknown

_1503501833.unknown

_1503501819.unknown

_1503501768.unknown

_1503501801.unknown

_1503501762.unknown

_1503501725.unknown

_1503501740.unknown

_1503501749.unknown

_1503501732.unknown

_1503501711.unknown

_1503501719.unknown

_1503501704.unknown

_1503501630.unknown

_1503501659.unknown

_1503501683.unknown

_1503501689.unknown

_1503501675.unknown

_1503501666.unknown

_1503501645.unknown

_1503501651.unknown

_1503501637.unknown

_1503501598.unknown

_1503501617.unknown

_1503501624.unknown

_1503501611.unknown

_1503501584.unknown

_1503501591.unknown

_1503501574.unknown

_1503499735.unknown

_1503499874.unknown

_1503501372.unknown

_1503501434.unknown

_1503501481.unknown

_1503501538.unknown

_1503501552.unknown

_1503501559.unknown

_1503501545.unknown

_1503501489.unknown

_1503501452.unknown

_1503501466.unknown

_1503501473.unknown

_1503501460.unknown

_1503501445.unknown

_1503501404.unknown

_1503501420.unknown

_1503501427.unknown

_1503501412.unknown

_1503501387.unknown

_1503501394.unknown

_1503501380.unknown

_1503500010.unknown

_1503501333.unknown

_1503501349.unknown

_1503501363.unknown

_1503501356.unknown

_1503501340.unknown

_1503501319.unknown

_1503501326.unknown

_1503501294.unknown

_1503501312.unknown

_1503501301.unknown

_1503501280.unknown

_1503501286.unknown

_1503500011.unknown

_1503499904.unknown

_1503499919.unknown

_1503500008.unknown

_1503500009.unknown

_1503499926.unknown

_1503499911.unknown

_1503499889.unknown

_1503499896.unknown

_1503499881.unknown

_1503499805.unknown

_1503499836.unknown

_1503499859.unknown

_1503499866.unknown

_1503499848.unknown

_1503499819.unknown

_1503499827.unknown

_1503499811.unknown

_1503499766.unknown

_1503499780.unknown

_1503499786.unknown

_1503499773.unknown

_1503499749.unknown

_1503499758.unknown

_1503499742.unknown

_1503499550.unknown

_1503499666.unknown

_1503499705.unknown

_1503499721.unknown

_1503499729.unknown

_1503499714.unknown

_1503499687.unknown

_1503499695.unknown

_1503499674.unknown

_1503499614.unknown

_1503499633.unknown

_1503499648.unknown

_1503499659.unknown

_1503499625.unknown

_1503499598.unknown

_1503499606.unknown

_1503499588.unknown

_1503499450.unknown

_1503499487.unknown

_1503499505.unknown

_1503499516.unknown

_1503499494.unknown

_1503499470.unknown

_1503499479.unknown

_1503499460.unknown

_1503498787.unknown

_1503498888.unknown

_1503498889.unknown

_1503498799.unknown

_1503498886.unknown

_1503498733.unknown

_1503498754.unknown

_1503498716.unknown

_1503497729.unknown

_1503498063.unknown

_1503498202.unknown

_1503498427.unknown

_1503498539.unknown

_1503498614.unknown

_1503498633.unknown

_1503498550.unknown

_1503498485.unknown

_1503498531.unknown

_1503498443.unknown

_1503498232.unknown

_1503498246.unknown

_1503498285.unknown

_1503498239.unknown

_1503498218.unknown

_1503498225.unknown

_1503498209.unknown

_1503498143.unknown

_1503498174.unknown

_1503498188.unknown

_1503498195.unknown

_1503498181.unknown

_1503498158.unknown

_1503498166.unknown

_1503498150.unknown

_1503498098.unknown

_1503498115.unknown

_1503498134.unknown

_1503498108.unknown

_1503498078.unknown

_1503498090.unknown

_1503498071.unknown

_1503497905.unknown

_1503497985.unknown

_1503498036.unknown

_1503498050.unknown

_1503498056.unknown

_1503498043.unknown

_1503498021.unknown

_1503498029.unknown

_1503498007.unknown

_1503497952.unknown

_1503497971.unknown

_1503497977.unknown

_1503497960.unknown

_1503497920.unknown

_1503497945.unknown

_1503497912.unknown

_1503497843.unknown

_1503497874.unknown

_1503497889.unknown

_1503497897.unknown

_1503497882.unknown

_1503497857.unknown

_1503497867.unknown

_1503497850.unknown

_1503497771.unknown

_1503497785.unknown

_1503497793.unknown

_1503497778.unknown

_1503497745.unknown

_1503497763.unknown

_1503497737.unknown

_1503497114.unknown

_1503497285.unknown

_1503497347.unknown

_1503497460.unknown

_1503497462.unknown

_1503497463.unknown

_1503497461.unknown

_1503497458.unknown

_1503497459.unknown

_1503497456.unknown

_1503497457.unknown

_1503497356.unknown

_1503497455.unknown

_1503497316.unknown

_1503497331.unknown

_1503497339.unknown

_1503497323.unknown

_1503497300.unknown

_1503497308.unknown

_1503497293.unknown

_1503497220.unknown

_1503497251.unknown

_1503497266.unknown

_1503497274.unknown

_1503497258.unknown

_1503497236.unknown

_1503497243.unknown

_1503497228.unknown

_1503497186.unknown

_1503497202.unknown

_1503497209.unknown

_1503497193.unknown

_1503497134.unknown

_1503497175.unknown

_1503497125.unknown

_1503496946.unknown

_1503497020.unknown

_1503497056.unknown

_1503497097.unknown

_1503497105.unknown

_1503497077.unknown

_1503497035.unknown

_1503497042.unknown

_1503497027.unknown

_1503496976.unknown

_1503496992.unknown

_1503497013.unknown

_1503496984.unknown

_1503496962.unknown

_1503496969.unknown

_1503496955.unknown

_1501419944.unknown

_1503496879.unknown

_1503496913.unknown

_1503496932.unknown

_1503496939.unknown

_1503496921.unknown

_1503496895.unknown

_1503496904.unknown

_1503496887.unknown

_1503496847.unknown

_1503496863.unknown

_1503496872.unknown

_1503496855.unknown

_1503496820.unknown

_1503496836.unknown

_1501564819.unknown

_1501565327.unknown

_1501569896.unknown

_1501678702.unknown

_1501569078.unknown

_1501565061.unknown

_1501479729.unknown

_1501479742.unknown

_1501564464.unknown

_1501479110.unknown

_1501479122.unknown

_1501421581.unknown

_1501332923.unknown

_1501347544.unknown

_1501350885.unknown

_1501351094.unknown

_1501349227.unknown

_1501335286.unknown

_1501336336.unknown

_1501335097.unknown

_1501330562.unknown

_1501330717.unknown

_1501332685.unknown

_1501330591.unknown

_1497854839.unknown

_1500463322.unknown

_1501330532.unknown

_1497855552.unknown

_1497855808.unknown

_1497855824.unknown

_1497855581.unknown

_1497855160.unknown

_1497854855.unknown

_1497855129.unknown

_1497854763.unknown

_1497854816.unknown

_1375333636.unknown

