
Chuyên đề 4
HÌNH BÌNH HÀNH

A. Kiến thức cần nhớ
1. Định nghĩa

Hình bình hành là tứ giác có các cạnh đối song song (h.4.1).
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                      Hình 4.1                                                                          Hình 4.2
2. Tính chất

Trong hình bình hành (h.4.2):

· Các cạnh đối bằng nhau;

· Các góc đối bằng nhau;

· Hai đường chéo cắt nhau tại trung điểm mỗi đường.

3. Dấu hiệu nhận biết

· Tứ giác có các cạnh đối song song là hình bình hành;
· Tứ giác có các cạnh đối bằng nhau là hình bình hành;
· Tứ giác có hai cạnh đối song song và bằng nhau là hình bình hành;
· Tứ giác có các góc đối bằng nhau là hình bình hành;
· Tứ giác có hai đường chéo cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường là hình bình hành.
B. Một số ví dụ
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Ví dụ 1: Cho hình bình hành ACBD. Trên tia đối của tia AD lấy điểm M, trên tia đối của tia CB lấy điểm N sao cho 
[image: image3.wmf]=
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 . Chứng minh rằng ba đường thẳng MN, AC, BD gặp nhau tại một điểm.
Giải (h.4.3) 
* Tìm cách giải

AC và BD là hai đường chéo của hình bình hành ABCD nên chúng cắt nhau tại trung điểm O của AC. Ta còn phải chứng minh MN đi qua O. Muốn vậy chỉ cần chứng minh AMCN là hình bình hành để suy ra đường chéo MN đi qua trung điểm O của AC. 
* Trình bày lời giải

Tứ giác: AMCN có 
[image: image4.wmf]P
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 và 
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 nên là hình bình hành. Suy ra hai đường chéo MN và AC cắt nhau tại trung điểm O của AC.

Mặt khác, ABCD là hình bình hành nên hai đường chéo BD và AC cắt nhau tại trung điểm O của AC.

Vậy các đường thẳng MN, BD và AC cùng đi qua trung điểm O của AC.

Nhận xét: Hai hình bình hành AMCD và ABCD có chung đường chéo AC thì các đường chéo của chúng đồng quy tại trung điểm của đường chéo chung.

Ví dụ 2: Cho hình bình hành ABCD. Vẽ ra phía ngoài của hình bình hành các tam giác đều ABM và AND. Chứng minh rằng tam giác CMN là tam giác đều.
Giải (h4.4)
* Tìm cách giải
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Đề bài cho hình bình hành và các tam giác đều nên có nhiều đoạn thẳng bằng nhau, nhiều góc bằng nhau. Do đó có thể nghĩ đến việc chứng minh tam giác bằng nhau.

* Trình bày lời giải

Ta đặt: 
[image: image6.wmf]¼

=

a

ABC

 thì 
[image: image7.wmf]¼

¼

;180;

==°-

aa

ADCBAD



[image: image8.wmf]¼

(

)

360606018060.

=°-°+°+°-=°+

aa

MAN



[image: image9.wmf]MAN

D

 và 
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Do đó: 
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Chứng minh tương tự, ta được: 
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Từ 
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suy ra: 
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 . Vậy 
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đều.
Nhận xét: Việc đặt 
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 là một kỹ thuật giúp ta tính toán và so sánh góc được nhanh chóng, tiện lợi.
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Ví dụ 3: Chứng minh rằng nếu một tam giác có hai đường trung tuyến vuông góc với nhau thì tổng các bình phương của hai đường trung tuyến này bằng bình phương đường trung tuyến thứ ba.

Giải (h4.5) 
* Tìm cách giải

Kết luận của bài toán gợi ý cho ta vận dụng định lý Py-ta-go. Muốn vậy phải vẽ đường phụ tạo ra một tam giác vuông có ba cạnh bằng ba đường trung tuyến.

* Trình bày lời giải

Giả sử tam giác ABC là tam giác có ha đường trung tuyến BD và CE vuông góc với nhau. Ta phải chứng minh 
[image: image19.wmf]222
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 (AF là đường trung tuyến thứ ba).
Trên tia ED lấy điểm K sao cho D là trung điểm của EK. Tứ giác AKCE có hai đường chéo cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường nên là hình bình hành.
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Ta có: 
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Vậy tứ giác DKFB là hình bình hành 
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Mặt khác, 
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 nên 
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Do đó 
[image: image29.wmf]KAF

D

 vuông tại 
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C. Bài tập vận dụng
· Tính chất hình bình hành
4.1. Cho tam giác nhọn ABC. Vẽ ra phía ngoài của tam giác này các tam giác ABD và tam giác ACE vuông cân tại A. Gọi M là trung điểm của DE. Chứng minh rằng hai đường thẳng MA và BC vuông góc với nhau.

4.2. Cho hình bình hành ABCD. Vẽ ra ngoài hình bình hành các tam giác ABM vuông cân tại A, tam giác BCN vuông cân tại C. Chứng minh rằng tam giác DMN vuông cân.

4.3. Cho tam giác nhọn ABC có trực tâm H. Chứng minh rằng chu vi của tam giác ABC lớn hơn 
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4.4. Cho hình thang cân 
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)

P

ABCDABCD

 và một điểm O ở trong hình này. Chứng minh rằng có một tứ giác mà bốn cạnh lần lượt bằng OA, OB, OC, OD và bốn đỉnh nằm trên bốn cạnh của hình thang cân.
4.5. Cho hình bình hành ABCD và đường thẳng xy không cắt các cạnh của hình bình hành. Qua các đỉnh A, B, C, D vẽ các đường thẳng vuông góc với xy, cắt xy lần lượt tại 
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. Chứng minh rằng 
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4.6. Cho hình bình hành 
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 . Vẽ ra ngoài hình bình hành tam giác ABM cân tại B và tam giác ADN cân tại D sao cho 
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a) Chứng minh rằng 
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b) Trên AC lấy một điểm O. Hãy so sánh OM với ON.

4.7. Cho tam giác ABC cân tại A, 
[image: image38.wmf]<
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 . Trên tia AB có điểm D, trên tia CA có điểm E sao cho 
[image: image39.wmf]===
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 . Tính các góc của tam giác ABC.

· Nhận biết hình bình hành
4.8. Chứng minh rằng trong một tứ giác, đoạn thẳng nối trung điểm hai đường chéo và các đoạn thẳng nối trung điểm của hai cặp cạnh đối diện gặp nhau tại một điểm (định lí Giéc-Gôn, nhà Toán học Pháp).

4.9. Cho tứ giác ABCD. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AB và CD. Gọi E, F, G, H lần lượt là trung điểm của NA, NB, MC, MD. Chứng minh rằng ba đường thẳng MN, EF, GH đồng quy.

4.10. Cho đoạn thẳng PQ và một điểm A ở ngoài đường thẳng PQ. Vẽ hình hình hành ABCD có đường chéo 
[image: image40.wmf]P
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 và 
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 . Chứng minh rằng mỗi đường thẳng BC và CD luôn đi qua một điểm cố định.
4.11. Trong tất cả các tứ giác với hai đường chéo có độ dài m và n cho trước và góc xen giữa hai đường chéo có độ lớn 
[image: image42.wmf]a

cho trước hãy xác định tứ giác có chu vi nhỏ nhất.

· Dựng hình bình hành
4.12. Cho tam giác ABC. Dựng điểm 
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MAB

 , điểm 
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 sao cho 
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4.13. Dựng hình bình hành ABCD biết vị trí các điểm A và vị trí các trung điểm M, N của BC và CD.

4.14. Cho trước hai điểm A và B thuộc hai nửa mặt phẳng đối nhau bờ là đường thẳng d. Một đoạn thẳng CD có dộ dài a cho trước nằm trên đường thẳng d. Hãy xác định vị trí của điểm C và D để tổng 
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 nhỏ nhất.

4.15. Hai điểm dân cư A và B ở hai bên một con sông có hai bờ d và 
[image: image48.wmf]¢
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 . Chiều rộng con sông bằng a. Hãy tìm địa điểm bắc cầu sao cho quãng đường từ A sang B là ngắn nhất (cầu vuông góc với bờ sông).
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Hướng dẫn giải

4.1. (h.4.6)
Vẽ hình bình hành DAEF. Khi đó AF đi qua M.

Gọi H là giao điểm của MA với BC. 
Ta có: 
[image: image49.wmf].

==

EFADAB



[image: image50.wmf]¼

¼

180

+=°

AEFDAE

 mà 
[image: image51.wmf]¼

¼

180

+=°

BACDAE

 nên


[image: image52.wmf]¼

¼

.

=

AEFBAC



[image: image53.wmf](

)

º

º

11

...

AEFCABgcgAC

D=DÞ=


Ta có: 
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Do đó: 
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4.2. (h.4.7)
Ta đặt 
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Do đó 
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Kéo dài MA cắt CD tại H. Ta có:
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Xét 
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Từ (1) và (2) suy ra 
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4.3. (H.4.8)
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Vẽ 
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Vì 
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Xét 
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Xét hình bình hành ANHM có
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Từ (1), (2), (3) suy ra:
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do đó 
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Chứng minh tương tự, ta được: 
[image: image84.wmf]+>++

BCBAHAHBHC
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Cộng từng vế ba bất đẳng thức trên ta được:
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Do đó 
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4.4. (h.4.9)

[image: image237.png]Hinh 4.8



Qua O dựng một đường thẳng song song với BC cắt AB và CD lần lượt tại E và G. Qua O dựng một đường thẳng song song với CD cắt AD tại H.

Qua E dựng một đường thẳng song song với OC cắt BC tại F. 
Khi đó tứ giác EFGH thỏa mãn đề bài.

Thật vậy, các tứ giác AEOH, HOGD là những hình thang cân.
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Tứ giác EFCO là hình bình hành 
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Vậy tứ giác OBFG là hình bình hành 
[image: image92.wmf].
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Từ (1), (2), (3) suy ra tứ giác EFGH thỏa mãn đề bài. 
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4.5. (h.4.10)
Gọi O là giao điểm của AC và BD. Vẽ 
[image: image93.wmf].
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Xét hình thang 
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hình thang 
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Xét hình thang 
[image: image102.wmf]¢¢

DDBB

, cũng chứng minh tương tự, ta có: 
[image: image103.wmf]2.

¢¢¢

+=

BBDDOO


Từ đó suy ra: 
[image: image104.wmf].

¢¢¢¢

+=+

AACCBBDD

 

[image: image239.png]Hinh 4.10 y



4.6. (h.4.11)

a) Vì ABCD là hình bình hành nên 
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b) Các 
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Xét 
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Xét 
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4.7. (h.4.12)

Vẽ hình bình hành BDEF thì 
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Ta có: 
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Từ (1) và (2) suy ra 
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Suy ra 
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Từ đó suy ra: 
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Ta đặt 
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Vẽ tia Fx là tia đối của tia FC.

Vì 
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Ta có: 
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Từ 
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4.8. (h.4.13)

Gọi M, N, P, Q, E. F lần lượt là trung điểm của AB, BC, CD, DA, AC và BD. Ta phải chứng minh MP, NQ và EF cùng đi qua một điểm.

Xét 
[image: image146.wmf]ABC

D

 có MN là đường trung bình 

[image: image147.wmf]Þ

P

MNAC

 và 
[image: image148.wmf].
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Chứng minh tương tự, ta có:


[image: image149.wmf]P

PQAC

 và 
[image: image150.wmf].
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PQ


Suy ra 
[image: image151.wmf]P

MNPQ

 và 
[image: image152.wmf]=

MNPQ

. Do đó tứ giác MNPQ là hình bình hành.

Chứng minh tương tự, ta được tứ giác MEPF là hình bình hành.

[image: image242.png]


Hai hình bình hành MNPQ và MEPF có chung đường chéo MP nên các đường chéo MP, NQ và EF đồng quy tại trung điểm của mỗi đường.

4.9. (h.4.14)
Bạn chứng minh tứ giác MGNH và MFNE là hình bình hành.Hai hình bình hành này có chung đường chéo MN nên các đường chéo MN, EF và GH đồng quy. 
[image: image243.png]o



4.10. (h.4.15)

Qua A vẽ đường thẳng 
[image: image153.wmf].
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Trên tia Ax lấy điểm M, trên tia Ay lấy điểm N sao cho 
[image: image154.wmf].
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Như vậy các điểm M và N cố định.

Tứ giác AMBD có hai cạnh đối diện song song và bằng nhau nên là hình bình hành 
[image: image155.wmf].
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Mặt khác, 
[image: image156.wmf]P

BCAD

 nên ba điểm B, M, C thẳng hàng (tiên đề Ơ-clit)

Do đó đường thẳng BC đi qua điểm cố định M.

Chứng minh tương tự, ta được đường thẳng CD đi qua điểm cố định N.

[image: image244.png]Hinh4.15



4.11. (h.4.16)
Xét tứ giác ABCD có 
[image: image157.wmf],
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ACmBDn

 và 
[image: image158.wmf]¼
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Vẽ hình bình hành ADBE và vẽ hình bình hành CAEF.

Khi đó: 
[image: image159.wmf];;
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[image: image160.wmf]¼
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Như vậy hình bình hành CAEF hoàn toàn được xác định, do đó hai đường chéo AF và CE không đổi.

Dễ thấy tứ giác BFCD là hình bình hành 
[image: image161.wmf].
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Chu vi tứ giác ABCD là:

[image: image245.png]



[image: image162.wmf](
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Dấu 
[image: image163.wmf]""
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[image: image165.wmf]ì

Û

í

î

P

P

ABCD

ADBC



[image: image166.wmf]Û

ABCD

là hình bình hành.
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Vậy chu vi của tứ giác ABCD nhỏ nhất khi và chỉ khi ABCD là hình bình hành.

4.12. (h.4.17)
a) Phân tích

Giả sử đã dựng được 
[image: image167.wmf]P

MNBC

 sao cho 
[image: image168.wmf].
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Vẽ 
[image: image169.wmf](
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Tứ giác MNDB là hình bình hành


[image: image170.wmf]Þ=

DNBM

 mà 
[image: image171.wmf]=

BMAN

 nên 
[image: image172.wmf]=Þ
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[image: image173.wmf]NAD
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 cân 
[image: image174.wmf]º
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AD


Mặt khác, 
[image: image175.wmf]º

º

11

=

AD

 (so le trong) nên 
[image: image176.wmf]º

º

12
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AA


Do đó AD là đường phân giác của góc A.

Điểm D dựng được suy ra các điểm N và M cũng dựng được.

b) Cách dựng

- Dựng đường phân giác AD của tam giác ABC.

- Dựng 
[image: image177.wmf](
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P

DNABNAC


- Dựng 
[image: image178.wmf](

)

.

Î

P

NMBCMAB


Các bước còn lại, bạn đọc tự giải.

4.13. (h.4.18)

[image: image248.png]Hinh 4.19



a) Phân tích

Giả sử đã dựng được hình bình hành thỏa mãn đề bài.

Gọi O là giao điểm của hai đường chéo và K là giao điểm của MN và AC.

Xét 
[image: image179.wmf]CBD

D

 có MN là đường trung bình, 
[image: image180.wmf].
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MNBD


Xét 
[image: image181.wmf]COB

D

 có 
[image: image182.wmf]=

MBMC

 và 
[image: image183.wmf]P

MKOB

 nên 
[image: image184.wmf].
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CKKO


Vậy MK là đường trung bình nên 
[image: image185.wmf]1

.

2

MKOB

=


Chứng minh tương tự, ta được 
[image: image186.wmf]1

.

2
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KNOD


Mặt khác, 
[image: image187.wmf]=

OBOD

 nên 
[image: image188.wmf].
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Vậy điểm K là trung điểm của MN xác định được.

Dễ thấy 
[image: image189.wmf]111

224
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OKKCOCOAKCAC

 suy ra 
[image: image190.wmf]1
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Điểm C nằm trên tia đối của tia KA và cách K một khoảng 
[image: image191.wmf]1

.

3

AK


Điểm C xác định được thì các điểm B và D cũng xác định được.

b) Cách dựng

- Dựng đoạn thẳng MN.

- Dựng trung điểm K của MN.

- Dựng tia AK.

- Trên tia đối của tia KA dựng điểm C sao cho 
[image: image192.wmf]1

.

3

=

KCKA


- Dựng điểm B sao cho M là trung điểm của CB.

- Dựng điểm D sao cho N là trung điểm của CD.

- Dựng các đoạn thẳng AB, AD ta được hình bình hành phải dựng.

Bạn đọc giải tiếp các bước còn lại.

4.14. (h.4.19)

Giả sử đã xác định được vị trí của C và 
[image: image193.wmf]Î

Dd

để tổng 
[image: image194.wmf]++

ACCDDB

 nhỏ nhất. Vẽ hình bình hành 
[image: image195.wmf]¢

CDBB

(chú ý CD và 
[image: image196.wmf]¢

BB

 ngược chiều nhau). 
Khi đó 
[image: image197.wmf]¢

==

BBCDa

 (không đổi); 
[image: image198.wmf].

¢
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DBCB


Điểm 
[image: image199.wmf]¢

B

cố định.

Ta có tổng 
[image: image200.wmf]++

ACCDDB

 nhỏ nhất 
[image: image201.wmf]Û+

ACDB

 nhỏ nhất (vì 
[image: image202.wmf]=

CDa

 không đổi).


[image: image203.wmf]¢

Û+

ACCB

 nhỏ nhất 
[image: image204.wmf],,
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 thẳng hàng.

Từ đó ta xác định điểm 
[image: image205.wmf]Î

Cd

 như sau:

- Qua B vẽ một đường thẳng song song với d, trên đó lấy 
[image: image206.wmf]¢

B

 sao cho 
[image: image207.wmf]¢
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BBa

 (
[image: image208.wmf]¢

BB

 ngược chiều với CD)

- Lấy giao điểm C của 
[image: image209.wmf]¢

BA

 và d
- Lấy 
[image: image210.wmf]Î

Dd

 sao cho 
[image: image211.wmf]=

CDa

 (CD và 
[image: image212.wmf]¢

BB

 ngược chiều)

Khi đó tổng 
[image: image213.wmf]++

ACCDDB

 nhỏ nhất.

Phần chứng minh dành cho bạn đọc.

4.15. (h.4.20)

Giả sử đã xác định được vị trí CD của cầu 
[image: image214.wmf](
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;

¢
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CdDd

 sao cho tổng 
[image: image215.wmf]++

ACCDDB

 nhỏ nhất.

Vẽ hình bình hành 
[image: image216.wmf]¢

ACDA

.

Ta có: 
[image: image217.wmf],
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ACADAACDa

 và 
[image: image218.wmf].
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AAd

 
Khi đó 
[image: image219.wmf]¢

A

 là một điểm cố định.

Ta có tổng 
[image: image220.wmf]++

ACCDDB

 nhỏ nhất


[image: image221.wmf]Û+

ACDB

 nhỏ nhất (vì 
[image: image222.wmf]=

CDa

 không đổi)


[image: image223.wmf]¢

Û+

ADDB

 nhỏ nhất 
[image: image224.wmf],,

¢

Û

ADB

 thẳng hàng.

Từ đó ta xác định vị trí CD của cầu như sau:

- Vẽ 
[image: image225.wmf]^

AHd


- Trên tia AH lấy 
[image: image226.wmf]¢

A

 sao cho 
[image: image227.wmf]¢

=

AAa


- Lấy giao điểm D của 
[image: image228.wmf]¢

AB

 và 
[image: image229.wmf].

¢

d


- Vẽ 
[image: image230.wmf](

)

.
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DCdCd


Khi đó 
[image: image231.wmf]++

ACCDDB

 nhỏ nhất.

Phần chứng minh dành cho bạn đọc.
thẳng hàng
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