Chuyên đề 26. ĐỒNG DƯ THỨC
A. Kiến thức cần nhớ
I. Định nghĩa: Cho số nguyên 
[image: image1.wmf]0
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. Nếu hai số nguyên a và b khi chia cho m có cùng số dư thì ta nói a đồng dư với b theo môđun m và ký hiệu: 
[image: image2.wmf]ab
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 (mod m).
Chú ý: a) 
[image: image3.wmf]ab

º

 (mod m) là một đồng dư thức với a là vế trái, b là vế phải.


b) 
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 sao cho 
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c) Nếu a và b không đồng dư với nhau theo môđun m ta ký hiệu: 
[image: image7.wmf]a
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 (mod m).
II.Tính chất:
1. Tính chất phản xạ: 
[image: image8.wmf]aa
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  (mod m)

2. Tính chất đối xứng: 
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3. Tính chất bắc cầu: 
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 (mod m); 
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4. Cộng hay trừ từng vế của đồng dư thức có cùng môđun:
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 (mod m); 
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Tổng quát: 
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5. a) Nhân hai vế của đồng dư thức với một số nguyên: 
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 (mod m)
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 (mod m) với 
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b) Nhân hai vế và môđun của đồng dư thức với một số nguyên dương:


[image: image22.wmf]ab
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 (mod m)  
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6. Nhân từng vế của nhiều đồng dư thức có cùng môđun:


[image: image25.wmf]ab
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 (mod m); 
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Tổng quát 
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7. Nâng hai vế của một đồng dư thức lên cùng một lũy thừa:
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8. Nếu hai số đồng dư với nhau theo nhiều môđun thì chúng đồng dư với nhau theo môđun là BCNN của các môđun ấy:
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Đặc biệt nếu (mi; mj) = 1 (i; j = 1; 2; …; k) thì 
[image: image35.wmf]ab
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 (mod mi) 
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 (mod m1; m2;…;mk)

9. Nếu 
[image: image37.wmf]ab
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 (mod m) thì tập hợp các ước chung của a và m bằng tập hợp các ước chung của b và m.

Đặc biệt: 
[image: image38.wmf]ab
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 (mod m) 
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10. Chia hai vế và môđun của một đồng dư cho một ước dương chung của chúng:
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Đặc biệt: 
[image: image42.wmf]acbc
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III. Một số định lý  (ta thừa nhận không chứng minh)

1. Định lý Fermat bé. Cho a là số nguyên dương và p là số nguyên tố. Khi đó ta luôn có 
[image: image44.wmf](mod)
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. Đặc biệt nếu 
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2. Định lý Wilson. Với mọi số nguyên tố p thì 
[image: image47.wmf](1)!1(mod)
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3. Định lý Euler. Cho m là số nguyên dương và a là số nguyên tố cùng nhau với m; 
[image: image48.wmf]()
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 là số các số nguyên dương nhỏ hơn m và nguyên tố cùng nhau với m.

Khi đó 
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Chú ý: Nếu số nguyên dương m có dạng phân tích thành thừa số nguyên tố:
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B. Một số ví dụ
1. Dạng toán tìm số dư trong phép chia có dư

* Tìm cách giải: Với hai số nguyên a và m, m > 0 luôn có duy nhất cặp số nguyên q, r sao cho 
[image: image52.wmf],0.
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 Để tìm số dư r trong phép chia a cho m ta cần tìm r sao cho 
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Ví dụ 1: a) Tìm số dư trong phép chia 
[image: image54.wmf]5
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   b) Tìm số dư trong phép chia 
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Giải
a) Ta có 
[image: image56.wmf]15329.17022(mod9)
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 do đó 
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 Vì 
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Do đó 
[image: image60.wmf]5
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. Vậy số dư cần tìm là 4.

b) Ta có 
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[image: image63.wmf]20182018

2016212(mod5)

Þ+º+

. Vì 
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Do đó 
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 Vậy số dư cần tìm là 3.
Ví dụ 2: Chứng minh 
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Giải
Ta phải tìm số tự nhiên r sao cho
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Ta có 
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Do đó 
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Ví dụ 3: a) Hãy tìm chữ số tận cùng của 
[image: image72.wmf]10
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   b) Hãy tìm hai chữ số tận cùng của 
[image: image73.wmf]1000
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Giải
a) Tìm chữ số tận cùng của một số là tìm dư trong phép chia số đó cho 10.
Vì 
[image: image74.wmf]21
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Do 
[image: image75.wmf]10
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 là số nên số 
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có chữ số tận cùng là 9.

b) Tìm hai chữ số tận cùng của một số là tìm dư trong phép chia số đó cho 100.

Ta có 
[image: image77.wmf]482
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Mà 
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 Vậy 
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Do đó 
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 nghĩa là hai chữ số sau cùng của 
[image: image84.wmf]1000
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 là 01.
2. Dạng toán chứng minh sự chia hết:
Khi số dư trong phép chia a cho m bằng 0 thì 
[image: image85.wmf]am
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.  Như vậy để chứng tỏ 
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 ta chứng minh 
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Ví dụ 4: Chứng minh 
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Giải
Ta có 
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Mặt khác 
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Vậy 
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Ví dụ 5: Chứng minh rằng 
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Giải
Cách 1: Ta có 
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Do đó 
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Do đó 
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Vậy với 
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Cách 2:  Ta có 
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 Nhân vế với vế của (1) và (2) ta có:
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3. Dạng toán xác định dấu hiệu chia hết

Ví dụ 6: Cho số 
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Hãy xác định dấu hiệu chia hết:

a) Cho 3.





b) Cho 4.
Giải
Ta có 
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a) Ta có 
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Vậy
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b) Ta có 
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Vậy 
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4. Dạng toán sử dụng các định lý:
Ví dụ 7: Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n thì:
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Giải

Theo định lý Fermat bé ta có 
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Mặt khác 
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Do đó 
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Mà 
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Do 
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Ví dụ 8: Cho 
[image: image128.wmf]122016
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 là 2016 số nguyên dương. Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ để 
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Giải
Theo định lý Fermat bé, do 2; 3; 5 là các số nguyên tố và a là số nguyên dương bất kỳ ta có:
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Theo tính chất nếu hai số đồng dư với nhau theo nhiều môđun thì chúng đồng dư với nhau theo môđun là BCNN của các môđun ấy.

Do đó 
[image: image134.wmf]5
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Nghĩa là 
[image: image136.wmf](

)

(

)

5555

1232016122016

......0(mod30)

aaaaaaa

++++-+++º

 

Vậy 
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Ví dụ 9: Chứng minh rằng trong các số tự nhiên thế nào cũng có số k sao cho 
[image: image138.wmf]19831
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(Đề thi học sinh giỏi toán cấp 2 toàn quốc năm 1983).
Giải

Vì 1983 không chia hết cho 2 và không chia hết cho 5 mà 
[image: image140.wmf]555
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 Nghĩa là 
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Vậy 
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5. Dạng toán khác
Ví dụ 10: Chứng minh rằng 
[image: image146.wmf]4444
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Giải
Do 5 là số nguyên tố nên theo Định lý Fermat bé ta có: với a = 1; 2; 3; 4 ta có:
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Do đó 
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Chứng tỏ 
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Ví dụ 11: Chứng minh rằng với mỗi số nguyên tố p tồn tại vô số số có dạng 
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(Thi vô địch Canada năm 1983).
Giải

* Nếu 
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* Nếu 
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Mặt khác 
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Vậy tồn tại vô số số tự nhiên n có dạng 
[image: image159.wmf]2
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C. Bài tập vận dụng
Dạng toán tìm số dư trong phép chia có dư
26.1. Tìm số dư trong phép chia
a) 
[image: image161.wmf]8!1
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 cho 11.




b) 
[image: image162.wmf]20152015
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 cho 5.
c) 
[image: image163.wmf]5065
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d) 
[image: image164.wmf]55555
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 cho 4. 

Hướng dẫn giải – đáp số

Với những bài toán dạng này, phương pháp chung là tính toán để đi đến 
[image: image165.wmf](mod)
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 với b là số có trị tuyệt đối nhỏ nhất có thể được (tốt nhất là 
[image: image166.wmf]1)
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 từ đó tính được thuận lợi 
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a) 
[image: image168.wmf]8!1.2.3.4.5.6.7.8
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Ta có 
[image: image169.wmf]3.4121(mod11);2.6121(mod11);7.81(mod11)

=º=ºº

 

Vậy 
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Số dư trong phép chia 
[image: image171.wmf]8!1
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 cho 11 là 4.

b) 
[image: image172.wmf]2015
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c) 
[image: image175.wmf]350316
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[image: image177.wmf]5065
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d) 
[image: image178.wmf]55555

11(mod4);31(mod4);51(mod4);...;971(mod4)

;991(mod4).

ºº-ººº-

 Đáp số : Dư 0.
26.2. Tìm số dư trong phép chia:
a) 
[image: image179.wmf]5

15324
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 cho 9.




b) 
[image: image180.wmf]2000

2

 cho 25.

c) 
[image: image181.wmf]2016

2015
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 cho 13.
Hướng dẫn giải – đáp số

a) 
[image: image182.wmf]55
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[image: image183.wmf]5
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b) 
[image: image184.wmf]510522
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[image: image185.wmf]200010200200

2(2)(1)1(mod25)

=º-º

 

c) 
[image: image186.wmf]2014155.131
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 nên 
[image: image187.wmf]2016
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[image: image188.wmf]2016
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Đáp số : dư 12 
26.3. Tìm số dư trong phép chia:
a) 
[image: image189.wmf]23481632
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 cho 425.

b) 
[image: image190.wmf]23100

10101010
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 cho 7.
Hướng dẫn giải – đáp số

a) Ta có 
[image: image191.wmf]2
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[image: image192.wmf]32
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Tương tự với 
[image: image193.wmf]81632
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 Từ đó có 
[image: image194.wmf]100(mod425)
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Hay số dư trong phép chia A cho 425 là 325

b) Ta có 
[image: image195.wmf]56

107.1428555(mod7);105.101(mod7)
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[image: image196.wmf]1 sè 9
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[image: image198.wmf]104(mod6)
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 và 
[image: image199.wmf]*
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Do đó 
[image: image200.wmf]1064644
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Vậy 
[image: image201.wmf]444445
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26.4. a) Tìm chữ số tận cùng của 
[image: image202.wmf]2

3
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b) Tìm hai chữ số tận cùng của 
[image: image203.wmf]999

3

 

c) Tìm ba chữ số tận cùng của số 
[image: image204.wmf]512

2

 
Hướng dẫn giải – đáp số
a) Ta tìm dư trong phép chia số đó cho10.

Vì 
[image: image205.wmf]2

46(mod10)
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 nên 
[image: image206.wmf]2
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44(4).46.44(mod10)
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 chữ số tận cùng là 4
b) Ta tìm dư trong phép chia số đó cho 100. Theo ví dụ 3 chuyên đề 26 ta đã có 
[image: image207.wmf]1000

301(mod100)
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 nghĩa là hai chữ số sau cùng của 
[image: image208.wmf]1000

3

 là 01. Số
[image: image209.wmf]1000

3

 là bội số của 3 nên chữ số hàng trăm của nó khi chia cho 3 phải có số dư là 2 để chia tiếp thì 201 chia hết cho 3 (nếu số dư là 0 hay 1 thì 001; 101 đều không chia hết cho 3). Vậy số 
[image: image210.wmf]9991000

33:3
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 có hai chữ số tận cùng bằng 201 : 3 =67.

c) Ta tìm dư trong phép chia đó cho 1000. Do 1000 = 125.8 trước hết ta tìm số dư của 
[image: image211.wmf]512
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 cho 125. Từ hằng đẳng thức:


[image: image212.wmf](
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 ta có nhận xét nếu 
[image: image213.wmf]25
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 thì 
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Vì 
[image: image215.wmf]10
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 nên 
[image: image216.wmf]10

2251().

kkN

=-Î


Từ nhận xét trên ta có 
[image: image217.wmf]501055

2(2)(251)1(mod125)
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Vì vậy 
[image: image218.wmf]512501012101212
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Do 
[image: image219.wmf]12102
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Vậy 
[image: image220.wmf]512
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Hay 
[image: image221.wmf]512
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Do 
[image: image222.wmf]512
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 nên 
[image: image223.wmf]88()
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[image: image224.wmf]512

2125.896100096.
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 Vậy ba chữ số tận cùng của số 
[image: image225.wmf]512
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 là 096.  
Dạng toán chứng minh sự chia hết
26.5. Chứng minh: 
a) 
[image: image226.wmf]2015
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b) 
[image: image227.wmf]41
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c) 
[image: image228.wmf]7676
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d) 
[image: image229.wmf]15
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Hướng dẫn giải – đáp số
Để chứng tỏ 
[image: image230.wmf]am
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 ta chứng minh 
[image: image231.wmf]0(mod)
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a) 
[image: image232.wmf]414211(mod7).
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 Do đó 
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hay 
[image: image234.wmf]20152015
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b) Ta có 
[image: image235.wmf]444
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Do đó 
[image: image236.wmf]414
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c) Ta có 
[image: image237.wmf]376325

3271(mod13);3(3).33(mod13)
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Ta có 
[image: image238.wmf]46
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[image: image239.wmf]76612
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Do đó 
[image: image240.wmf]7676
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 hay 
[image: image241.wmf]7676
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d) 
[image: image242.wmf]34111.31
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* Ta có 
[image: image243.wmf]5
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Do đó 
[image: image244.wmf]151553
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[image: image245.wmf]155335
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 do 
[image: image246.wmf]5
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 và 
[image: image247.wmf]3
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Do đó 
[image: image248.wmf]15
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 hay 
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26.6. Chứng minh 
[image: image250.wmf]7920152018
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Hướng dẫn giải – đáp số


[image: image251.wmf]18900(mod7);19451(mod7);20171(mod7)
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  đpcm.
26.7. a) Chứng minh 
[image: image253.wmf]222255551111
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b) Cho 
[image: image254.wmf]69220119
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Chứng minh 
[image: image255.wmf]102.
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) Ta có 
[image: image256.wmf]5555793.744(mod7);2222318.744(mod7)
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Do 
[image: image258.wmf](
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 nên 
[image: image259.wmf]31111
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Hay 
[image: image260.wmf]3333
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 Do đó 
[image: image261.wmf]22225555
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 và 
[image: image262.wmf]1111111111111111
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b) Ta có 
[image: image263.wmf]1022.3.17.
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 Ta có 
[image: image264.wmf]102
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* 
[image: image265.wmf]2200(mod2);1191(mod2);691(mod2)0(mod2)
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* 
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(Để ý 
[image: image268.wmf]69
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 và 
[image: image269.wmf]220
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 là các số lẻ); 
[image: image270.wmf]0(mod2.3.17).
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 Hay 
[image: image271.wmf]102
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26.8. Chứng minh rằng 
[image: image272.wmf]211211*
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Hướng dẫn giải – đáp số

Đặt 
[image: image273.wmf]211211
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 Ta có 
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Ta có 
[image: image275.wmf]211111
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Do 
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Hay 
[image: image277.wmf]19.
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Dạng toán xác định dấu hiệu chia hết
26.9. Cho số 
[image: image279.wmf]1
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Hãy xác định dấu hiệu chia hết:

a) Cho 9.

b) Cho 25.


c) Cho 11.


d) Cho 8.
Hướng dẫn giải – đáp số

Ta có : 
[image: image280.wmf]1
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a) Ta có 
[image: image281.wmf]101(mod9)
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 do đó 
[image: image282.wmf]10(mod9),i1;2;3;...;n
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do đó 
[image: image283.wmf](
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[image: image284.wmf]1111

9...0(mod9)...9

nnonno

aaaaaaaaa

--

Û++++ºÛ++++

MM

 

b) Ta có 
[image: image285.wmf]2
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[image: image286.wmf]1
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Vậy 
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c) Do 
[image: image288.wmf]101(mod11).10(1)(mod11)

ii

ii

aa

º-Þº-

 


[image: image289.wmf]24135
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Do đó 
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Tức là hiệu của tổng các chữ số ở vị trí lẻ và tổng các chữ số ở vị trí chẵn bằng 0.

d) Ta có 
[image: image291.wmf]3
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[image: image292.wmf]2
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Vậy 
[image: image293.wmf]2
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Dạng toán sử dụng các định lý cơ bản
26.10. Cho 
[image: image294.wmf]101
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 với 
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  Chứng minh rằng A là một hợp số.
Hướng dẫn giải – đáp số
Theo định lý Fermat bé, do 11 là số nguyên tố nên ta có


[image: image296.wmf]1010
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Do 23 là số nguyên tố ta cũng có 


[image: image298.wmf]101101
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Tức là 
[image: image299.wmf]23.

A

M

 Mà 
[image: image300.wmf]23,1
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 nên A là hợp số.
26.11. Cho 
[image: image301.wmf]132015
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 Chứng minh rằng B chia hết cho 13.
Hướng dẫn giải – đáp số
Theo định lý Wilson: Với mọi số nguyên tố p thì 
[image: image302.wmf](1)!1(mod)
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Do 13 nguyên tố nên 
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Ta có 
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Do đó 
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26.12. Chứng minh rằng với 
[image: image307.wmf]:
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a) 
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b) 
[image: image309.wmf]41
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) Theo định lý Fermat bé, do 7 là số nguyên tố nên 
[image: image310.wmf]6
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Ta có 
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 Nghĩa là 
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Mặt khác 
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Do đó 
[image: image314.wmf]21
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b) Do 11 là số nguyên tố nên 
[image: image315.wmf]10
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Ta có 
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Nghĩa là 
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Mặt khác 
[image: image318.wmf]51
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Do 
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Vì thế 
[image: image321.wmf]41
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Dạng toán khác
26.13. a) Với giá trị nào của số tự nhiên n thì 
[image: image322.wmf]363
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 chia hết cho 72.
b) Cho 
[image: image323.wmf]201631.
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 Tìm giá trị tự nhiên của n để 
[image: image324.wmf]323
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) Ta có 
[image: image325.wmf]728.9
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 và 
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* 
[image: image327.wmf]630(mod9);
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* Mặt khác, với 
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Do đó 
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Vậy với 
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 thì  
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b) Ta có 
[image: image336.wmf]32317.19
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Ta có 
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Nếu 
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[image: image344.wmf]203(mod17).
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Nếu 
[image: image346.wmf]*
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[image: image348.wmf]''0(mod17).
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 Do 
[image: image349.wmf](17;19)1
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 nên 
[image: image350.wmf]0(mod17.19)
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Vậy với 
[image: image351.wmf]*
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26.14. Tìm các số nguyên tố p thỏa mãn 
[image: image353.wmf]21.
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Hướng dẫn giải – đáp số

Theo định lý Fermat bé ta có 
[image: image354.wmf]22(mod)
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 nên nếu 
[image: image355.wmf]21(mod)
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 thì ta có 
[image: image356.wmf]30(mod)3
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Mặt khác khi 
[image: image357.wmf]3
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 thì 
[image: image358.wmf]3
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 Vậy 
[image: image359.wmf]3
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26.15. Tìm tất cả các số nguyên tố p sao cho 
[image: image360.wmf]2
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 là số nguyên tố.
Hướng dẫn giải – đáp số
Với 
[image: image361.wmf]3
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 thì 
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Với 
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 thì 
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Vậy 
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 mặt khác 
[image: image367.wmf]2

203

p

+>

 nên 
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 là hợp số. Vậy chỉ có 1 số nguyên tố cần tìm là 
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26.16. Cho p là số nguyên tố. Chứng minh rằng số 
[image: image370.wmf]pp
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 với mọi số nguyên dương a, b.
Hướng dẫn giải – đáp số

Với 
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 thì số 
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Nếu 
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 thì 
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Do đó 
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26.17. a) Chứng minh rằng tổng các bình phương của ba số nguyên trong phép chia cho 8 không thể có dư là 7.
b) Chứng minh phương trình 
[image: image379.wmf]222

492015

xyz

++=

 không có nghiệm nguyên.
Hướng dẫn giải – đáp số

a) Giả sử 
[image: image380.wmf],,
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Ta có 
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 Điều này vô lý vì 
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Và 
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Vậy
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b) Áp dụng câu a) ta có với 
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Mà 
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Vậy phương trình đã cho không có nghiệm nguyên.
26.18. Tìm hai chữ số tận cùng của 
[image: image390.wmf]2009
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(Đề thi Olympic Toán Singapore năm 2010)
Hướng dẫn giải – đáp số

Ta có 
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Ta có 
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 . Do đó hai chữ số tận cùng là số 01.
26.19. Cho biểu thức 
[image: image395.wmf](
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 với a, b, c là các số nguyên dương. Chứng minh rằng A chia hết cho 30.
(Đề thi chọn học sinh giỏi môn toán lớp 9 TP. Hà Nội, năm học 2011-2012)
Hướng dẫn giải – đáp số

Bài toán có nhiều cách giải. Sau đây là cách giải theo đồng dư thức:
* Ta có 
[image: image396.wmf]*
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 (ví dụ 8 chuyên đề 26 đã chứng minh)
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Ta có 
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Tương tự 
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Vậy 
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 Hay 
[image: image402.wmf]30
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26.20.  Chứng minh rằng không tồn tại các bộ ba số nguyên (s; y; z) thỏa mãn đẳng thức 
[image: image403.wmf]444
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(Đề thi vào lớp 10 trường THPT chuyên KHTN, ĐHKHTN, ĐHQG Hà Nội, năm học 2011-2012)
Hướng dẫn giải – đáp số
Giả sử tồn tại bộ ba số nguyên (x; y; z) thỏa mãn 
[image: image404.wmf]444
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Xét với một số nguyên a bất kỳ thì nếu a chẵn thì 
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Nếu a lẻ thì 
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Do đó 
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 Trong khi đó 
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 mâu thuẫn với (1). Vậy không tồn tại các bộ ba số nguyên (s; y; z) thỏa mãn đẳng thức 
[image: image411.wmf]444

75

xyz

+=+

 
26.21. Tìm hai chữ số cuối cùng của số 
[image: image412.wmf]1062012
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(Đề thi vào lớp 10 trường THPT chuyên KHTN, ĐHQG Hà Nội, năm học 2012-2013)
Hướng dẫn giải – đáp số

Ta có 
[image: image413.wmf]222

41(401)4080181(mod100)

=+=++º

 

[image: image414.wmf]225

4181656161(mod100)4161.411(mod100)

ºººÞºº

 


[image: image415.wmf]106521

4141.(41)41 (mod100)

Þºº


Mặt khác 
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Vì thế 
[image: image417.wmf]411(mod100)

º+

A

 

Do đó hai chữ số cuối cùng của số 
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26.22. Cho a, b là hai số nguyên dương thỏa mãn 
[image: image419.wmf]20
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 cùng chia hết cho 21. Tìm số dư trong phép chia 
[image: image421.wmf]49
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 cho 21.
(Đề thi tuyển sinh lớp 10 THPT chuyên Trần Phú – Hải Phòng, năm học 2013-2014)
Hướng dẫn giải – đáp số

Do 
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và 
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Suy ra 
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Xét 
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Do đó 
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mà 
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Hay 
[image: image436.wmf]10(mod21)
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. Vậy số dư trong phép chia A cho 21 là 10.

26.23. Cho n là một số nguyên dương chứng minh 
[image: image437.wmf]3131
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 là hợp số.
(Đề thi học sinh giỏi lớp 9 TP. Hà Nội, năm học 2014-2015)
Hướng dẫn giải – đáp số


[image: image438.wmf]33313
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và 
[image: image439.wmf]31231

22.(2)4(mod7)

nn

--

=º

 

nên 
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 nghĩa là 
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Vậy A là hợp số.
26.24. Chứng minh 
[image: image443.wmf]4444
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 không phải là số chính phương với mọi số nguyên dương n.
(Đề thi tuyển sinh vào lớp 10 chuyên trường ĐHSP TP Hồ Chí Minh, năm học 2015-2016)
Hướng dẫn giải – đáp số


[image: image444.wmf]*

nN

"Î

 ta có 
[image: image445.wmf]44

20120(mod2);20131(mod2);

nn

ºº

 


[image: image446.wmf]44

20140(mod2);20151(mod2).

nn

ºº

 Do đó 
[image: image447.wmf]20(mod2)

A

ºº

 

* Ta lại có 
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Do 
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Do 
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Vậy 
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 nghĩa là A chia cho 4 dư 2. Ta có 
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