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Bài I. (5,0 điểm)

1. Giải phương trình 
[image: image1.wmf]x33x1x3
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2. Cho a,b,c là các số thực khác 0, thỏa mãn 
[image: image2.wmf]22

a + ab = c+ bc

 và 
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a + ac = b+ bc

.

Tính giá trị biểu thức
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Bài II. (5,0 điểm)
1. Tìm tất cả các số tự nhiên m, n thỏa mãn 
[image: image5.wmf]m2
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2. Tìm tất cả các số nguyên tố p để phương trình 
[image: image6.wmf]33
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có nghiệm nguyên dương.

Bài III. (2,0 điểm)

Với các số thực a, b, c thỏa mãn 
[image: image7.wmf]0a,b,b1
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 và 
[image: image8.wmf]abc2
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, tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
[image: image9.wmf]abbcca
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Bài IV. (6,0 điểm)

Cho tam giác ABC nhọn (AB<AC), nội tiếp đường tròn (O). Các đường cao AD, BE, CF của tam giác ABC đồng quy tại trực tâm H. Gọi K, Q lần lượt là giao điểm của đường thẳng EF với hai đường thẳng AH, AO.
1. Chứng minh 
[image: image10.wmf]·
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2. Gọi I là trung điểm của AH. Chứng minh 
[image: image11.wmf]2
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3. Gọi R, J lần lượt là trung điểm của BE, CF. Chứng minh JR vuông góc với QD.
Bài V. (2,0 điểm)

1. Tìm tất cả các số nguyên tố a, b sao cho số 
[image: image12.wmf](
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 là lập phương của một số nguyên tố.
2. Trên bảng ta viết số tự nhiên 222...2 gồm 2022 chữ số 2. Mối bước ta chọn 22 chữ số liên tiếp nào đó có chữ số ngoài cùng bên trái bằng 2, rồi biến đổi các chữ số được chọn theo quy tắc: chữ số 2 đổi thành chữ số 0 còn chữ số 0 đổi thành chữ số 2.
a) Chứng minh mọi cách thực hiện đều phải dừng lại sau một số hữu hạn bước.

b) Giả sử sau khi thực hiện được n bước thì không thể thực hiện được thêm bước nào nữa. Chứng minh n là số lẻ.
HƯỚNG DẪN GIẢI
Bài I. (5,0 điểm)

1. Giải phương trình 
[image: image13.wmf]x33x1x3
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.

2. Cho a,b,c là các số thực khác 0, thỏa mãn 
[image: image14.wmf]22

a + ab = c+ bc

 và 
[image: image15.wmf]22

a + ac = b+ bc

.

Tính giá trị biểu thức
[image: image16.wmf]abc
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Lời giải
1. Điều kiện xác định: 
[image: image17.wmf]1
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Áp dụng bất đẳng thức AM-GM cho 
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, ta được
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Vậy 
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 (thỏa mãn điều kiện xác định).
2. Trừ theo vế hai đẳng thức 
[image: image21.wmf]22
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 và 
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 ta thu được
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Ta xét hai trường hợp sau

* a+b+c=0, thay vào ta được K=-1.

* b-c=0. Khi đó 
[image: image24.wmf]22
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, dẫn tới 
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Nếu a=-2b=-2c thì a+b+c=0 và do đó K=-1. Nếu a=b=c thì ta thu được K=8.
Bài II. (5,0 điểm)
1. Tìm tất cả các số tự nhiên m, n thỏa mãn 
[image: image26.wmf]m2
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2. Tìm tất cả các số nguyên tố p để phương trình 
[image: image27.wmf]33
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có nghiệm nguyên dương.

Lời giải
1. Giải sử m là một số tự nhiên thỏa mãn 
[image: image28.wmf]m2
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Nếu 
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 ta có 
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. Điều này dẫn đến 
[image: image31.wmf]2
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Ta thấy, một số khi chia cho 9 có thể có các số dư sau: {0;1;2;...8}, từ đó dẫn tới một số chính phương khi chia cho 9 chỉ có thể dư 0; 1; 4; 7.
Khi đó 
[image: image32.wmf]2
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 không thể chia hết cho 9.
Vậy 
[image: image33.wmf]m2

<

, thử trực tiếp ta có được m=1, n=45 thỏa mãn yêu cầu bài toán.
Khi đó m=1, n=45.

2. Sử dụng hằng đẳng thức quen thuộc ta có
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Khi đó phương trình tương đường với 
[image: image35.wmf]22
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Giả sử phương trình có nghiệm nguyên dương là x; y. Khi đó 
[image: image36.wmf]xy13
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Phương trình thứ hai tương đương với 
[image: image38.wmf]222
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. x, y là các số nguyên dương, ta suy ra 
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. Chú ý p=x+y+1 là số nguyên tố nên chỉ có cặp (x;y)=(2;2) thỏa mãn, khi đó p=5.
Bài III. (2,0 điểm)

Với các số thực a, b, c thỏa mãn 
[image: image41.wmf]0a,b,b1
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 và 
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, tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
[image: image43.wmf]abbcca
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Lời giải
* Tìm giá trị lớn nhất của P.
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)

2

111

P3

1ab1bc1ca

9912

33

3abbcca13

abc

3

3

æö

=-++

ç÷

+++

èø

£-£-=

+++

++

+


Vậy maxP=
[image: image45.wmf]12
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. Dấu bằng xảy ra khi 
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* Tìm giá trị nhỏ nhất của P.

Cách 1: Không mất tính tổng quát giả sử 
[image: image47.wmf]1abc0
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, suy ra 
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³

. Vì 
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Chứng minh tương tự, ta cũng được
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Đặt 
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Khi đó
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Suy ra 
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Vậy 
[image: image56.wmf]1
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. Dấu bằng xảy ra khi 
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Cách 2: Vì 
[image: image58.wmf]0a,b,c1
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 nên 
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Mặt khác, 
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Chứng minh tương tự, ta được
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Dẫn đến 
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 Dấu bằng xảy ra khi 
[image: image65.wmf]ab1,c0
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 và các hoán vị của nó. Vậy P đạt giá trị nhỏ nhất là 
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 khi 
[image: image67.wmf]ab1,c0
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 và các hoán vị của nó.
Cách 3: Do 
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 nên 
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Hay                                  
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Từ đó ta có
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Dấu bằng xảy ra khi 
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 và các hoán vị của nó. Vậy P đạt giá trị nhỏ nhất là 
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 khi 
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 và các hoán vị của nó.

Bài IV. (6,0 điểm)

Cho tam giác ABC nhọn (AB<AC), nội tiếp đường tròn (O). Các đường cao AD, BE, CF của tam giác ABC đồng quy tại trực tâm H. Gọi K, Q lần lượt là giao điểm của đường thẳng EF với hai đường thẳng AH, AO.

1. Chứng minh 
[image: image78.wmf]·
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2. Gọi I là trung điểm của AH. Chứng minh 
[image: image79.wmf]2
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3. Gọi R, J lần lượt là trung điểm của BE, CF. Chứng minh JR vuông góc với QD.

Lời giải
1. Chứng minh 
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Dễ chứng minh 
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Kẻ đường kính AP của (O). Dễ chứng minh tứ giác BHCP là hình bình hành, nên BH=CP.

Ta có 
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Điều này chứng tỏ 
[image: image83.wmf]·

·

BADCAP

=

.


[image: image84.wmf]·

·

·

·

·

00

AEFCAPABCBAD90AQE90

+=+=Þ=

.

[image: image85.emf]N

M

J

R

I

Q

K

P

H

F

E

D

O

B

C

A


2. Chứng minh 
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Xét tam giác AEH vuông tại E có IE=IA=IH nên tam giác AIE cân tại I, suy ra 
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Suy ra 
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Từ 
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 suy ra MI là đường trung trực của EF, dẫn đến 
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N là giao điểm của EF và MI suy ra 
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Mặt khác: 
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Suy ra 
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3. Chứng minh 
[image: image96.wmf]JRQD
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Gọi S là điểm đối xứng với F qua Q. Gọi T là điểm đối xứng với C qua D. Chứng minh được 
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Mặt khác, theo tính chất đường trung bình: 
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Chứng minh tương tự ta có RD=RQ, suy ra JR là đường trung trực của DQ, dẫn tới JR vuông góc với QD.
Bài V. (2,0 điểm)

1. Tìm tất cả các số nguyên tố a, b sao cho số 
[image: image99.wmf](
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 là lập phương của một số nguyên tố.

2. Trên bảng ta viết số tự nhiên 222...2 gồm 2022 chữ số 2. Mối bước ta chọn 22 chữ số liên tiếp nào đó có chữ số ngoài cùng bên trái bằng 2, rồi biến đổi các chữ số được chọn theo quy tắc: chữ số 2 đổi thành chữ số 0 còn chữ số 0 đổi thành chữ số 2.

a) Chứng minh mọi cách thực hiện đều phải dừng lại sau một số hữu hạn bước.

b) Giả sử sau khi thực hiện được n bước thì không thể thực hiện được thêm bước nào nữa. Chứng minh n là số lẻ.
Lời giải
1. Giả sử tồn tại số nguyên tố p sao cho 
[image: image100.wmf](
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Rõ ràng 
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Giả sử a>b. Với chú ý ƯC(p3)=
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Khả năng 
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 không thẻ xảy ra do 
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Ta có 
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Từ đó suy ra 
[image: image113.wmf]4
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Ta xét hai trường hợp như sau

* 
[image: image114.wmf](
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Khi đó a=1 hoặc a=2. Thay vào ta được 
[image: image115.wmf](a;b){(1;2),(2;1)}
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* 
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Vậy 
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2. Cách 1:

a) Ta tổng quát bài toán như sau: Với mọi số có k chữ số 0 hoặc 2 
[image: image120.wmf](kZ)
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, ta chỉ có thể thực hiện hữu hạn phép biến đổi như đề bài. Ta chứng minh bài toán tổng quát bằng quy nạp theo k. Hiển nhiên với 
[image: image121.wmf]k{1,...,21}

Î

 thì ta không thể thực hiện biến đổi nào (kết thúc sau 0 bước) còn với k=22 thì ta thực hiện được đúng 1 làn biến đổi (kết thúc sau 1 bước)
Giả sử khẳng định đúng với mọi số nguyên dương nhỏ hơn k (ở đây k>22). Ta chứng minh khẳng định đúng với k.

Phản chứng, giả sử tồn tại một số có k chữ số 0 hoặc 2 mà ta có thể thực hiện được vô hạn lần phép biến đổi trên số đó. Có hai trường hợp:

* Trong suốt quá trình biến đổi, ta không bao giờ biến đổi chữ số đầu tiên. Điều này tức là ta chỉ thực hiện biến đổi trên k-1 chữ số đằng sau, khi đó bài toán quy về thực hiện biến đổi trên số có k-1 chữ số. Theo giả thiết quy nạp thì ta không thể biến đổi vô hạn lần, mâu thuẫn với giả sử.

* Tồn tại thời điểm ta biến đổi chữ số thứ nhất. Khi đó chữ số thứ nhất trở thành 0 và không còn tác dụng gì trong các phép biến đổi sau nữa, nói cách khác từ các phép biến đổi sau ta chỉ thực hiện với k-1 chữ số đằng sau. Tương tự như trên ta cũng không thể biến đổi vô hạn lần, mâu thuẫn với giả sử.

Như vậy giả sở trên là không đúng, suy ra với mọi số có k chữ số bằng 0 hoặc bằng 2 thì ta chỉ có thể thực hiện hữu hạn phép biến đổi như đề bài trên số đó.

b) Đánh số các chữ số từ trái sang phải là 1, 2,...,2022. Ta phát biểu một khẳng định  như sau: Ta có thể thực hiện biến đổi với 22 chữ số bắt đầu từ chữ số thứ 22k+1 (với 
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££

) một số lẻ lần, với 22 chữ số bắt đầu từ các chữ số còn lại là một số chẵn lần. 
Ta sẽ chứng minh khẳng định trên bằng quy nạp theo t với t là vị trí của chữ số đó.

Với t=1 thì ta có thể thực hiện biến đổi với 22 chữ số bắt đầu từ chữ số thứ nhất chính xác 1 lần, điều này phù hợp với khẳng định trên.

Với 
[image: image123.wmf]{

}

t2002,...,2022

Î

 thì ta chỉ có thể thực hiện biến đổi 0 lần do không có dãy 22 chữ số nào bắt đầu từ những chữ số ô vị trí này, điều này cũng phù hợp với khẳng định trên.

Giả sử khẳng định trên đúng với mọi số nguyên dương nhỏ hơn (1<t<2022). Ta sẽ chứng minh khẳng định trên đúng với t.

* Nếu t=22k+1 thì chữ số thứ t có thể bị biến đổi bởi các dạy bát đầu từ các chữ số thuộc {22k-20, 22k-19,...,22k}. Các dãy số được liệt kê trên đều có thể biến đổi chẵn lần theo giả thiết quy nạp, do đó dãy số bắt đầu từ chữ số thứ t chắc chắn phải được biến đổi ít nhất 1 lần (do nếu sau khi biến đổi kết thúc mà ta không thể thực hiện biến đổi trên dãy này, điều đó có nghĩa là chữ số thứ t đã bị biến đổi thành 0 bởi biến đổi trên các dãy số vừa liệt kê trên, tuy nhiên điều này là vô lý do chữ số thứ t bị biến đổi chẵn lần nên phải giữ nguyên bằng 2). Như vậy tại thời điểm ta bắt đầu biến đổi với dãy số bắt đầu từ vị trí thứ t thì chữ số thứ t đã được biến đổi số chẵn lần. Hơn nữa sau khi biến đổi xong ta cũng còn một số chẵn lần để biến đổi chữ số t trở về 2 sử dụng các dãy số đứng trước, điều đó có nghĩa ta còn một số chẵn lần biến đổi với dãy số bắt đầu từ vị trí thứ t. Cộng thêm lần biến đổi đầu tiên, suy ra ta có thể biến đổi với dãy số bắt đầu từ vị trí thứ t một số lẻ lần.
* Nếu t=22k+r với 
[image: image124.wmf]1r22
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thì chữ số thứ t có thể bị biến đổi bởi các dãy số chứa t đứng trước, trong đó ngoại trừ dãy số 22k+1 biến đổi một số lẻ lần thì các dãy số khác đều biến đổi một số chẵn lần, qua đó chữ số thứ t có thể bị biến đổi một số lẻ lần dựa vào các dãy số đứng trên. Như vậy hoặc dãy số bắt đầu từ chữ số thứ t không thể biến đổi lần nào (ta có thể biến đổi chữ số thứ t thành 0 qua một số lẻ lần biến đổi từ các dãy số đứng trên hoặc chữ số thứa t sẽ vẫn bằng 2 sau một số chẵn lần biến đổi với các dãy số đứng trên và rồi ta bắt đầu thực hiện biến đổi với dãy số bắt đầu từ chữ số thứ t này. Sau khi biến đổi xong ta lưu ý còn một số lẻ lần để biến đổi chữ số thứ t từ 0 thành 2, do đó ta còn một số lẻ lần có thể thực hiện các phép biến đổi với dãy số bắt đầu từ chữ số thứ t. Công thêm lần biến đổi đầu tiên, suy ra ta có thể biến đổi với dãy số bắt đầu từ vị trí thứ t một số chẵn lần.
Như vậy ta đã quy nạp hoàn tất, khẳng định đã được chứng minh. Bây giờ áp dụng khẳng định ta có số lần biến đổi bằng tổng của các số lần biến đổi với dãy 22 chữ số bắt đầu từ chữ số thứ t, với t chạy từ 1 đến 2022. Tổng trên có 2022 số hạng là các số tự nhiên với 91 số hạng lẻ (là các số lần biến đổi với dãy bắt đầu từ chữ số có dạng t=22k+1, với 
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). Suy ra tổng là lẻ, ta có điều phải chứng minh.

Cách 2:

a) Xét 
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x,x,...,x

 nhận giá trị 0 hoặc 2. Ta xét hàm số
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Ta có nhận xét quan trọng là sau mỗi bước biến đổi x thành y thì f(x)>f(y). Thật vậy, giả sử ta tác động vào các chữ số từ 
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 tới xn, thì ta có 
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Khi đó 
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Chú ý rằng có 
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Đến đây chú ý 
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 với mọi x trên bảng, do đó quá trình sẽ phải dừng lại.
b) Xét x là số trên bảng. Đặt 
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a

 là chữ số thứ 
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22

 (xét từ phải qua trái) của x, với i=1,2,...,91. Sau mỗi bước có một và chỉ một trong cac 
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được tác động, do trong 22 số tự nhiên liên tiếp luôn có một số là bội của 22. Mà quá trình chỉ kết thúc khi các chữ số từ chữ số thứ 22 trở đi đều là 0, tức mọi 
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a

=0, kéo theo mỗi 
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a

được tác động lẻ lần. Do i nhận 91 giá trị nên số bước thực hiện sẽ là lẻ.
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