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Bài 1 (4 điểm) Tìm tất cả các hàm số 
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Bài 2 (4 điểm) Cho số thực 
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. Chứng minh rằng với ba số thực dương  
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 bất kì ta luôn có
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Bài 3 (4 điểm) Cho tứ giác lồi ABCD có O là giao điểm của AC và BD. Gọi 
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 lần lượt là trực tâm của các tam giác OAB, OBC, OCD, ODA.

       a) CMR: 
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 là bốn đỉnh của một hình thoi khi và chỉ khi AC=BD.

       b) Giả sử rằng AC=BD, gọi 
[image: image8.wmf]1234
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 lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp của các tam giác OAB, OBC, OCD, ODA. Chứng minh rằng 
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vuông góc với 
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Bài 4 (4 điểm) Cho dãy số 
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 Chứng minh rằng 
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 luôn là bội số của n.
Bài 5 (4 điểm) Cho bảng ô vuông kích thước 
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 là các số nguyên dương). Ban đầu ta tô màu đen cho 
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 ô bất kỳ  ( 
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 nguyên dương, 
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). Sau đó, cứ mỗi bước  ta được phép tô đen thêm một ô của bảng nếu ô đó có cạnh chung với ít nhất hai ô đen. 

a) Khi 
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. Hãy chỉ ra một cách tô 4 ô ban đầu sao cho sau hữu hạn bước tất cả các ô trong bảng đều được tô. 

b) Tìm số 
[image: image19.wmf]k

 nhỏ nhất theo 
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 để sau hữu hạn bước, ta có thể tô đen tất cả các ô vuông trong bảng. 

ĐÁP ÁN

Bài 1. 
 Cho 
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 Cho 
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 Cho 
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 từ (1) và (2) ta có 
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 Cho 
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Ta sẽ chứng minh nếu 
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( do 
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Ta chứng minh 
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 là đáp số duy nhất.

Giả sử tồn tại z mà 
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- Nếu 
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(dùng (3)), mâu thuẫn.

Vậy 
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 (thử lại ta thấy thỏa mãn).

Bài 2. 
+Nếu t=1/2 thì VT=2=VP.

+ Nếu 
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Ta đặt  tb+tc+(1-t)a=x, tc+ta+(1-t)b=y, ta+tb+(1-t)c=z(x,y,z>0)

Thế thì 
[image: image36.wmf])
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 . Ta nhận được

VT=
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Đặt 
[image: image39.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

=

z

x

x

z

t

y

z

z

y

t

x

y

y

x

t

E

3

, hiển nhiên 
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Với 
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Bài 3. 
a) Xét các đường tròn đường kính AB,BC,CD,DA có tâm là M,N,P,Q.

Dễ thấy 
[image: image44.wmf]22

/()/()

HMHP

PP

=

và 
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 nên 
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 là trục đẳng phương của (M) và (P), do đó  
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 vuông góc với MP. Tương tự ta có 
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 vuông góc với NQ.

Hiển nhiên 
[image: image49.wmf]1234

HHHH

 là hình bình hành nên nó là hình thoi khi và chỉ khi 
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 vuông góc với 
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MP vuông góc với NQ
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 MNPQ là hình thoi
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b) Gọi 
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 là trọng tâm của các tam giác OAB,OBC,OCD,ODA, thế thì 
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 thẳng hàng và 
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 thẳng hàng.

Lại có 
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 song song với NQ; 
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 song song với NQ ( do cùng vuông góc với MP, theo phần a) nên 
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 song song với 
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Hơn nữa 
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 (2)
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Từ (1),(2) suy ra 
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 song song với 
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, do đó 
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 song song với NQ.

Tương tự ta cũng có 
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 song song với MP. Mà MP vuông góc với NQ nên 
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vuông góc với 
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Bài 4. 

Giả sử p là một ước nguyên tố bất kì của n và trong phân tích tiêu chuẩn của n có chứa 
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 với mọi s là bội số của p-1.

Do 
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 nên trong các số 1,2,…,n-1 có ít nhất r bội số của p-1, vì vậy trong các số 
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 có ít nhất r bội số của p nên 
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Bài 5. 

a) Một cách tô ví dụ

[image: image76.emf]
b)

Ta gọi một cạnh của một hình vuông đơn vị là một “cạnh biên giới” nếu nó vừa thuộc ô vuông màu đen, vừa thuộc ô vuông màu trắng. 

Ta xét một mảng màu đen là tập hợp các ô màu đen mà hai ô bất kỳ có ít nhất 1 cạnh chung, định nghĩa đường biên của mảng màu đen đó là tập hợp tất cả các “cạnh biên giới” của các ô vuông thuộc mảng đen đó và độ dài đường biên là tổng độ dài các “cạnh biên giới” thuộc đường biên đó. 

Ta có nhận xét sau: Nếu ta tô thêm một ô màu đen thì tổng độ dài các đường biên của tất cả các mảng đen  không đổi hoặc giảm đi. 

Ban đầu có k ô đen, tổng độ dài nói trên tối đa là 4k. Nếu cuối cùng ta tô xong bảng thành đen thì độ dài thu được là là 2(m+n).

Từ đó 
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Dấu “=” xảy ra khi: 
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Giả sử n < m. Ta xét một cách tô màu 
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 ô ban đầu để có thể tô hết cả bảng như hình vẽ sau
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Tức là ta tô màu đen đường chéo của bảng vuông 
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 sau đó cột tiếp theo không tô ô nào, cột ngay sau đó tô đúng 1 ô và cứ như vậy, riêng nếu m-n lẻ, thêm 1 ô bất kỳ 

Dễ thấy làm như vậy thì số ô đen ban đầu là: 
[image: image84.wmf]]
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 và ta có thể tô kín bảng.
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