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Lời nói đầu

Các kỳ thi Olympic Toán học sinh viên giữa các trường đại học và cao đẳng

trong cả nước đã trở thành sinh hoạt truyền thống trong sinh viên. Đến nay

đã qua mười tám kỳ thi Olympic được tổ chức hằng năm vào cuối tháng 4 đầu

tháng 5 nhằm kỷ niệm chiến thắng 30 tháng 4 và Sinh nhật Bác Hồ 19 tháng 5.

Kỳ thi Olympic Toán sinh viên lần thứ nhất được tổ chức vào năm 1993 tại

Trường Đại học Tổng hợp Hà Nội (nay là Trường Đại học khoa học tự nhiên,

Đại học Quốc Gia Hà Nội), với sự tham gia của ba trường đại học: Đại học Bách

Khoa Hà Nội, Đại học Sư phạm Hà Nội và Đại học Tổng Hợp Hà Nội. Tiếp theo,

các kỳ thi Olympic lần lượt được tổ chức tại Đại học Bách Khoa Hà Nội (1994),

Đại học Sư phạm Hà Nội (1995), Đại học Xây Dựng Hà Nội (1996), Học Viện

Kỹ Thuật Quân Sự (1997), Đại học Mỏ Địa Chất (1998), Đại học Giao thông

Hà Nội (1999), Đại học Thuỷ Lợi (2000), Đại học Ngoại Thương Hà Nội (2001),

Đại học Kinh Tế Quốc Dân Hà Nội (2002), Đại học Bách Khoa TpHCM (2003),

Đại học Quy Nhơn (2004), Đại học Sư phạm Huế (2005), Đại học Sư Phạm Đà

Nẵng (2006), Đại học Vinh (2007), Học viện Hải Quân Nha trang (2008), Đại

học Quảng Bình (2009) và Đại học Khoa Học (Đại Học Huế) (2010).

Các kỳ thi Olympic Toán học sinh viên giữa các trường đại học và cao đẳng

trong cả nước được sự bảo trợ của Hội Toán học Việt nam (về chuyên môn) kết

hợp với Bộ Gíao Dục và Đào Tạo, Hội Sinh viên Việt nam, Liên hiệp các hội

khoa học kỹ thuật Việt Nam và Trường (cơ sở) đăng cai.

Việc tổ chức các kỳ thi Olympic Toán học sinh viên giữa các Trường đại học

và cao đẳng trong cả nước là rất cần thiết và có ý nghĩa to lớn nhằm khuyến

khích, động viên sự hăng say học tập và ứng dụng toán học của sinh viên các

Trường đại học và cao đẳng, nhằm phát triển những năng khiếu toán học trẻ,

góp phần đào tạo đội ngũ kế cận nghiên cứu và giảng dạy toán học. Thông qua

các kỳ thi Olympic Toán học sinh viên, các trường đại học và cao đẳng trong

cả nước đã xem xét lại chương trình đào tạo, tổ chức các hội thảo khoa học về

giảng dạy toán học và ứng dụng toán học.

Năm 2004 gắn với một sự kiện cực kỳ quan trọng của Olympic Toán học sinh

viên giữa các trường đại học và cao đẳng trong cả nước. Lần đầu tiên, thí sinh

của cả nước tập trung về Đại học Quy Nhơn tham dự kỳ thi. Đây là một cơ

hội lớn để các cán bộ giảng dạy, các sinh viên trong cả nước gặp gỡ, trao đổi và
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giao lưu. Năm 2005, Olympic Toán học sinh viên giữa các Trường đại học và cao

đẳng được tổ chức ở Đại học Sư phạm Huế. Và năm nay, năm 2006, Olympic

Toán học sinh viên giữa các trường đại học và cao đẳng sẽ diễn ra ở Đại học Đà

nẵng.

Nhằm đáp ứng sự kiện trên, chúng tôi biên soạn cuốn sách nhỏ này (lưu hành

nội bộ) nhằm cung cấp các tư liệu của 2 kỳ thi Olympic Toán học sinh viên giữa

các Trường đại học và cao đẳng trong cả nước hai năm gần đây. Ngoài ra chúng

tôi cũng đưa vào một số đề thi Olympic khác do các trường đề xuất liên quan

đến các kiến thức cơ bản nhất của giáo trình toán cao cấp cho các trường khối

kỹ thuật và kinh tế.

Đây là những phần quan trọng nhất của đại số và giải tích toán học. Các

sinh viên thường phải đối mặt với nhiều dạng toán loại khó liên quan đến các

nội dung này.

Cuốn sách được biên soạn trong thời gian rất gấp gáp nên chắc chắn sẽ còn

những sai sót và khiếm khuyết. Nhiều tư liệu của các trường gửi về Ban ra đề

chưa kịp sử lý và chuyển đổi thành file LATEX, chúng tôi sẽ hoàn thiện vào thời

gian sau kỳ Olympic lần này.

Mong các đồng nghiệp khi sử dụng nếu thấy có những sai sót gì thì chỉ dẫn

và góp ý ngay để lần sau xuất hiện được hoàn chỉnh hơn.

Xin chân thành cảm ơn

Huế, 09 tháng 04 năm 2010

Nguyễn Văn Mậu
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Chương 1

Tổng hợp đề dự tuyển năm 2009

1.1 Tổng hợp đề dự tuyển môn Giải tích 2009

Câu 1. (Đại học Đồng Tháp ) Giả sử {un} là dãy số bị chặn trên và thỏa

mãn

un+2 ≥
1

2009
un+1 +

2008

2009
un, n = 1, 2, . . .

Chứng minh rằng {un} là dãy số hội tụ.

Đáp án. Đặt vn = min{un, un+1}, khi đó {vn} là dãy bị chặn trên.

Mặt khác

vn = min{un, un+1} = min
{
un, un+1,

1

2009
un +

2008

2009
un+1

}
6 min

{
un+1,

1

2009
un +

2008

2009
un+1

}
6 min{un+1, un+2} = vn+1.

Suy ra {vn} là dãy tăng.

Vậy tồn tại lim
n→+∞

vn = l. Ta sẽ chứng minh lim
n→+∞

un = l.

Thật vậy, do lim
n→+∞

vn = l nên với mọi ε > 0 tồn tại n0 > 0 sao cho

n > n0 ⇒ l − ε

2017
< vn < l +

ε

2017
.

Vậy với mọi n > n0 + 1 ta có un−1 > l − ε

2017
và un > l − ε

2017
.

- Nếu un < l +
ε

2017
thì

l − ε

2017
< un < l +

ε

2017
(1)

- Nếu un > l +
ε

2017
thì từ vn < l +

ε

2017
ta có um+1 < l +

ε

2017
. Từ đó ta có

um 6 2009um+1 − 2008um−1 < 2009
(
l +

ε

2017

)
−2008

(
l − ε

2017

)
= l + ε.
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Vậy

l − ε < un < l + e (2)

Từ (1) và (2) ta có điều phải chứng minh.

Câu 2. (Đại học Đồng tháp ) Giả sử f là hàm số liên tục và bị chặn trong

(0,+∞). Chứng minh rằng với mọi T ∈ R, tồn tại dãy {xn} sao cho

lim
n→+∞

xn =∞ và lim
n→+∞

[f(xn + T )− f(xn)] = 0.

Đáp án. (a) Trường hợp T > 0, đặt g(x) = f(x+ T )− f(x).

- Nếu tồn tại a > 0 sao cho g(x) không đổi dấu trên (a,+∞). Giả sử rằng g(x) >

0, khi đó f(x) tăng trên [a,+∞). Vì f là tăng và bị chặn trên nên lim
n→+∞

f(x+nT ) =

l. Khi đó lim
n→+∞

[
f
(
x+ (n+ 1)T

)
− f(x+ nT )

]
= l − l = 0. Đặt xn = x+ nT ta có

xn → +∞ thỏa mãn yêu cầu.

- Nếu với mọi a > 0 tồn tại b > a sao cho f(b + T ) − f(b) = 0 thì tồn tại dãy

{xn} sao cho xn → +∞ và thỏa mãn yêu cầu.

(b) Trường hợp T < 0, đặt t = x+ T ta có x = t+ (−T ). Theo (a) tồn tại dãy

{tn} sao cho tn → +∞ và f
(
tn + (−T )

)
− f(tn) → 0. Vậy xn = tn − T thỏa mãn

yêu cầu.

Câu 3. (Đại học Đồng tháp ) Giả sử f là hàm khả vi trên (0,+∞). Chứng

minh rằng nếu

lim
x→+∞

[f(x) + 3
3
√
x2f ′(x)] = 0.

Đáp án. Áp dụng định lí Cauchy cho hai hàm e
3
√
xf(x) và e

3
√
x ta có

e
3
√
xf(x)− e 3

√
af(a)

e
3
√
x − e 3

√
a

= f(ζ) + 3 3
√
ζ2f ′(ζ), với ζ ∈ (a, x), a > 0.

Do đó

|f(x)− e 3
√
a− 3
√
xf(a)| < |f(ζ) + 3 3

√
ζ2f ′(ζ)||1− e 3

√
a− 3
√
x|

hay

|f(x)| < |e 3
√
a− 3
√
xf(a)|+ |f(ζ) + 3 3

√
ζ2f ′(ζ)||1− e 3

√
a− 3
√
x|.

Cho ζ → +∞ ta có điều phải chứng minh.

Câu 4. (Đại học Đồng tháp )Giả sử f là hàm liên tục trên [0, 2] và khả vi

trên (0, 2). Chứng minh rằng tồn tại x1, x2, x3 ∈ (0, 2) sao cho

f(x1) =
f ′(x2)

x2
=

4

3

f ′(x3)

x2
3
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Đáp án. Áp dụng định lí Cauchy ta có tồn tại x1, x2, x3 ∈ (0, 2) sao cho

f(2)− f(0)

2− 0
= f ′(x1);

f(2)− f(0)

22 − 00
=
f ′(x2)

2x2
;
f(2)− f(0)

23 − 03
=
f ′(x3)

3x2
3

.

Từ đó ta suy ra điều phải chứng minh.

Câu 5. (Đại học Đồng tháp ) Tìm tất cả các hàm f(x) thỏa mãn

f(x+ y) = f(x)ef(y)−2009, ∀x, y ∈ R.

Đáp án. Cho y = 0 ta có f(x) = f(x)ef(0)−1. Suy ra f(x) = 0 hoặc f(0) = 1.

Trường hợp f(x) = 0: thử lại thấy thỏa mãn.

Trường hợp f(0) = 1: thay x = 0 ta có

f(y) = ef(y)−1 (*)

Khảo sát hàm số g(t) = et−1 − t ta có g(t) > 0 và g(1) = 0.

Vậy từ (*) ta có f(y) = 1 với mọi y, thử lại thấy thỏa mãn.

Kết luận: f(x) = 0 hoặc f(x) = 1 với mọi x.

Câu 6. (Đại học Đồng tháp ) Tính giới hạn

lim
x→+∞

1

n

n−1∑
i=0

√( i
n

)2009
+
(i+ 1

n

)2009
.

Đáp án. Xét f(x) = x2009 là hàm liên tục trên [0, 1], do đó liên tục đều trên

[0, 1]. Suy ra với mọi ε > 0 tồn tại δ > 0 sao cho x, x′ ∈ [0, 1], |x − x′| < δ ⇒
|f(x)− f(x′)| < ε2.

Đặt un =
1

n

n−1∑
i=0

√( i
n

)2009
+
(i+ 1

n

)2009
và vn =

1

n

n−1∑
i=0

√( i
n

)2009
+
( i
n

)2009
. Ta

có lim vn =
1∫
0

√
2x

2009
2 dx = 2

√
2
x

2011
2

2011

∣∣∣∣∣
1

0

=
2
√

2

2011
.

Khi đó

|un − vn| =

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
i=0

√( i
n

)2009
+
(i+ 1

n

)2009
− 1

n

n−1∑
i=0

√( i
n

)2009
+
( i
n

)2009
∣∣∣∣∣

6
1

n

n−1∑
i=0

√( i
n

)2009
+
(i+ 1

n

)2009
−
( i
n

)2009
−
( i
n

)2009

6
1

n

n−1∑
i=0

ε = ε với n đủ lớn.

Vậy limun = lim vn =
2
√

2

2011
.
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Câu I. (Đại học Nha trang) Cho dãy số {xn} thoả mãn

xn =
1

2010

(
2009xn−1 +

a

x2009
n−1

)
; n ≥ 2, a > 0, x1 > 0.

Chứng minh dãy số {xn} hội tụ và tính giới hạn lim
n→∞

xn.

Đáp án.

Ta có

xn =
1

2010

(
2009xn−1 +

a

x2009
n−1

)
=

1

2010

(
xn−1 + xn−1 + · · ·+ xn−1 +

a

x2009
n−1

)
.

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho 2010 số dương, ta được

xn > 2010
√
a (1)

Mặt khác xét
xn
xn−1

=
1

2010

(
2009 +

a

x2010
n−1

)
6

1

2010

(
2009 +

a

a

)
= 1

⇒ xn 6 xn−1 (2)

Từ (1) và (2) suy ra {xn} hội tụ theo tiêu chuẩn Weierstrass.

Giả sử lim
n→∞

xn = l⇒ l =
1

2010

(
2009l +

a

l2009

)
⇒ l = 2010

√
a.

Vậy lim
n→∞

xn = 2010
√
a.

Câu II. (Đại học Nha trang) Cho f(x), g(x) dương và liên tục trên [a, b].

Chứng minh tồn tại c ∈ (a, b) sao cho

f(c)∫ c
a f(x)dx

− g(c)∫ b
c g(x)dx

= 1.

Đáp án. Đặt F (x) = e−x
x∫
a
f(t)dt

b∫
x
g(t)dt.

Ta có F (x) liên tục trên [a, b], khả vi trên (a, b) và F (a) = F (b) = 0. Theo định

lí Rolle, tồn tại c ∈ (a, b) : F ′(c) = 0.

Mặt khác F ′(x) = −e−x
x∫
a
f(t)dt

b∫
x
g(t)dt+ e−xf(x)

b∫
x
g(t)dt− e−xg(x)

x∫
a
f(t)dt.

Từ F ′(c) = 0 suy ra f(c)
b∫
c
g(t)dt− g(c)

c∫
a
f(t)dt =

c∫
a
f(t)dt

b∫
c
g(t)dt.

Vậy
f(c)∫ c

a f(x)dx
− g(c)∫ b

c g(x)dx
= 1.
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Câu III. (Đại học Nha trang) Cho f(x) khả vi liên tục trên [0, 1]. Chứng

minh rằng

lim
n→∞

n
[ 1

n

n∑
i=1

f(
i

n
)−

∫ 1

0
f(x)dx

]
=
f(1)− f(0)

2

Sử dụng kết quả trên, tính giới hạn

lim
n→∞

n
[12009 + 22009 + · · ·+ n2009

n2010
− 1

2010

]
.

Đáp án. Ta có

n

[
1

n

n∑
i=1

f
( i
n

)
−
∫ 1

0
f(x)dx

]
= n

[
1

n

n∑
i=1

f
( i
n

)
−

n∑
i=1

i
n∫

i−1
n

f(x)dx

]

n

[
n∑
i=1

i
n∫

i−1
n

f
( i
n

)
dx−

n∑
i=1

i
n∫

i−1
n

f(x)dx

]
= n

n∑
i=1

i
n∫

i−1
n

[
f
( i
n

)
−f(x)

]
dx.

Theo định lí Lagarang, ta có:

∃ξi ∈
[i− 1

n
,
i

n

]
: n

n∑
i=1

i
n∫

i−1
n

[
f
( i
n

)
−f(x)

]
dx = n

n∑
i=1

i
n∫

i−1
n

f ′(ξi)
( i
n
− x
)
dx := In.

Đặt mi = inf

{
f ′(x) : x ∈

[i− 1

n
,
i

n

]}
,Mi = sup

{
f ′(x) : x ∈

[i− 1

n
,
i

n

]}
.

Khi đó n
n∑
i=1

mi

i
n∫

i−1
n

( i
n
− x
)
dx 6 In 6 n

n∑
i=1

Mi

i
n∫

i−1
n

( i
n
− x
)
dx

⇔ 1

2n

n∑
i=1

mi 6 In 6
1

2n

n∑
i=1

Mi.

Do f(x) khả vi liên tục trên [0, 1] nên

lim
n→∞

In = lim
n→∞

n

[
1

n

n∑
i=1

f
( i
n

)
−
∫ 1

0
f(x)dx

]
=

1

2

1∫
0

f ′(x)dx =
f(1)− f(0)

2
.

Xét hàm số f(x) = x2009 ⇒ lim
n→∞

n

[
12009 + 22009 + · · ·+ n2009

n2010
− 1

2010

]
=

1

2
.

Câu IV. (Đại học Nha trang) Cho p, q là các số thực dương và p+ q = 1, hãy

tìm tất cả các hàm số f : R→ R thoả mãn:

f(x)− f(y)

x− y
= f ′(px+ qy); x, y ∈ R; x 6= y.
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Đáp án. Từ giả thiết suy ra

f ′(px+ qy) = f ′(qx+ py), x, y ∈ R, x 6= y (1)

Nếu p 6= q ⇒ f ′ là hàm hằng. Thật vậy, nếu f ′(x1) 6= f ′(x2) thì đặt
x =

p

2p− 1
x1 +

p− 1

2p− 1
x2

y =
p− 1

2p− 1
x1 +

p

2p− 1
x2

⇔
{
x1 = px+ (1− p)y
x2 = py + (1− p)x.

Điều này mâu thuẫn với (1). Suy ra p 6= q ⇒ f là một hàm tuyến tính.

Nếu p = q =
1

2
thì f là một đa thức bậc hai.

Câu V. (Đại học Nha trang) Cho f(x) khả vi liên tục trên [0, 1] và f ′(0) 6= 0.

Giả sử θ(x) thoả mãn ∫ x

0
f(t)dt = f(θ(x)).x, với x ∈ (0, 1].

Tính giới hạn lim
x→0+

θ(x)

x
.

Đáp án. Đặt F (x) =
x∫
0

f(t)dt. Suy ra

F ′(x) = f(x), F ′′(x) = f ′(x)⇒ F ′′(0) = f ′(0) 6= 0.

Ta có khai triển Taylor

F (x) = F (0) + F ′(0)x+
1

2
F ′′(0)x2 + o(x2)

= F ′(0)x+
1

2
F ′′(0)x2 + o(x2) (1)

Mặt khác theo giả thiết ta có

F (x) = f(θ(x))x = F ′(θ(x))x = x
(
F ′(0) + F ′′(0)θ(x) + o(θ(x))

)
(2)

Từ (1) và (2) suy ra

lim
x→0+

θ(x)

x
=

1

2
+ lim
x→0+

o(θ(x))

x
+ lim
x→0+

o(x2)

x2
=

1

2
.

Câu I. (Học viện An ninh nhân dân) Cho f(x) là hàm khả vi liên tục trên

đoạn [0, 2] và f(1) = 0. Chứng minh rằng∫ 2

0
[f ′(x)]2dx ≥ 3

2

[ ∫ 2

0
f(x)dx

]2
.
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Đáp án. Sử dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz về tích phân

[ b∫
a

f(x)g(x)dx

]2

6

b∫
a

[f(x)]2dx

b∫
a

[g(x)]2dx

ta có

[ 1∫
0

xf ′(x)dx
]2
6

1∫
0

x2dx

1∫
0

[f ′(x)]2dx =
1

3

1∫
0

[f ′(x)]2dx;

[ 2∫
1

(2− x)f ′(x)dx
]2
6

2∫
1

(2− x)2dx

2∫
1

[f ′(x)]2dx =
1

3

2∫
1

[f ′(x)]2dx.

Suy ra [ 1∫
0

xf ′(x)dx
]2

+
[ 2∫

1

(2− x)f ′(x)dx
]2
6

1

3

2∫
0

[f ′(x)]2dx (1)

Sử dụng phương pháp tích phân từng phần với chú ý f(1) = 0 ta được

1∫
0

xf ′(x)dx = xf(x)
∣∣∣1
0
−

1∫
0

f(x)dx = −
1∫

0

f(x)dx

2∫
1

(2− x)f ′(x)dx = (2− x)f(x)
∣∣∣2
1
+

2∫
1

f(x)dx =

2∫
1

f(x)dx.

Từ đây lưu ý tới bất đẳng thức u2 + v2 > 1
2(u+ v)2 ta có

[ 1∫
0

xf ′(x)dx
]2

+
[ 2∫

1

(2− x)f ′(x)dx
]2

=
[ 1∫

0

f(x)dx
]2

+
[ 2∫

1

f(x)dx
]2

>
1

2

[ 1∫
0

f(x)dx+

2∫
1

f(x)dx
]

=
1

2

[ 2∫
0

f(x)dx
]2

(2)

Kết hợp (1) và (2) ta được bất đẳng thức cần chứng minh.

Câu II. (Học viện An ninh nhân dân) Cho A,B là các ma trận thực, vuông

cấp n thoả mãn A + B = I (ma trận đơn vị). Biết rằng rank(A) + rank(B) = n.

Chứng minh rằng

A2 = A,B2 = B,AB = BA = O (ma trận không)

Đáp án. Từ giả thiết A + B = I ta có AB + B2 = B và BA + B2 = B nên
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AB = BA.

Ta coi A,B là các phép biến đổi tuyến tính trên không gian vectơ n chiều V

(chẳng hạn đó là không gian Rn). Ta đã biết rằng Im(A) và ker(A) là các không

giac con của không giac V , đồng thời

rank(A) = dim(Im(A)), dim(Im(A)) + dim(ker(A)) = n.

Giả sử rank(A) = dim(Im(A)) = r, thế thì dim(ker(A)) = n − r. Mặt khác,

dim(Im(B)) = rank(B) = n− rank(A) = n− r, nên dim(ker(B)) = r.

Bây giờ giả sử u ∈ ker(A) ∩ ker(B) thì

u = Iu = (A+B)u = Au+Bu = θ (vectơ không).

Suy ra không gian V là tổng trực tiếp của hai không gian con ker(A) và ker(B),

tức là V = ker(A)⊕ ker(B).

Lấy vectơ bất kì v ∈ V thì v = v1 + v2 với v1 ∈ ker(A) và v2 ∈ ker(B). Khi đó

ABv = AB(v1 + v2) = ABv1 + ABv2 = BAv1 + ABv2 = θ + θ = θ.

Do đó phải có AB = O, tức là AB = BA = O.

Từ đây AB = A(I −A) = A−A2 = O và BA = B(I −B) = B −B2 = O, tức là

A2 = A,B2 = B.

Câu 1. (Trường ????) Cho A ∈ Mn(R) thỏa mãn A + AT = 0. Chứng minh

rằng

det(I + αA2) ≥ 0, ∀α ∈ R.

Đáp án. Ta xét hai trường hợp:

(a) α > 0. Ta có

det(I + αA2) = det(I + i
√
αA)(I − i

√
αA) = det(I + i

√
αA) det I + i

√
αA

= det(I + i
√
αA)det(I + i

√
αA) > 0.

(b) α < 0. Đặt β =
√
−α, khi đó ta có I+αA2 = I−(βA)2 = (I+ iβA)(I− iβA).

Theo giả thiết ta có:

A+ AT = 0⇒ A = −AT ⇒ I + αA2 = (I + iβA)(I + iβA)T .

⇒ det(I + αA2) = det(I + iβA)(I + iβA)T =
[

det(I + i
√
αA)

]2
> 0.

Câu 2. (Trường ????) Cho A ∈M4(R) thỏa mãn A3 = I4. Tính det(A+ I)

Đáp án. A ∈M4(R). Xét Q(x) = x3− 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1). Vì Q(A) = 0 do đó

đa thức đặc trưng P (x) của A phải là ước của Q(x).

Ta có P (x) = det(A− xI)⇒ det(A+ I) = P (−1). Vì A ∈M4(R) nên degP = 4.
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Vì P (x) chia hết cho Q(x) do đó xảy ra một trong 3 khả năng sau:

- P (x) = (x− 1)4 ⇒ P (−1) = 16⇒ det(A+ I) = 16.

- P (x) = (x− 1)2(x2 + x+ 1)⇒ P (−1) = 4⇒ det(A+ I) = 4.

- P (x) = (x2 + x+ 1)2 ⇒ P (−1) = 1⇒ det(A+ I) = 1.

Câu 3. (Trường ????) Cho A,B ∈ Mn(R) thỏa mãn AB + A + B = 0. Chứng

minh rằng

rankA = rankB.

Đáp án. Theo giả thiết ta có A(B + I) + B + I = I ⇔ (A + I)(B + I) = I. Đặt

X = A+ I ⇒ X−1 = B + I.

Ta có rank(A) = rank(X − I) = rankX−1(X − I) = rank(I −X−1) = rank(B).

Câu 4. (Trường ????) Cho A,B ∈ Mn(R) thỏa mãn trace(AAT + BBT ) =

trace(AB + ATBT ). Chứng minh rằng A = BT .

Đáp án. Với mọi X = (xij) ∈ Mn(R) ta có XXT = (cij) với cij =
n∑
k=1

xikx
′
kj,

trong đó x′kj = xjk.

⇒ trace(XXT ) =
n∑
i=1

cii =
n∑
i=1

n∑
k=1

xikx
′
ki =

n∑
i,k=1

xikxik =
n∑

i,k=1

x2
ik > 0.

⇒ trace(XXT ) = 0⇔ X = 0.

Ta có

trace
[
(A−BT )(A−BT )T

]
= trace

[
(A−BT )(AT −B)

]
= trace

[
(AAT − AB −BTAT +BTB

]
= trace

[
AAT +BBT

]
− trace[AB + ATBT ] = 0.

⇒ A−BT = 0⇔ A = BT .

Câu 5. (Trường ????) Giải phương trình

X3 − 3X2 =

(
−2 −2
−2 −2

)
, X ∈M2(R).

Đáp án.

X3 − 3X2 =

(
−2 −2
−2 −2

)
(1)

⇔ X2(X − 3) =

(
−2 −2
−2 −2

)
⇒ det

(
X2(X − 3I)

)
= 0

14



⇒ detX = 0 hoặc det(X − 3I) = 0.

(a) Trường hợp 1. detX = 0:

Với mọi X ∈M2(R) ta có X2 − trace(X)X + det(X)I = 0.

det(X) = 0⇒ X2 = trace(X)X.

Khi đó (1) tương đương với

[trace2(X)− 3 trace(X)X] =

(
−2 −2
−2 −2

)
⇒ trace3(X)− trace2(X) = −4.

Đặt trace(X) = t⇒ t3 − 3t2 + 4 = 0⇒ t = −1 hoặc t = 2.

- Với t = 2 ta có −2X =

(
−2 −2
−2 −2

)
⇒ X =

(
1 1
1 1

)
.

- Với t = −1 ta có 4X =

(
−2 −2
−2 −2

)
⇒ X =

(
−1

2 −1
2

−1
2 −1

2

)
.

(b) Trường hợp 2. det(X − 3I) = 0⇒ 3 là một giá trị riêng của X. Khi đó (1)

tương đương với

X3 − 3X2 + 4I =

(
2 −2
−2 2

)
⇔ (X − 2I)2(X + I) =

(
2 −2
−2 2

)
⇒ det(X − 2I)(X + I) = 0.

- Xét det(X − 2I) = 0⇒ 2 là giá trị riêng của X, do đó đa thức đặc trưng của

X có dạng P (x) = x2 − 5x+ 6⇒ X2 − 5X + 6I = 0. Kết hợp với (1) ta có

4X − 12I =

(
−2 −2
−2 −2

)
⇒ X =

1

4

[
12I +

(
−2 −2
−2 −2

)]
=

(
5
2 −1

2
−1

2
5
2

)
.

- Xét det(X + I) = 0 ⇒ −1 là giá trị riêng của X. Tương tự như trên ta có

X2 − 2X − 3I = 0. Kết hợp với (1) ta có

X − 3I =

(
−2 −2
−2 −2

)
⇒ X =

(
1 −2
−2 1

)
.

Câu 6. (Trường ????) Cho P (x) là đa thức bậc n với hệ số thực có n nghiệm

thực phân biệt khác 0. Chứng minh rằng các nghiệm của đa thức Q(x) :=

x2P ′′(x) + 3xP ′(x) + P (x) là thực và phân biệt.

Đáp án. Đặt Q(x) = xP (x). Vì các nghiệm của P (x) là nghiệm thực phân biệt

và khác 0 nên các nghiệm của Q(x) cũng là nghiệm thực và phân biệt. Theo định

lí Rolle, suy ra các nghiệm của Q′(x) là nghiệm thực và phân biệt.

Đặt H(x) = xQ′(x), suy ra các nghiệm của H(x) là nghiệm thực và phân biệt.

Ta có:

H ′(x) = x2P ′′(x) + 3xP ′(x) + P (x).
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Vậy các nghiệm của đa thức x2P ′′(x) + 3xP ′(x) + P (x) đều là nghiệm thực và

phân biệt.

1.2 Tổng hợp đề dự tuyển môn Đại số 2009

Câu I. (ĐH Bà rịa - Vũng tàu) Cho

a, b, c, d ∈ �, A =

a −b −c −db a −d c
c d a −b
d −c b a

 , E =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .
Tính |A− λE|

Đáp án. Ta có A′A = (a2 + b2 + c2 + d2)E. Thay a bằng a− ← ta được

(A− λE4)′(A− λE4) =
(
(a− λ)2 + b2 + c2 + d2

)
E

⇒|(A− λE4)|2 = |(A− λE4)′(A− λE4)| =
(
(a− ←)2 + b2 + c2 + d2

)4
⇔|(A− λE4)|2 =

(
(a− ←)2 + b2 + c2 + d2

)4
⇔

[
|(A− λE4)| =

(
(a− λ)2 + b2 + c2 + d2

)2
|(A− λE4)| = −

(
(a− λ)2 + b2 + c2 + d2

)2
Do |A− λE| ???????????

|(A− λE4)| =
(
(a− ←)2 + b2 + c2 + d2

)2
.

Câu II. (ĐH Bà rịa - Vũng tàu) Tìm tất cả các ma trận A =

(
a b
c d

)
sao

cho An =

(
an bn

cn dn

)
∀n ∈ �∗.

Đáp án. Giả sử A =

(
a b
c d

)
là ma trận cần tìm thì ta có

A2 =

(
a2 b2

c2 d2

)
=

(
a2 + bc b(a+ d)
c(a+ d) bc+ d2

)

⇒


a2 = a2 + bc

b2 = b(a+ d)

c2 = c(a+ d)

d2 = bc+ d2

⇒


bc = 0

b(a+ d− b) = 0

c(a+ d− c) = 0.

*) Nếu c 6= 0 thì

{
b = 0

a+ d− c = 0
. Thế b = 0 vào A và lưu ý rằng

A3 =

(
a3 0
c3 d3

)
= A2.A =

(
a2 0

c(a+ d) d2

)(
a 0
c d

)
=

(
a3 0

ac(a+ d) + cd2 d3

)
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suy ra ac(a + d) + cd2 = c3 ⇔ a2 + ad + d2 = c2. Lại vì a + d − c = 0 nên

a2 + d2 = c2 ⇒ ad = 0.

+) Nếu a = 0 thì từ điều kiện

c 6= 0⇒
{
b = 0

a+ d− c = 0

ta có{
a = b = 0

d = c 6= 0
⇒ A =

(
0 0
c c

)
, c 6= 0.

+) Nếu d = 0 thì từ điều kiện c 6= 0 suy ra{
b = 0

a+ d− c = 0

ta có{
d = b = 0

a = c 6= 0
⇒ A =

(
a 0
a 0

)
, a 6= 0.

*) Nếu b 6= 0⇒
{
c = 0

a+ d− b = 0
thì lí luận tương tự ta có

A =

(
0 b
0 b

)
, b 6= 0 hoặc A =

(
a a
0 0

)
, a 6= 0.

*) Nếu

{
b = 0

c = 0
thì A =

(
a 0
0 d

)
.

Thử lại ta có các ma trận thỏa mãn yêu cầu bài toán là:(
a 0
0 d

)
,

(
0 0
c c

)
,

(
a 0
a 0

)
,

(
0 b
0 b

)
,

(
a a
0 0

)
, a, b, c, d ∈ �.

Câu III. (ĐH Bà rịa - Vũng tàu) Cho n ∈ �∗ và A là ma trận phản đối xứng

cấp n. Chứng minh rằng I +A khả nghịch trong đó I là ma trận đơn vị cấp n.

CAO ĐẲNG SƯ PHẠM BẮC NINH, MÔN: ĐẠI SỐ

Câu 1. (CĐ SP Bắc Ninh)

a) Cho 2 ma trận

A =

(
1 2
3 4

)
;B =

(
4 1
3 2

)
Tính AB −BA.
b) Có hay không 2 ma trận A,B vuông cấp n thỏa mãn AB−BA là ma trận

đơn vị.

Đáp án.

a) Tính AB −BA = A =

(
3 −7
15 −3

)
.

b) Không thể có 2 ma trận A,B vuông cấp n thỏa mãn AB −BA là ma trận

đơn vị. Vì xét các phần tử trên đường chéo của 2 ma trận này có tổng bằng

nhau nên tổng các phần tử trên đường chéo của AB −BA = 0. Mà ma trận đơn

vị lại có tổng các phần tử trên đường chéo lại bằng n.
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Câu 2. (CĐ SP Bắc Ninh)

Giải hệ phương trình tuyến tính sau

x1 + x2 + · · ·+ xn = 1

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b

a2
1x1 + a2

2x2 + · · ·+ a2
nxn = b2

· · ·
an−1

1 x1 + an−1
2 x2 + · · ·+ an−1

n xn = bn−1

Với ai(i = 1, 2, . . . , n), b là các tham số, các hệ số ai đôi một khác nhau.

Đáp án.

Dùng phương pháp định thức ta có nghiệm của hệ là:

xj =

∏
i 6=j

(ai − b)

n∏
i, j = 1
i 6= j

(ai − aj)
với j = 1, 2, . . . , n.

Câu 3. (CĐ SP Bắc Ninh)

Cho A là ma trận vuông, kí hiệu I là ma trận đơn vị cùng cấp. Chứng minh

rằng

a) Nếu A2 = 0 thì I + A và I − A là hai ma trận khả nghịch của nhau.

b) Nếu có số nguyên dương n để An = 0 thì I + A và I − A là các ma trận

khả nghịch.

c) Nếu P,Q là hai ma trận vuông cùng cấp thỏa mãn PQ = QP và tồn tại 2

số nguyên dương r, s thỏa mãn P r = Qs = 0 thì ma trận I +P +Q là khả nghịch.

Đáp án.

Cho A là ma trận vuông cấp n, ký hiệu I là ma trận đơn vị cấp n.

a) Xét tích (I+A)(I−A) và (I−A)(I+A) đều bằng ma trận đơn vị nên I+A

và I − A là hai ma trận khả nghịch của nhau.

b) Xét I = In−An và I = I +A2n+1 ta có ngay I +A và I −A là các ma trận

khả nghịch.

c) Chỉ cần chứng tỏ (P + Q)r+s = 0, Điều này có được do 2 giả thiết đã cho

về P,Q. Từ đó áp dụng b) có ngay đpcm

Câu 4. (CĐ SP Bắc Ninh)

Cho ma trận A và k1, k2 là 2 giá trị riêng phân biệt. Giả sử ~α1, ~α2 là hai vectơ

riêng lần lượt tương ứng với k1, k2. Hỏi ~α1 + ~α2 có là vectơ riêng của A được

không?

Đáp án.

Không thể có được điều đó.

Trước hết chứng tỏ rằng 2 vectơ riêng ứng với 2 giá trị riêng phân biệt là

độc lập tuyến tính. Giả sử ~α1 + ~α2 là vectơ riêng của A ứng với giá trị riêng k
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nào đó, tức là: A( ~α1 + ~α2) = k( ~α1 + ~α2) dẫn đến (k1 − k) ~α1 + (k2 − k) ~α2 = ~0, suy

ra k1 = k2, vô lí.

Câu 5. (CĐ SP Bắc Ninh)

Cho ma trận A =

(
x1 + x2 1 1

1 x2 + x3 1
1 1 x3 + x1

)
, trong đó x1, x2, x3 là 3 nghiệm

của đa thức f(x) = x3 + ax+ 2009.

a) Tính detA.

b) Tìm a để ma trận A có một giá trị riêng là 2009.

Đáp án.

Cho ma trận A =

(
x1 + x2 1 1

1 x2 + x3 1
1 1 x3 + x1

)
, trong đó x1, x2, x3 là 3 nghiệm

của đa thức f(x) = x3 + ax+ 2009.

a) Tính detA.

Khai triển theo dòng hay cột của A, biến đổi kết quả theo các đa thức đối

xứng cơ bản σ1, σ2, σ3 của x1, x2, x3, được detA = σ1σ2 − σ3 − 2σ1, áp dụng định

lý Viet ta có ngay detA = 2009.

b) Tìm a để ma trận A có một giá trị riêng là 2009.

Trước hết tìm đa thức đặc trưng

|A− λI| = −λ3 + 2σ1λ
2 − (σ2

1 + σ2 − 3)λ+ σ1σ2 − σ3 − 2σ1.

= −λ3 − (a− 3)λ+ 2009

Để thỏa mãn bài thì đa thức trên có một nghiệm là 2009, từ đó lại áp dụng

định lý Viet cho đa thức này có
λ1 + λ2 + 2009 = 0

λ1λ22009 = −2009

a− 3 = λ1λ2 + 2009(λ1 + λ2)

Trong đó λ1, λ2 là 2 nghiệm còn lại của đa thức bậc 3 trên.

Từ đó λ1, λ2 là 2 nghiệm còn lại của đa thức bậc 3 trên.

Từ hệ thức này ta tìm được a = 20092 + 2 = 4036083.

Câu I. (Học viện Phòng không - Không quân) Ma trận A ∈Mn(K) được

gọi là luỹ linh bậc p nếu p là một số nguyên dương sao cho Ap−1 6= [O] và Ap = [O]

(ma trận không).

a) Chứng minh rằng nếu A là ma trận luỹ linh bậc p thì E − A là ma trận

khả nghịch. Hãy tìm ma trận nghịch đảo (E − A)−1.

b) Áp dụng kết quả trên, hãy tìm ma trận nghịch đảo của ma trận:

B =

(
1 0 0
a 1 0
c b 1

)
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Đáp án. (a) Ta có (E − A)(E + A+ · · ·+ Ap−1) = Ep − Ap. Suy ra

det(E − A) 6= 0, (E − A)−1 = E + A+ · · ·+ Ap−1.

(b) Đặt B = E − A,A =

(
0 0 0
−a 0 0
−c −b 0

)
là ma trận lũy linh bậc 3.

Từ đó suy ra B−1 =

(
1 0 0
−a 1 0

ab− c −b 1

)
.

Câu II. (Học viện Phòng không - Không quân)

a) Cho các số thực λ1, λ2, . . . , λn khác nhau và khác các giá trị

0,−1,−2, . . . ,−n+ 1. Hãy chứng minh rằng∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

λ1

1

λ2
· · · 1

λn
1

λ1 + 1

1

λ2 + 1
· · · 1

λn + 1
· · · · · · · · · · · ·
1

λ1 + n− 1

1

λ2 + n− 1
· · · 1

λn + n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0

b) Cho đa thức P (x) = x4 − 5x3 + 11x2 − 12x + 6. Biết rằng phương trình

P (x) = 0 có một nghiệm là 1− i. Hãy chứng minh rằng nếu A là ma trận vuông

cấp n thoả mãn P (A) = [O] (ma trận không), thì A không có giá trị riêng là số

thực.

Đáp án. (a) Giả sử phản chứng là định thức đã cho bằng 0. Khi đó phải tồn

tại các hằng số C1, C2, . . . , Cn không đồng thời bằng 0 sao cho

∀i = 1, 2, . . . , n :
C1

←i
+

C2

←i +1
+ · · ·+ Cn

←i +n− 1
= 0.

Từ đó suy ra phương trình f(x) =
C1

x
+

C2

x+ 1
+ · · ·+ Cn

x+ n− 1
= 0 có n nghiệm

phân biệt là ←1,←2, . . . ,←n.

Mặt khác khi quy đồng mẫu số và rút gọn, ta có thể viết

f(x) =
P (x)

x(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n− 1)
,

trong đó P (x) là đa thức có bậc nhỏ hơn n − 1. Nhưng theo giả thiết ta có thể

suy ra f(x) = 0 khi P (x) = 0, như vậy phương trình P (x) = 0 phải có n nghiệm

phân biệt, điều này vô lí. Cho nên các hằng số C1, C − 2, . . . , cn chỉ có thể đồng

thời bằng 0, có nghĩa là định thức đã cho khác 0.
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(b) Giả sử ma trận A có giá trị riêng ←. Khi đó tồn tại vectơ y 6= θ sao cho

Ay = λy. Suy ra

A2y = A(Ay) = A(λy) = λAy =←2 y, . . . , A4y =←4 y.

Khi đó P (A) = A4 − 5A3 + 11A2 − 12A+ 6E = [O]. Từ đó suy ra

P (A)y = (A4 − 5A3 + 11A2 − 12A+ 6E)y = [O]y = θ.

Từ kết quả trên, ta được (←4 −5 ←3 +11 ←2 −12 ← +6)y = 0. Do y 6= θ nên

ta có

←4 −5←3 +11←2 −12← +6 = 0.

Mặt khác ta thấy đa thức P (x) = x4 − 5x3 + 11x2 − 12x+ 6 có các hệ số thực,

nên theo giả thiết nếu P (x) có nghiệm 1− i thì cũng có nghiệm là 1− i = 1 + i.

Do đó khi phân tích ra thừa số P (x) sẽ chứa nhân tử
[
x− (1− i)

][
x− (1 + i)

]
=

(x− 1)2 + 1 = x2 − 2x+ 2.

Chia P (x) cho nhân tử x2 − 2x+ 2 ta được

P (x) = (x2 − 2x+ 2)(x2 − 2x+ 3).

Ta thấy phương trình x2 − 2x + 3 không có nghiệm thực nên phương trình

P (x) = 0 không có nghiệm thực.

Như vậy phương trình ←4 −5 ←3 +11 ←2 −12 ← +6 = 0 không có nghiệm

thực, có nghĩa là ma trận A không có giá trị riêng là số thực.

Câu III. (Học viện Phòng không - Không quân) Cho bất phương trình

1

x− 1
+

1

x− 2
+

1

x− 3
+

1

x− 4
> 2009

Giả sử bất phương trình có các nghiệm là một số khoảng. Tính tổng độ dài các

nghiệm trên trục số.

Đáp án. Đặt f(x) =
1

x− 1
+

1

x− 2
+

1

x− 3
+

1

x− 4
− 2009.

Ta có f ′(x) = − 1

(x− 1)2
− 1

(x− 2)2
− 1

(x− 3)2
− 1

(x− 4)2
< 0.

Từ đó ta có bảng biến thiên của f(x):

Từ bảng biến thiên của f(x) ta có phương trình f(x) = 0 có bốn nghiệm

α, β, γ, δ thỏa mãn điều kiện 1 < α < 2 < β < 3 < γ < 4 < δ.

Do vậy bất phương trình f(x) > 0 có tập nghiệm là:

(1, 1 + α) ∪ (2, 2 + β) ∪ (3, 3 + γ) ∪ (4, 4 + δ).

Gọi L là tổng độ dài các nghiệm trên trục số. Khi đó ta có:

L = (α− 1) + (β − 2) + (γ − 3) + (δ − 4) = α + β + γ + δ − 10.
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Ta lại có

f(x) = 0⇔ 2009(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)− (x− 2)(x− 3)(x− 4)

− (x− 1)(x− 3)(x− 4)− (x− 1)(x− 2)(x− 4)− (x− 1)(x− 2)(x− 3) = 0.

Từ đó ta có

2009(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)− (x− 2)(x− 3)(x− 4)

− (x− 1)(x− 3)(x− 4)− (x− 1)(x− 2)(x− 4)− (x− 1)(x− 2)(x− 3)

= 2009(x− α)(x− β)(x− γ)(x− δ)

⇔ 2009(x2 − 3x+ 2)(x2 − 7x+ 12)− (x− 2)(x− 3)(x− 4)

− (x− 1)(x− 3)(x− 4)− (x− 1)(x− 2)(x− 4)− (x− 1)(x− 2)(x− 3)

≡ 2009(x2 − αx− βx+ αβ)(x2 − γx− δx+ γδ)∀x ∈??? (1)

So sánh hệ số của x3 của hai đa thức ở các vế của đồng nhất thức (1) ta được

2009(−3− 7)− (1 + 1 + 1 + 1) = 2009(−α− β − γ − δ)
⇒ 2009.10 + 4 = 2009(α + β + γ + δ)

⇒ α + β + γ + δ = 10 +
4

2009

⇒ L = 10 +
4

2009
− 10 =

4

2009
.

Câu IV. (Học viện Phòng không - Không quân) Cho các đa thức với hệ

số phức:

P (x) = xn + a1x
n−1 + a2x

n−2 + · · ·+ an−1x+ an;

Q(x) = xm + b1x
m−1 + b2x

m−2 + · · ·+ bm−1x+ bm

Biết rằng P (x) chia hết cho Q(x) và tồn tại k(k = 1, 2, . . . ,m) sao cho |bk| >
Ckm.2010k. Chứng minh rằng tồn tại ít nhất ai(i = 1, 2, . . . , n) sao cho |ai| > 2009.

Đáp án. Gọi x1, x2, . . . , xm là các nghiệm của Q(x) (kể cả nghiệm bội). Giả sử

môđun của chúng không vượt quá 2010. Theo định lí Viet ta có:

|b1| =
∣∣− (x1 + x2 + · · ·+ xm)

∣∣ 6 2010m

. . .

|bk| =
∣∣∣(−1)k

∑
i1<i2<···<ik

xi1xi2 . . . xik

∣∣∣ 6 Ckm.2010k

. . .

|bm| =
∣∣(−1)mx1x2 . . . xm

∣∣ 6 2010m

(1)
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Rõ ràng (1) mâu thuẫn với giả thiết |bk| > Ckn2010k. Như vậy đa thức Q(x) có

ít nhất một nghiệm y thỏa mãn bất đẳng thức

|y| > 2010 (2)

Do đa thức P (x) chia hết cho đa thức Q(x) nên ta có P (y) = 0.

Giả sử

|ai| 6 2009∀i = 1, n (3)

Khi đó ta có

0 = |P (y)| = |yn+a1y
n−1+· · ·+an−1y+an| > |yn|−|a1y

n−1|−· · ·−|an−1y|−|an| (4)

Từ (2) và (3) ta có

|ai| 6 2009 < |y| − 1∀i = 1, n (5)

Từ (4) và (5) ta nhận được

0 = |P (y)| > |yn| −
(
|y| − 1

)(
|yn−1|+ · · ·+ |y|+ 1

)
= 1 mâu thuẫn.

Vậy tồn tại i (i = 1, 2 . . . , n) sao cho |ai| > 2009.

Câu I. (Đại học Thuỷ lợi) Cho ma trận thực A = (aij)n×n thoả mãn các điều

kiện sau:

i) n là số lẻ,

ii) aii = λ,

iii) aij = −aji ∀i 6= j.

Tìm điều kiện của λ để hệ phương trình

ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn = bi, i = 1, . . . , n,

có nghiệm duy nhất.

Đáp án. Nếu ←= 0 thì A là ma trận phản đối xứng cấp lẻ nên det(A) = 0.

Ngược lại, nếu det(A) = 0 thì hệ thuần nhất tương ứng

ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn = 0, i = 1, . . . , n

có nghiệm không tầm thường ci ∈ R, i = 1, . . . , n.

Lần lượt nhân ai1c1 + ai2c2 + · · · + aincn = 0 với ci, i = 1, . . . , n rồi cộng lại ta

được
n∑
i=1

n∑
j=1

aijcjci = 0.

Do với i và j khác nhau thì aijcicj+aijcjci = 0, nên tổng này bằng←
n∑
i=1

c2i = 0.

Từ
n∑
i=1

c2i 6= 0 ta có ←= 0.
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Vậy ←= 0 khi và chỉ khi det(A) = 0. Do đó hệ phương trình đã cho có nghiệm

duy nhất khi và chỉ khi ←6= 0.

Câu II. (Đại học Thuỷ lợi) Gọi ε1, . . . , εn là tất cả các căn bậc n(n > 1) của

đơn vị. Ký hiệu A = (aij)m×n là ma trận có

aij =

{
1 + εi khi i = j

εi khi i 6= j.

Tìm ma trận nghịch đảo của A.

Đáp án. Từ xn − 1 = (x− ε1)(x− ε2) . . . (x− εn) = xn −
n∑
i=1

εix
n−1 + . . . , so sánh

các hệ số ta có
n∑
i=1

εi = 0.

Mặt khác (A− E)2 =
n∑
i=1

εi(A− E) nên (A− E)2 = O. Do đó

A(2E − A) =
(
E + (A− E)

)(
E − (A− E)

)
= E2 − (A− E)2 = E.

Vậy ma trận nghịch đảo của A là 2E − A.

Câu III. (Đại học Thuỷ lợi) Tìm tất cả các số thực a, b sao cho(
a −b
b a

)4

=

(√
3 −1

1
√

3

)
.

Đáp án. Đặt a = x 4
√

2, b = y 4
√

2, phương trình đã cho được đưa về

(
x −y
y x

)4

=

 cos
π

6
− sin

π

6
sin

π

6
cos

π

6

 (1)

Lấy định thức hai vế, suy ra x2 +y2 = 1. Vì vậy có thể đặt x = cosα, y = sinα.

Khi đó (1) được đưa về

(
cos 4α − sin 4α
sin 4α cos 4α

)
=

 cos
π

6
− sin

π

6
sin

π

6
cos

π

6

 (2)

Từ đây có α =
π

6
+ k

2π

4
với k = 0, 1, 2, 3.

Vậy a = 4
√

2 cos
(π

6
+ k

2π

4

)
, b = 4

√
2 sin

(π
6

+ k
2π

4

)
, với k = 0, 1, 2, 3.

Câu IV. (Đại học Thuỷ lợi) Cho A là ma trận thực có hạng bằng r. Chứng

minh rằng các ma trận ATA và AAT cũng có hạng bằng r.
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Đáp án.

Giả sử A là ma trận cỡ m×n. Khi ấy ATA có cỡ n×n. Ta xét hai hệ phương

trình đại số tuyến tính n ẩn

AX = O (1)

vàATAX = O (2)

vớiX =


x1
x2
...
xn

 , O =


0
0
...
0


n×1

.

Ta sẽ chứng minh hai hệ này có tập nghiệm trùng nhau. Rõ ràng tập nghiệm

của (1) là tập con của (2). Ngược lại, nếu X0 là nghiệm của (2), tức là ATAX0 = O

thì XT
0 A

TAX0 = O nên (AX0)TAX0 = 0 hay ‖AX0‖2 = 0. Từ đây suy ra AX0 = O,

tức là X0 cũng là nghiệm của (1).

Vì rank(A) = n- chiều của không gian nghiệm=rank(ATA) ta có rank(A) =

rank(ATA).

Chứng minh tương tự, ta có rank(AT ) = rank(AAT ) nên rank(A) = rank(AAT ).

Câu I. (Học viện Quân Y) Cho hai đa thức P (x) = (x− a)2n + (x− 3a)2n và

Q(x) = (x − a)2.(x − 3a)2 với n ∈ N∗, a ∈ R∗. Xác định đa thức dư trong phép

chia P (x) cho Q(x).

Đáp án. Ta có thể viết P (x) = Q(x).T (x) +R(x) với deg(R) 6 3.

Vì

{
P (a) = (2a)2n = R(a)

P (3a) = (2a)2n = R(3a)
⇒ R(x) = (x− a)(x− 3a).S(x) với deg(S) 6 1.

Mặt khác P ′(x) = Q′(x).T (x) +Q(x).T ′(x) +R′(x). Nên{
P ′(a) = 2n(−2a)2n−1 = R′(a) = −2a.S(a)

P ′(3a) = 2n(2a)2n−1 = R′(3a) = 2a.S(3a).

Suy ra S(a) = S(3a) = 2n(2a)2n−2, vì deg(S) 6 1 nên S(x) = 2n(2a)2n−2.

Vậy R(x) = 2n(2a)2n−2.(x− a)(x− 3a) + (2a)2n.

Câu II. (Học viện Quân Y) Cho đa thức P (x) = x5 − x + 2 ∈ C[x] có các

nghiệm là xi (i = 1, 5). Tính giá trị biểu thức sau:

A =
5∑
i=1

8xi − 10

(x2
i − 1)(xi − 2)2

Đáp án. Ta có
8x− 10

(x2 − 1)(x− 2)2
=

1

x+ 1
− 1

x− 1
+

2

(x− 2)2
.

Do đó

A =
5∑
i=1

8xi − 10

(x2
i − 1)(xi − 2)2

=
5∑
i=1

1

xi + 1
−

5∑
i=1

1

xi − 1
+ 2

5∑
i=1

1

(xi − 2)2
.
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Mặt khác
P ′(x)

P (x)
=

5∑
i=1

1

x− xi
nên

B =
5∑
i=1

1

xi + 1
= −P

′(−1)

P (−1)
= −2, C =

5∑
i=1

1

xi − 1
= −P

′(1)

P (1)
= −2,

D =
5∑
i=1

1

(xi − 2)2
= −P

′′(2)P (2)− [P ′(2)]2

P 2(2)
=

1121

1024
.

Vậy A = B − C + 2D =
1121

512
.

Câu III. (Học viện Quân Y) Tìm tất cả các ma trận A vuông cấp n sao cho

với mọi ma trận B vuông cấp n ta đều có det(A+ 2009.B) = det(A) + 2009.det(B).

Đáp án. Chọn B = A thì det(2010A) = 2010 det(A)⇒ det(A) = 0.

Giả sử A 6= 0 khi đó tồn tại cột Ai 6= 0 (1 6 i 6 n).

Chọn B có các cột (B1 B2 . . . Bi−1 − Ai
2009 Bi+1 . . . Bn) sao cho det(B) 6= 0.

Nhưng ta lại có det(A+ 2009B) = 0 = 2009 det(B) (mâu thuẫn).

Vậy A = 0.

Câu IV. (Học viện Quân Y) Cho a ∈ R∗, chứng tỏ rằng ma trận A khả

nghịch và tìm A−1.

A =


0 a a2 a3

1

a
0 a a2

1

a2

1

a
0 a

1

a3

1

a2

1

a
0



Đáp án. Đặt U =
(

1,
1

a
,

1

a2
,

1

a3

)
và V = (1, a, a2, a3). Khi đó A = UTV − I và

V UT = 4.

Nên A2 = (UTV − I)2 = 2UTV + I = 2A+ 3I ⇒ A(A− 2I) = 3I.

Do đó A khả nghịch và A−1 =
1

3
(A− 2I).

Câu V. (Học viện Quân Y) Cho ma trận nguyên A vuông cấp n. Chứng

minh rằng nếu với mọi b ∈ Zn hệ phương trình Ax = b đều có nghiệm nguyên

thì det(A) = ±1.

Đáp án. Do với mọi b ∈ Zn hệ Ax = b đều có nghiệm nguyên nên chọn b = ei

thì hệ có nghiệm nguyên tương ứng xi. Đặt X = (x1 x2 . . . xn)
T , khi đó ta có

đẳng thức AX = I.

Do đó det(A). det(X) = 1⇒ det(A) là ước của 1 hay det(A) = ±1.
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Câu VI. (Học viện Quân Y) Cho A = (a1, a2, . . . , an). Tìm các giá trị riêng

của ma trận ATA.

Đáp án. Ta có

ATA =


a2

1 a1a2 . . . a1an
a2a1 a2

2 . . . a2an
...

... . . .
...

ana1 ana2 . . . a2
n

 .

Xét đa thức P (t) = det(ATA− tI) =


a2

1 − t a1a2 . . . a1an
a2a1 a2

2 − t . . . a2an
...

...
. . .

...
ana1 ana2 . . . a2

n − t

.

Dễ thấy P (t) có deg(P ) = n, hệ số ứng với tn là (−1)n và t = 0 là nghiệm bội

n− 1 của P (t).

Hơn nữa ta có tổng các nghiệm của P (t) = Tr(ATA) =
n∑
i=1

a2
i . Suy ra P (t) có

một nghiệm t =
n∑
i=1

a2
i .

Từ đó ta có P (t) = (−1)ntn−1
(
t−

n∑
i=1

a2
i

)
.

Vậy ATA có các giá trị riêng là 0 và
n∑
i=1

a2
i .

Câu I. (CĐSP Bà Rịa - Vũng tàu) Tính định thức

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 1
C1

2 C1
3 . . . C1

n C1
n+1

C2
3 C2

4 . . . C2
n+1 C2

n+2
...

...
. . .

...
...

Cn−1
n Cn−1

n+1 . . . Cn−1
2n−2 Cn−1

2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
trong đó Ckn là tổ hợp chập k của n phần tử.

Đáp án. Vì Cik +Ci+1
k = Ci+1

k+1 nên hiệu của mỗi phần tử với phần tử đứng bên

trái nó thì bằng phần tử đứng ngay trên nó.

Để tính D ta lấy cột n trừ đi cột n − 1 để được cột n mới, rồi lấy cột n − 1

trừ đi cột n − 2 để được cột n − 1 mới, ..., lấy cột thứ 2 trừ đi cột thứ nhất để

được cột thứ 2 mới. Lúc này ta được

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 0
C1

2 1 . . . 1 1

C2
3 C1

3
. . . C1

n C1
n+1

...
... . . .

...
...

Cn−1
n Cn−2

n . . . Cn−2
2n−3 Cn−2

2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Lại làm như trên nhưng chỉ làm đến cột thứ 2 ta có

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 0
C1

2 1 . . . 0 0

C2
3 C1

3
. . . 1 1

...
... . . .

...
...

Cn−1
n Cn−2

n . . . Cn−3
2n−4 Cn−3

2n−3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Sau n− 1 bước như vậy ta được

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 0
C1

2 1 . . . 0 0

C2
3 C1

3
. . . 0 0

...
... . . .

...
...

Cn−1
n Cn−2

n . . . C1
n 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1.

Câu II. (CĐSP Bà Rịa - Vũng tàu) Cho

A =

(
4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4

)

Tính f(A) biết f(x) = 2009x2009 − 2008x2008 + · · ·+ x.

Đáp án. Ta có

|A− λE| =

∣∣∣∣∣4− ← −5 2
5 −7− ← 3
6 −9 4− ←

∣∣∣∣∣ = 0⇔←2 (1− ←) = 0⇔←2 − ←3= 0.

Vậy theo định lí Cayley và Hamilton ta có A3 = A2, suy ra Ak = A2,∀k > 2.

Khi đó f(A) = 1004A2 + A.

Câu III. (CĐSP Bà Rịa - Vũng tàu) Cho n ∈ �∗ và A,B là hai ma trận cấp

n thoả mãn AB − BA = B. Chứng minh rằng AB2009 = B2009(A + 2009E) trong

đó E là ma trận đơn vị cấp n.

Đáp án.

Cách 1. Ta chứng minh ABk = Bk(A+ kE),∀k ∈ �∗ bằng quy nạp.

Hiển nhiên công thức đúng với n = 1.

Giả sử ABk = Bk(A+ kE), k > 1 thì

ABk+1 = ABkB = Bk(A+ kE)B = Bk(AB + kB)

= Bk[BA+B + kB] = Bk+1[A+ (1 + k)E].
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Suy ra điều phải chứng minh.

Cách 2. Từ AB −BA = B ⇒ AB = B(A+ E). Suy ra

AB2 = B(A+ E)B = B(AB +B) = B(B +BA+B)

= B(BA+ 2B) = B2(A+ 2E)

⇒ AB3 = B2(A+ 2E)B = B2(AB + 2B) = B2(B +BA+ 2B)

= B2(BA+ 3B) = B3(A+ 3E)

⇒ · · · ⇒ ABn = Bn(A+ kE) ∀n ∈ �∗.

Câu IV. (CĐSP Bà Rịa - Vũng tàu) Giải hệ phương trình{
XYX = I2
Y XY = I2

trong đó X, Y là các ma trận vuông cấp 2 và I2 là ma trận đơn vị cấp 2.

Đáp án. Vì với mọi X, Y là các ma trận vuông cấp 2 thì XYXY = (XYX)Y =

X(Y XY ) nên từ

{
XYX = I2
Y XY = I2

ta có

{
X = Y

X3 = I2
.

Đặt X =

(
a b
c d

)
thì từ X3 = I2 suy ra


a3 + 2abc+ bcd = 1

b(a2 + ad+ bc+ d2) = 0

c(a2 + ad+ bc+ d2) = 0

abc+ 2bcd+ d3 = 1

*) Nếu b = 0 hoặc c = 0 thì đều suy ra a = d = 1 nên X = I2.

*) Nếu a2 + ad+ bc+ d2 = 0 thì
a3 + 2abc+ bcd = 1

b(a2 + ad+ bc+ d2) = 0

c(a2 + ad+ bc+ d2) = 0

abc+ 2bcd+ d3 = 1

⇔


a3 + 2abc+ bcd = 1

a2 + ad+ bc+ d2 = 0

abc+ 2bcd+ d3 = 1

⇔


a3 − (2a+ d)(a2 + ad+ d2) = 1

bc = −a2 − ad− d2

−(a+ 2d)(a2 + ad+ d2) + d3 = 1

⇔
{
bc = −a2 − ad− d2

(a+ d)3 = −1

⇔
{
bc = −a2 − ad− d2

a+ d = −1
⇔
{
bc = −a2 − a− 1

d = −1− a

Vậy X = Y = I2 hoặc X = Y =

(
a b

−a2−a−1
b −1− a

)
, a, b ∈ �, b 6= 0.

Câu V. (CĐSP Bà Rịa - Vũng tàu) Cho A và B là các ma trận vuông cấp

n thoả mãn E − AB khả nghịch. Chứng minh E −BA khả nghịch.

Đáp án. Giả sử E − BA không khả nghịch, tức |E − BA| = 0. Khi đó hệ

(E −BA)X = 0 có nghiệm không tầm thường, tức là tồn tại vectơ X 6= ~0 để

(E −BA)X = 0⇔ X = BAX.
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Đặt Y = AX ⇒ X = BY . Vì X 6= ~0 nên Y 6= ~0.

Xét

(E − AB)Y = Y − ABY = Y − AB(AX) = Y − A(BAX)

= Y − AX = Y − Y = 0.

Vậy hệ (E−AB)Y = 0 có nghiệm không tầm thường, suy ra E−BA khả nghịch.

Câu VI. (CĐSP Bà Rịa - Vũng tàu) Cho P (x) là một đa thức bậc n ≥
1 với hệ số thực và có n nghiệm thực. Chứng minh rằng: (n − 1)[P ′(x)]2 ≥
nP (x)P ′′(x) ∀x ∈ �.

Đáp án. Gọi (n− 1)[P ′(x)]2 > nP (x)P ′′(x) ∀x ∈ � là (1).

*) Nếu n = 1 thì P ′′(x) = 0 nên (n − 1)[P ′(x)]2 = nP (x)P ′′(x) = 0. Vậy (1)

đúng.

*) Nếu n > 1 ta gọi x1, x2, . . . , xn là các nghiệm của đa thức P (x). Khi đó với

x = xi, i = 1, n thì hiển nhiên (1) đúng vì (n− 1)[P ′(x)]2 > 0 = nP (x)P ′′(x).

Bây giờ giả sử x 6= xi,∀i = 1, n thì ta có

P ′(x)

P (x)
=

n∑
i=1

1

x− xi
,
P ′′(x)

P (x)
=

∑
16i<j6n

2

(x− xi)(x− xj)
.

Do đó

(n− 1)

(
P ′(x)

P (x)

)2

− nP
′′(x)

P (x)
= (n− 1)

( n∑
i=1

1

x− xi

)2
− n

∑
16i<j6n

2

(x− xi)(x− xj)

= (n− 1)

[
n∑
i=1

( 1

x− xi

)2
+ 2
( ∑

16i<j6n

1

(x− xi)(x− xj)

)]
− n

∑
16i<j6n

2

(x− xi)(x− xj)

=
n∑
i=1

n− 1

(x− xi)2
+ 2(n− 1)

( ∑
16i<j6n

1

(x− xi)(x− xj)

)
− n

∑
16i<j6n

2

(x− xi)(x− xj)

=
n∑
i=1

n− 1

(x− xi)2
−

∑
16i<j6n

2

(x− xi)(x− xj)
=

∑
16i<j6n

(
1

x− xi
− 1

x− xj

)2

> 0.

Vậy (n − 1)

(
P ′(x)

P (x)

)2

− nP
′′(x)

P (x)
> 0 ⇔ (n − 1)[P ′(x)]2 > nP (x)P ′′(x). Suy ra

điều phải chứng minh.
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Chương 2

Tổng hợp đề dự tuyển năm 2010

2.1 Tổng hợp đề dự tuyển môn Giải tích 2010

Bài 1. (ĐHKHTN TpHCM)

Cho hàm số f(x) = ln(x+ 1).

a) Chứng minh rằng với mọi x > 0, tồn tại duy nhất số thực c thỏa mãn điều

kiện f(x) = xf ′(c) mà ta ký hiệu là c(x).

b) Tìm lim
x→0+

c(x)

x

Đáp án.

a) Yêu cầu bài toán tương đương với việc chứng minh phương trình
ln(x+ 1)

x
=

1

c+ 1
có nghiệm duy nhất c với mọi x > 0. Ta có thể giải trực tiếp được

c =
x

ln(x+ 1)
− 1

b) Ta có thể tính giới hạn lim
x→0+

c(x)

x
= lim

x→0+

x

ln(x+ 1)
− 1

x
= lim

x→0+

x− ln(1 + x)

x ln(1 + x)

bằng cách sử dụng công thức Taylor: ln(1 + x) = x − x2/2 hoặc dùng quy tắc

L’Hopitale:

lim
x→0+

x− ln(1 + x)

x ln(1 + x)
= lim

x→0+

x− ln(1 + x)

x2
lim
x→0+

x

ln(1 + x)

= lim
x→0+

1− 1

1 + x
2x

lim
x→0+

1
1

1 + x

=
1

2

Ghi chú: Bài này khá đơn giản.

Bài 2. (ĐHKHTN TpHCM)

Chứng minh rằng dãy số an =
(

1 +
1

n

)n+ 1
2

là một dãy số giảm.

Đáp án.

Với n = 1 thì kiểm tra trực tiếp ta thấy a1 > a2. Xét hàm số
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f(x) =
(
x +

1

2

)
ln
(

1 +
1

x

)
. Ta chứng minh f là hàm giảm trên [2,+∞). Tử

đây suy ra hàm số
(

1 +
1

x

)x+ 1
2

giảm trên [2,+∞) và như thế dãy đã cho giảm.

Ta có

f ′(x) = ln
(

1 +
1

x

)
+
(
x+

1

2

) 1

1 +
1

x

(
− 1

x2

)
= ln

(
1 +

1

x

)
−

x+
1

2
x(x+ 1)

Ta chứng minh bổ đề:

Bổ đề: với 0 < x thì ln(1 + x) < x− x2

2
+
x3

3
.

Xét hàm số g(x) = x − x2

2
+
x3

3
− ln(1 + x) thì g′(x) = 1 − x + x2 − 1

1 + x
=

x3

(x+ 1)
> 0. Do đó g(x) > g(0) = 0 với mọi x > 0.

Áp dụng bổ đề, ta có

f ′(x) = ln
(

1 +
1

x

)
−

x+
1

2
x(x+ 1)

<
1

x
− 1

2x2
+

1

3x3
− 2x+ 1

2x(x+ 1)

=
6x2(x+ 1)− 3x(x+ 1) + 2(x+ 1)− 3x2(2x+ 1)

6x3(x+ 1)
=

2− x
6x3(x+ 1)

≤ 0

Vậy f(x) là hàm số giảm trên [2,+∞). Bài toán được giải quyết hoàn toàn.

Câu 1. (ĐH KH Huế)Cho (xn) là dãy số thực dương. tăng và bị chặn trên.

Chứng minh rằng dãy số (yn) xác định bởi

yn =
n∑
k=1

(
1− xkxk+2

xk+1xk+3

)
, n = 1; 2; . . .

là dãy hội tụ.

Đáp án. Ta có dãy (yn) là dãy tăng. Đặt M = supn∈N∗ xn, b =
x1x3

M2
. Với mọi n

nguyên dương,

yn = n−
n∑
k=1

xkxk+2

xk+1xk+3

≤ n− n n

√
x1x3

x2x4
· x2x4

x3x5
· · · xnxn+2

xn+1xn+3

= n

(
1− n

√
x1x3

M2

)
= n(1− n

√
b) −→ − ln b

Do đó dãy (yn) bị chặn trên. Thành thử (yn) là dãy hội tụ.

Câu 2. (ĐH KH Huế) Cho hàm f : [0; 1] −→ R liên tục. Chứng minh rằng∫ 1

0
f(x)dx ·

∫ 1

0
x4f(x)dx ≤ 4

15

∫ 1

0
f2(x)dx (1).
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Đáp án. Bất đẳng thức (1) đúng nếu
∫ 1
0 f(x)dx = 0.

Không mất tính tổng quát ta có thể giả sử
∫ 1
0 f(x)dx = 1. Theo bất đẳng

Buniakovskij, ta có(∫ 1

0

(
f(x)− 15

8
x4

)
dx

)2

≤
∫ 1

0

(
f(x)− 15

8
x4

)2

dx

=

∫ 1

0
f2(x)dx− 15

4

∫ 1

0
x4f(x)dx+

25

64
.

Từ đó có ∫ 1

0
x4f(x)dx ≤ 4

15

∫ 1

0
f2(x)dx.

Câu 3. (ĐH KH Huế) Cho hàm số f : R −→ R khả vi, thoả mãn

f(0) = 0, (1 + x2)f ′(x) ≥ 1 + f2(x), ∀ x ∈ R.

Hỏi hàm số f có thể có giới hạn hữu hạn tại vô cùng hay không?

Đáp án. Từ giả thiết ta có

f ′(x)

1 + f2(x)
− 1

1 + x2
≥ 0, ∀ x ∈ R.

Xét g(x) = arctan f(x) − arctanx. Ta có g′(x) ≥ 0, ∀ x ∈ R. Do đó g(x) là hàm

tăng. Nên g(x) ≤ 0, ∀ x ≤ 0 và g(x) ≥ 0, ∀ x ≥ 0. Từ đó ta có f(x) ≤ x, ∀ x ≤ 0

và f(x) ≥ x, ∀ x ≥ 0.

Vậy f không có giới hạn hữu hạn tại vô cùng.

Câu I (ĐHSP Huế) Cho dãy (xn)n được xác định bởi: x1 = 1, xn+1 = xn
(
1 +

x2010
n

)
với n ≥ 1. Tìm

lim
n→∞

(
x2010

1

x2
+
x2010

2

x3
+ ...+

x2010
n

xn+1

)
.

Đáp án. Với mỗi k ≥ 1, ta có

x2010
k

xk+1
=

x2011
k

xkxk+1
=
xk+1 − xk
xkxk+1

=
1

xk
− 1

xk+1
.

Suy ra (
x2010

1

x2
+
x2010

2

x3
+ ...+

x2010
n

xn+1

)
=

1

x1
− 1

xk+1
.

Rõ ràng (xn)n là dãy tăng và do đó tồn tại lim
n→∞

xn. Ta chứng minh được lim
n→∞

xn =

+∞. Suy ra giới hạn cần tính bằng 1.
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Câu 2 (ĐHSP Huế)

a) Cho f là một hàm liên tục trên R sao cho f(x) = f(x+2010) với mọi x ∈ R.
Chứng minh rằng tồn tại x0 ∈ R sao cho f(x0) = x0 + 2010.

b) Cho f là một hàm liên tục trên R và lim
x→+∞

f(x) = +∞. Giả sử tồn tại 2009

số a1, a2, ..., a2009 sao cho

f(a1) + f(a2) + ...+ f(a2009) = 2009.

Chứng minh rằng tồn tại 2009 số b1, b2, ..., b2009 sao cho bi > ai với mỗi i =

1, 2, ..., 2009 và

f(b1) + f(b2) + ...+ f(b2009) = 2010.

Đáp án. a) Vì f liên tục và tuần hoàn với chu kỳ 2010 nên f bị chặn. Đặt

F (x) = x + 2010 − f(x), x ∈ R. Ta có F liên tục trên R, lim
x→+∞

F (x) = +∞ và

lim
x→−∞

F (x) = −∞ nên theo định lý giá trị trung gian của hàm liên tục, tồn tại

x0 ∈ R sao cho F (x0) = 0, tức là f(x0) = x0 + 2010.

b) Đặt F (x) = f(a1 + x) + f(a2 + x) + ... + f(a2009 + x) − 2010, x ∈ R. Khi đó

F là một hàm liên tục trên R, F (0) = −1 < 0 và lim
x→+∞

F (x) = +∞ nên tồn tại

x0 > 0 sao cho F (x0) = 0. Đặt bi = ai + x0, i = 1, ..., n, ta nhận được điều phải

chứng minh.

Câu 3 (ĐHSP Huế) Giả sử f : R→ R là một hàm khả vi sao cho f(x)+f ′(x) <

1 với mọi x ∈ R và f(0) = 0. Chứng minh rằng f(1) ≤ e− 1

e
và tìm một hàm f

sao cho dấu đẳng thức xảy ra.

Đáp án. Đặt F (x) = ex(f(x)− 1), x ∈ R. Ta có F ′(x) = ex
(
f(x) + f ′(x)− 1

)
≤ 0

với mọi x ∈ R nên F là một hàm không tăng trên R. Do đó

F (1) = e
(
f(1)− 1

)
≤ F (0) = −1.

Suy ra f(1) ≤ e− 1

e
. Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi F là hàm hằng trên [0, 1], vì

F (0) = −1 nên suy ra f(x) = 1− e−x, x ∈ [0, 1]. Dễ thấy hàm f(x) = 1− e−x, x ∈ R
thỏa điều kiện của bài ra. Câu 4 (ĐHSP Huế) Cho f : R→ R và f có nguyên

hàm trên R. Chứng minh rằng tồn tại x0 > 0 sao cho f(x0) <
1

x0
.

Đáp án. Gọi F là một nguyên hàm của f trên R. Giả sử với mọi x > 0 ta đều

có f(x) ≥ 1

x
. Khi đó f(1/x) ≥ x với mọi x > 0. Do đó

− 1

x2
f(1/x) ≤ −1

x
, với mọi x > 0,
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tức là (
F

(
1

x

)
+ lnx

)′
≤ 0, với mọi x > 0.

Đặt G(x) = F

(
1

x

)
+ lnx, x > 0. Theo lập luận trên, G là một hàm không tăng

trên (0,+∞). Điều đó mâu thuẫn với lim
x→0+

G(x) = −∞, G(1) = F (1) > −∞. Vậy

tồn tại x0 > 0 sao cho f(x0) <
1

x0
.

Câu 5 (ĐHSP Huế) Cho f : R→ R là một hàm liên tục sao cho

2xf(2x2 − 1) = f(x), với mọi x ∈ R.

Chứng minh rằng f(x) = 0 với mọi x ∈ R.

Đáp án. Đặt g(t) = f(cos t) sin t, t ∈ [0, π]. Với mỗi t ∈ [0, π] ta có

g(t) = f(cos t) sin t = 2 sin
t

2
cos

t

2
.f
(
2 cos2

t

2
− 1
)

= sin
t

2
f(cos

t

2
) = g

( t
2

)
.

Vì g liên tục trên [0, π] và với mọi t ∈ [0, π], dãy

(
t

2n

)
n

hội tụ về 0 nên g(t) =

g(0) = 0 với mọi t ∈ [0, π]. Suy ra f(x) = 0 với mọi x ∈ R. Dễ dàng kiểm tra lại

là hàm f(x) = 0 với mọi x ∈ R thỏa mãn giả thiết.

Câu 1. (HV PKKQ)

Tính giới hạn:

lim
x→0+

sinx∫
0

(et
2 − 1)dt

x∫
0

2t2dt

Đáp án. Khi x→ 0+ ta có sinx→ 0, suy ra:

lim
x→0

( sinx∫
0

(et
2 − 1)dt

)
= 0; lim

x→0

( x∫
0

2t2dt
)

= 0.

Do đó giới hạn đã cho có dạng
0

0
. áp dụng quy tắc Lôpitan ta có:

lim
x→0+

sinx∫
0

(et
2 − 1)dt

x∫
0

2t2dt

= lim
x→0+

( sinx∫
0

(et
2 − 1)dt

)′
( x∫

0

2t2dt
)′

Theo định lý đạo hàm theo cận trên ta có:( sinx∫
0

(et
2 − 1)dt

)′
= (esin

2 x − 1) cosx( x∫
0

2t2dt
)′

= 2x2

từ đó suy ra:
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lim
x→0+

sinx∫
0

(et
2 − 1)dt

x∫
0

2t2dt

= lim
x→0+

(esin
2 x − 1) cosx

2x2

Mặt khác khi x→ 0 thì (esin
2 x − 1) ∼ sin2 x ∼ x2, do đó:

lim
x→0+

sinx∫
0

(et
2 − 1)dt

x∫
0

2t2dt

= lim
x→0+

x2 cosx

2x2
=

1

2

Câu 2. (HV PKKQ)

Dãy số {xn} được xác định bởi:

x1 = 3; 3(xn+1 − xn) =
√

16 + x2
n +

√
16 + x2

n+1,∀n ≥ 1.

Hãy tìm số hạng tổng quát của dãy số.

Đáp án. Ta có:

3(xn+1 − xn) =
√

16 + x2
n +

√
16 + x2

n+1

⇔ [3xn+1 − (3xn +
√

16 + x2
n)] =

√
16 + x2

n+1

⇒ 9x2
n+1 + (3xn +

√
16 + x2

n)2 − 6xn+1(3xn +
√

16 + x2
n) = 16 + x2

n+1

⇒ 8x2
n+1 − 6xn+1(3xn +

√
16 + x2

n) + (3xn +
√

16 + x2
n)2 − 16 = 0

Suy ra

xn+1 =
9xn +

√
16 + x2

n ±
√

9(10x2
n + 16 + 6xn

√
16 + x2

n)− 24xn − 8
√

16 + x2
n + 128

8

⇒ xn+1 =
5xn + 3

√
16 + x2

n

4
(do xn+1 > xn)

Vậy ta thu được dãy số {xn} thỏa mãn điều kiện:

x1 = 3;xn+1 =
5xn + 3

√
16 + x2

n

4
,∀n ≥ 1

Bằng phương pháp quy nạp toán học ta dễ dàng chứng minh được:

xn =
4n − 1

2n−1
,∀n ≥ 1

Câu 3. (HV PKKQ)

Cho hàm số f(x) liên tục, đơn điệu tăng và thỏa mãn điều kiện f(x) > 0, ∀x ∈
[a, b]. Gọi g(x) là hàm ngược của f(x). Chứng minh rằng:

b∫
a
f(x)dx+

f(b)∫
f(a)

g(x)dx = bf(b)− af(a)

Đáp án. Xét hàm số F (x) = xf(x)⇒ F ′(x) = f(x) + xf ′(x)

⇒
b∫
a
F ′(x)dx = F (x)

∣∣∣b
a

= bf(b)− af(a) =
b∫
a
f(x)dx+

b∫
a
xf ′(x)dx (1)

Ta chứng minh
b∫
a
xf ′(x)dx =

f(b)∫
f(a)

g(x)dx (2)
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Xét I =
f(b)∫
f(a)

g(x)dx. Đặt t = g(x)⇔ x = f(t)⇒ dx = f ′(t)dt.

Cho

{
x = f(a)⇒ t = g(f(a))

x = f(b)⇒ t = g(f(b)) = b
⇒ I =

b∫
a
tf ′(t)dt =

b∫
a
xf ′(x)dx ⇒ (2) được

chứng minh

Từ (1) và (2) ta có
b∫
a
f(x)dx+

f(b)∫
f(a)

g(x)dx = bf(b)− af(a).

Câu 4. (HV PKKQ)

Cho a1, a2, . . . , an là các số thực không âm và không đồng thời bằng 0.

a) Chứng minh rằng phương trình:

xn − a1x
n−1 − a2x

n−2 − · · · − an−1x− an = 0 (1)

có đúng một nghiệm dương duy nhất.

b) Giả sử R là nghiệm dương của phương trình (1) và

A =
n∑
j=1

aj ;B =
n∑
j=1

jaj

Chứng minh rằng:

AA ≤ RB

Đáp án. a) Do x > 0 nên ta có:

(1)⇔ f(x) =
a1

x
+
a2

x2
+ · · ·+ an

xn
= 1

Mặt khác f(x) liên tục trên khoảng (0,+∞) và là hàm nghịch biến nên tồn

tại duy nhất R > 0 sao cho: f(R) = 1

Vậy phương trình (1) có nghiệm dương duy nhất.

b) Đặt ci =
aj
A
⇒


cj ≥ 0
n∑
j=1

cj = 1

Do hàm số y = − lnx là hàm lõm trên khoảng (0,+∞) nên theo bất đẳng

thức Jenxen ta có:
n∑
j=1

cj

[
− ln

( A
Rj

)]
≥ − ln

( n∑
j=1

cj
A

Rj

)
= − ln[f(R)] = − ln 1 = 0

⇒
n∑
j=1

(cj lnRj − cj lnA) ≥ 0⇒ lnA
n∑
j=1

cj ≤ lnR
n∑
j=1

jcj

⇒ 1

A

n∑
j=1

ai[lnA] ≤ 1

A

n∑
j=1

jaj [lnR] (do cj =
aj
A

;A > 0)

⇒ ln(AA) ≤ ln(RB)⇒ AA ≤ RB

Câu 5. (HV PKKQ)

a) Tìm tất cả các hàm số f : R→ R và thỏa mãn các điều kiện:{
f(x) ≤ 4 + 2009x,∀x ∈ R
f(x+ y) ≤ f(x) + f(y)− 4,∀x, y ∈ R

b) Các hàm số f(x), g(x) là các hàm liên tục và thỏa mãn điều kiện:

f(g(x)) = g(f(x)),∀x ∈ R
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Chứng minh rằng nếu phương trình f(x) = g(x) không có nghiệm thực thì

phương trình f(f(x)) = g(g(x)) cũng không có nghiệm thực.

Đáp án. a) Từ giả thiết f(x+ y) ≤ f(x) + f(y)− 4, cho x = y = 0, ta được:

f(0) ≤ 2f(0)− 4⇒ f(0) ≥ 4 (1)

Mặt khác từ giả thiết thứ nhất cho x = 0, ta có:

f(0) ≤ 4 (2)

Từ (1) và (2) suy ra f(0) = 4.

Khi đó ∀x ∈ R ta có:

f(x) + f(−x)− 4 ≥ f(x+ (−x)) = f(0) = 4⇒ f(x) ≥ 8− f(−x),∀x ∈ R (3)

Từ giả thiết thứ nhất ta có:

f(x) ≤ 4 + 2009x⇒ f(−x) ≤ 4− 2009x⇒ −f(−x) ≥ 2009x− 4,∀x ∈ R (4)

Từ (3) và (4) suy ra:

f(x) ≥ 4 + 2009x, ∀x ∈ R
Kết hợp với giả thiết suy ra:

f(x) = 4 + 2009x,∀x ∈ R
Thử lại, ta thấy f(x) = 4 + 2009x thỏa mãn các điều kiện của bài toán.

Vậy f(x) = 4 + 2009x,∀x ∈ R là hàm cần tìm.

b) Do phương trình f(x) = g(x) không có nghiệm thực, nên hàm số:

h(x) = f(x)− g(x)

chỉ nhận hoặc giá trị dương, hoặc giá trị âm (suy ra từ tính liên tục của hàm

số h(x))

Không mất tính tổng quát giả sử: h(x) > 0,∀x ∈ R, ta có:

f(f(x))− g(g(x)) = f(f(x))− g(f(x)) + f(g(x))− g(g(x)) = h(f(x)) + h(g(x)) >

0,∀x ∈ R
Vậy phương trình f(f(x)) = g(g(x)) không có nghiệm thực.

Bài 1. (HV An Ninh) Cho f ∈ C[0, 1] là hàm liên tục sao cho∫ 1

0
f(x)dx =

∫ 1

0
xf(x)dx .

Chứng minh rằng tồn tại điểm α ∈ (0, 1) sao cho

f(α) =

∫ α

0
f(x)dx

Đáp án. Xét hàm F (x) =

∫ x

0
f(t)dt , x ∈ [0, 1] . Ta có F (0) = 0 , F ′(x) = f(x)

và

F (1) =

∫ 1

0
f(x)dx =

∫ 1

0
xf(x) =

∫ 1

0
xF ′(x)dx

= xF (x)
∣∣∣1
0
−
∫ 1

0
F (x)dx = F (1)−

∫ 1

0
F (x)dx
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Suy ra

∫ 1

0
F (x)dx = 0 .

Lại xét hàm g(x) = e−x
∫ x
0 F (t)dt , x ∈ [0, 1] . Ta có g(0) = g(1) = 0 và

g′(x) = −e−x
∫ x

0
F (t)dt+ e−xF (x) = e−x

[
F (x)−

∫ x

0
F (t)dt

]
Theo định lý Rolle tồn tại điểm c ∈ (0, 1) sao cho g′(c) = 0 .

Thế mà e−c 6= 0 , nên ta suy ra F (c)−
∫ c

0
F (t)dt = 0 .

Tiếp theo xét hàm G(x) = F (x)−
∫ x

0
F (t)dt , x ∈ [0, 1] . Ta có G(0) = G(c) =

0 và

G′(x) = F ′(x)− F (x) = f(x)−
∫ x

0
f(t)dt

Theo định lý Rolle tồn tại điểm α ∈ (0, c) ⊂ (0, 1) sao cho G′(α) = 0 , tức là

f(α) =

∫ α

0
f(t)dt =

∫ α

0
f(x)dx

Bài 2. (HV An Ninh) Cho biết phương trình x2 +px+q = 0 không có nghiệm

thực.

Chứng tỏ rằng với mọi ma trận X thực, vuông, cấp n (n lẻ) ta đều có

X2 + pX + qIn 6= On

trong đó In là ma trận đơn vị cấp n và On là ma trận không cấp n .

Đáp án. Vì phương trình x2 + px + q = 0 không có nghiệm thực, nên ta có

p2 − 4q < 0 .

Giả sử phản chứng, tồn tại ma trận thực X thoả mãn X2 + pX + qIn = On .

Khi đó

(X + ϕp2In)2 = (ϕp24− 1)In = ϕp2 − 4q4In

det (X + ϕp2In)2 = det[ϕp2 − 4q4In][
det (X + ϕp2In)

]2

= ϕ(p2 − 4q)n4n det(In) = ϕ(p2 − 4q)n4n

Đẳng thức cuối cùng mâu thuẫn vì vế trái là số không âm, còn vế phải là số

âm (n lẻ).

Vậy suy ra điều phải chứng minh.

Bài 3. (HV An Ninh) Cho hàm f : [0, 1]→ R khả tích sao cho

∫ 1

0
xf(x)dx = 0

.
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Chứng minh rằng

∫ 1

0
[f(x)]2dx > 4

[ ∫ 1

0
f(x)dx

]2
.

Đáp án.

Cách 1. Ta có∫ 1

0
f(x)dx =

∫ 1

0
(1− ϕ3x2 + ϕ3x2)f(x)dx

=

∫ 1

0
(1− ϕ3x2)f(x)dx+ ϕ32

∫ 1

0
xf(x)dx =

∫ 1

0
(1− ϕ3x2)f(x)dx

Sử dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz về tích phân[ ∫ b

a
u(x)v(x)dx

]2
6
∫ b

a
[u(x)]2dx.

∫ b

a
[v(x)]2dx

ta được[ ∫ 1

0
f(x)dx

]2
=
[ ∫ 1

0
(1− ϕ3x2)f(x)dx

]2
6
∫ 1

0
(1− ϕ3x2)2dx

∫ 1

0
[f(x)]2dx

=

∫ 1

0
(1− 3x+ ϕ9x24)dx

∫ 1

0
[f(x)]2dx = ϕ14

∫ 1

0
[f(x)]2dx

Suy ra bất đẳng thức cần phải chứng minh.

Dấu (=) xảy ra khi f(x) = 1− ϕ3x2 .

Cách 2. Xét hàm g(x) = 6x− 4 , ta có∫ 1

0
xg(x)dx =

∫ 1

0
(6x2 − 4x)dx = (2x3 − 2x2)

∣∣∣1
0

= 0∫ 1

0
[g(x)]2dx =

∫ 1

0
(6x− 4)2dx =

∫ 1

0
(36x2 − 48x+ 16)dx

= (12x3 − 24x2 + 16x)
∣∣∣1
0

= 4

Đặt α =

∫ 1

0
f(x)dx , ta có

0 6
∫ 1

0
[f(x) + αg(x)]2dx =

∫ 1

0
[f(x)]2dx+ 2α

∫ 1

0
f(x)g(x)dx+ α2

∫ 1

0
[g(x)]2dx

=

∫ 1

0
[f(x)]2dx+ 2α

∫ 1

0
(6x− 4)f(x)dx+ 4α2

=

∫ 1

0
[f(x)]2dx+ 12α

∫ 1

0
xf(x)dx− 8α

∫ 1

0
f(x)dx+ 4α2 =

∫ 1

0
[f(x)]2dx− 4α2

Suy ra

∫ 1

0
[f(x)]2dx > 4α2 = 4

[ ∫ 1

0
f(x)dx

]2
.

Cách 3. Nếu

∫ 1

0
f(x)dx = 0 , thì hiển nhiên bất đẳng thức cần chứng minh

đúng!
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Giả sử

∫ 1

0
f(x)dx = α 6= 0 , xét hàm g(x) = 4− 6x . Ta có∫ 1

0
xg(x)dx =

∫ 1

0
x(4− 6x)dx =

∫ 1

0
(4x− 6x2)dx = (2x2 − 2x3)

∣∣∣1
0

= 0∫ 1

0
[g(x)]2dx =

∫ 1

0
(4− 6x)2dx =

∫ 1

0
(16− 48x+ 36x2)dx = (16x− 24x2 + 12x3)

∣∣∣1
0

= 4

Lại xét hàm h(x) = ϕ1αf(x)− g(x) , ta thấy

0 6
∫ 1

0
[h(x)]2dx =

∫ 1

0
[ϕ1αf(x)− g(x)]2dx

= ϕ1α2

∫ 1

0
[f(x)]2dx− ϕ2α

∫ 1

0
f(x)g(x)dx+

∫ 1

0
[g(x)]2dx

= ϕ1α2

∫ 1

0
[f(x)]2dx− ϕ2α

∫ 1

0
(4− 6x)f(x)dx+ 4

= ϕ1α2

∫ 1

0
[f(x)]2dx− ϕ8α

∫ 1

0
f(x)dx+ ϕ12α

∫ 1

0
xf(x)dx+ 4

= ϕ1α2

∫ 1

0
[f(x)]2dx− 4

Suy ra

∫ 1

0
[f(x)]2dx > 4α2 = 4

[ ∫ 1

0
f(x)dx

]2
.

bf Nhận xét. Thực ra Cách 3. là một kiểu trình bầy khác của Cách 2.

Cách 4. Sử dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz về tích phân∫ b

a
[u(x)]2dx.

∫ b

a
[v(x)]2dx >

[ ∫ b

a
u(x)v(x)dx

]2
và đặt α =

∫ 1

0
f(x)dx , ta có ϕorallm ∈ R thì

∫ 1

0
12dx

∫ 1

0
[f(x) +mx]2dx >

[ ∫ 1

0
1[f(x) +mx]dx

]2
∫ 1

0
[f(x) +mx]2dx >

[ ∫ 1

0
f(x)dx+m

∫ 1

0
xdx

]2
∫ 1

0
([f(x)]2 + 2mxf(x) +m2x2)dx >

[ ∫ 1

0
f(x)dx+ ϕm2

]2
∫ 1

0
[f(x)]2dx+ 2m

∫ 1

0
xf(x)dx+m2

∫ 1

0
x2dx >

[ ∫ 1

0
f(x)dx

]2
+m

∫ 1

0
f(x)dx+ ϕm24∫ 1

0
[f(x)]2dx >

[ ∫ 1

0
f(x)dx

]2
+m

∫ 1

0
f(x)dx− ϕm212∫ 1

0
[f(x)]2dx > α2 +mα− ϕm212∫ 1

0
[f(x)]2dx > 4α2 −

(
α
√

3− ϕm2
√

3
)2
> 4α2
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Vậy có bất đẳng thức cần phải chứng minh.

Bài 4. (HV An Ninh) a) Cho A,B là các ma trận thực, vuông, cùng cấp n

. Chứng minh rằng

det(In − AB) = det(In −BA) , In θlmatrnØnvcp n

b) Cho A là ma trận thực cấp 2010 × 2009 và B là ma trận thực cấp

2009× 2010 .

Chứng minh rằng

det(AB − I2010) + det(BA− I2009) = 0

Đáp án. a) Cách 1. Trước tiên giải sử B khả nghịch. Khi đó ta có

In − AB = B−1B −B−1BAB = B−1(In −BA)B

nên suy ra

det(In − AB) = det(B−1(In −BA)B)

= det(B−1) det(In −BA) det(B) = det(In −BA)

Bây giờ giả sử B không khả nghịch. Ta xét ma trận Bx = xIn +B , x ∈ R .

Rõ ràng rằng det(Bx) là một đa thức bậc n của x . Đa thức này chỉ có thể có

nhiều nhất n nghiệm thực. Vậy có vô số điểm x ∈ R để det(Bx) 6= 0 , tức là Bx
khả nghịch.

Lúc đó theo chứng minh trên thì det(In − ABx) = det(In −BxA) .

Lại có det(In − ABx) và det(In − BxA) là hai đa thức bậc 6 n của x . Giá trị

của hai đa thức này bằng nhau tại vô số điểm x mà det(Bx) 6= 0 , nên hai đa

thức này phải hoàn toàn trùng nhau (các hệ số tương ứng của hai đa thức này

bằng nhau). Vậy giá trị của hai đa thức này bằng nhau tại mọi điểm x ∈ R .

Khi x = 0 thì B0 = B , nên ta có det(In − AB) = det(In −BA) .

Cách 2. Xét các ma trận khối X =

(
In B
A In

)
, Y =

(
In −B
On In

)
, trong đó On

là ma trận không cấp n . Ta có

XY =

(
In B
A In

)(
In −B
On In

)
=

(
In On
A In − AB

)
= Z

det(Z) = det(XY ) = det(X) det(Y )

Rõ ràng Y là ma trận tam giác và det(Y ) = 1 . Khai triển Laplace theo n

hàng đầu tiên ta được det(Z) = det(In) det(In − AB) = det(In − AB) .

Do đó det(X) = det(In − AB) .

Thay đổi vai trò của A và B ta có det(In − BA) = det

(
In A
B In

)
= det(Xt) =

det(X), trong đó Xt là ma trận chuyển vị của ma trận X .
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Như vậy ta suy ra det(In − AB) = det(In −BA) .

b) Ta chứng minh cho ma trận A cấp (n+ 1)×n và ma trận B cấp n× (n+ 1)

.

Bổ sung vào ma trận A một cột đứng ở vị trí cuối cùng gồm toàn các phần

tử bằng 0 được ma trận vuông A′ cấp n+ 1 .

Bổ sung vào ma trận B một hàng nằm ở vị trí cuối cùng gồm toàn các phần

tử bằng 0 được ma trận vuông B′ cấp n+ 1 .

Dễ dàng thấy rằng

A′B′ = AB ; B′A′ =


0

BA
...

0 . . . 0 0

 , In+1 −B′A′ =


0

In −BA
...

0 . . . 0 1

 = C

Khi đó det(In+1 − A′B′) = det(In+1 − AB) = (−1)n+1 det(AB − In+1)

và det(In+1 −B′A′) = det(C) = det(In −BA) = (−1)n det(BA− In)

(lưu ý rằng ta khai triển Laplace det(C) theo hàng cuối cùng hoặc cột cuối

cùng).

Theo phần a) ta có det(In+1 − A′B′) = det(In+1 −B′A′) , nên suy ra

(−1)n+1 det(AB − In+1) = (−1)n det(BA− In)

(−1)2n det(AB − In+1) = (−1)2n−1 det(BA− In)

det(AB − In+1) = − det(BA− In)

Vậy ta có det(AB − In+1) + det(BA− In) = 0 .

Nói riêng ta có det(AB − I2010) + det(BA − I2009) = 0 với A2010×2009 và

B2009×2010 đã cho ở đề bài.

Câu 1. (HV Ngân Hàng) Cho hàm f : R→ R thoả mãn các điều kiện:

f(2009) 6= f(2010)

f(x+ y) = f(x)f(y)− f(xy) + 1 với mọi cặp số hữu tỷ (x, y)

Chứng minh rằng f(−2009

2010
) =

1

2010

Đáp án. Từ điều kiện f(x+ y) = f(x)f(y)− f(xy) + 1 (1) ∀cặp (x, y) hữu tỷ,

cho x = y = 0 ta có [f(0)− 1]2 = 0 , nên f(0) = 1 (2) ,

tiếp theo cho x = 1, y = −1 ta có f(0) = f(1)f(−1)− f(−1) + 1

và do (2) ta được f(−1)[f(1)− 1] = 0 .

Đến đây có hai khả năng: I) f(1) = 1 , hoặc II) f(−1) = 0 .

Với khả năng I) f(1) = 1 , trong (1) ta cho y = 1

thì được f(x+ 1) = f(x)f(1)− f(x) + 1 = f(x)− f(x) + 1 = 1

dẫn tới f(2009) = f(2010) = 1 , trái với giả thiết f(2009) 6= f(2010) .

Vậy chỉ còn khả năng II) f(−1) = 0 , trong (1) cho x = y = −1 ta được
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f(−2) = [f(−1)]2 − f(1) + 1 , hay f(−2) = 1− f(1) (3)

trong (1) lại cho x = −2, y = 1 ta được f(−1) = f(−2)f(1)− f(−2) + 1

hay 0 = f(−2)f(1)− f(−2) + 1 và do (3) thì 0 = f(−2)f(1) + f(1)

hay 0 = f(1)[1 + f(−2)] .

Đến đây có hai trường hợp: A) f(1) = 0 , hoặc B) f(−2) = −1 .

Với trường hợp A) f(1) = 0 , trong (1) cho y = 1 ta được

f(x+ 1) = f(x)f(1)− f(x) + 1 = 1− f(x) , suy ra f(x+ 2) = f(x) (4) .

Trong (4) cho x = 0 và chú ý đến (2) ta có f(2) = f(0) = 1 .

Từ đó trong (1) lại cho x = 2, y = 1
2 ta được

f(2 + 1
2) = f(2)f(1

2)− f(1) + 1 = f(1
2)− f(1) + 1 = f(1

2) + 1 ,

điều này mâu thuẫn với việc trong (4) ta cho x = 1
2 thì được f(1

2 +2) = f(1
2)

.

Vậy chỉ còn trường hợp B) f(−2) = −1 , do (3) ta được f(1) = 2 .

Bây giờ trong (1) cho y = 1 thì dẫn đến

f(x+ 1) = f(x)f(1)− f(x) + 1 = 2f(x)− f(x) + 1 = 1 + f(x) (5) .

Từ đó với mọi số nguyên k ta có

f(k) = 1 + f(k − 1) = 2 + f(k − 2) = ... = k − 1 + f(1) = 1 + k (6) .

Trong (1) cho x = m, y = 1
m (với số nguyên m 6= 0) ta được

f(m+ 1
m) = f(m)f( 1

m)− f(1) + 1 = (1 +m)f( 1
m)− 1

Từ (5) ta còn có

f(k +
1

m
) = f(k − 1 +

1

m
+ 1) = 1 + f(k − 1 +

1

m
)

f(k − 1 +
1

m
) = f(k − 2 +

1

m
+ 1) = 1 + f(k − 2 +

1

m
)

...... = ......

f(2 +
1

m
) = f(1 +

1

m
+ 1) = 1 + f(1 +

1

m
)

f(1 +
1

m
) = f(

1

m
+ 1) = 1 + f(

1

m
)

và cộng các đẳng thức này ta được f(k + 1
m) = k + f( 1

m) .

Suy ra f(m+ 1
m) = m+ f( 1

m) , dẫn tới (1 +m)f( 1
m)− 1 = m+ f( 1

m) ,

nên ta được f( 1
m) = 1 + 1

m (7) .

Theo (1) ta lại có f(k + 1
m) = f(k)f( 1

m)− f( km) + 1 , do đó

k + (1 + 1
m) = (1 + k)(1 + 1

m)− f( km) + 1 , nên f( km) = 1 + k
m (8) .

Từ (6), (7), (8) ta suy ra với mọi số hữu tỷ x thì f(x) = 1 + x .

Do đó f(−2009

2010
) = 1− 2009

2010
=

1

2010
.

Câu 2. (HV Ngân Hàng) Cho hai dãy số dương {xn}∞n=1, {yn}∞n=1 thoả mãn

xn+1 >
xn + yn

2
, yn+1 >

√
x2
n + y2

n

2
, ∀n ∈ N
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1) Chứng minh rằng các dãy {xn + yn}∞n=1 , {xnyn}∞n=1 là những dãy đơn điệu

tăng.

2) Chứng minh rằng nếu dãy {xn + yn}∞n=1 có giới hạn hữu hạn, thì giới hạn

của các dãy {xn}∞n=1 , {yn}∞n=1 tồn tại và bằng nhau.

Đáp án. Đặt sn = xn + yn và pn = xnyn .

Sử dụng các bất đẳng thức
a+ b

2
>
√
ab ,

a2 + b2

2
>

(
a+ b

2

)2

với các số

dương a, b ta được

xn+1 >
xn + yn

2
=
sn
2
>
√
pn , yn+1 >

√
x2
n + y2

n

2
>
xn + yn

2
=
sn
2
>
√
pn

Cộng từng vế và nhân từng vế các bất đẳng thức trên ta suy ra

sn+1 = xn+1 + yn+1 > sn , pn+1 = xn+1yn+1 >
s2n
4
> pn

Như vậy các dãy {xn + yn}∞n=1 = {sn}∞n=1 , {xnyn}∞n=1 = {pn}∞n=1 là những dãy

đơn điệu tăng.

2) Giả sử lim
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

sn = s , 0 < s < +∞ .

Do pn 6
s2n
4

, mà sn ↗ s (n→∞) , nên pn 6
s2

4
.

Dãy {pn}∞n=1 đơn điệu tăng và bị chặn trên, nên tồn tại lim
n→∞

pn = p , 0 < p 6
s2

4
.

Mặt khác, từ pn+1 >
s2n
4

ta suy ra p = lim
n→∞

pn+1 > lim
n→∞

s2n
4

=
s2

4
.

Do đó phải có p =
s2

4
, hay là s2 = 4p .

Từ xn + yn = sn , xnyn = pn và bất đẳng thức
s2n
4
> pn (hay s2n > 4pn)

, sử dụng định lý Viete ta suy ra xn và yn là hai nghiệm của phương trình

t2 − snt+ pn = 0 .

Hai nghiệm của phương trình đó là 1
2(sn ±

√
s2n − 4pn) .

Từ đây suy ra lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn =
s

2
.

Câu 3. (HV Ngân Hàng) Cho A là ma trận thực, vuông, cấp n có rank(A) =

r 6 n .

Chứng minh rằng có thể viết A thành tổng của r ma trận mà mỗi ma trận

đó đều có hạng bằng 1 .

Đáp án. Ta viết A = (A1, A2, ..., Ar, Ar+1, ..., An) , trong đó Aj là vector cột thứ

j của A . Vì rank(A) = r nên A có r vector cột độc lập tuyến tính, không giảm

tổng quát ta coi đó là r cột đầu tiên. Khi ấy các cột Aj (r+ 1 6 j 6 n) biểu diễn

tuyến tính được qua r cột đầu tiên

Aj = αj1A1 + αj2A2 + ...+ αjrAr (r + 1 6 j 6 n)
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với các hệ số αj1, αj2, ..., αjr không đồng nhất bằng 0 .

Từ đó ta có thể viết

A = (A1, O,O, ..., O, αr+1,1A1, αr+2,1A1, ..., αn1A1)

+ (O,A2, O, ..., O, αr+1,2A2, αr+2,2A2, ..., αn2A2)

+ (O,O,A3, , ..., O, αr+1,3A3, αr+2,3A3, ..., αn3A3)

+ ...

+ (O,O,O, ..., Ar, αr+1,rAr, αr+2,rAr, ..., αnrAr)

= B1 +B2 +B3 + ...+Br

trong đó O là vector cột gồm toàn các phần tử bằng 0 .

Rõ ràng là các ma trận B1, B2, B3, ..., Br là các ma trận mà mỗi ma trận đó

đều có hạng bằng 1 . Câu 1. (ĐH Ngoại thương)

Cho dãy Sn =
6

(9− 4)(3− 2)
+

36

(27− 8)(9− 4)
+ · · ·+ 6n

(3n+1 − 2n+1)(3n − 2n)
.

Tính lim
n→+∞

Sn

Đáp án. Ta có

Sn = 6
(31 − 21

9− 4
− 30 − 20

3− 2

)
+ 6

(32 − 22

27− 8
− 31 − 21

9− 4

)
+ · · · + 6

( 3n − 2n

3n+1 − 2n+1
−

3n−1 − 2n−1

3n − 2n

)
= 6

3n − 2n

3n+1 − 2n+1

Vậy lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

6
1−

(2

3

)n
3−

(2

3

)n
2

= 2

Câu2. (ĐH Ngoại thương)

Cho f(x) khả vi liên tục trên [0, 1], f(0) = 0; f(1) = 1. Chứng minh rằng với

mọi k1, k2 > 0 tồn tại x1, x2 : 0 ≤ x1 < x2 ≤ 1 sao cho
k1

f ′(x1)
+

k2

f ′(x2)
= k1 + k2 (∗)

Đáp án. Chia hai vế của (*) cho k1 + k2 ta được

k1

(k1 + k2)f ′(x1)
+

k2

(k1 + k2)f ′(x2)
= 1⇔ λ

f ′(x1)
+

1− λ
f ′(x2)

= 1;λ =
k1

k1 + k2
∈ (0, 1)

Với c chọn sau mà 0 < c < 1.

Theo định lý Lagrange tồn tại x1 ∈ (0, c);x2 ∈ (c, 1) thỏa mãn

f ′(x1) =
f(c)− f(0)

c− 0
=
f(c)

c

f ′(x2) =
f(1)− f(c)

1− c
=

1− f(c)

1− c
Khi đó (*) trở thành

λ

f(c)
+

(1− λ)(1− c)
1− f(c)

= 1

Do hàm f(x) liên tục trên (0, 1) nên tồn tại c ∈ (0, 1) để f(c) = λ.
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Câu 3. (ĐH Ngoại thương)

Cho hàm f : [0, 1]→ R khả tích thỏa mãn điều kiện:
1∫
0

f(x)dx =
1∫
0

xf(x)dx = 1.

Chứng minh rằng tồn tại vô số hàm f thỏa mãn điều kiện trên và
1∫
0

f2(x)dx ≥

3.

Có thể thay 3 bởi số lớn hơn hay không? Tại sao?

Đáp án. Với mỗi số tự nhiên n xét hàm số f(x) = xn + + b. Khi đó điều kiện

của bài toán tương đương với hệ


a

2
+ b =

−1

n+ 1
a

3
+
b

2
=
−1

n+ 2
Dễ thấy hệ này luôn có nghiệm với mọi số tự nhiên n nên tồn tại vô số hàm

f thỏa mãn điều kiện trên.

Với mọi hàm f thỏa mãn điều kiện trên, theo bất đẳng thức Cauchy-Schwarz

ta có
1∫
0

f2(x)dx
1∫
0

x2dx ≥
( 1∫

0

xf(x)dx
)2

= 1

⇒
1∫
0

f2(x)dx ≥ 3.

Có thể thay 3 bởi số lớn hơn.

Thật vậy
1∫
0

(f(x) + ax+ b)2dx ≥ 0 với a, b là các số thực nào đó mà ta sẽ tìm.

Suy ra
1∫
0

f2(x)dx ≥ −a
2

3
− b2 − 2a− 2b− ab

Ta quan tâm tới những số a, b sao cho biểu thức

g(a, b) =
−a2

3
− b2 − 2a− 2b =

−a2

3
− (b+ 2)x− 2b− b2

đạt giá trị lớn nhất. Cố định b thì g(a, b) có đồ thị là parabol bề lõm quay xuống

dưới nên g(a, b) đạt giá trị lớn nhất tại a = −3(b+ 2)

2
. Lúc đó, giá trị lớn nhất của

g(a, b) là gmax = 4− 1

4
(b− 2)2 ≤ 4 đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi b = 2 và lúc đó

a = −6. Do đó với mọi hàm số f thỏa mãn điều kiện ta luôn có
1∫
0

f2(x)dx ≥ 4,∀f.

Và hơn nữa f(x) = 6x− 2 thì dấu bằng xảy ra.

Câu 4. (ĐH Ngoại thương)

Cho hàm số f(x) xác định trên [0, 1], khả vi liên tục, f(0) = 0 và f ′(x) nhận

giá trị trên (0, 1]. Chứng minh rằng
( 1∫

0

f(x)dx
)2
≥

1∫
0

f3(x)dx. Cho một ví dụ ở

đó xảy ra đẳng thức.

Đáp án. Đặt g(t) =
( t∫

0

f(x)dx
)2
−

t∫
0

f3(x)dx
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Ta sẽ chứng minh g(t) ≥ 0 theo phương pháp đạo hàm. Trước hết ta có

g(0) = 0

g′(t) = 2f(t)
t∫
0

f(x)dx− f3(t) = f(t)
[
2
t∫
0

f(x)dx− f2(t)
]

Bởi vì f(t) ≥ 0, f(0) = 0 và f ′(t) > 0 nên chỉ cần chứng minh

h(t) = 2
t∫
0

f(x)dx− f2(t) ≥ 0

Thật vậy h(0) = 0, lấy đạo hàm ta có

h′(t) = 2f(t)− 2f(t)f ′(t) = 2f(t)(1− f ′(t)) ≥ 0

Vậy h(t) ≥ 0. Suy ra g(t) là hàm tăng nên: g(1) ≥ g(0) = 0 (đpcm).

Lấy ví dụ f(x) = x.

Câu 1. (ĐH Đồng Tháp)

Cho dãy số {an} xác định như sau:

a1 = a, a2 = b, an+1 = pan−1 + (1− p)an với n = 2, 3, . . .

Với điều kiện nào của a, b, p thì dãy số trên hội tụ.

Giải. Ta có an+1 − an = −p(an − an−1)

Suy ra an = a1 + (a2 − a1) + (a3 − a2) + · · ·+ (an − an−1)

= a+ (b− a)− p(b− a)− p(a3 − a2)− · · · − p(an−1 − an−2)

= a+ (b− a)
(
1− p+ p2 + · · ·+ (−1)npn−2

)
với n = 2, 3, . . .

Nếu a = b thì dãy {an} hội tụ và có giới hạn là a.

Nếu a 6= b thì dãy {an} hội tụ với |p| < 1 và có giới hạn là a+
b− a
1 + p

Câu 2. (ĐH Đồng Tháp)

Cho f là hàm khả vi liên tục cấp 2 trên R và thỏa mãn f(0) = 1, f ′(0) =

0, f ′′(0) = −1.

Tính giới hạn sau lim
x→+∞

(
f
(2010√

x

))x
Giải. Đặt g(x) = c−xf(x). Do f(x) = 0 có ít nhất 3 ngiệm trong [a, b] nên g(x) = 0

có ít nhất 3 nghiệm trong [a, b]. Theo định lý Rolle, ta có g′(x) = 0 có ít nhất 2

nghiệm trong [−1, 1]. Lại theo định lý Rolle, ta có g′′(x) = 0 có ít nhất 1 nghiệm

trong [a, b]. Suy ra f(x) + f ′′(x) = 2f ′(x) có ít nhất một nghiệm trong [a, b].

Câu 3. (ĐH Đồng Tháp)

Cho hàm f : R→ [−1, 1] thuộc lớp C2(R).

(a) Nếu phương trình f(x) = 0 có ít nhất ba nghiệm trong [a, b] nào đó thì

phương trình f(x) + f ′′(x) = 2f ′(x) có ít nhất một nghiệm trong [a, b] đó.

(b) Giả sử (f(0))2 + (f ′(0))2 = 4. Chứng minh rằng tồn tại x0 ∈ R thỏa mãn

f(x0) + f ′′(x0) = 0

Giải. Đặt g(x) = c−xf(x). Do f(x) = 0 có ít nhất 3 ngiệm trong [a, b] nên g(x) = 0

có ít nhất 3 nghiệm trong [a, b]. Theo định lý Rolle, ta có g′(x) = 0 có ít nhất 2
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nghiệm trong [−1, 1]. Lại theo định lý Rolle, ta có g′′(x) = 0 có ít nhất 1 nghiệm

trong [a, b]. Suy ra f(x) + f ′′(x) = 2f ′(x) có ít nhất một nghiệm trong [a, b].

Câu 4. (ĐH Đồng Tháp)

Tìm tất cả các hàm f(x) liên tục trên R thỏa mãn

f(0) = f(2) = 1, |f ′(x)| ≤ 1 khi 0 ≤ x ≤ 2

Chứng minh rằng
2∫
0

f(x)dx > 1

Giải. Lấy x ∈ (0, 2). Theo định ký Lagrange, có 0 < θ1 < x sao cho

f(x)− f(0) = xf ′(θ1)

Suy ra f(x) = f(0) + xf ′(θ1) = 1 + xf ′(θ1) (1)

Tương tự, có x < θ2 < 2 sao cho

f(2)− f(x) = (2− x)f ′(θ2)

Suy ra f(x) = f(2) + (x− 2)f ′(θ2) = 1 + (x− 2)f ′(θ2) (2)

Do |f ′(x)| ≤ 1 nên f ′(θ1) ≥ −1 và do x > 0 nên từ (1) ta có f(x) ≥ 1− x (3)

Tương tự, từ (2) ta có f(x) ≥ x− 1 (4)

Từ (3) và (4) ta có
1∫
0

f(x)dx ≥
1∫
0

(1− x)dx =
1

2
(5)

2∫
1

f(x)dx ≥
2∫
1

(x− 1)dx =
1

2
(6)

Dấu “=” trong (5) và (6) xảy ra khi f(x) =

{
1− x khi 0 ≤ x ≤ 1

x− 1 khi 1 ≤ x ≤ 2
. Tuy

nhiên hàm này không có đạo hàm tại x = 1. Do đó, hoặc (5) hoặc (6) phải xảy

ra bất đẳng thức. Tức là ta có
2∫
0

f(x)dx > 1.

Câu 5. (ĐH Đồng Tháp)

Tìm tất cả các hàm f(x) liên tục trên R thỏa mãn

f(x+ y) = 2010xf(y) + 2010yf(x), ∀x, y ∈ R

Giải. Ta có f(x+ y) = 2010xf(y) + 2010yf(x)

⇔ 2010−(x+y)f(x+ y) = 2010−yf(y) + 2010−xf(x)

Đặt g(x) = 2010−xf(x). Ta có g(x+ y) = g(x) + g(y) ∀x, y ∈ R. Đây là phương

trình hàm Cauchy, có nghiệm là g(x) = ax. Suy ra f(x) = ax2010x.

Thử lại, ta thấy thỏa mãn điều kiện bài toán.

Câu 1. (ĐH Nông nghiệp HN)

Cho dãy số thực dương x0, x1, . . . , x2011 thỏa mãn x0 = x2011 và xi−1 +
2

xi−1
=

2xi +
1

xi
∀i = 1, . . . , 2011. Tìm giá trị lớn nhất có thể có của x0.

Đáp án. Từ điều kiện xác định dãy ta có:
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2x2
ixi−1 − (x2

i−1 + 2)xi + xi = 0

⇔ (xixi−1 − 1)(2xi − xi−1) = 0

[
xi =

1

xi−1

xi =
1

2
xi−1

(2.1)

Ta đi chứng minh xi = 2kxs0 ∀i ≥ 0, ở đó ki là số nguyên thỏa mãn |ki| ≤ i và

εi = (−1)k+1.

Thật vậy, dễ thấy điều khẳng định đúng với i = 0 : k0 = 0, ε0 = 1.

Giả sử khẳng định đúng tới i− 1. Từ (2.1) ta có:[
xi =

1

xi−1
= (2ki−1xεi−1

0 )−1 ⇒ ki = −ki−1 − 1, εi = −εi−1

xi =
1

2
xi−1 = 2−12ki−1xεi−1

0 = 2ki−1−1xεi−1

0 ⇒ ki = ki−1 − 1, εi = εi−1

Rõ ràng trong mỗi trường hợp trên ta luôn có |ki| ≤ i và εi = (−1)k+1.

Từ đó khẳng định được chứng minh.

Theo đó ta có x2011 = 2k2011xε20110 = 2kxs0 ở đó k = k2011, ε = ε2011.

Câu 2. (ĐH Nông nghiệp HN)

Giả sử f(x) là hàm liên tục trên
[
0,
π

2

]
sao cho tồn tại c ∈

(
0,
π

2

)
để f(x) >

0 ∀x ∈ (0, c) và f(x) < 0 ∀x ∈ (c,
π

2
). Chứng minh rằng( π

2∫
0

f(x) cosxdx

)2

+

( π
2∫
0

f(x) sinxdx

)2

> 0

Đáp án. Giả sử ngược lại,

π
2∫
0

f(x) cosxdx =

π
2∫
0

f(x) sinxdx = 0

⇒
π
2∫
0

f(x)[k cosx+ sinx]dx = 0,∀ hằng số k.

Đặt k = tanα, α chọn sau, ta được
π
2∫
0

f(x)[sinα cosx+ cosα sinx]dx =

π
2∫
0

f(x) sin(x+ α)dx = 0

Bây giờ ta chọn α = −c, khi đó với 0 < x < c⇒ f(x) > 0 và sin(x− c) < 0; c <

x <
π

2
⇒ f(x) < 0 và sin(x− c) > 0.

Vậy

π
2∫
0

f(x) sin(x+ α)dx =
c∫
0

f(x) sin(x+ α)dx+

π
2∫
c
f(x) sin(x+ α)dx < 0, vô lí.

Mâu thuẫn này chứng minh khẳng định.

Câu 3. (ĐH Nông nghiệp HN)

Cho hàm số f : R → R khả vi đến cấp 2 sao cho có thể tìm được hàm

g : R→ R+ thỏa mãn f(x) + f ′′(x) = −xg(x)f ′(x) ∀x ∈ R. Chứng minh rằng f(x)

là hàm bị chặn.

Đáp án. Nhân hai vế của đẳng thức đã cho với 2f ′(x) ta được
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2f(x)f ′(x) + 2f ′(x)f ′′(x) = −xg(x)(f ′(x))2 ∀x ∈ R
Xét hàm h(x) = f2(x) + (f ′(x))2, ta có: h′(x) = 2f(x)f ′(x) + 2f ′(x)f ′′(x).

Suy ra h′(x) = −xg(x)(f ′(x))2.

Do g(x) > 0 ∀x ∈ R nên ta có h′(x) > 0 ∀x > 0 và h′(x) < 0 ∀x < 0. Từ đó giá

trị lớn nhất của h(x) trên miền xác định là h(0). Tức là ta có:

0 ≤ f2(x) ≤ f2(x) + (f ′(x))2 = h(x) ≤ h(0). Suy ra f(x) bị chặn.

Câu 4. (ĐH Nông nghiệp HN)(Sinh viên chọn một trong hai câu)

a) Cho P (x) là đa thức với hệ số thực có n nghiệm thực phân biệt lớn hơn 1.

Xét đa thức Q(x) = (x2 + 1)P (x)P ′(x) + x[(P (x))2 + (P ′(x))2].

Chứng minh rằng Q(x) có ít nhất 2n− 1 nghiệm thực phân biệt.

b) Cho f liên tục trên [a, b] thỏa mãn:
b∫
a
xnf(n)dx = 0 ∀n ≤ N. Chứng minh

rằng f có ít nhất N + 1 không điểm trên [a, b].

Đáp án. a) Từ cách xác định Q(x) ta có

Q(x) = (x2 + 1)P (x)P ′(x) + x[(P (x))2 + (P ′(x))2]

= [P ′(x) + xP (x)][xP ′(x) + P (x)]

Lại dễ thấy P ′(x) + xP (x) = e
−x2

2 (e
x2

2 P (x))′

xP ′(x) + P (x) = (xP (x))′

Gọi các nghiệm của P (x) là 1 < a1 < a2 < · · · < an. Từ cách viết trên, theo

định lý Rolle, P ′(x) +xP (x) có n− 1 nghiệm bi thỏa mãn 1 < a1 < b1 < a2 < · · · <
bn−1 < an, và xP ′(x) + P (x) có n nghiệm cj thỏa mãn 0 < c1 < a1 < c2 < a2 <

· · · < cn < an.

Nếu bi 6= ci+1 ∀i thì ta có ngay điều phải chứng minh.

Giả sử tồn tại i sao cho bi = ci+1 = r. Thế thì

P ′(r) + rP (r) = 0 = rP ′(r) + P (r)

Từ đó P ′(r) = −rP (r), thay vào đẳng thức thứ hai ta được (r2 − 1)P (r) = 0.

Mặt khác r = bi > 1 suy ra P (r) = 0. Nhưng lại có ai < r < ai+1. Điều này mâu

thuẫn.

b) Từ giả thiết suy ra
b∫
a
p(x)f(x)dx = 0 với mọi đa thức p(x) mà deg p(x) ≤

N (∗)
Dễ thấy ∃x0 ∈ [a, b] sao cho f(x0) = 0. Thật vậy, nếu ngược lại ta phải có

f(x) > 0 ∀x ∈ [a, b] hoặc f(x) < 0 ∀x ∈ [a, b]. Điều này mâu thuẫn với giả thiết.

Ta chỉ cẫn xét trường hợp các không điểm của f là rời rạc, vì nếu f(x) =

0 ∀x ∈ (α, β) ⊂ [a, b] Thì ta có ngay điều phải chứng minh.

Giả sử x1, x2, . . . , xm là các điểm trong [a, b] sao cho f(xi) = 0 ∀ = 1,m,m ≤ N

và x1, x2, . . . , xr là các điểm mà tại đó f(x) đổi dấu, r ≤ m.
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Xét p(x) =
r∏
i=1

(xi − x). Khi đó p(x)f(x) ≥ 0 trên [a, b] và p(x)f(x) > 0 trên các

đoạn [a, x1], [x1, x2], . . . , [xn−1, xn] không kể đầu mút. Từ đó suy ra
b∫
a
p(x)f(x)dx >

0 với deg p(x) = r ≤ N, điều này mâu thuẫn với (*).

Vậy f có ít nhất N + 1 không điểm trên [a, b].

2.2 Tổng hợp đề dự tuyển môn Đại số 2010

Câu 1. (ĐH Ngoại thương)

Cho A,B là các ma trận vuông thực cấp n sao cho A2 + B2 = AB. Chứng

minh rằng nếu AB −BA khả nghịch thì n chia hết cho 3.

Đáp án. Đặt S = A+ ωB với ω =
−1 + i

√
3

2

Khi đó SS = ω(BA− AB) (vì ω + 1 = −ω). Từ chỗ det(SS) = det(S) det(S) là

số thực nên det[ω(BA − AB)] = ωn det(BA − AB) và det(BA − AB) khác 0 nên

ωn =
det(SS)

det(BA− AB)
là số thực, suy ra n chia hết cho 3.

Câu2. (ĐH Ngoại thương)

Tính det(A) với A = [aij ]n×n mà aij =

{
(−1)|i−j| khi i 6= j

2 khi i = j

Đáp án. det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 1 . . . ±1 ∓1
−1 2 −1 . . . ∓1 ±1
1 −1 2 . . . ±1 ∓1
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
±1 ∓1 ±1 . . . 2 −1
∓1 ±1 ∓1 . . . −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Cộng dòng 2 vào dòng 1, cộng dòng 3 vào dòng 2,. . . , cộng dòng n vào dòng

n− 1 ta được

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 . . . 0 0
0 1 1 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 1
∓1 ±1 ∓1 . . . −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Sau đó nhân cột 1 với (−1) rồi cộng vào cột 2, nhân cột 2 với (−1) rồi cộng

vào cột 3,. . . , nhân cột (n-1) với (−1) rồi cộng vào cột n ta được

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 . . . 0 n+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= n+ 1
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Câu 3. (ĐH Ngoại thương)

Chứng minh rằng nếu ma trận vuông A cấp n có các phần tử trên đường

chéo chính bằng 0, các phần tử còn lại bằng 1 hoặc bằng 2010 thì r(A) ≥ n− 1.

Đáp án. Giả sử B là ma trận mà tất cả các phần tử đều bằng 1 nên r(B) = A−B

là ma trận có các phần tử trên đường chéo chính bằng −1 còn các phần tử còn

lại bằng 0 hoặc bằng 2009 ⇒ det(A − B) 6= 0 ⇒ n = r(A − B) ≤ r(A) + r(B) ⇒
r(A) ≤ n− 1.

Câu 4. (ĐH Ngoại thương)

Cho x1, x2, . . . , xn là các số thực khác nhau đôi một và khác 0,−1,−2, . . . ,−n+

1.

Chứng minh rằng định thức sau khác 0:

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

x1

1

x2
. . .

1

xn
1

x1 + 1

1

x2 + 1
. . .

1

xn + 1
. . . . . . . . . . . .
1

x1 + n− 1

1

x2 + n− 1
. . .

1

xn + n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Đáp án. Giả sử d = 0 suy ra tồn tại các hằng số không đồng thời bằng 0:

C1, C2, . . . , Cn sao cho
C1

xi
+

C2

xi + 1
+ · · ·+ Cn

xi + n− 1
= 0;∀i = 1, 2, 3, . . . , n.

Suy ra phương trình f(x) =
C1

x
+

C2

x+ 1
+ · · ·+ Cn

x+ n− 1
= 0 có n nghiệm phân

biệt x1, x2, . . . , xn

Nhưng f(x) =
P (x)

x(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n− 1)
= 0. Suy ra P (x) có n nghiệm

thực phân biệt nhưng bậc của P (x) nhỏ hơn n nên vô lý.

Câu 5. (ĐH Ngoại thương)

Xét ma trận thực A =

(
4 2 −2
0 6 0
−4 4 2

)
1) Chứng minh rằng A chéo hóa được và hãy chéo hóa A.

2) Đặt B =
1

6
A. Chứng minh rằng với mỗi n ∈ N : (B + E)n = (2n − 1)B + E

Đáp án.

1) Chứng minh rằng A chéo hóa được hay chứng minh A có n vectơ riêng độc

lập tuyến tính.

Tìm được P =

(
1 1 0
0 0 1
2 −1 1

)
. Khi đó P−1AP =

(
0 0 0
0 6 0
0 0 6

)

2) Ta có B = P

(
0 0 0
0 1 0
0 0 1

)
P−1. Nên Bk = P

(
0 0 0
0 1 0
0 0 1

)k
P−1 = B
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Từ đó, ta có (B +E)n =
n∑
k=1

CknB
k +C0

nB
0 =

( n∑
k=1

Ckn

)
B +E = (2n− 1)B +E.

Câu I. (ĐHSP Huế) Cho A,B là các ma trận vuông cấp 3 hệ số thực sao cho

det(A) = det(B) = 0, det(A + 2009B) = det(A + 2010B) = 0. Chứng minh rằng

det(xA+ yB) = 0 với mọi x, y ∈ R.

Đáp án. Nếu x = 0 thì det(xA + yB) = det(yB) = y3 det(B) = 0. Xét x 6= 0,

ta đặt t =
y

x
. Khi đó ta có det(xA + yB) = x3 det(A + tB). Ta chỉ cần chứng

minh p(t) = det(A + tB) với t ∈ R. Vì p(0) = p(2009) = p(2010) = 0 nên ta có

p(t) = at(t− 2009)(t− 2010). Chia hai vế cho t3 (t 6= 0) ta được

det(
1

t
A+B) = a(1− 2009

t
)(1− 2010

t
), ∀t 6= 0.

Cho t→∞ thì a = det(B) = 0. Vậy ta có điều phải chứng minh.

Câu 2. (ĐHSP Huế)Cho ma trận

A =

(
1 1 0
0 1 1
0 0 −1

)
.

Ký hiệu M3(R) là không gian các ma trận vuông cấp 3 hệ số thực, W = {X ∈
M3(R) : AX = XA} và U = {p(A) : p(x) ∈ R[x]}. Chú ý rằng nếu p(x) =

a0 + a1x + · · · + akx
k thì p(A) = a0I3 + a1A + · · · + akA

k, trong đó I3 là ma trận

đơn vị cấp 3.

1. Chứng minh rằng U,W là các không gian các vector con của M3(R) và

U ⊂ W.

2. Chứng minh rằng dimW = dimU = 3. Từ đó suy ra, nếu B ∈ M3(R) và

AB = BA thì tồn tại p(x) ∈ R[x] sao cho B = p(A).

Đáp án. Đa thức tổi tiểu của A là mA(x) = x3−x2−x+ 1 nên U là không gian

vector con của M3(R) và dimU = 3. Dễ dàng kiểm tra U ⊂ W.

Lấy X ∈ W ta có XA = AX nên X phải có dạng

X =

(
a b c
0 a b− 2c
0 0 a− 2b+ 4c

)
.

Vậy dimW = 3 = dimU. Từ đó suy ra điều cần chứng minh.

Câu 3. (ĐHSP Huế)Tìm tất cả các đa thức f(x) hệ số thực thỏa mãn điều

kiện

f(πx) = f(x2009), ∀x ∈ R.
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Đáp án. Từ giả thiết, ta suy ra f(π
2009
√
x) = f(x) với mọi x > 0. Đặt x0 = 1, xn =

π
2009
√
xn−1 , n ≥ 1. Khi đó ta có (xn)n là một dãy đơn điệu tăng và f(xn) = f(xn−1)

với mọi n nên f(x) là một đa thức hằng.

Câu 1. (ĐHBKHN) Tính định thức

A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e+ e−1 1 0 · · · 0 0
1 e+ e−1 1 · · · 0 0

0 1 e+ e−1 . . . 0 0
...

...
. . . . . . . . .

...

0 0 0
. . . e+ e−1 1

0 0 0 · · · 1 e+ e−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Đáp án. Khai triển theo cột thứ nhất, ta có

∆n = (e+ e−1)∆n−1 −∆n−2

Ta có ∆1 = e+ e−1 =
e2 − e−2

e− e−1
,∆2 = (e+ e−1)2 − 1 =

e3 − e−3

e− e−1

Bằng quy nạp, ta chứng minh được rằng ∆k =
e(k+1) − e−(k+1)

e− e−1
với mọi 1 ≤

k ≤ n.

Vậy ∆n =
e(n+1) − e−(n+1)

e− e−1

Câu 2. (ĐHBKHN) Cho các ma trận vuông thực A,B thỏa mãn các điều kiện

sau A2009 = 0 và AB = 2008A+ 2007B. Chứng minh rằng

a) B2009 = 0.

b) det(A+ 2007I) 6= 0

Đáp án.

a) Ta có

AB = 2008A+ 2007B ⇔ (A− 2007I)(B − 2008I) = 2007 · 2008I

⇔ 1

2007 · 2008
(A− 2007I)(B − 2008I) = I ⇔

( 1

2007
A− I

)( 1

2008
B − I

)
= I

⇔
( 1

2008
B − I

)( 1

2007
A− I

)
= I ⇔ (B − 2008I)(A− 2007I) = 2007 · 2008I

⇔ BA = 2008A+ 2007B

Do đó AB = BA. Từ đó, ta có

AB = 2008A+ 2007B ⇒ B =
1

2007
A(B − 2008I)

⇒ B2009 =
1

20072009
A2009(B − 2008I)2009 = 0

b) Ta có

I =
−1

20072009
[A2009 − (2007I)2009]

=
1

20072009
(A− 2007I)(A2008 + 2007A2007 + 20072A2006 + · · ·+ (2007I)2008)

= (A− 2007I)
[ 1

20072009
(A2008 + 2007A2007 + 20072A2006 + · · ·+ (2007I)2008)

]
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Do đó (A− 2007I) khả nghịch, nên det(A+ 2007I) 6= 0.

Câu 3. (ĐHBKHN) Cho hệ phương trình
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
· · ·
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

trong đó aij ∈ Z, i, j = 1, n. Tìm điều kiện cần và đủ để phương trình đã cho

luôn có nghiệm x = (x1.x2, . . . , xn) thỏa mãn xj ∈ Z, 1 ≤ j ≤ n với mọi giá trị

bj ∈ Z, 1 ≤ j ≤ n.

Đáp án.

(⇒) Điều kiện cần: giả sử hệ đó luôn có nghiệm x = (x1.x2, . . . , xn) thỏa mãn

xj ∈ Z, 1 ≤ j ≤ n với mọi giá trị bj ∈ Z, 1 ≤ j ≤ n.

Đặt A = [aij ]. Nếu rank(A) < n thì ta chọn các bj ∈ Z, 1 ≤ j ≤ n sao cho

rank(A) = rank(A|b) = rank(A) + 1 6= rank(A). Khi đó, hệ trên sẽ vô nghiệm.

Vậy rank(A) = n hay detA 6= 0. Khi đó, hệ có nghiệm [x] = A−1b. Nếu

A−1 = [a′ij ] không phải là ma trận nguyên, chẳng hạn có phần tử a′i0j0 /∈ Z, thì
ta chỉ cần chọn bj0 = 1 và bj = 0 với ∀j 6= j0. Khi đó, ta có xi0 = a′i0j0 /∈ Z. Do

vậy, A−1 là ma trận nguyên. Bởi vậy, detA−1 ∈ Z.
Lại có detA−1 =

1

detA
nên

1

detA
∈ Z. Suy ra detA = ±1.

(⇐) Ngược lại, giả sử detA = ±1. Khi đó A là ma trận khả nghịch và A−1 =
1

detA
Ct trong đó Ct là ma trận phụ hợp của A. Vì A là ma trận nguyên nên

Ct cũng là ma trận nguyên, dẫn đến A−1 là ma trận nguyên. Do đó, với mọi

bj ∈ Z, 1 ≤ j ≤ n thì nghiệm của hệ phương trình được xác định bởi [x] = A−1b

gồm các số nguyên.

Vậy điều kiện cần và đủ để hệ phương trình đã cho luôn có nghiệm x =

(x1.x2, . . . , xn) thỏa mãn xj ∈ Z, 1 ≤ j ≤ n với mọi giá trị bj ∈ Z, 1 ≤ j ≤ n. là

detA = ±1.

Câu 4. (ĐHBKHN) Cho f : V → V là một toán tử tuyến tính của không gian

véctơ n chiều V. Giả sử tồn tại các véctơ v1, v2, . . . , vn khác véctơ không trong V

thỏa mãn điều kiện:

f(v1) = v1 + v2, f(v2) = v2 + v3, . . . , f(vn−1) = vn−1 + vn, f(vn) = vn

Chứng minh rằng f là một đẳng cấu tuyến tính.

Đáp án.

Trước hết ta chứng minh hệ vec tơ B = {v1, v2, . . . , vn} độc lập tuyến tính.

Thật vậy, xét x1v1 + x2v2 + · · ·+ xnvn = θ với x1, x2, . . . , xn ∈ R, ta có

θ = f(x1v1 + x2v2 + · · ·+ xnvn) =
n−1∑
i=1

xif(vi+1)

56



= (x1v2 +x2v3 + · · ·+xn−1vn) + (x1v3 +x2v4 + · · ·+xn−2vn) = x1v3 +x2v4 + · · ·+
xn−2vn

θ = f(x1v3 + x2v4 + · · ·+ xn−2vn) =
n−2∑
i=1

xif(vi+2)

· · ·
= (x1v3 +x2v4 + · · ·+xn−2vn) + (x1v4 +x2v5 + · · ·+xn−3vn) = x1v4 +x2v5 + · · ·+

xn−3vn

cuối cùng ta được

x1v1 +x2v2 + · · ·+xnvn = x1v2 +x2v3 + · · ·+xn−1vn = x1v3 +x2v4 + · · ·+xn−2vn

= x1v4 + x2v5 + · · ·+ xn−3vn = · · · = x1vn−1 + x2vn = x1vn = θ

Vì vn 6= θ nên ta có x1 = x2 = · · · = xn = θ hay B = {v1, v2, . . . , vn} độc lập

tuyến tính.

Hơn nữa, dimV = n nên B là cột cơ sở của V. Khi đó ta có ma trận của f đối

với cơ sở B là

A =


1 0 0 0 0
1 1 0 0 0

0 1 1
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 · · · 1 1


Vì detA = 1 nên f là một đẳng cấu tuyến tính.

Câu 5. (ĐHBKHN) Gọi I là ma trận đơn vị cấp n. Chứng minh rằng với mọi

ma trận vuông cấp n A và số thực λ 6= 0 bất kì, ta có

rank(A) + rank(A+ λE) = n+ rank(A2 + λA)

Đáp án.

rank(A) + rank(A+ λE) = rank

[
A 0
0 A+ λE

]
= rank

[
A A+ λE
0 A+ λE

]
(H2+H1)

= rank

[
A λE
0 A+ λE

]
(C1×(−1)+C2)

= rank

[
0 λE

−1

λ
(A2 + λA) A− E

]
(C2×
−1

λ
A+C1)

= rank(λE) + rank

[
−1

λ
(A2 + λA)

]
= n+ rank(A2 + λA)

Câu 6. (ĐHBKHN) Cho đa thức f(x) ∈ R[x] có ít nhất 2 nghiệm thực. Chứng

minh rằng đa thức P (x) = f(x)− f ′(x) cũng có ít nhất 2 nghiệm thực.

Đáp án. Giả sử x1, x2(x1 ≤ x2) là nghiệm của f(x). Xét hàm số g(x) = e−xf(x).

Ta có g′(x) = e−x(f ′(x) − f(x)). Theo định lý Rolle thì g′(x) có ít nhất một

nghiệm thực trong (x1, x2) nếu x1 < x2 và có nghiệm x1 nếu x1 = x2. Suy ra đa

thức P (x) = f(x)− f ′(x) có ít nhất một nghiệm thực.

Vì degP (x) = degf(x) = n nên nếu n lẻ thì f(x) có ít nhất 3 nghiệm thực và

vì vậy theo lập luận trên thì P (x) sẽ có ít nhất 2 nghiệm thực. Nếu n chẵn thì
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do P (x) có nghiệm thực nên nó phải có ít nhất hai nghiệm thực.

Bài 1. (ĐHKH Huế) Cho A,B ∈M(n,F). Ký hiệu r(A) là hạng của ma trận

A. Chứng minh rằng:

1) r(A) + r(B)− n ≤ r(AB) ≤ min{r(A), r(B)}.

2) Nếu AB = 0 và n lẻ thì r(A+ At) < n hoặc r(B +Bt) < n.

Đáp án. 1) Xem A và B như là các tự dô„ng câ«u tuyến tính của không gian

Fn : Fn B→ −→Fn A→ −→Fn. Ta có:

r(AB) = dim Im(AB) = dimA(B(Fn)) = dim Im(A
∣∣
ImB

)

= dim ImB − dimKer(A
∣∣
ImB

)

≥ dim ImB − dimKerA = dim ImB − (n− dim ImA) = r(A) + r(B)− n.

Từ trên ta có: r(AB) ≤ dim ImB = r(B). Ngoài ra, Im(AB) ⊂ ImA, nên

r(AB) ≤ dim ImA = r(A). Vậy r(AB) ≤ min{r(A), r(B)}.

2)Do r(A)+r(B) ≤ r(AB)+n = n và n lẻ, ta có một trong hai số r(A), r(B) nhỏ

ho.n
n

2
. Giả sử r(A) <

n

2
. Khi dó r(At) = r(A) <

n

2
nên r(A+At) ≤ r(A) + r(At) <

n

2
+
n

2
= n.

Bài 2. (ĐHKH Huế) Ký hiệu tr(A) là tổng các phâ„n tử trên dường chéo chính

của ma trận vuông A, gọi là vết của A và V∗ là không gian dô«i ngẫu của không

gian vectơ V. Chứng minh rằng ánh xạ ánh xạ θ : M(n,F) −→ (M(n,F))∗ xác

dijnh bởi:

∀A ∈M(n,F), ∀X ∈M(n,F), (θ(A))(X) = tr(AX).

là một dẳng câ«u của F-không gian vectơ.

Đáp án. ∀α, β ∈ F, ∀A,B ∈M(n,F), ∀X ∈M(n,F), ta có

(θ(αA+ βB))(X) = tr((αA+ βB)X) = αtr(AX) + βtr(BX)

= α(θ(A))(X) + β(θ(B))(X) = (αθ(A) + βθ(B))(X),

do dó θ(αA+ βB) = αθ(A) + βθ(B). Vậy θ là một ánh xạ tuyến tính.

Giả sử A = (aij) ∈ M(n,F) sao cho θ(A) = 0, tức là ∀X ∈ M(n,F), tr(AX)

= 0. Khi dó ∀i, j ∈ {1, . . . , n}, vó.i Iij là ma trận thuộc M(n,F) gô„m toàn 0, trừ

phâ„n tử ở dòng i và cột j bằng 1, ta có tr(AIij) = 0 mà AIij có tâ«t cả các cột

bằng 0, trừ cột thưs j bằng (a1i, a2i, . . . , ani)
t. Từ dây suy ra aji = tr(AIij) = 0.

Diê„u này chứng tỏ A = 0, do dó θ là do.n câ«u.

Do θ : M(n,F) −→ (M(n,F))∗ là do.n câ«u tuyến tính và dim(M(n,F)) =

dim(M(n,F))∗) = n2, nên θ là một dẳng câ«u tuyến tính.

Bài 3. (ĐHKH Huế) Cho A = (aij) ∈M(n,F) vó.i n ≥ 2, Ã = (ãji) là ma trận

phụ hợp của A, tức là ãji là phâ„n bù dại số của aij. Chứng minh rằng:
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1) Nếu A không suy biến thì Ã cũng vậy. 2) Nếu r(A) = n− 1 thì r(Ã) = 1.

3) Nếu r(A) ≤ n− 2 thì Ã = 0.

Đáp án. 1) Ta có:

A.Ã = Ã.A = det(A)In.

Do dó nếu A không suy biến tức là det(A) 6= 0 thì Ã cũng không suy biến và

Ã−1 = det(A)−1.A.

2) Nếu r(A) = n− 1 thì trong ma trận Ã có ít nhâ«t một phâ„n tử khác 0 hay

r(Ã) ≥ 1. Vì det(A) = 0 nên A.Ã = 0 hay ImÃ ⊂ KerA (xem A và Ã như là tự

dô„ng câ«u tuyến tính của không gian vectơ Fn). Do dó

dim ImÃ ≤ dimKerA = n− r(A) = n− (n− 1) = 1.

Vậy r(Ã) = dim ImÃ = 1.

3) Mỗi phâ„n tử của ma trận Ã là một dijnh thức con câ«p n − 1 của A hoặc

dô«i của nóḊo r(A) ≤ n− 2, mọi dijnh thức con câ«p n− 1 của A dê„u bằng 0. Vậy

mọi phâ„n tử của Ã dê„u bằng 0 hay Ã = 0.

Bài 4. (ĐHKH Huế) Trên dường chéo của ma trận vuông câ«p n là các số

0, còn các phâ„n tử khác hoặc là 1 hoặc là 2010. Chứng minh rằng hạng của ma

trận này hoặc là n− 1 hoặc là n.

Đáp án. Gọi A là ma trận dược cho, còn B là ma trận vuông câ«p n có tâ«t cả

các phâ„n tử bằng 1. Ma trận A−B có dạng:−1 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . −1 . . . cij . . .
. . . cij . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . −1

 .

Vó.i cij không nằm trên dường chéo là bằng 0 hoặc 2009. Dặc biệt là theo mod

2009, ma trận A−B có dạng dường chéo và det(A−B) 6≡ 0 (mod 2009). Suy ra

ma trận A− B không suy biến hay r(A− B) = n. Do r(A− B) ≤ r(A) + r(B) và

r(B) = 1, ta có r(A) ≥ n− 1.

Bài 5. (ĐHKH Huế) Cho A ∈ M(n,F) và ϕA, ψA là các tự dô„ng câ«u tuyến

tính của M(n,F) xác dijnh bởi ϕA(X) = AX − XA, ψA(X) = AX. Chứng minh

rằng:

1) det(ϕA) = 0.

2) det(ψA) = (detA)n.

Đáp án. 1) Vó.i ma trận do.n vij In, ta có ϕA(In) = AIn−InA = 0, nên ϕA không

là một dẳng câ«u tuyến tính. Do dó det(ϕA) = 0.
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2) Ký hiệu Iij là ma trận thuộc M(n,F) gô„m toàn 0, trừ phâ„n tử ở dòng i và

cột j bằng 1. Ta chọn cơ sở của M(n,F) theo thưs tự như sau:

I11, I21, . . . , In1; I12, I22, . . . , In2; . . . , I1n, I2n, . . . , Inn. (1)

Tích AIij có tâ«t cả các cột bằng 0, trừ cột thưs j bằng


a1i
a2i
...
ani

. Như vậy,

AIij = a1iI1j + a2iI2j + · · ·+ aniInj . (2)

Từ biểu diễn (2), ta thâ«y rằng ma trận của ψA theo cơ sở (1) là ma trận chéo

khô«i diag(A,A, . . . , A) thuộc M(n2,F). Do dó det(ψA) = (detA)n.

Bài 6. (ĐHKH Huế)

1) Tìm mô«i liên hệ giưx a hai dijnh thức sau:

D =

∣∣∣∣∣a11 . . . a1n
. . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣ và D∗(x) =

∣∣∣∣∣a11 + x . . . a1n + x
. . . . . . . . .

an1 + x . . . ann + x

∣∣∣∣∣
2) Chứng minh rằng tổng các phâ„n bù dại số của các phâ„n tử trong một dijnh

thức không dổi, nếu ta thêm vào tâ«t cả các phâ„n tử cùng một số.

Đáp án. 1) Ta viết mỗi cột của D∗(x) thành tổng của hai cột, trong dó có một

cột toàn x, rô„i viết D∗(x) thành tổng của các dijnh thức của các cột mó.i. Dijnh

thức nào chứa hai cột toàn x trở lên sẽ bằng 0. Chỉ có một dijnh thức mó.i không

chứa x, chính là D. Ngoài ra có n dijnh thức mó.i có dúng một cột toàn x. Khai

triển theo cột dó, ta dược:

D∗(x) = D + x →
i,j=1

n→
∑

Aij ,

trong dó Aij là phâ„n bù dại số của phâ„n tử aij.

2) Ký hiệu SA là tổng các phâ„n bù dại số của các phâ„n tử trong ma trận

A = (aij) và B = (aij + c) = (bij). Theo Câu 1) ta dược:

detA = det(bij − c) = detB − cSB = detA+ cSA − cSB.

Từ dó suy ra SA = SB.

Bài 7. (ĐHKH Huế) Cho V = F[x] và f là một tự dô„ng câ«u của V xác

dijnh bởi f(P ) = xP . Xác dijnh các giá trij riêng và vectơ riêng của tự dô„ng câ«u

F : End(V) −→ End(V) cho bởi F (g) = f ◦ g − g ◦ f .
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Đáp án. Giả sử λ ∈ F, g ∈ End(V) \ {0}. Ta có

F (g) = λg ⇔ ∀P ∈ F[x], xg(P )− g(xP ) = λg(P )

⇔ ∀P ∈ F[x], g(xP ) = (x− λ)g(P )

⇔ ∀n ∈ N, g(xn+1) = (x− λ)g(xn)

⇔ ∀n ∈ N, g(xn) = (x− λ)ng(1)

⇔ ∀P ∈ F[x], g(P ) = P (x− λ)g(1).

Do ∀λ ∈ F, ∃g : F[x] −→ F[x] là dô„ng câ«u tuyến tính xác dijnh bởi g(P ) =

AP (x− λ), vó.i A ∈ F[x] \ {0}, nên tập các giá trij riêng của F là F và các vectơ

riêng ứng vó.i giá trij riêng λ là g ∈ End(V) cho bởi g(P ) = AP (x − λ), vó.i

A ∈ F[x] \ {0} tùy ý.

Bài 8. (ĐHKH Huế) Cho A ∈ M(3,R) sao cho A3 + A = 0 và A 6= 0. Chứng

minh rằng A dô„ng dạng vó.i ma trận B =

(
0 0 0
0 0 1
0 −1 0

)
.

Đáp án. Dặt f(x) = x3 + x thì f(x) = x(x− i)(x+ i) và A là một nghiệm của da

thức tách do.n f(x) ∈ C[x]. Do dó A chéo hoá dược trong M(3,C) và tập các giá

trij riêng của A là SpC(A) ⊂ {0, i,−i}.
Nếu SpC(A) = {0} thì do A chéo hoá dược trong M(3,C), A = 0: vô lý.

Nếu i ∈ SpC(A) và v là vectơ riêng ứng vó.i giá trij riêng i thì −i ∈ SpC(A) và v

là vectơ riêng ứng vó.i giá trij riêng −i. Tưo.ng tự nếu −i ∈ SpC(A) thì i ∈ SpC(A).

Do dó {i,−i} ⊂ SpC(A).

Nếu 0 /∈ SpC(A) thì A2 + I3 = 0, nên (det(A))2 = det(A2) = det(−I3) = −1: vô

lý vì det(A) ∈ R.
Như vậy, SpC(A) = {0, i,−i} và mỗi không gian con riêng có số chiê„u là 1

(trên C). Ký hiệu u, v, v là các vectơ riêng tu.o.ng ú.ng vó.i 0, i,−i. Dặt w1 =
1

2
(v + v), w2 =

1

2i
(v − v). Khi dó (u,w1, w2) là một cơ sở của R3.

Do Au = 0, Aw1 =
1

2
(iv − iv) = −w2, Aw2 =

1

2i
(iv + iv) = w1, ta có A =

C

(
0 0 0
0 0 1
0 −1 0

)
C−1, trong dó C là ma trận dổi cơ sở tù. cơ sở chính tă«c sang cơ

sở (u,w1, w2).

Bài 9. (ĐHKH Huế) Cho n ∈ N∗, A ∈ M(n,C) sao cho A4 = 7A3 − 12A2.

Chú.ng minh rằng tr(A) ∈ N và tr(A) ≤ 4n.

Đáp án. Dặt f(x) = x4 − 7x3 + 12x2 thì f(x) = x2(x− 3)(x− 4) nhận ma trận A

làm nghiệm.

Vì A ∈M(n,C) nên da thú.c dặc tru.ng PA(x) tách du.ợc trên C, do dó A có các

giá trij riêng λ1, . . . , λn. Ta có tr(A) =→
i=1

n→
∑
λi. Mặt khác, ∀i = 1, . . . , n, λi ∈

{0, 3, 4}, nên tr(A) ∈ N và tr(A) ≤ 4n.
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Bài 10. (ĐHKH Huế) Tính(
4 6 −15
1 3 −5
1 2 −4

)2010

.

Đáp án. Ký hiệu A =

(
4 6 −15
1 3 −5
1 2 −4

)
. Da thú.c dặc tru.ng của A là PA(x) = (1−x)3

và da thú.c tô«i tiểu là ΠA(x) = (x− 1)2. Chia x2010 cho da thú.c (x− 1)2, ta có:

x2010 = (x− 1)2Q(x) + (ax+ b).

Thay x = 1 vào dẳng thú.c trên, ta có a+ b = 1, sau dó lâ«y dạo hàm và thay x = 1

ta tìm du.ợc a = 2010. Tù. dó A2010 = 2010A− 2009I3.

Bài 11. (ĐHKH Huế) Cho (un)n∈N, (vn)n∈N, (wn)n∈N là các dãy số thực du.ợc

xác dijnh bởi:


u0 = 0,

v0 = 22,

w0 = 22,

∀n ∈ N


un+1 =

1

4
(2un + vn + wn),

vn+1 =
1

3
(un + vn + wn),

wn+1 =
1

4
(un + vn + 2wn).

Tính un, vn, wn và nghiên cú.u sự hội tụ của ba dãy này.

Đáp án. Ký hiệu A =


1

2

1

4

1

4
1

3

1

3

1

3
1

4

1

4

1

2

 và vó.i n ∈ N, Xn =

(
un
vn
wn

)
.

Ta có ∀n ∈ N, Xn+1 = AXn. Vậy ∀n ∈ N, Xn = AnX0.

Da thú.c dặc tru.ng của A là

PA(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

2
− x 1

4

1

4
1

3

1

3
− x 1

3
1

4

1

4

1

2
− x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1− x)(

1

12
− x)(

1

4
− x).

Do dó A có 3 giá trij riêng phân biệt λ1 = 1, λ2 =
1

4
, λ3 =

1

12
và A chéo hoá

du.ợc. Ta có các không gian con riêng

E(λ1) =< (1, 1, 1) >, E(λ2) =< (1, 0,−1) >, E(λ3) =< (3,−8, 3) > .

Ký hiệu C =

(
1 1 3
1 0 −8
1 −1 3

)
và D =


1 0 0

0
1

4
0

0 0
1

12

, ta có

C−1 =
1

22

(
8 6 8
11 0 −11
1 −2 1

)
, A = CDC−1.
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Tù. dây suy ra ∀n ∈ N, Xn = AnX0 = CDnC−1X0 =

=
1

22

(
1 1 3
1 0 −8
1 −1 3

)1 0 0
0 4−n 0
0 0 12−n

( 8 6 8
11 0 −11
1 −2 1

)(
0
22
22

)
.

Do dó ∀n ∈ N,


un = 14− 11.4−n − 3.12−n

vn = 14 + 8.12−n

wn = 14 + 11.4−n − 3.12−n
.

Rõ ràng (un)n∈N, (vn)n∈N, (wn)n∈N hội tụ vê„ 14.

Bài 12. (ĐHKH Huế) Tính un vó.i mọi n ∈ N nếu biết{
u0 = 1, u1 = 1, u2 = 1,

∀n ∈ N, un+3 = 45un − 39un+1 + 11un+2.

Đáp án. Ký hiệu A =

(
0 1 0
0 0 1
45 −39 11

)
và Xn =

(
un
un+1
un+2

)
.

Ta có ∀n ∈ N, Xn+1 = AXn. Do dó Xn = AnX0.

Da thú.c dặc tru.ng của A là

PA(x) =

∣∣∣∣∣−x 1 0
0 −x 1
45 −39 11− x

∣∣∣∣∣ = −(x− 3)2(x− 5).

Vậy PA(x) tách du.ợc trên R và các giá trij riêng của A là λ1 = 3 (kép) và λ2 = 5

(do.n). Ta có các không gian con riêng:

E(λ1) =< v1 = (1, 3, 9) >, E(λ2) =< v3 = (1, 5, 25) > .

A không hoá chéo du.ợc, nhu.ng ta sẽ tam giác hoá A. Ta tìm v2 sao cho Av2 =

v1 + 3v2. Bằng cách này, v2 = (0, 1, 6). Ký hiệu

C =

(
1 0 1
3 1 5
9 6 25

)
, T =

(
3 1 0
0 3 0
0 0 5

)
.

Ta có C−1 =
1

4

( −5 6 −1
−30 16 −2

9 −6 1

)
và A = CTC−1. Tù. dây suy ra:

∀n ∈ N, Xn = CTnC−1X0 =

 −4n.3n−1 + 5n

−4(n+ 1)3n + 5n+1

−4(n+ 2)3n+1 + 5n+2

 .

Vậy ∀n ∈ N, un = −4n.3n−1 + 5n. Câu 1. (ĐH Nông nghiệp Hà Nội)

Cho A = [aij ]n; aii = 2; aij =
[

1
2010
∀i 6= j.
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Chứng minh rằng: Hạng của ma trận A hoặc bằng n− 1 hoặc bằng n.

Đáp án. Với ma trận vuông B cấp n có tất cả các phần tử bằng −1. Xét ma

trận:

C = A+B = [cij ]n ⇒ cii = 1; cij =
[

0
2009

⇒ det(C) = 1 + 2009t; t ∈ Z⇒ det(C) 6= 0⇒ r(C) = n.

Ta có n = r(C) = r(A+B) ≤ r(A) + r(B) = r(A) + 1⇒ ĐPCM.

Câu 2. (ĐH Nông nghiệp Hà Nội)

Cho P (x) là đa thức với các hệ số thực bậc 2010 thỏa mãn P (x) ≥ 0 ∀x ∈ R.
Chứng minh rằng tồn tại hai đa thức với hệ số thực Q(x) và R(x) để P (x) =

Q2(x) +R2(x).

Đáp án. Do P (x) là đa thức bậc chẵn thỏa mãn P (x) ≥ 0 ∀x ∈ R⇒ các nghiệm

thực của P (x) là nghiệm bội bậc chẵn và hệ số của x2010 dương. Gọi x1, x2, . . . , xk

là các nghiệm thực với xi bội là 2ti của P (x). Nếu
k∑
i=1

2ti = 2010 thì P (x) không

có nghiệm phức, khi đó:

P (x) = a
k∏
i=1

(x− xi)2t =
[√

a
k∏
i=1

(x− xi)t
]2

+ 02 ⇒ ĐPCM.

Nếu
k∑
i=1

2ti = 2n < 2010 thì P (x) có 2010− 2n = 2m nghiệm phức đôi một liện

hợp với nhau. Khi đó P (x) = a
k∏
i=1

(x− xi)2t
m∏
j=1

(x− zj)(x− zj).

Với zj = a+ bi⇒ (x− zj)(x− zj) = (x− a)2 + b2. Bằng quy nạp ta chứng minh

được
m∏
j=1

(x − zj)(x − zj) = Q2
1(x) + R2

1(x) với Q1(x);R1(x) là các đa thức với hệ số

thực.

P (x) =
[√

a
k∏
i=1

(x− xi)tQ1(x)
]2

+
[√

a
k∏
i=1

(x− xi)tR1(x)
]2
⇒ ĐPCM.

Câu 3. (ĐH Nông nghiệp Hà Nội)

Có tồn tại hay hay không hai ma trận vuông cấp n A,B với A là ma trận

khả nghịch thỏa mãn: AB −BA = A.

Đáp án. Từ giả thiết ⇒ ABA−1 − B = I(1). Xét đa thức đặc trưng của ma

trận ABA−1 do ABA−1 đồng dạng với ma trận B nên chúng có cùng các giá trị

riêng ⇒ tr(ABA−1 − B) = 0; tr(I) = n 6= 0. Mâu thuẫn với (1). Vậy không có các

ma trận A,B thỏa mãn yêu cầu.

Câu 4. (ĐH Nông nghiệp Hà Nội)

Cho A là ma trận vuông cấp m × n có hạng bằng 1. Chứng minh rằng tồn

tại ma trận B cấp m× 1 và ma trận C cấp 1× n để A = BC.
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Đáp án. Do r(A) = 1 nên A có một dòng khác 0 và các dòng còn lại tỷ lệ với

dòng khác 0 này. Không mất tính tổng quát giả sử dòng thứ nhất của A khác

0. Lấy C là ma trận bằng ma trận dòng thứ nhất của ma trận A,B là ma trận

cột có phần tử ở hàng thứ i là bi với bi là hệ số tỷ lệ giữa dòng đầu và dòng thứ

i của ma trận A, ta được A = BC.

Câu 5. (ĐH Nông nghiệp Hà Nội)

Cho A1, A2, . . . , An, An+1 là các ma trận vuông cấp n. Chứng minh rằng tồn

tại n + 1 số x1, x2, . . . , xn, xn+1 không đồng thời bằng 0 để ma trận: A = x1A1 +

x2A2 + · · ·+ xnAn + xn+1An+1 là ma trận suy biến. Đáp án. Gọi ai1 là ma trận

dòng thứ nhất của ma trận Ai. Hệ a1
1, a

2
1, . . . , a

n
1 , a

n+1
1 gồm n+1 vectơ trong không

gian vectơ n chiều nên phụ thuộc tuyến tính ⇒ tồn tại x1, x2, . . . , xn, xn+1 không

đồng thời bằng 0 để x1a
1
1 +x2a

2
1 + · · ·+xna

n
1 +xn+1a

n+1
1 = 0. Suy ra hàng đầu của

ma trận A gồm n số 0, nên A là ma trận suy biến.

Câu 1. (CĐSP BR-VT)

Cho A là ma trận thực cấp 2 và k là số nguyên, k ≥ 2. Chứng minh rằng

Ak = 0⇔ A2 = 0.

Đáp án. *) Với k = 2 thì tầm thường

*) Với k ≥ 3 thì

+) Nếu A2 = 0⇒ Ak = 0 với k ≥ 3 là hiển nhiên

+) Nếu Ak = 0 với k ≥ 3 thì ⇒ |Ak| = 0⇒ |A| = 0, tức là nếu A =

(
a b
c d

)
thì

ad−bc = 0, vì |A−λE| = λ2−(a+d)λ+(ad−bc) nên theo định lý Cayley-Hamilton

ta có

A2 − (a + d)A + ad− bc = 0⇒ A2 = (a + d)A⇒ A3 = (a + d)A2 = (a + d)2A⇒
· · · ⇒ Ak = (a+ d)k−1A⇒ (a+ d)k−1A = 0

Nếu a+ d 6= 0 thì A = 0⇒ A2 = 0.

Nếu a+ d = 0 thì do A2 = (a+ d)A nên A2 = 0. Suy ra điều phải chứng minh.

Câu 2. (CĐSP BR-VT)

Cho A =

(
1 1
−1 3

)
. Tính A2010.

Đáp án. Ta có |A − λE| =

∣∣∣∣1− λ 1
−1 3− λ

∣∣∣∣ = 0 ⇔ (λ − 2)2 = 0. Vậy theo định lý

Cayley-Hamilton ta có (A− 2I)2 = 0, suy ra (A− 2I)k = 0,∀k ≥ 2. Khi đó

A2010 = [2I + (A− 2I)]2010 = (2I)2010 + 2010(2I)2010(A− 2I)

= (2I)2010
(
I + 2010

[
−1 1
−1 1

])
= 22010

[
−2009 2010
−2010 2011

]
Câu 3. (CĐSP BR-VT)
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Cho ma trận vuông A cấp n có dạng A =


λ 1 0 · · · 0

0 λ 1 · · · ...
...

. . . . . . . . . 0
0 · · · · · · λ 1
0 · · · · · · 0 λ

 trong đó

λ 6= 0. Tính A−1.

Đáp án. Xét hệ phương trình

λx1 + x2 = y1
λx2 + x3 = y2
· · · · · · · · · · · · · · ·
λxn−1 + xn = yn−1

λxn = yn

⇔



λnx1 + λn−1x2 = λn−1y1
λn−1x2 + λn−2x3 = λn−2y2
· · · · · · · · · · · · · · ·
λλ2xn−1 + λxn = λyn−1

λxn = yn

⇔



λnx1 = λn−1y1 − λn−2y2 + · · ·+ (−1)n−1yn
λn−1x2 = λn−2y2 − λn−3y3 + · · ·+ (−1)n−2yn
· · · · · · · · · · · · · · ·
λ4xn−3 = λ3yn−3 − λ2yn−2 + λyn−1 − yn
λ3xn−2 = λ2yn−2 − λyn−1 + yn
λ2xn−1 = λyn−1 − yn
λxn = yn

⇔



x1 =
1

λ
y1 −

1

λ2
y2 + · · ·+ (−1)n−1 1

λn
yn

x2 =
1

λ
y2 −

1

λ2
y3 + · · ·+ (−1)n−2 1

λn−1
yn

· · · · · · · · · · · · · · ·

xn−3 =
1

λ
yn−3 −

1

λ2
yn−2 +

1

λ3
yn−1 −

1

λ4
yn

xn−2 =
1

λ
yn−2 −

1

λ2
yn−1 +

1

λ3
yn

xn−1 =
1

λ
yn−1 −

1

λ2
yn

λxn = yn

Vậy A−1 =



1

λ
− 1

λ2
· · · · · · (−1)n−1 1

λn

0
1

λ
− 1

λ2
· · · (−1)n−2 1

λn−1
...

. . . . . .
...

...
...

. . . . . .
1

λ
− 1

λ2

0 · · · · · · 0
1

λ


Câu 4. (CĐSP BR-VT)

Cho các đẳng thức


ax+ by = c

bx+ cy = a

cx+ ay = b

a) Chứng minh rằng a3 + b3 + c3 = 3abc.

b) Tính giá trị của P =
(

1 +
a

b

)(
1 +

b

c

)(
1 +

c

a

)
.
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Đáp án. a) Từ giả thiết ta suy ra ax+ by + bx+ cy + cx+ ay = a+ b+ c

Tương đương (a+ b+ c)(x+ y − 1) = 0

Tương đương hoặc a+ b+ c = 0 hoặc x+ y − 1 = 0.

*) Với a+ b+ c = 0,

Ta có a3 + b3 + c3 − 3abc

= (a+ b)3 − 3a2b− 3ab2 + c3 − 3abc

= [(a+ b)3 + c3]− 3ab(a+ b+ c)

= (a+ b+ c)[(a+ b)2 − (a+ b)c+ c2 − 3ab]

= (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− ac− bc)
nên a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− ac− bc) = 0, suy ra điều

phải chứng minh.

*) Với x + y − 1 = 0 ⇒ y = 1 − x, thay vào hệ, sau một số biến đổi dẫn đến

a = b = c, suy ra điều phải chứng minh.

b) Vì a3 + b3 + c3 = 3abc.

Tương đương với: hoặc a+ b+ c = 0 hoặc a = b = c.

*) Nếu a+ b+ c = 0 thì A =
a+ b

b
· b+ c

c
· c+ a

a
=
−c
b
· −a
c
· −b
a

= −1

*) Nếu a = b = c thì A = (1 + 1)(1 + 1)(1 + 1) = 2 · 2 · 2 = 8.

Vậy A nhận hai giá trị là 8 và −1.

Câu 5. (CĐSP BR-VT)

Tìm hạng của ma trận B =


a · · · a b
... b a
· · · · · · · · · · · · · · ·
a b

...
b a · · · a


Đáp án. Đổi cột 1 cho cột n, cột 2 cho cột n − 2, . . . khi đó ma trận B được

đưa về ma trận A là A =


b · · · a a
... b a a
· · · · · · · · · · · · · · ·
a a b

...
a a · · · b


Đặt x =

x1
...
xn

 , khi đó

Ax = 0⇔


ax1 + bx2 + · · ·+ bxn = 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
bx1 + bx2 + · · ·+ axn = 0

⇔


(a− b)x1 + b(x1 + x2 + · · ·+ xn) = 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(a− b)xn + b(x1 + x2 + · · ·+ xn) = 0

*) Nếu a = b thì A =

a · · · a
...

. . .
...

a · · · a

 nên

{
rankA = 0 khi a = 0

rankA = 1 khi a 6= 0

*) Nếu a 6= b thì

{
x1 = x2 = · · · = xn
(a− b+ nb)(x1 + x2 + · · ·+ xn) = 0
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+) Nếu a− b+ nb 6= 0 thì{
x1 = x2 = · · · = xn
(a− b+ nb)(x1 + x2 + · · ·+ xn) = 0

⇔ x1 = x2 = · · · = xn = 0.

Vậy hệ Ax = 0 chỉ có nghiệm tầm thường nên rankA = n.

+) Nếu a− b+ nb = 0 thì{
x1 = x2 = · · · = xn
(a− b+ nb)(x1 + x2 + · · ·+ xn) = 0

⇔ x1 = x2 = · · · = xn. Vậy hệ không

gian nghiệm là một chiều, nên rankA = n− 1.

Câu 1. (ĐH BR-VT)

Cho a, b, c là các số thực thỏa mãn hệ


a+ b+ c = 1

a2 + b2 + c2 = 1

a3 + b3 + c3 = 1

Tính P = a2008 + b2009 + c2010.

Đáp án. Ta có

a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b)3 − 3a2b− 3ab2 + c3 − 3abc

= [(a+ b)3 + c3]− 3ab(a+ b+ c) = (a+ b+ c)[(a+ b)2 − (a+ b)c+ c2 − 3ab]

= (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− ac− bc)
nên a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− ac− bc)
Vậy 1− 3abc = 1− ab− bc− ca
Hay 3abc = ab+ bc+ ca (1)

Mặt khác (a+ b+ c)2 = 1

Tương đương a2 + b2 + c2 + 2(ab+ bc+ ca) = 1

Hay ab+ bc+ ca = 0 (2)

Từ (1) và (2) ⇒ abc = 0 tương đương với hoặc a = 0 hoặc b = 0 hoặc c = 0.

Từ đây lần lượt suy ra các nghiệm của hệ là: (a, b, c) = (0, 0, 1); (0, 1, 0); (1, 0, 0).

Vậy P = a2008 + b2009 + c2010 = 1.

Câu 2. (ĐH BR-VT)

Cho hàm phân thức tuyến tính f(x) =
ax+ b

cx+ d
.

Kí hiệu f2(x) = f(f(x)); f3(x) = f(f(f(x))); . . . ; fn(x) = f(fn−1(x)). Tìm dạng

của fn(x).

Đáp án. Ta có f2(x) =
a
(ax+ b

cx+ d

)
+ b

c
(ax+ b

cx+ d

)
+ d

=
(a2 + bc)x+ ab+ bd

(ac+ cd)x+ bc+ d2
=
mx+ n

px+ q

Để ý rằng

[
m n
p q

]
=

[
a2 + bc b(a+ d)
c(a+ d) bc+ d2

]
=

[
a b
c d

]2

= A2 với A =

[
a b
c d

]
Bằng quy nạp ta dễ dàng nhận được fn(x) =

anx+ bn
cnx+ dn

với

[
an bn
cn dn

]
=

[
a b
c d

]n
Câu 3. (ĐH BR-VT)
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Cho ma trận A =


1 2 · · · n

n+ 1 n+ 2 · · · 2n
...

... · · · ...
n2 − n+ 1 n2 − n+ 2 · · · n2

 trong đó n là số tự nhiên

lớn hơn 1.

a) Tìm

rankA.

b) Ta có thể hoán vị các phần tử trong A để nhận được ma trận B mà

rankB = n hay không?

Đáp án. a) Xét A =


1 2 · · · n

n+ 1 n+ 2 · · · 2n
...

... · · · ...
n2 − n+ 1 n2 − n+ 2 · · · n2

 . Lấy cột k nhân với (-1)

rồi cộng vào cột k + 1 và thực hiện từ k = n − 1 đến k = 1 ta được detA =
1 1 · · · 1

n+ 1 1 · · · 1
...

... · · · ...
n2 − n+ 1 1 · · · 1


Vậy rankA = 2.

b) Xét B =

 lẻ bất kỳ
. . .

chẵn lẻ



thì detB =


1

1 0 hoặc 1
. . .

0 1
1

 = 1( mod 2).

Vậy detB 6= 0 suy ra rankB = n.

Câu 4. (ĐH BR-VT)

Cho A là ma trận cấp 3× 4, B là ma trận cấp 4× 2, C là ma trận cấp 2× 3

thỏa mãn

ABC =

(
0 −1 −1
−1 0 −1
1 1 2

)
. Tính CAB và chứng minh rằng (BCA)2 = BCA.

Đáp án. Đặt M =

(
0 −1 −1
−1 0 −1
1 1 2

)
thì M2 =

(
0 −1 −1
−1 0 −1
1 1 2

)2

= M. Vậy

ABC = M = M2 = (ABC)2. Dễ thấy rankM = 2 nên

2 = rankM = rankABC = rank[(ABC)2] = rank[AB(CAB)C] ≤ rankCAB.

Nhưng CAB là ma trận cấp 2 nên rankCAB ≤ 2. Vậy rankCAB = 2.

Sau đó

(CAB)2 = C(ABC)AB = C(ABC)2AB = (CAB)(CAB)(CAB) = (CAB)3 ⇒
(CAB)2 = (CAB)3. Vì CAB là ma trận cấp 2 có rankCAB = 2 nên CAB khả

nghịch, do đó từ (CAB)2 = (CAB)3 ⇒ CAB = E2.
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Cuối cùng (BCA)2 = B(CAB)CA = BE2CA = BCA.

Câu 5. (ĐH BR-VT)

Giải hệ phương trình



2x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 2

x1 + 2x2 + x3 + x4 + x5 = 0

x1 + x2 + 3x3 + x4 + x5 = 3

x1 + x2 + x3 + 4x4 + x5 = −2

x1 + x2 + x3 + x4 + 4x5 = 4

Đáp án. Ta có


2 1 1 1 1 2
1 2 1 1 1 0
1 1 3 1 1 3
1 1 1 4 1 −2
1 1 1 1 4 4



suy ra


1 1 1 1 4 4
1 2 1 1 1 0
1 1 3 1 1 3
1 1 1 4 1 −2
2 1 1 1 1 2



suy ra


1 1 1 1 4 4
0 1 0 0 −3 −4
0 0 2 0 −3 −1
0 0 0 3 −3 −6
0 −1 −1 −1 −3 −2



suy ra


1 1 1 1 4 4
0 1 0 0 −3 −4
0 0 2 0 −3 −1
0 0 0 3 −3 −6
0 −1 −1 −1 −3 −2



suy ra


1 1 1 1 4 4
0 1 0 0 −3 −4
0 0 2 0 −3 −1
0 0 0 3 −3 −6
0 0 −1 −1 −6 −6



suy ra


1 1 1 1 4 4
0 1 0 0 −3 −4
0 0 2 0 −3 −1
0 0 0 3 −3 −6

0 0 0 −1
−15

2

−13

2



suy ra


1 1 1 1 4 4
0 1 0 0 −3 −4
0 0 2 0 −3 −1
0 0 0 3 −3 −6

0 0 0 −1
−15

2

−13

2

 −→


1 1 1 1 4 4
0 1 0 0 −3 −4
0 0 2 0 −3 −1
0 0 0 1 −1 −2
0 0 0 2 15 13



suy ra


1 1 1 1 4 4
0 1 0 0 −3 −4
0 0 2 0 −3 −1
0 0 0 1 −1 −2
0 0 0 0 17 17


Vậy lúc này hệ tương đương với

70





x1 + x2 + x3 + x4 + 4x5 = 4

x2 − 3x5 = −4

2x3 − 3x5 = −1

x4 − x5 = −2

17x5 = 17

⇔



x1 = 1

x2 = −1

x3 = 1

x4 = −1

x5 = 1

Câu 1. (Học Viện KTQS)(Th.s Phạm Thế Anh)

Giả sử tất cả các nghiệm của đa thức P (x) bậc n (n ≥ 2) đều là nghiệm thực

và phân biệt. Chứng minh rằng đa thức

Q(x) = nP (x)P ′′(x)− (n− 1)(P ′(x))2

không có nghiệm thực.

Đáp án. Phương trình Q(x) = 0 tương đương với n
P (x)P ′′(x)− (P ′(x))2

(P (x))2
+[P ′(x)

P (x)

]2
= 0

Nhận thấy
P (x)P ′′(x)− (P ′(x))2

(P (x))2
chính là đạo hàm của

P ′(x)

P (x)
. Do đó nếu

gọi x1, x2, . . . , xn là n nghiệm phân biệt của P (x), thì khi đó phương trình trên

tương đương với: −n
n∑
k=1

1

(x− xk)2
+
( n∑
k=1

1

(x− xk

)2
= 0, tức là n

n∑
k=1

1

(x− xk)2
=( n∑

k=1

1

(x− xk

)2

Nếu đẳng thức trên đúng với số thực x, theo BĐT Cauchy, ta có trường hợp

BĐT đạt dấu ′′ =′′, (áp dụng với ak = 1, bk =
1

x− xk
, k = 1, 2, . . . , n).

Khi đó ta nhận được b1 = b2 = · · · = bn, tức là x1, x2 = · · · = xn, điều này mâu

thuẫn với giả thiết. Do đó Q(x) không có nghiệm thực.

Câu 2. ( (Học Viện KTQS)(Th.s Nguyễn Quốc Tuấn)

Tìm một ma trận A cấp 4 sao cho A2009 = B với B =

1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1


Đáp án. Chéo hóa ma trận B ta nhận được P−1BP = D = diag(−2, 2, 2, 2) (D

là ma trận đường chéo) với P =

 1 1 1 1
−1 1 0 0
−1 0 1 0
−1 0 0 1

 và P−1 =

1 −1 −1 −1
1 3 −1 −1
1 −1 3 −1
1 −1 −1 3


Chọn C = diag(− 2009

√
2, 2009
√

2, 2009
√

2, 2009
√

2). Như vậy A = PCP−1 là một trong

các ma trận cần tìm.

Câu 3. (Học Viện KTQS)(Th.s Nguyễn Quốc Tuấn)

Cho ma trận A,B ∈Mn(R) với rank(B) = 1. Chứng minh rằng:

det(A−B)(A+B) ≤ det(A2).
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Đáp án. Nếu A khả nghịch ta có

det(A − B) det(A + B) = det2(A) det(E − A−1B) det(E + A−1B) = det2(A)(1 −
tr(A−1B)1) ≤ det2(A)

Nếu A không khả nghịch

Xét λ 6= λi với λi là giá trị riêng của A. Ta có:

det(A− λE −B) det(A− λE +B) ≤ det2(A− λE).

Xét đa thức P2n(λ) = det(A− λE −B) det(A− λE +B)− det2(A− λE). Nhận

thấy P2n(λ) là đa thức bậc không quá 2n và P2n(λ) ≤ 0 tại mọi λ không là giá trị

riêng của A. Rõ ràng tại λi giá trị đa thức không thể dương. Do vậy P2n(0) ≤ 0.

Câu 4. (Học Viện KTQS)(Th.s Đỗ Anh Tuấn)

Đặt sk = xk1 + xk2 + · · ·+ xkn. Tính định thức sau:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
s0 s1 · · · sn−1 1
s1 s2 · · · sn y
· · · · · · · · · · · · · · ·
sn sn+1 · · · s2n−1 yn

∣∣∣∣∣∣∣
Đáp án. Ta phân tích ∆ thành tích của hai định thức:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · 1 1
x1 · · · xn y
· · · · · · · · · · · ·
xn1 · · · xnn yn

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 · · · xn−1

1 0
1 x2 · · · xn−1

2 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
1 xn · · · xn−1

n 0
0 0 · · · 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
n∏
i=1

(y − xi)
∏
i>j

(xi − xj)2

Câu 5. (Học Viện KTQS)(Th.s Đỗ Anh Tuấn)

Tìm tất cả các ma trận A =

[
a b
c d

]
∈M2(R) sao cho:

∀k ∈ N∗ : Ak =

[
ak bk

ck dk

]
Đáp án.

Câu 6. (Học Viện KTQS)(Th.s Đào Trọng Quyết)

Cho ma trận B ∈ Mn(R) với rank(B) = 1. Chứng minh rằng: det(E + B) =

1 + tr(B) với E là ma trận đơn vị cấp n, tr(B) là vết của ma trận B.

Đáp án. Do hạng của B bằng 1 nên đa thức đặc trưng chỉ có hai số hạng bậc

n và bậc n− 1, sau đó thay λ = −1 vào đa thức đặc trưng ta có điều phải chứng

minh.

Câu 1. (ĐHSP TpHCM) Cho A,B ∈ Mn(R) có tính chất với mọi vectơ cột

X ∈ Rn nếu AX = 0 thì BX = 0. Chứng minh rằng tồn tại ma trận C ∈ Mn(R)

sao cho B = CA.

Đáp án. Giả sử rankA = r và u1, u2, . . . , un−r ∈ Rn là các vectơ cột là cơ sở của

không gian nghiệm của hệ AX = 0 (1). Gọi U là ma trận cấp n× (n− r) với các
cột của nó là u1, u2, . . . , un−r. Ta có AU = 0⇒ U tAt = 0. Xét hệ U tX = 0 (2), vì
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rankU t = n − r nên không gian nghiệm của (2) có số chiều là r. Vì các cột của

At đều là nghiệm của (2) và rankAt = r nên các cột của At là hệ sinh của không

gian nghiệm của (2).

Mặt khác, theo giả thiết AU = 0⇒ BU = 0, do dó U tBt = 0. Nghĩa là các cột

của Bt là nghiệm của hệ (2) bởi vậy các cột của Bt biểu thị tuyến tính được qua

các cột của At. Nghĩa là các dòng của B biểu thị tuyến tính được qua các dòng

của A. Hay B = CA.

Câu 2. (ĐHSP TpHCM) Cho A ∈ Mn(R) không khả nghịch, chứng minh

rằng tồn tại ma trận B ∈Mn(R), B 6= 0 để AB = BA = 0.

Đáp án. Giả sử rank(A) = r < n khi đó bằng các phép biến đổi sơ cấp trên

dòng và cột ta có thể đưa được A về dạng ma trận chính tắc

Ir =


1 · · · 0 · · · 0
...

. . . 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · · · · 0

 (ma trận trong khối đầu tiên là ma trận đơn vị

vuông cấp r.)

Điều đó có nghĩa là tồn tại các ma trận P,Q ∈Mn(R) không suy biến để PAQ =

Ir ⇒ A = P−1IrQ
−1. Xét ma trận Jr =


0 · · · · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 1 0 0

0 · · · 0
. . .

...
0 · · · 0 0 1

 (ma trận khối thứ

4 là ma trận đơn vị vuông cấp n−r). Đặt B = QJrP. Rõ ràng B 6= 0(rankB = n−r)
và AB = P−1IrJrP = P−1OP = 0, BA = QJrIrQ

−1 = 0.

Câu 3. (ĐHSP TpHCM) Cho M ∈ Mn(R) là ma trận lũy linh. Chứng minh

rằng det(A+M) = detA với mọi A ∈Mn(R) thỏa AM = MA.

Đáp án. Giả sử Mk = 0

1. Nếu detA = 0 khi đó

det(A+M)k = det(Ak+· · ·+kAMk−1+Mk) = detA·det(Ak−1+· · ·+kMk−2) = 0

Do dó det(A+M) = 0 = detA.

2. Nếu detA 6= 0 khi đó

det(A+M) = detA⇔ detA · det(I + A−1M) = detA⇔ det(I + A−1M) = 1

Đặt N = A−1M. Ta chứng minh PN (λ) = det(N − λI) = (−λ)n.

Thật vậy, giả sử PN (λ) 6= (−λ)n, khi đó tồn tại λ0 ∈ C, λ0 6= 0 là nghiệm của

Pn(λ). Gọi c ∈ Cn là vectơ riêng ứng với giá trị riêng λ0. Ta có Nc = λ0c, do đó

Nkc = λk0 6= 0,∀k. Điều này mâu thuẫn với giả thiết N = A−1M lũy linh (do M

lũy linh và AM = MA).

Vậy PN (λ) = det(N − λI) = (−λ)n. Do đó det(I + A−1M) = det(N + I) =

PN (−1) = 1.

Câu 4. (ĐHSP TpHCM) Cho các đa thức f(x), g(x) ∈ R[x] thỏa f(x2010 +

2009) + xg(x2010 + 2009) chia hết cho x2 + x+ 1. Chứng minh rằng f(x), g(x) đều
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chia hết cho x− 2010.

Đáp án. Đặt F (x) = f(x2010 + 2009) + xg(x2010 + 2009) và giả sử α, β là hai

nghiệm phức của x2 + x+ 1. Khi đó α3 = β3 = 1⇒ α2010 = β2010 = 1.

Từ đó ta có F (α) = f(2010) + αg(2010) = 0.

Tương tự F (β) = f(2010) + βg(2010) = 0. Do đó f(2010) = 0, g(2010) = 0. Bởi

vậy f(x), g(x) đều chia hết cho x− 2010.

Câu 1. (HV Quân Y)

Cho a, b, c ∈ R sao cho d =
a+ b+ c

2
, a, b, c khác nhau, hãy rút gọn biểu thức

sau:

T =
a2

(a− b)(a− c)(b+ c− a)
+

b2

(b− c)(b− a)(c+ a− b)
+

c2

(c− a)(c− b)(a+ b− c)

Đáp án. Xét P (x) = x2 và Q(x) = (x− a)(x− b)(x− c)
Khi đó ta có P (a) = a2, P (b) = b2 và P (c) = c2 do đó

P (x) = a2 · (x− b)(x− c)
(a− b)(a− c)

+ b2 · (x− c)(x− a)

(b− c)(b− a)
+ c2 · (x− a)(x− b)

(c− a)(c− b)
Chia P (x) cho Q(x) ta được
P (x)

Q(x)
=

a2

(a− b)(a− c)(x− a)
+

b2

(b− c)(b− a)(x− b)
+

c2

(c− a)(c− b)(x− c)
Thay x = d =

a+ b+ c

2
ta được

T =
a2

(a− b)(a− c)(b+ c− a)
+

b2

(b− c)(b− a)(c+ a− b)
+

c2

(c− a)(c− b)(a+ b− c)

=
(a+ b+ c)2

(a+ b− c)(c+ a− b)(b+ c− a)

Câu 2. (HV Quân Y)

Cho P (x) ∈ R[x] có bậc n ∈ N, sao cho P (−1) 6= 0 và −P
′(−1)

P (−1)
≤ n

2
. Chứng

minh rằng P (x) có ít nhất một nghiệm có modul ≥ 1.

Đáp án. Giả sử x1, x2, . . . , xn là các nghiệm của P (x) trong C, khi đó tồn tại

λ ∈ R sao cho

P (x) = λ
n∏
i=1

(x− xi)

Khi đó ta có công thức:
P ′(x)

P (x)
=

n∑
i=1

1

x− xi
⇒ −P

′(−1)

P (−1)
=

n∑
i=1

1

xi + 1

Do đó
n

2
+
P ′(−1)

P (−1)
=

n∑
i=1

(1

2
− 1

xi + 1

)
=

1

2

n∑
i=1

xi − 1

xi + 1

Ta có
xi − 1

xi + 1
=

(xi − 1)(xi + 1)

|xi + 1|2
⇒ Re

(xi − 1

xi + 1

)
=
|xi|2 − 1

|xi + 1|2
∀i = 1, 2, . . . , n

Vì
n

2
+
P ′(−1)

P (−1)
∈ R nên

n

2
+
P ′(−1)

P (−1)
=

1

2

n∑
i=1

|xi|2 − 1

|xi + 1|2
≥ 0.
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Do đó tồn tại ít nhất một nghiệm xk có |xk| ≥ 1.

Câu 3. (HV Quân Y)

Chứng minh rằng với mọi A là ma trận vuông cấp 3 thì:

A2 = 0⇔ {rank(A) ≤ 1;Tr(A) = 0}

Đáp án. (1) Chứng minh A2 = 0⇒ {rank(A) ≤ 1;Tr(A) = 0}
Ta có A2 = 0⇒ Im(A) ⊂ Ker(A)⇒ dim(Im(A)) ≤ dim(Ker(A))

Do đó rank(A) = dim(Im(A)) = 3− dim(Ker(A)) ≤ 3

2
⇒ rank(A) ≤ 1

Do rank(A) ≤ 1 nên tồn tại hai vectơ U, V sao cho A = UTV ⇒ Tr(A) = V UT

Vậy 0 = A2 = UTV UTV = Tr(A).A⇒ Tr(A) = 0.

(2) Chứng minh {rank(A) ≤ 1;Tr(A) = 0} ⇒ A2 = 0

Do rank(A) ≤ 1, theo trên ta có A2 = Tr(A).A = 0.

Câu 4. (HV Quân Y) Cho A là ma trận phức vuông cấp n có Tr(Ak) = 0 ∀k =

1, 2, . . . , n. Chứng minh rằng A là ma trận lũy linh.

Đáp án. Gọi λ1, λ2, . . . , λn là các giá trị riêng của A

Khi đó dễ dàng chứng minh được sk = Tr(Ak) =
n∑
i=1

λki

Từ giả thiết ta có hệ n phương trình: sk =
n∑
i=1

λki = 0,∀i = 1, 2, . . . , n

Giả sử đa thức đặc trưng của A là: Pn(λ) = (−1)nλn+ bn−1λ
n−1 + · · ·+ b1λ+ b0

Thay các nghiệm λi(i = 1, 2, cdots, n) vào và cộng lại ta sẽ có b0 = 0, do đó

Pn(λ) có nghiệm λ = 0, giả sử đó là λn = 0.

Ta có thể viết Pn(λ) = λPn−1(λ) = λ[(−1)nλn−1 + bn−1λ
n−2 + · · ·+ b1]

Trong đó các λi(i = 1, 2, · · · , n− 1) là các nghiệm của Pn−1(λ) và thỏa mãn hệ

n− 1 phương trình sk =
n∑
i=1

λki = 0,∀i = 1, 2, . . . , n− 1

Chứng minh tương tự trên ta có b1 = 0, b2 = 0, · · · , bn−1 = 0 ⇒ Pn(λ) =

(−1)nλn

Ta lại có A là nghiệm của đa thức đặc trưng nên An = 0⇒ A lũy linh.

Câu 5. (HV Quân Y)

Tính det(An +Bn) với A,B là hai ma trận:

A =

[
2 0 0
1 1 0
0 0 2

]
;B =

[
2 1 0
0 1 0
0 0 2

]

Đáp án. Ta có A = D + E với E =

[
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]
;D =

[
1 0 0
1 0 0
0 0 1

]
= D2.

Do đó An = (D + E)n =
n∑
k=1

CknD
k + E =

n∑
k=1

CknD + E
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Do B = AT ⇒ Bn = (An)T =
n∑
k=1

CknD
T +E ⇒ An +Bn =

n∑
k=1

Ckn(D+DT ) + 2E

Vậy det(An +Bn) =

 2n+1 2n − 1 0
2n − 1 2 0

0 0 2n+1

 = 2n+1[2n+2 − (2n − 1)2]

Câu 6. (HV Quân Y) Tính định thức

∣∣∣∣∣∣∣
d a b c
a d c b
b c d a
c b a d

∣∣∣∣∣∣∣
Đáp án. Dễ thấy định thức trên T là một đa thức bậc 4 của d, có hệ số bậc

cao nhất là 1.

Cộng tất cả vào dòng 1, ta thấy khi a+ b+ c+ d = 0 thì T = 0.

Cộng dòng 2 vào dòng 1, dòng 4 vào dòng 3, ta thấy khi a+ d− b− c = 0 thì

T = 0

Cộng dòng 3 vào dòng 1, dòng 4 vào dòng 2, ta thấy khi b+ d− a− c = 0 thì

T = 0

Cộng dòng 4 vào dòng 1, dòng 3 vào dòng 2, ta thấy khi c+ d− a− b = 0 thì

T = 0

Do đó T = (a+ b+ c+ d)(a+ d− b− c)(b+ d− a− c)(c+ d− a− b)
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Chương 3

Đề thi Olympic các năm 2007-2010

3.1 Đề thi Olympic môn Giải tích các năm 2007-

2010

3.1.1 Đề thi olympic Toán sinh viên lần thứ XV (2007),
Môn: Giải tích

Câu 1. Cho dãy số {xn} được xác định như sau x0 = 2007, xn = −2007
n

n−1∑
k=0

xk,

n > 1. Tính tổng S =
2007∑
n=0

2nxn.

Câu 2. Dãy số {un}∞n=1 xác định bởi công thức un+1 = u2
n+bun
c , u1 = a, ở đây

a, b, c là các số thực. Biết rằng lim
n→+∞

un = α, α 6= b− c. Tìm lim
k→∞

k∑
n=1

un
un+1+b−c .

Câu 3. Giả thiết rằng hàm số f : [0,+∞)→ R liên tục, và tồn tại α ∈ R sao cho

0 6 f(x) 6 α
x∫
0

f(t)dt, với mọi x > 0.

Chứng minh rằng f(x) ≡ 0.

Câu 4. Tính tích phân

I =
2π∫
0

ln

(
sin(2007x) +

√
1 + sin2(2007x)

)
dx.

Câu 5. Tìm hàm số f(x) sao cho với mọi x 6= 1 thỏa mãn điều kiện

f
(
x+1
x−1

)
= 2f(x) + 3

x−1 .

Câu 6. Cho hàm số f(x) xác định và có đạo hàm trên [0,+∞). Biết rằng

limx→+∞[f(x) + f ′(x)] = A.

Chứng minh lim
x→+∞

f(x) = A.

Câu 7. Cho hàm số f(x) xác định trên R thỏa mãn f(0) = 0, f ′(x) 6 0, với mọi

x ∈ R. Chứng minh rằng:

1) Nếu a > 0 thì
∫ a
0 f(x)dx.

∫ a
0 xf

2(x)dx 6
∫ a
0 xf(x)dx.

∫ a
0 f

2(x)dx.
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2) Nếu a < 0 thì
∫ a
0 f(x)dx.

∫ a
0 xf

2(x)dx >
∫ a
0 xf(x)dx.

∫ a
0 f

2(x)dx.

———————————————–

3.1.2 Đề thi olympic Toán sinh viên lần thứ XVI (2008),
Môn: Giải tích

Câu 1. Cho dãy số {an} được xác định như sau:

a1 = a2 = 1, an+2 =
1

an+1
+ an, n = 1, 2, . . .

Tính a2008?

Câu 2. Tính

lim
n→∞

12008 + 22008 + · · ·+ n2008

n2009
.

Câu 3. Giả sử hàm số f(x) liên tục trên [0, π] với f(0) = f(π) = 0 và thoả mãn

điều kiện

|f ′(x)| < 1, ∀x ∈ (0, π).

Chứng minh rằng

(i) ∃ c ∈ (0, π) sao cho f ′(c) = tan f(c).

(ii) |f(x)| < π

2
, ∀x ∈ (0, π).

Câu 4. Cho hàm số f(x) liên tục trên [0, 1] và thoả mãn điều kiện

xf(y) + yf(x) 6 1, ∀x, y ∈ [0, 1].

Chứng minh rằng
1∫
0

f(x)dx 6
π

4
.

Câu 5. Giả sử f(x) là hàm số liên tục trên [0, 1] với f(0) = 0, f(1) = 1 và khả vi

trong (0, 1). Chứng minh rằng với mọi α ∈ (0, 1), luôn tồn tại x1, x2 ∈ (0, 1), sao

cho
α

f ′(x1)
+

1− α
f ′(x2)

= 1.

Câu 6. Cho hàm số g(x) có g′′(x) > 0 với mọi x ∈ R. Giả sử hàm số f(x) xác

định và liên tục trên R và thỏa mãn các điều kiện

f(0) > g(0),

π∫
0

f(x)dx < g(0)π +
g′(0)π2

2
.

Chứng minh rằng tồn tại điểm c ∈ [0, π] sao cho f(c) = g(c).

———————————————–
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3.1.3 Đề thi olympic Toán sinh viên lần thứ XVI (2009),
Môn: Giải tích

Bài toán 3.1. Giả sử dãy số {xn} được xác định theo công thức{
x1 = 1; x2 = 1;

xn = (n− 1)(xn−1 + xn−2), n = 3, 4, . . . .

Tính x2009?

Bài toán 3.2. Cho hàm số f : [0, 1]→ R có đạo hàm cấp hai liên tục và f ′′(x) > 0

trên [0, 1]. Chứng minh rằng

2

1∫
0

f(t)dt ≥ 3

1∫
0

f(t2)dt− f(0).

Bài toán 3.3. Tìm tất cả các hàm số f : R→ R thoả mãn các điều kiện{
f(x) ≤ 4 + 2009x, ∀x ∈ R,
f(x+ y) ≤ f(x) + f(y)− 4, ∀x, y ∈ R.

Bài toán 3.4. Giả sử f(x), g(x) là các hàm số liên tục trên R và thoả mãn điều

kiện

f(g(x)) ≡ g(f(x)), ∀x ∈ R.

Chứng minh rằng nếu phương trình f(x) = g(x) không có nghiệm thực, thì

phương trình f(f(x)) = g(g(x)) cũng không có nghiệm thực.

Bài toán 3.5. Cho hai dãy số {xn} và {yn} xác định theo công thức

x1 = y1 =
√

3, xn+1 = xn +
√

1 + x2
n, yn+1 =

yn

1 +
√

1 + y2
n

, n = 2, 3, . . .

Chứng minh rằng xnyn ∈ (2, 3), n = 2, 3, . . . và lim
n→∞

yn = 0.

Bài toán 3.6. Thí sinh làm một trong hai câu sau:

a) Cho P (x) là đa thức bậc n với hệ số thực. Chứng minh rằng phương trình

2x = P (x) có không quá n+ 1 nghiệm thực.

b) Cho f(x) − x và f(x) − x3 là những hàm số đơn điệu tăng trên R. Chứng

minh rằng hàm số f(x)−
√

3

2
x2 cũng là hàm đơn điệu tăng trên R.

————————————
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3.1.4 Đề thi olympic Toán sinh viên lần thứ XVIII (2010),
Môn: Giải tích

Câu 1. Cho hàm số f(x) = ln(x+ 1).

a) Chứng minh rằng với mọi x > 0, tồn tại duy nhất số thực c thỏa mãn điều

kiện f(x) = xf ′(c) mà ta ký hiệu là c(x).

b) Tìm lim
x→0+

c(x)

x
.

Câu 2. Cho dãy số {xn} được xác định bởi:

x1 = 1, xn+1 = xn
(
1 + x2010

n

)
, n ≥ 1.

Tìm

lim
n→∞

(x2010
1

x2
+
x2010

2

x3
+ · · ·+ x2010

n

xn+1

)
.

Câu 3. Cho a ∈ R và hàm số f(x) khả vi trên [0,∞) thỏa mãn các điều kiện

f(0) ≥ 0 và f ′(x) + af(x) ≥ 0, ∀x ∈ [0,∞).

Chứng minh rằng f(x) ≥ 0, ∀x ≥ 0.

Câu 4. Cho hàm f(x) khả vi liên tục trên [0, 1] . Giả sử rằng
1∫

0

f(x)dx =

1∫
0

xf(x)dx = 1.

Chứng minh rằng tồn tại c ∈ (0, 1) sao cho f ′(c) = 6.

Câu 5. Cho đa thức P (x) bậc n với hệ số thực sao cho P (−1) 6= 0 và

−P
′(−1)

P (−1)
≤ n

2
. Chứng minh rằng P (x) có ít nhất một nghiệm x0 với |x0| ≥ 1.

Câu 6. Chọn một trong hai câu sau:

6a. Tìm tất cả các hàm số dương f(x) khả vi liên tục trên [0, 1] thỏa mãn

các điều kiện f(1) = ef(0) và
1∫

0

(f ′(x)

f(x)

)2
dx ≤ 1.

6b. Tìm tất cả các hàm f(x) liên tục trên R và thỏa mãn các điều kiện

f(1) = 2010, f(x+ y) = 2010xf(y) + 2010yf(x),∀x, y ∈ R.

——————————————————

Ghi chú: Cán bộ coi thi không giải thích gì thêm
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3.2 Đề thi Olympic môn Đại số các năm 2007-2010

3.2.1 Đề thi olympic Toán sinh viên lần thứ XV (2007),
Môn: Đại số

Câu 1. Cho ma trận 
2 −1 0 0 0
0 2 −1 0 0
0 0 2 −1 0
0 0 0 2 −1
0 0 0 0 2

 .

Tìm tất cả các ma trận vuông X cấp 5 sao cho AX = XA.

Câu 2. Cho A,B ∈Mn(R) thỏa mãn

AB + aA+ bB = 0

trong đó a, b là hai số thực thỏa mãn ab 6= 0. Chứng minh AB = BA.

Câu 3. Tìm tất cả các đa thức P (x) với hệ số thực thỏa mãn

1 + P (x) =
1

2
[P (x− 1) + P (x+ 1)].

Câu 4. Cho A là ma trận cấp n có dạng A = (aij)n×n, trong đó phần tử aij = i+j,

(i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n). Tìm rankA.

Câu 5. Cho A =

(
a b
c d

)
và B là các ma trận vuông cấp 2 khả nghịch. Chứng

minh rằng ma trận

D =

(
aA bB
cA dB

)
khả nghịch.

Câu 6. Cho ma trận vuông A = (aij)r×r với các phần tử aij ∈ Z, (i, j = 1, 2, . . . , r)

và tổng các phần tử trên một hàng đều bằng n (n ∈ Z) tức là∑r
j=1 aij = n, (1 6 i 6 r).

Chứng minh rằng n là ước của detA.

Câu 7. Cho A là ma trận vuông cấp n, có đa thức tối thiểu PA(t) = tk, k ∈ N.
Chứng minh rằng tồn tại ma trận vuông B cấp n sao cho ABA = A.

——————————————————
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3.2.2 Đề thi olympic Toán sinh viên lần thứ XVI (2008),
Môn: Đại số

Câu 1. Giả sử a0, d là các số thực cho trước và dãy {a1, a2, . . . , an} lập thành

cấp số cộng công sai d. Tính định thức của ma trận

A =


a0 a1 a2 . . . an−1 an
a1 a0 a1 . . . an−2 an−1
a2 a1 a0 . . . an−3 an−2
...

...
...

. . .
...

...
an−1 an−2 an−3 . . . a0 a1
an an−1 an−2 . . . a1 a0


Câu 2. Cho A là ma trận thực, vuông cấp 2 thoả mãn điều kiện detA < 0.

Chứng minh rằng tồn tại hai số thực phân biệt λ1, λ2 và hai ma trận A1, A2 sao

cho

An = λn1A1 + λn2A2, ∀n = 1, 2 . . .

Câu 3. Cho A là ma trận thực cấp 3, có vết (vết là tổng các phần tử trên đường

chéo chính) là 8. Tổng các phần tử trên mỗi hàng của A bằng 4 và detA = 16.

Xác định các giá trị riêng của A.

Câu 4. Cho các số thực a1, a2, . . . , a2008. Chứng minh rằng tồn tại các ma trận

thực, vuông A1, A2, . . . , A2008 cấp n (n > 1) thoả mãn điều kiện

detAk = ak, k = 1, . . . , 2008, det

(
2008∑
k=1

Ak

)
= 2009.

Câu 5. Cho A là ma trận khả nghịch, vuông cấp n, ma trận A, A−1 có các

phần tử là các số nguyên. Chứng minh rằng nếu A có n giá trị riêng đều là các

số thực thì | det(A+ A−1)| > 2n.

Câu 6. Tồn tại hay không tồn tại đa thức P (x) bậc 2008 thỏa mãn điều kiện

P (k) = 2k với k = 1, 2, . . . , 2008.

————————————

3.2.3 Đề thi olympic Toán sinh viên lần thứ XVII (2009),
Môn: Đại số

Câu 1. Cho x, y, z là các số thực thỏa mãn các đẳng thức sau
x+ y + z = 0

x2 + y2 + z2 = 2

x3 + y3 + z3 = 0
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Chứng tỏ rằng với mọi số tự nhiên n ta luôn có x2n+1 + y2n+1 + z2n+1 = 0.

Câu 2. Tồn tại hay không một ma trận thực A vuông cấp 2 sao cho

A2010 =

(
−2008 2010

0 −2009

)
?

Câu 3. Cho A,B,C là các ma trận vuông cấp n sao cho C giao hoán với A và

B, C2 = E (ma trận đơn vị) và AB = 2(A+B)C.

a) Chứng minh rằng AB = BA.

b) Nếu có thêm điều kiện A+B+C = 0, hãy chứng tỏ rank(A−C)+rank(B−C) = n.

Câu 4. Tính A2009, trong đó

A =


0 0 0 0 −1
0 −7 5 3 0
0 −5 4 2 0
0 −9 6 4 0
1 0 0 0 0


Câu 5. Tìm tất cả các ma trận vuông A cấp n (n ≥ 2) sao cho với mọi ma trận

vuông B cấp n, ta đều có det(A+B) = detA+ detB.

Câu 6. Thí sinh chọn một trong hai câu sau:

a) Giải hệ phương trình:

2x1 + x2 − x3 + 2x4 + x5 − x6 = 1
−x1 + 2x2 + 2x3 + x4 + x5 − x6 = 1
x1 − 2x2 + 2x3 + x4 + x5 − x6 = 1

−2x1 − x2 − x3 + 2x4 + x5 − x6 = 1
2x1 + x2 + x3 − x4 − x5 + 2x6 = 1
−x1 + 2x2 + x3 − x4 + 2x5 + x6 = 1

b) Ứng với mỗi đa thức P (x) với hệ số thực và có nhiều hơn một nghiệm

thực, gọi d(P ) là khoảng cách nhỏ nhất giữa hai nghiệm thực bất kỳ của nó. Giả

sử các đa thức với hệ số thực P (x) và P (x) + P ′(x) đều có bậc k (k > 1) và có k

nghiệm thực phân biệt. Chứng minh rằng d(P + P ′) ≥ d(P ).

————————————

3.2.4 Đề thi olympic Toán sinh viên lần thứ XVIII (2010),
Môn: Đại số

Câu 1. Cho A,B là các ma trận vuông cấp 2010 với hệ số thực sao cho

detA = det(A+B) = det(A+ 2B) = · · · = det(A+ 2010B) = 0.

(i) Chứng minh rằng det(xA+ yB) = 0 với mọi x, y ∈ R.
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(ii) Tìm ví dụ chứng tỏ kết luận trên không còn đúng nếu chỉ có

detA = det(A+B) = det(A+ 2B) = · · · = det(A+ 2009B) = 0.

Câu 2. Cho {un}, {vn}, {wn} là các dãy số được xác định bởi: u0 = v0 = w0 = 1

và ∀n ∈ N, 
un+1 = −un − 7vn + 5wn,

vn+1 = −2un − 8vn + 6wn,

wn+1 = −4un − 16vn + 12wn.

Chứng minh rằng vn − 2 là số nguyên chia hết cho 2n.

Câu 3.

(i) Chứng minh rằng ứng với mỗi số n nguyên dương, biểu thức xn + yn + zn

có thể biểu diễn dưới dạng đa thức Pn(s, p, q) bậc không quá n của các biến

s = x+ y + z, p = xy + yz + zx, q = xyz.

(ii) Hãy tìm tổng các hệ số của đa thức P2010(s, p, q).

Câu 4. Xác định các đa thức thực P (x) thỏa mãn điều kiện

P (x)P (x2) = P (x3 + 2x), ∀x ∈ R.

Câu 5. Chọn một trong hai câu sau:

5a. Cho A là ma trận thực, vuông cấp n ≥ 2, có tổng các phần tử trên đường

chéo bằng 10 và rankA = 1. Tìm đa thức đặc trưng và đa thức tối tiểu của A

(tức đa thức p(t) 6= 0 bậc nhỏ nhất với hệ số của lũy thừa bậc cao nhất bằng 1,

sao cho p(A) = 0).

5b. Cho A,B,C là các ma trận thực, vuông cấp n, trong đó A khả nghịch

và đồng thời giao hoán với B và C. Giả sử C(A + B) = B. Chứng minh rằng B

và C giao hoán với nhau.

——————————————————

Ghi chú: Cán bộ coi thi không giải thích gì thêm
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Chương 4

Đáp án olympic Toán sinh viên lần
thứ XVIII (2010)

4.1 Môn: Giải tích

g Câu 1. Cho hàm số f(x) = ln(x+ 1).

a) Chứng minh rằng với mọi x > 0, tồn tại duy nhất số thực c thỏa mãn điều

kiện f(x) = xf ′(c) mà ta ký hiệu là c(x).

b) Tìm lim
x→0+

c(x)

x
.

Giải.

a) Yêu cầu bài toán tương đương với việc chứng minh phương trình
ln(x+ 1)

x
=

1

c+ 1
có nghiệm duy nhất c với mọi x > 0. Ta có thể giải trực tiếp được

c =
x

ln(x+ 1)
− 1.

b) Ta có thể tính giới hạn

lim
x→0+

c(x)

x
= lim

x→0+

x

ln(x+ 1)
− 1

x
= lim

x→0+

x− ln(1 + x)

x ln(1 + x)

bằng cách sử dụng công thức Taylor: ln(1 + x) = x− x2/2 + o(x2) hoặc dùng quy

tắc L’Hopitale:

lim
x→0+

x− ln(1 + x)

x ln(1 + x)
= lim

x→0+

x− ln(1 + x)

x2
lim
x→0+

x

ln(1 + x)

= lim
x→0+

1− 1

1 + x
2x

lim
x→0+

1
1

1 + x

=
1

2
.

Câu 2. Cho dãy {xn} được xác định bởi:

x1 = 1, xn+1 = xn
(
1 + x2010

n

)
, n = 1, 2, . . .
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Tìm

lim
n→∞

(x2010
1

x2
+
x2010

2

x3
+ · · ·+ x2010

n

xn+1

)
.

Giải. Với mỗi k ≥ 1, ta có

x2010
k

xk+1
=

x2011
k

xkxk+1
=
xk+1 − xk
xkxk+1

=
1

xk
− 1

xk+1
.

Suy ra (
x2010

1

x2
+
x2010

2

x3
+ · · ·+ x2010

n

xn+1

)
=

1

x1
− 1

xk+1
.

Rõ ràng {xn} là dãy tăng. Nhận xét rằng lim
n→∞

xn = +∞. Suy ra giới hạn cần

tính bằng 1.

Câu 3. Cho a ∈ R và hàm số f(x) khả vi trên [0,∞) thỏa mãn các điều kiện

f(0) ≥ 0 và

f ′(x) + af(x) ≥ 0,∀x ∈ [0,∞).

Chứng minh rằng

f(x) ≥ 0,∀x ≥ 0.

Giải. Từ giả thiết ta có

eax[f ′(x) + af(x)] ≥ 0,∀x ∈ [0,∞),

hay

[eaxf(x)]′ ≥ 0,∀x ∈ [0,∞),

suy ra

eaxf(x) ≥ f(0) ≥ 0,∀x ∈ [0,∞),

tức

f(x) ≥ 0,∀x ∈ [0,∞).

Câu 4. Cho hàm f(x) khả vi liên tục trên [0, 1] . Giả sử rằng

1∫
0

f(x)dx =

1∫
0

xf(x)dx = 1.

Chứng minh rằng tồn tại điểm c ∈ (0, 1) sao cho f ′(c) = 6.

Giải. Nhận xét rằng hàm số g(x) = 6x− 2 thỏa mãn các điều kiện

1∫
0

g(x)dx =

1∫
0

xg(x)dx = 1,
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suy ra
1∫

0

[f(x)− g(x)]dx = 0.

Hàm h(x) = f(x)−g(x) liên tục trên [0, 1] và có tích phân
1∫
0

h(x)dx = 0, nên không

thể xảy ra trường hợp h(x) > 0 ,∀x ∈ (0, 1) hoặc trường hợp h(x) < 0, ∀x ∈ (0, 1).

Như thế phương trình h(x) = 0 phải có ít nhất một nghiệm trong (0, 1).

Giả sử rằng h(x) = 0 chỉ có một nghiệm x = a ∈ (0, 1). Xảy ra hai khả năng

sau:

+) Nếu h(x) < 0,∀x ∈ (0, a), thì h(x) > 0,∀x ∈ (a, 1). Khi đó

1∫
0

xf(x)dx− 1 =

1∫
0

xf(x)dx−
1∫

0

xg(x)dx =

1∫
0

x[f(x)− g(x)]dx =

1∫
0

xh(x)dx

=

a∫
0

xh(x)dx+

1∫
a

xh(x)dx >

a∫
0

ah(x)dx+

1∫
a

ah(x)dx

= a
[ a∫

0

h(x)dx+

1∫
a

h(x)dx
]

= a

1∫
0

h(x)dx = 0.

Suy ra

1∫
0

xf(x)dx > 1, mâu thuẫn với giả thiết của đề bài!

+) Nếu h(x) > 0,∀x ∈ (0, a), thì h(x) < 0,∀x ∈ (a, 1). Khi đó

1∫
0

xf(x)dx− 1 =

1∫
0

xf(x)dx−
1∫

0

xg(x)dx =

1∫
0

x[f(x)− g(x)]dx =

1∫
0

xh(x)dx

=

a∫
0

xh(x)dx+

1∫
a

xh(x)dx <

a∫
0

ah(x)dx+

1∫
a

ah(x)dx

= a
[ a∫

0

h(x)dx+

1∫
a

h(x)dx
]

= a

1∫
0

h(x)dx = 0.

Suy ra

1∫
0

xf(x)dx < 1, mâu thuẫn với giả thiết của đề bài!

Vậy h(x) = 0 phải có ít nhất hai nghiệm trong (0, 1).

Giả sử hai nghiệm đó là a, b ∈ (0, 1) và a < b.

Ta có h(a) = h(b) = 0 , nên f(b)− f(a) = g(b)− g(a).
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Theo định lý Lagrange tồn tại c ∈ (a, b) ⊂ (0, 1), sao cho

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
=
g(b)− g(a)

b− a
= 6.

Câu 5. Cho đa thức P (x) bậc n với hệ số số thực sao cho P (−1) 6= 0 và −P
′(−1)

P (−1)
≤

n

2
. Chứng minh rằng P (x) có ít nhất một nghiệm x0 với |x0| ≥ 1.

Giải. Giả sử x1, x2, . . . , xn là các nghiệm của P (x) trong C, khi đó tồn tại λ ∈ R
sao cho

P (x) = λ
n∏
i=1

(x− xi). Khi đó ta có công thức

P ′(x)

P (x)
=

n∑
i=1

1

x− xi
⇒ −P

′(−1)

P (−1)
=

n∑
i=1

1

xi + 1
.

Do đó
n

2
+
P ′(−1)

P (−1)
=

n∑
i=1

(1

2
− 1

xi + 1

)
=

1

2

n∑
i=1

xi − 1

xi + 1
.

Ta có
xi − 1

xi + 1
=

(xi − 1)(xi + 1)

|xi + 1|2
,

suy ra

Re
(xi − 1

xi + 1

)
=
|xi|2 − 1

|xi + 1|2
, ∀i = 1, 2, . . . , n.

Vì
n

2
+
P ′(−1)

P (−1)
∈ R nên

n

2
+
P ′(−1)

P (−1)
=

1

2

n∑
i=1

|xi|2 − 1

|xi + 1|2
≥ 0.

Do đó tồn tại ít nhất một nghiệm x0 có |x0| ≥ 1.

Câu 6a. Tìm tất cả các hàm số dương f(x) khả vi liên tục trên [0, 1] sao cho

f(1) = e.f(0) và
1∫

0

(f ′(x)

f(x)

)2
dx ≤ 1.

Giải. Ta có

0 ≤
1∫

0

(
f ′(x)

f(x)
− 1

)2

dx =

1∫
0

(
f ′(x)

f(x)

)2

dx− 2

1∫
0

f ′(x)

f(x)
dx+ 1
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=

1∫
0

(
f ′(x)

f(x)

)2

dx− 2 ln f(x)
∣∣∣1
0

+ 1

=

1∫
0

(
f ′(x)

f(x)

)2

dx− 2 ln
f(1)

f(0)
+ 1

=

1∫
0

(
f ′(x)

f(x)

)2

dx− 1.

Từ đó, ta có
1∫

0

(
f ′(x)

f(x)

)2

dx ≥ 1.

Mặt khác, theo giả thiết thì

1∫
0

(
f ′(x)

f(x)

)2

dx ≤ 1,

nên
1∫

0

(
f ′(x)

f(x)
− 1

)2

dx = 0.

Do f là hàm khả vi liên tục trên [0, 1], ta được

f ′(x)

f(x)
= 1,∀x ∈ [0, 1]

hay f(x) = f ′(x),∀x ∈ [0, 1], do đó f(x) = c.ex, c > 0. Thử lại, ta thấy hàm này

thỏa mãn.

Câu 6b. Ta có f(x+ y) = 2010xf(y) + 2010yf(x), ∀x, y ∈ R, hay

2010−(x+y)f(x+ y) = 2010−yf(y) + 2010−xf(x), ∀x, y ∈ R.

Đặt 2010−xf(x) = g(x). Ta có

g(x+ y) = g(x) + g(y), ∀x, y ∈ R.

Đây chính là phương trình hàm Cauchy quen biết, có nghiệm là g(x) = ax. Suy

ra f(x) = ax2010x. Từ điều kiện f(1) = 2010 đã cho suy ra a = 1 và f(x) = 2010xx.

Thử lại, ta thấy thỏa mãn điều kiện bài toán.

——————————————————
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4.2 Môn : Đại số

Câu 1. Cho A,B là các ma trận vuông cấp 2010 với hệ số thực sao cho detA =

det(A+B) = det(A+ 2B) = · · · = det(A+ 2010B) = 0.

(i) Chứng minh rằng det(xA+ yB) = 0 với mọi x, y ∈ R.

(ii) Tìm ví dụ chứng tỏ kết luận trên không còn đúng nếu chỉ có detA =

det(A+B) = det(A+ 2B) = · · · = det(A+ 2009B) = 0.

Giải.

(i) Nhận xét rằng định thức p(t) = det(A + tB) là một đa thức bậc 2010 của

t. Vì p(0) = · · · = p(2010) = 0 nên ta có p(t) = 0. Định thức q(t) = det(tA + B) là

một đa thức bậc 2010 của t. Chú ý rằng q(t) = t2010p(t−1) khi t 6= 0. Do đó ta

cũng có q(t) = 0 với mọi t.

(ii) Có thể lấy ví dụ A = diag(0, 1, 2, . . . , 2009) và B = −I.

Câu 2. Cho {un}, {vn}, {wn} là các dãy số được xác định bởi: u0 = v0 = w0 = 1

và ∀n ∈ N, 
un+1 = −un − 7vn + 5wn,

vn+1 = −2un − 8vn + 6wn,

wn+1 = −4un − 16vn + 12wn.

Chứng minh rằng vn − 2 là số nguyên chia hết cho 2n.

Giải. Ký hiệu A =

(−1 −7 5
−2 −8 6
−4 −16 12

)
và với n ∈ N, Xn =

(
un
vn
wn

)
. Ta có ∀n ∈

N, Xn+1 = AXn. Vậy nên ∀n ∈ N∗, Xn = AnX0. Đa thức đặc trưng của A là

PA(x) = −x(x− 1)(x− 2).

Do đó A có 3 giá trị riêng phân biệt λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = 2 và A chéo hóa được.

Từ đó, nếu kí hiệu P =

(
1 3 1
2 2 1
3 4 2

)
thì P−1 =

(
0 2 −1
1 1 −1
−2 −5 4

)
. Đặt B =

(
0 0 0
0 1 0
0 0 2

)
thì A = PBP−1. Từ đây suy ra ∀n ∈ N∗, Xn = AnX0 = PBnP−1X0.

Do đó vn = −3 2n + 2.

Câu 3.

(i) Chứng minh rằng ứng với mỗi số n nguyên dương, biểu thức xn+yn+zn có

thể biểu diễn dưới dạng đa thức Pn(s, p, q) bậc không quá n của s = x+y+z, p =

xy + yz + zx, q = xyz.

(ii) Hãy tìm tổng các hệ số của đa thức P2010(s, p, q).
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Giải.

(i) Bằng qui nạp theo n.

(ii) Giả sử x2010 + y2010 + z2010 = P (s, p, q). Ta cần tìm tổng các hệ số của

P (s, p, q) tức là cần tìm P (1, 1, 1). Từ Định lí Vi-et, x, y, z phải là nghiệm của

phương trình t3 − t2 + t − 1 = 0. Từ đó chỉ việc chọn x = 1, y = i và z = −i, ta
được P (1, 1, 1) = −1.

Câu 4. Xác định các đa thức thực P (x) thỏa mãn điều kiện

P (x)P (x2) = P (x3 + 2x), ∀x ∈ R.

Giải. Ta nhận thấy đa thức hằng P (x) ≡ 0 và P (x) ≡ 1 thỏa mãn bài toán. Bây

giờ ta chứng minh rằng các đa thức bậc dương không thỏa mãn. Chú ý rằng

đẳng thức trong bài cũng đúng với các giá trị phức. Giả sử x0 là một nghiệm

(thực hoặc phức) của P (x). Nếu x0 = 0 thì P (x) = xsQ(x), trong đó s ≥ 1, Q(x)

là đa thức với Q(0) 6= 0.

Thế vào điều kiện đã cho, ta thu được

x2sQ(x)Q(x2) = (x2 + 2)sQ(x3 + 2x), ∀x ∈ R.

Điều này mâu thuẫn với giả thiết Q(0) 6= 0.

Vậy nên x0 6= 0. Ta có thể giả thiết môđun |x0| có giá trị lớn nhất trong

các nghiệm của P (x). Khi đó x3
0 + 2x0 và (

√
x0)3 + 2

√
x0 cũng là nghiệm. Do đó

|x3
0 + 2x0| ≤ |x0| và |(

√
x0)3 + 2

√
x0| ≤ |x0|.

Đặt x0 = a+ bi. Điều kiện |x3
0 + 2x0| ≤ |x0| tương đương với

(a2 − b2)2 + 4a2b2 + 4(a2 − b2) + 3 ≤ 0.

Từ đó 4b2 ≥ 3 + 4a2 và thay vào tiếp, ta lại có

4b2 ≥ 4a2b2 + 4a2 + 3 ≥ a2 · 3 + 4a2 + 3 = 7a2 + 3. (∗)

Điều kiện |(√x0)3 + 2
√
x0| ≤ |x0| tương đương với [(a+ 2)2 + b2]2 ≤ a2 + b2 hay

(a2 + b2)(a2 + b2 + 8a+ 7) + (4a+ 4)2 ≤ 0. (∗∗)

Theo (∗) ta có:

a2 + b2 + 8a+ 7 ≥ 1
4(11a2 + 32a+ 31) = 1

4

[(
3a+ 16

3

)2
+ 2a2 + 23

9

]
> 0,

mâu thuẫn với (∗∗).

Câu 5. Chọn một trong hai câu sau:

5a. Cho A là ma trận thực, vuông cấp n ≥ 2, có tổng các phần tử trên đường

chéo bằng 10 và rankA = 1. Tìm đa thức đặc trưng và đa thức tối tiểu của A
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(tức đa thức p(t) 6= 0 bậc nhỏ nhất với hệ số của lũy thừa bậc cao nhất bằng 1,

sao cho p(A) = 0).

5b. Cho A,B,C là các ma trận thực, vuông cấp n, trong đó A khả nghịch

và đồng thời giao hoán với B và C. Giả sử C(A + B) = B. Chứng minh rằng B

và C giao hoán với nhau.

Giải.

Câu 5a.

Cách 1: Tính trực tiếp

Vì rank(A) = 1 nên tồn tại véctơ khác 0 sao cho các véctơ dòng còn lại đều

biểu diễn được tuyến tính qua nó. Do đó ma trận A có dạng sau

A =


λ1x1 λ1x2 . . . λ1xn
λ2x1 λ2x2 . . . λ2xn
. . . . . . . . . . . .
λix1 λix2 . . . λixn
. . . . . . . . . . . .
λnx1 λnx2 . . . λnxn

 ,

trong đó

U :=


λ1
λ2
. . .
λi
. . .
λn

 6= 0, V :=


x1
x2
. . .
xi
. . .
xn

 6= 0.

Khi đó A = UV t và

V tU = [ x1 x2 . . . xi . . . xn ]


λ1
λ2
. . .
λi
. . .
λn


= λ1x1 + . . .+ λixi + . . .+ λnxn = trace (A) .

a) Ta có

A2 = (UV t)(UV t) = U(V tU)V t = U(trace(A))V t

= trace(A)UV t = trace(A)A = 10A

Vậy đa thức tối tiểu là P (t) = t2 − 10t.

b) Ta tính định thức Dn(t) = det(A+ tIn):
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Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ1x1 + t λ1x2 . . . λ1xn
λ2x1 λ2x2 + t . . . λ2xn
. . . . . . . . . . . .
λix1 λix2 . . . λixn
. . . . . . . . . . . .
λnx1 λnx2 . . . λnxn + t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ1x1 + t λ1x2 . . . λ1xn
λ2x1 λ2x2 + t . . . λ2xn
. . . . . . . . . . . .
λix1 λix2 . . . λixn
. . . . . . . . . . . .
λnx1 λnx2 . . . λnxn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ1x1 + t λ1x2 . . . λ1xn
λ2x1 λ2x2 + t . . . λ2xn
. . . . . . . . . . . .
λix1 λix2 . . . λixn
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λnxn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ1x1 + t λ1x2 . . . λ1
λ2x1 λ2x2 + t . . . λ2
. . . . . . . . . . . .
λix1 λix2 . . . λi
. . . . . . . . . . . .
x1 x2 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ tDn−1

= λnxn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t 0 . . . 0
0 t . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
x1 x2 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ tDn−1 = λnxnt

n−1 + tDn−1.

Ta dễ dàng chứng minh bằng quy nạp

Dn = tn−1(λnxn + λn−1xn−1 + · · ·+ λ2x2 +D1)

= tn−1(trace(A) + t) = tn−1(t+ 10).

Vậy đa thức đặc trưng là (−1)ntn−1(t− 10).

Cách 2: Vì dim KerA = n− 1 nên A có đúng n− 1 véc tơ riêng ứng với 0. Do

đó giá trị riêng còn lại là 1 số thực. Từ đó A chéo hoá được và trên đường chéo

chỉ có 1 phần tử khác 0 chính là vết = 10. Từ đó tính ra ngay đa thức đặc trưng

và đa thức tối tiểu.

Câu 5b. Từ giả thiết suy ra A+ C(A+B) = A+B hay

A = (I − C)(A+B). (1)

Do A khả nghịch và đồng thời giao hoán với B và C nên từ (1) suy ra

I = (I − C)(A+B)A−1 = (I − C)A−1(A+B),

tức I − C khả nghịch và vì vậy

I = (A+B)A−1(I − C) = A−1(A+B)(I − C),
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hay

A = (A+B)(I − C). (2)

Từ (2) suy ra

A = A+B − (A+B)C,

hay B = (A+B)C. Vậy nên (A+B)C = C(A+B) tức BC = CB, đpcm.
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