
PHẦN A. LÝ THUYẾT

1. Phương trình đường tròn

Phương trình đường tròn tâm  bán kính  là 
Phương trình đường tròn ở dạng trên thường được gọi là phương trình chính tắc của đường tròn.
Ví dụ 1. Lập phương trình đường tròn trong mỗi trường hợp sau:

a) Đường tròn tâm  bán kính ;

b) Đường tròn tâm  bán kính 7 .
Giải

a) Phương trình đường tròn tâm  bán kính  là

b) Phương trình đường tròn tâm  bán kính 7 là

Ví dụ 2. Tìm tâm và bán kính của đường tròn có phương trình là

Giải

Ta có: 

Vậy đường tròn đã cho có tâm là  bán kính 

Nhận xét: Ta có thể viết phương trình  của đường tròn tâm  bán kính  về 

phương trình có dạng là . Dạng đó thường được gọi là phương trình tổng quát của
đường tròn.
Ví dụ 3

a) Phương trình  có phải là phương trình đường tròn không? Nếu phải, xác định tọa 
độ tâm và bán kính của đường tròn đó.

b) Xác định điều kiện của  để phương trình  là phương trình đường tròn. 

Khi đó, xác định toạ độ tâm và bán kính theo .
Giải
a) Ta có:

Phương trình trên là phương trình đường tròn tâm  bán kính .
b) Ta có:
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Do đó, phương trình trên là phương trình đường tròn khi và chỉ khi . Lúc này đường tròn đã cho 

có tâm  bán kính

2. Phương trình đường tròn đi qua ba điểm không thẳng hàng
Do có duy nhất một đường tròn đi qua ba điểm không thẳng hàng cho trước nên ta có thể lập được phương 
trình đường tròn đó khi biết toạ độ của ba điểm nói trên.

Ví dụ 4. Lập phương trình đường tròn đi qua ba điểm 
Giải

Giả sử tâm của đường tròn là điểm . Ta có . Vì  
nên

Đường tròn tâm  bán kính .

Phương trình đường tròn là .

Vậy phương trình đường tròn là .

II. Phương trình tiếp tuyến của đường tròn

- Đường thẳng  đi qua điểm  và có vectơ pháp tuyến

- Phương trình tiếp tuyến  là

Ví dụ 5. Lập phương trình tiếp tuyến tại điểm  thuộc đường tròn
Giải

Đường tròn có tâm . Phương trình tiếp tuyến tại điểm  thuộc đường tròn 
là
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Ví dụ 6. Trong mặt phẳng tọa độ , một vật chuyển động tròn đều ngược chiều kim đồng hồ trên đường 

tròn tâm  bán kính 5 dưới tác dụng của lực căng dây. Khi vật chuyển động tới điểm  thì dây 
căng bị đứt.
a) Viết phương trình quỹ đạo chuyển động của vật sau khi dây bị đứt, biết rằng vật chỉ chịu tác động của duy
nhất lực căng dây trong bài toán này.
b) Một vật khác chuyển động thẳng đều trên đường thẳng có phương trình

Chứng minh hai vật này không gặp nhau tại bất kì thời điểm nào.
Giải

a) Quỹ đạo chuyển động của vật thứ nhất trước khi dây bị đứt là đường tròn  có phương trình:

Khi dây bị đứt, do vật thứ nhất chỉ chịu tác động của duy nhất lực căng dây nên vật đó tiếp tục chuyển động 

theo tiếp tuyến  tại điểm  thuộc đường tròn . Phương trình tiếp tuyến  là:

Vậy quỹ đạo chuyển động của vật thứ nhất sau khi dây bị đứt là tia , đường thẳng Mt có phương trình là:

.

b) Khoảng cách từ tâm đường tròn  đến đường thẳng  là:

Vì khoảng cách từ tâm đường tròn  đến đường thẳng  lớn hơn bán kính của đường tròn  nên 

đường tròn  và đường thẳng  không có điểm chung, tức là vật thứ hai không gặp vật thứ nhất khi dây 

chưa đứt. Mặt khác, vì  nên vật thứ hai không gặp vật thứ nhất sau khi dây bị đứt. Vậy hai vật không
bao giờ gặp nhau.

PHẦN B. BÀI TẬP TỰ LUẬN

Dạng 1. Nhận dạng phương trình đường tròn

Đưa phương trình về dạng: 

- Nếu  thì  là phương trình đường tròn có tâm  và bán kính 

- Nếu  thì  không phải là phương trình đường tròn.

Câu 1. Trong các phương trình sau, phương trình nào biểu diễn đường tròn? Tìm tâm và bán kính nếu có.

a)  b) 
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c)  d) 
Lời giải.

a) Phương trình  có dạng  với 

Ta có 

Vậy phương trình  không phải là phương trình đường tròn.

b) Ta có 

Suy ra phương trình  không phải là phương trình đường tròn.

c) Ta có 

Vậy phương trình  là phương trình đường tròn tâm , bán kính 

d) Phương trình  không phải là phương trình đường tròn vì hệ số của  và  khác nhau.

Câu 2. Cho phương trình 

a) Tìm điều kiện của m để  là phương trình đường tròn.

b) Nếu  là phương trình đường tròn, hãy tìm tâm và bán kính theo m.
Lời giải.

a) Phương trình  là phương trình đường tròn khi và chỉ khi 

Với 

Hay 

b) Với điều kiện trên thì đường tròn có tâm  và bán kính .

Câu 3. Cho phương trình đường cong 

a) Chứng minh rằng  là phương trình một đường tròn.
b) Tìm tập hợp tâm các đường tròn khi m thay đổi.

c) Chứng minh rằng khi m thay đổi, họ các đường tròn  luôn đi qua hai điểm cố định.
Lời giải.

a) Ta có

Do 

Suy ra  là phương trình đường tròn với mọi m.
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b) Đường tròn có tâm  suy ra 

Vậy tập hợp tâm các đường tròn là đường thẳng 

c) Gọi  là điểm cố định mà họ  luôn đi qua.

Khi đó ta có: 

Vậy có hai điểm cố định mà họ  luôn đi qua với mọi m là  và 

Dạng 2. Thiết lập phương trình đường tròn
Cách 1:

- Tìm tọa độ tâm  của đường tròn .

- Tìm bán kính R của đường tròn .

- Viết phương trình đường tròn  theo dạng 

Cách 2: Giả sử phương trình đường tròn  là: ( Hoặc

).

- Từ điều kiện của đề Câu thành lập hệ phương trình với ba ẩn là .

Giải hệ để tìm  từ đó tìm được phương trình đường tròn .

Câu 4. Viết phương trình đường tròn trong mỗi trường hợp sau:

a) Có tâm  và đi qua .

b) Nhận AB làm đường kính với .
Lời giải.

a) Đường tròn cần tìm có bán kính là  nên có phương trình là:

.

b) Gọi I là trung điểm của đoạn thẳng AB suy ra , .

Đường tròn cần tìm có đường kính là  suy ra nó nhận  làm tâm và bán kính

 nên có phương trình là .

Câu 5. Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, viết phương trình đường tròn  đi qua ba điểm

.
Lời giải.

Cách 1. Phương trình đường tròn có dạng , với .
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Vì  thuộc  nên ta có hệ phương trình

Vậy phương trình đường tròn cần tìm 

Cách 2. Gọi  là tâm của .

Vì  thuộc  nên

Suy ra , bán kính 

Vậy phương trình đường tròn cần tìm .

Câu 6. Cho hai điểm .

a) Viết phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác .

b) Viết phương trình đường tròn nội tiếp tam giác .
Lời giải.

a) Ta có tam giác  vuông ở  nên tâm  của đường tròn ngoại tiếp tam giác là trung điểm 
của

cạnh huyền  suy ra  và bán kính .

Vậy phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác  là: .

b) Ta có .

Mặt khác ( vì cùng bằng diện tích tam giác ).

Suy ra .
Dễ thấy đường tròn cần tìm có tâm thuộc góc phần tư thứ nhất và tiếp xúc với hai trục tọa độ nên 

tâm của đường tròn có tọa độ là .

Vậy phương trình đường tròn nội tiếp tam giác  là .

Câu 7. Trong mặt phẳng với hệ tọa độ , cho đường thẳng  và hai điểm

. Viết phương trình đường tròn  có tâm thuộc  và đi qua hai điểm .
Lời giải.

Cách 1. Gọi  là tâm của . Do  nên .

Hai điểm  cùng thuộc  nên
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Suy ra  và bán kính .

Vậy phương trình đường tròn cần tìm .

Cách 2. Gọi  là trung điểm . Đường

trung trực của đoạn  đi qua  và nhận

 làm vecto pháp tuyến nên có phương trình

.

Tọa độ tâm  của  là nghiệm của hệ

.

Bán kính của đường tròn bằng .
Vậy phương trình đường tròn cần tìm

Câu 8. Trong mặt phẳng với hệ tọa độ , cho hai đường thẳng  

và điểm . Viết phương trình đường tròn  có tâm thuộc , đi qua

điểm  và tiếp xúc với 
Lời giải.

Gọi I là tâm của (C). Do  nên I(-3t-8; t). Theo giả thiết ta có

Suy ra I(1; -3) và R=5

Vậy phương trình (C) là .

Câu 9. Trong mặt phẳng oxy cho 2 điểm A (-1; 1), B(3; 3) và đường thẳng . Viết 
phương trình đường tròn (C) qua A, B và tiếp xúc d.

Lời giải.

Đường trung trực  của AB đi qua M(1; 2) là trung điểm AB có phương trình là

.

Gọi tâm I của (C) thuộc  là I (t; 4-2t)

Ta có

  Với , suy ra tâm I(3; -2). Bán kính R=IA=5

Phương trình (C): 
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  Với , suy ra tâm  và 

Phương trình (C): .

Câu 10. Trong mặt phẳng oxy cho d: . Viết phương trình đường tròn (C) tiếp xúc với các
trục tọa độ và có tâm thuộc d.

Lời giải.

Gọi I(m; 2m-4) thuộc d là tâm của đường tròn (C ).

Ta có  hoặc .

  Với  thì  ta có

(C): 

  Với  thì  ta có

(C): 

Câu 11. Trong mặt phẳng oxy cho d: : viết phương trình đường tròn (C ) có tâm thuộc d 

đồng tời tiếp xúc với và 
Lời giải.

Gọi  ta có

 hoặc 

  Với  suy ra 

Phương trình .

  Với  suy ra 

Phương trình 
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Câu 12. Trong mặt phẳng oxy cho  và  viết phương trình (C ) có bán 

kính , có tâm thuộc d và tiếp xúc với .
Lời giải.

Gọi  là tâm của (C). Ta có

  Với  suy ra I( -9; 6). Phương trình 

  Với  suy ra I( 7; -2). Phương trình 

Câu 13. Trong mặt phẳng oxy cho (C):  tia oy cắt (C ) tại A. Viết phương trình (C’) 
có bán kính R’=2 và tiếp xúc ngoài với (C ) tại A.

Lời giải.

Đường tròn (C) có tâm  bán kính R=4.

Tọa độ A là nghiệm hệ 

Ta được A(0; 2).

Đường thẳng IA đi qua 2 điểm I và A nên có phương trình 

Đường tròn (C’) tiếp xúc ngoài với ( C) nên tâm I’ thuộc IA, nên .

Hơn nữa,  nên 

Với , suy ra . Phương trình đường tròn (C’ ): 

Câu 14. Trong mặt phẳng oxy cho (C): . Viết phương trình đường tròn (C’ ) có 

tâm  biết (C’) cắt (C ) tại 2 điểm A, B sao cho .
Lời giải.

Đường tròn (C) có tâm I (1;-2), bán kính

Phương trình đường thẳng nối 2 tâm IM: 

Gọi là trung điểm AB.
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Ta có 

 hoặc 

Suy ra  hoặc 

  Với  ta có 

Phương trình (C’): .

  Với  ta có 

Phương trình (C’):

Câu 15. Trong mặt phẳng tọa độ hệ oxy cho đường thẳng  và hai đường tròn

 . Viết phương trình đường tròn (C) có tâm I thuộc d
và tiếp xúc ngoài với hai đường tròn trên.

Lời giải.

Gọi  lần lượt là tâm và bán kính của 3 đường tròn (C ), và .

Giả sử . Theo giả thiết Câu toán: (C ) tiếp xúc ngoài và  nên

Suy ra

Với  suy ra  và .

Phương trình đường tròn (C ): .

Dạng 3. Vị trí tương đối của đường thẳng và đường tròn
1. Vị trí tương đối của đường thẳng với đường tròn
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1.1. Phương pháp 1

 Cho đường thẳng   và đường tròn  có tâm   bán kính  

- Nếu  thì  cắt  tại hai điểm phân biệt.

- Nếu  thì  tiếp xúc với 

- Nếu  thì  và  không có điểm chung.
1.2. Phương pháp 2

Cho đường thằng  và đường tròn  

Xét hệ phương trình  

- Nếu hệ  có hai nghiệm thì  cắt  tại hai điểm phân biệt.

- Nếu hệ  có một nghiệm thì  tiếp xúc .

- Nếu hệ  vô nghiệm thì  và  không có điểm chung.
2. Vị trí tương đối của hai đường tròn

- Cho hai đường tròn  có tâm lần lượt là  bán kính  . Ta có

+)  và  ở ngoài nhau (không có điểm chung)  khi và chỉ khi  

K I

+)  và  đựng nhau (không có điểm chung)  khi và chỉ khi  

I K

+)  và  đồng tâm (không có điểm chung)  khi và chỉ khi  

I

+)  và  tiếp xúc ngoài khi và chỉ khi 

H
I K
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+)  và  tiếp xúc trong khi và chỉ khi 

I
K

M

+)  và  cắt nhau  khi và chỉ khi 

I K I K

Câu 16. Trong mặt phẳng tọa độ oxy, cho đường thẳng  và đường tròn (C):

a) Chứng minh M(2;1) nằm trong đường tròn

b) Xét vị trí tương đối của  và (C).

Lời giải.

a) Đường tròn (C ) có tâm I(2;-1) và bán kính R=3. Ta có

. Do đó M nằm trong (C).

b) nên  cắt (C) tại 2 điểm phân biệt.

Câu 17. Trong mặt phẳng tọa độ oxy, cho 2 đường tròn (C)  và (C’ ):

. Chứng minh 2 đường tròn cắt nhau tại 2 điểm phân biệt A,B.
Lời giải:

Đường tròn (C ) có tâm I(1; 3) và bán kính R=5.

Đường tròn (C’ ) có tâm I’(3; 1) và bán kính .

Mà , do đó  nên 2 đường tròn cắt nhau tại 2 điểm phân biệt A, B.

Câu 18. Trong mặt phẳng tọa độ oxy cho đường tròn (C)  Và đường thẳng

. Tìm m để (C) cắt  tại 2 điểm phân biệt.
Lời giải:

Đường tròn (C) có tâm I(1; -2) và bán kính R=3

Để (C) cắt  tại 2 điểm phân biệt
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. Đúng với mọi m.

Câu 19. Trong mặt phẳng tọa độ oxy cho đường tròn (C)  và đường thẳng

. Biện luận theo m số giao điểm của  và (C).
Lời giải:

Đường tròn (C) có tâm I(2; 1) và bán kính .

Ta có 

  Nếu  hoặc  cắt (C ) tại 2 điểm phân biệt.

  Nếu  hoặc  tiếp xúc (C ).

  Nếu   không cắt (C ).

Câu 20. Trong mặt phẳng tọa độ oxy cho đường tròn  và:

. Tìm m để hai đường tròn tiếp xúc trong.
Lời giải.

Đường tròn (C) có tâm O(0; 0) và bán kính .

Đường tròn (Cm) có tâm I(m+1; -2m) và bán kính .

Mà .

Để 2 đường tròn tiếp xúc trong thì 

Giaỉ phương trình ta được  hoặc .

Câu 21. Trong mặt phẳng , cho hai đường tròn:  và

  . Viết phương trình đường thẳng đi qua giao điểm của hai đường tròn đó.
Lời giải

  có tâm  và bán kính 
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 có tâm    và bán kính  

.

Ta thấy  suy ra hai đường tròn cắt nhau.

Gọi điểm  thuộc đường thẳng cần tìm

Tọa độ   thỏa mãn hệ      

Lấy  

Nhận thấy luôn thỏa mãn phương trình (3)

Suy ra đường thẳng qua giao điểm của hai đường tròn là: .

Câu 22. Trong mặt phẳng với hệ toạ độ , cho đường tròn . Viết phương 

trình đường thẳng song song với đường thẳng  và cắt đường tròn theo một dây cung có độ 

dài bằng .
 

Lời giải

B
A

I

H

- Đường tròn   có tâm   và bán kính  

- Đường thẳng  song song với đường thẳng   nên phương trình của  là: 

- Kẻ  và  là khoảng cách từ  đến : 

- Xét tam giác vuông : 

 

.( thỏa mãn ĐK)

Vậy có hai đường thẳng là:  .

Câu 23. Trong mặt phẳng với hệ tọa độ , cho đường tròn :  và điểm

  . Lập phương trình đường thẳng    qua  cắt  tại 2 điểm phân biệt sao cho

Lời giải
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 Đường tròn  có tâm   và bán kính .

Ta có    nằm ngoài đường tròn 

Gọi  là trung điểm  mà    là trung điểm 

Ta có   suy ra 

Đường thẳng  qua  và có VTPT  có phương trình là:





Câu 24. Trong mặt phẳng với hệ tọa độ , cho đường tròn :  và điểm

  . Lập phương trình đường thẳng    qua  cắt  tại 2 điểm phân biệt sao cho độ dài dây

cung  nhỏ nhất .

Lời giải

B

A

M

I

H

Đường tròn  có tâm  bán kính  .Ta có:   nên điểm  nằm trong đường

tròn , kẻ  và  . Ta có  ,  nhỏ nhất 

khi và chỉ khi  nhỏ nhất   lớn nhất  . Khi đó đường thẳng  đi qua  và

vuông góc với  nên đường thẳng  có một vecto pháp tuyến là  . Vậy phương trình đường 

thẳng  là:  .
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Câu 25. Trong mặt phẳng với hệ toạ độ , cho đường tròn . Viết phương 

trình đường tròn  có tâm   và cắt đường tròn  theo một dây cung  có độ dài bằng .
Lời giải

- Đường tròn    có tâm   và bán kính  

Gọi  với  là bán kính đường tròn , phương trình   là:   

 . Tọa độ giao điểm của hai đường tròn  và  là nghiệm hệ phương

trình  

Trừ từng vế hai phương trình trên ta được phương trình   là phương trình đường thẳng 

đi qua hai giao điểm  của hai đường tròn , kẻ  suy ra  là trung điểm của và

 

Nên ta có  

Có hai đường tròn là: 

Câu 26. Trong mặt phẳng với hệ tọa độ , cho đường tròn  , Lập phương 

trình đường tròn  tiếp xúc với hai trục tọa độ và tiếp xúc ngoài  .
Lời giải

Đường tròn  có tâm   và bán kính .

Gọi và   là tâm và bán kính đường tròn  tiếp xúc với hai trục tọa độ nên ta có

 từ 

+Nếu  phương trình  hai đường tròn tiếp xúc ngoài khi và 

chỉ khi  

Có 2 đường tròn là: 

+Nếu  phương trình  hai đường tròn tiếp xúc ngoài khi và 

chỉ khi  (loại)

+Nếu  phương trình  hai đường tròn tiếp xúc ngoài khi và 

chỉ khi 

TH 1:  khi đó  
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Phương trình đường tròn là: .

TH2 :  khi đó  

Phương trình đường tròn là: .
Có 4 đường tròn thỏa mãn.

Dạng 4: Tiếp tuyến của đường tròn
Cho đường tròn (C) có tâm I( a;b) và bán kính R.

a) Nếu biết tiếp điểm là  thì tiếp tuyến đó qua M và nhận vector  làm 

vector pháp tuyến nên có phương trình là. .

b) Nếu không biết tiếp điểm thì dùng điều kiện tiếp xúc:  tiếp xúc (C )  để xác 
định tiếp tuyến.

Câu 27. Trong mặt phẳng tọa độ oxy cho đường tròn (C) .
a) Viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn (C) tại điểm A(3; -4).
b) Viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn (C) qua điểm B(5; -2).
c) Viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn (C) biết tiếp tuyến vuông góc với d:

.
d) Viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn (C ) biết tiếp tuyến tạo với trục tung một góc 450

Lời giải.

a) Đường tròn (C) có tâm I(1; -2) và bán kính .

Do A thuộc (C) nên tiếp tuyến  qua A và nhận  làm vector pháp tuyến

Vậy phương trình .

b) Gọi  là vector pháp tuyến của , Do đó

Do tiếp xúc với (C ) nên

Với  chọn . Phương trình tiếp tuyến  là .

Với  chọn . Phương trình tiếp tuyến  là .

c) Tiếp tuyến  vuông góc d nên  có dạng .

Mà 

Vậy có 2 tiếp tuyến thỏa mãn: hoặc .
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d) Gọi  có dạng 

Theo Câu ra ta có 

Với 

+ TH1: chọn  ta được .

+ TH2: chọn  ta được .

Với 

+ TH1: chọn  ta được .

+ TH2: chọn  ta được .

Vậy có 4 tiếp tuyến cần tìm là ; ; ; .

Câu 28. Trong mặt phẳng tọa độ oxy cho đường tròn  và

. Viết phương trình tiếp tuyến chung của 2 đường tròn.
Lời giải:

 có tâm  và bán kính .

 có tâm  và bán kính .

Có  nên 2 đường tròn ở ngoài nhau, như vậy có 4 tiếp tuyến chung.

TH1: Nếu tiếp tuyến song song oy thì  có dạng .

Ta có 

Vậy tiếp tuyến .

TH2: Nếu  không song song với oy thì phương trình của .

Ta có 
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 hoặc  hoặc 

Suy ra ; ; 

Vậy có 4 tiếp tuyến ; ; và .

Câu 29. Trong mặt phẳng tọa độ oxy cho đường tròn  và

. Viết phương trình tiếp tuyến chung của 2 đường tròn.
Lời giải:

 có tâm  và bán kính .

 có tâm  và bán kính .

Ta có  do đó 2 đường tròn tiếp xúc trong. Như vậy có 1 tiếp tuyến chung.

Tọa độ tiếp điểm của 2 đường tròn là nghiệm hệ

Tiếp tuyến chung  là đường thẳng qua  và nhận  làm vectơ pháp tuyến

nên có phương trình .

Câu 30. Trong mặt phẳng , cho . Viết phương trình tiếp tuyến của  

biết tiếp tuyến cắt  lần lượt tại  sao cho  
Lời giải

 có tâm , bán kính 

Tiếp tuyến cắt  lần lượt tại  sao cho  Tiếp tuyến có hệ số góc  .

Trường hợp 1: Với  Phương trình tiếp tuyến có dạng  

 là tiếp tuyến của 
 

 .

Suy ra phương trình tiếp tuyến cần tìm là  
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Trường hợp 2: Với  Phương trình tiếp tuyến có dạng  

 là tiếp tuyến của 
 

 .

Suy ra phương trình tiếp tuyến cần tìm là  
Vậy có 4 tiếp tuyến thỏa mãn điều kiện.

Câu 31. Trong mặt phẳng , cho . Tìm  sao cho qua

 kẻ được tới  hai tiếp tuyến thỏa mãn diện tích tứ giác  bằng 10, với  là tâm đường 
tròn.

Lời giải

 có tâm , bán kính 

 

  

 

Vậy có 2 điểm thỏa mãn điều kiện  .

Câu 32. Cho đường tròn (C) có phương trình  và điểm hai điểm 
a) Chứng minh rằng điểm A thuộc đường tròn, điểm B nằm ngoài đường tròn
b) Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm .

c) Viết phương trình tiếp tuyến của (C) kẻ từ .
Lời giải

Đường tròn (C) có tâm  bán kính .

a) Ta có:  suy ra điểm A thuộc đường tròn và điểm B nằm ngoài đường tròn

b) Tiếp tuyến của (C) tại điểm A nhận  làm vectơ pháp tuyến nên có phương trình là

 hay 

c) Phương trình đường thẳng  đi qua B có dạng:

 (với ) hay 

Đường thẳng  là tiếp tuyến của đường tròn 
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+ Nếu , chọn  suy ra phương trình tiếp tuyến là .

+ Nếu , chọn  suy ra phương trình tiếp tuyến là 

Vậy qua A kẻ được hai tiếp tuyến với (C) có phương trình là  và 

Câu 33. Viết phương trình tiếp tuyến  của đường tròn  trong trường

a) Đường thẳng  vuông góc với đường thẳng .

b) Đường thẳng  hợp với trục hoành một góc .
Lời giải

a) Đường tròn (C) có tâm , bán kính 

Vì  nên  nhận  làm VTPT do đó phương trình có dạng 

Đường thẳng  là tiếp tuyến với đường tròn (C) khi và chỉ khi

Vậy có hai tiếp tuyến là 

b) Giả sử phương trình đường thẳng 
Đường thẳng  là tiếp tuyến với đường tròn (C) khi và chỉ khi

Đường thẳng  hợp với trục hoành một góc  suy ra

 hoặc 

TH1: Nếu  thay vào (*) ta có , chọn  suy ra

TH2: Nếu  thay vào (*) ta có 

Với , chọn 

Với , chọn 

Vậy có bốn đường thẳng thỏa mãn là  và

Câu 34. Lập phương trình tiếp tuyến chung của hai đường tròn sau:

 và .
Lời giải

Đường tròn  có tâm  bán kính 

Đường tròn  có tâm  bán kính 

Gọi tiếp tuyến chung của hai đường tròn có phương trình  với 
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 là tiếp tuyến chung của  và  

Suy ra 

TH1: Nếu chọn  thay vào (*) ta được  nên ta có 2 tiếp tuyến là

TH2: Nếu  thay vào (*) ta được  hoặc 

+ Với , chọn  ta được 

+ Với , chọn  ta được 

Vậy có 4 tiếp tuyến chung của hai đường tròn là: .

Câu 35. Trong hệ trục Oxy, cho hai đường tròn ,  

và đường thẳng . Tìm m biết đường thẳng d tiếp xúc với cả hai đường tròn  và  .
Lời giải

 có tâm , bán kính và  có tâm , bán kính .

Vì đường thẳng d tiếp xúc với cả hai đường tròn  và  nên ta có

 

Câu 36. Trong mặt phẳng Oxy , cho hình thoi ABCD ngoại tiếp đường tròn (C) có phương trình

  và điểm A thuộc đường thẳng  Tìm tọa độ các đỉnh của hình thoi, 

biết rằng  và hoành độ điểm A không nhỏ hơn 2.
Lời giải

Trong tam giác IAB có   

Giả sử   từ  hay . Suy ra  
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Phương trình đường thẳng BD: x-3y-5=0. Kết hợp với  Tọa độ các điểm B, D là 

nghiệm của hệ phương trình  

Vậy tọa độ các đỉnh của hình thoi ABCD là   hoặc

 .

Câu 37. Trong mặt phẳng với hệ tọa độ   cho đường thẳng  và đường tròn

 . Tìm tọa độ điểm   sao cho từ   kẻ được hai tiếp tuyến   

thỏa  mãn khoảng cách từ   đến đường thẳng   là lớn nhất.
Lời giải

Đường tròn   có tâm  . Ta có điểm   thuộc   nên  .

Gọi   trung điểm của    thì   

Vì tam giác   vuông tại   nên  

Đường tròn   tâm   ,đường kính   nên có phương trình

Đường thẳng   là giao của  nên tọa độ điểm   thỏa mãn hệ

Suy ra đường thẳng  có  phương trình   .

Khoảng cách từ   đến  là

 

 

Vậy  .

Dạng 5: Tìm diểm thỏa mãn diều kiện cho trước

Phương pháp tìm tập hợp các tâm  của đường tròn 

 Bước 1.  Tìm giá trị của m để tồn tại tâm .

 Bước 2.  Tìm toạ độ tâm . Giả sử: I .
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 Bước 3.  Tìm mối liên hệ giữa  và  theo  ta được phương trình .

 Bước 4.  Dựa vào điều kiện của m ở bước 1 để giới hạn miền của  hoặc .

 Bước 5.  Tập hợp điểm  là  cùng với phần giới hạn ở bước 4.

Câu 38. Trong mặt phẳng với hệ tọa độ . Cho đường tròn 
 
và đường 

thẳng . Tìm những điểm  thuộc đường thẳng  sao cho từ điểm  kẻ được đến  hai 

tiếp tuyến hợp với nhau góc .

Lời giải

 thuộc  suy ra . Nếu 2 tiếp tuyến vuông góc với nhau thì  là hình vuông (  ,  là 2 

tiếp điểm). Do đó 

 Ta có :  

- Do đó : .

Câu 39. Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ , cho đường tròn : . Gọi  

là tâm và  là bán kính của . Tìm tọa độ điểm  thuộc đường thẳng  sao cho từ  kẻ

được hai tiếp tuyến  đến  (  là các tiếp điểm) thỏa mãn

a) 

b) Tứ giác  có diện tích bằng 

c) Tứ giác  có chu vi bằng 

d) Tứ giác  là hình vuông.
Lời giải
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a) Đường tròn  có tâm , bán kính .

Gọi , suy ra  và .

Xét tam giác  vuông tại  có  là đường cao nên .

Do  nên . Ta có

Vậy  hoặc .

b) Ta có .

Suy ra . Do  nên . Ta có

Vậy  hoặc .

c) Ta có .

Suy ra .

Do đó .

Do  nên . Ta có

Vậy  hoặc .
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d) Tứ giác  là hình vuông nên .

Do  nên . Ta có

Vậy  hoặc .

Câu 40. Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ , cho đường tròn . Gọi  là

tâm và  là bán kính của . Tìm tọa độ điểm  thuộc đường thẳng  sao cho từ  kẻ 

được hai tiếp tuyến ,  đến  (  là các tiếp điểm) thỏa mãn :

a) Tam giác  vuông,

b) Tam giác  đều,

c) Hai tiếp tuyến  tạo với nhau một góc bằng ,

d) Tam giác  đều.
Lời giải

a) Ta có đường tròn  có tâm  và bán kính .

Theo giả thiết Câu toán tam giác  vuông cân tại  suy ra tứ giác  là hình vuông nên

.

Do  nên . Ta có

Vậy  hoặc .

b) Tam giác  đều, suy ra .

Xét tam giác  vuông tại , ta có .
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Do  nên . Ta có

Vậy  hoặc .
c) Theo giả thiết ta chia Câu toán thành 2 trường hợp

• Trường hợp 1.  đều, suy ra .

Xét tam giác  vuông tại , ta có .

Do  nên . Ta có

Vậy  hoặc .

• Trường hợp 2. , suy ra .

Xét tam giác  vuông tại , ta có .

Do  nên . Ta có

 (vô nghiệm)

Vậy không tồn tại điểm  thỏa mãn yêu cầu Câu toán.

d) Tam giác  đều, suy ra .

Xét tam giác  vuông tại , ta có .

Do  nên . Ta có

 (vô nghiệm)

Vậy không tồn tại điểm  thỏa mãn yêu cầu Câu toán.

Câu 41. Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ , cho đường tròn  và đường 

thẳng . Tìm trên  và trên  điểm  sao cho

a) Hai điểm  đối xứng nhau qua điểm .
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b) Hai điểm  đối xứng nhau qua .
Lời giải

a) Do  nên . Điểm  đối xứng với  qua , suy ra . Mặt

khác , nên

 hoặc .

Vậy có hai cặp điểm cần tìm là  hoặc .

b) Do  nên . Điểm  đối xứng với  qua  nên .

Mặt khác,  nên

hoặc .

Vậy có hai cặp điểm cần tìm là :  hoặc .

Câu 42. Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ , cho đường tròn  và đường 

thẳng . Tìm trên  điểm  và trên  điểm  sao cho

a)  có độ dài nhỏ nhất.

b)  có độ dài lớn nhất.
Lời giải

Đường tròn  có tâm , bán kính . Ta có

.

Do đó  không cắt .

Gọi  là đường kính của đường tròn  và vuông góc với . Ta thấy với  là một điểm 

bất kỳ thuộc  thì

.

Dấu bằng xảy ra khi  hoặc .

Đường thẳng  đi qua tâm  và vuông góc với  nên có phương trình .

Tọa độ điểm  thỏa mãn hệ  hoặc .

Suy ra . Ta có  và .
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Tọa độ điểm  cần tìm là hình chiếu vuông góc của tâm  trên .

Do đó tọa độ điểm  là nghiệm của hệ phương trình .

a) Với  và  thỏa mãn yêu cầu Câu toán là nhỏ nhất.

b) Với  và  thỏa mãn yêu cầu Câu toán là lớn nhất.

Câu 43. Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ , cho đường thẳng  và đường tròn

. Xác định tọa độ các giao điểm  của đường tròn  và đường thẳng , 

biết  có hoành độ dương. Tìm tọa độ điểm  thuộc  sao cho tam giác  vuông ở .

Lời giải

Đường tròn  có tâm , bán kính .

Tọa độ giao điểm của  và  là nghiệm của hệ

Do  có hoành độ dương nên ta chọn .

Theo giả thiết, ta có  nên  là đường kính của đường tròn, tức điểm  đối xứng với

điểm  qua tâm , suy ra .

Câu 44. Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ , cho đường thẳng  và đường tròn

. Chứng minh  cắt  tại hai điểm phân biệt . Tìm tọa độ điểm  

thuộc  sao cho tam giác  cân tại 

Lời giải

Đường tròn  có tâm , bán kính . Ta có
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.

Điều đó chứng tỏ  cắt  tại hai điểm phân biệt .

Vì  là dây cung của  nên đường trung trực  của đoạn thẳng  qua tâm  và vuông 

góc với  nên .

Tam giác  cân tại  nên  thuộc . Hơn nữa  thuộc  nên tọa độ điểm  thỏa mãn 

hệ 

Vậy  hoặc  thỏa mãn yêu cầu Câu toán.

Câu 45. Trong mặt phăng với hệ trục tọa độ , cho đường tròn  và đường 

thẳng . Gọi  làm tâm của . Tìm  để  cắt  tại hai điểm phân biệt  
thỏa mãn :

a)  lớn nhất.

b) .

c) Diện tích  lớn nhất.

d) Diện tích  bằng  và  lớn nhất.
Lời giải

a) Đường tròn  có tâm , bán kính .

Dây cung  lớn nhất khi và chỉ khi  là đường kính của  nghĩa là đường thẳng  đi qua 

tâm  nên .

Vậy  là giá trị cần tìm thỏa yêu cầu Câu toán.
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b) Gọi  là trung điểm . Khi đó  nên 

 hoặc .

Vậy  hoặc là các giá trị cần tìm thỏa mãn yêu cầu Câu toán.

c)  cắt  tại hai điểm phân biệt khi 

Gọi  là trung điểm , suy ra .

Ta có .

Do đó  lớn nhất khi  lớn nhất

Khi đó tam giác  vuông cân tại  nên 

d) Để  cắt  tại hai điểm phân biệt khi .

Gọi  là trung điểm , suy ra . Theo giả thiết Câu toán, ta có

Mặt khác, theo giả thiết  lớn nhất nên . Suy ra .

Trong tam giác vuông , ta có  nên
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Đối chiếu điều kiện để  cắt  tại hai điểm phân biệt ta được .

Câu 46. Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ , cho đường tròn  và đường 

thẳng . Tìm  để trên đường thẳng  có duy nhất một điểm  mà từ đó có thể kẻ được 

hai tiếp tuyến  tới  (  là các tiếp điểm) sao cho :

a) Tam giác  đều.

b) Tam giác  vuông.

c) Góc giữa hai tiếp tuyến  bằng .
Lời giải

a) Đường tròn  có tâm , bán kính .

Tam giác  đều nên , suy ra .

Xét tam giác  vuông tại , ta có:

.

Do đó  thuộc đường tròn  có tâm , bán kính .

Mặt khác, để trên  có duy nhất một điểm  thỏa yêu cầu Câu toán thì  tiếp xúc với  nên

 hoặc .

Vậy  hoặc  là giá trị cần tìm thỏa yêu cầu Câu toán.

b) Tam giác  vuông, suy ra . Do đó, tứ giác  là hình vuông, suy ra

.

Do đó  thuộc đường tròn  có tâm , bán kính .

Mặt khác, để trên  có duy nhất một điểm  thỏa yêu cầu bái toán thì  tiếp xúc với nên

.

Vậy  là giá trị cần tìm thỏa yêu cầu Câu toán.

c) Trường hợp 1:  (đã làm ở trên)

Trường hợp 2: , suy ra .
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Xét tam giác  vuông tại , ta có .

Do đó  thuộc đường tròn  có tâm , bán kính .

Mặt khác, để trên  có duy nhất một điểm  thỏa yêu cầu Câu toán thì  tiếp xúc với  nên

.

Vậy  hoặc  hoặc  là giá trị cần tìm thỏa yêu cầu Câu toán.

Dạng 6. Tìm quỹ tích tâm đường tròn
Phương pháp:

Phương pháp tìm tập hợp các tâm  của đường tròn 

 Bước 1.  Tìm giá trị của m để tồn tại tâm .

 Bước 2.  Tìm toạ độ tâm . Giả sử: I .

 Bước 3.  Tìm mối liên hệ giữa  và  theo  ta được phương trình .

 Bước 4.  Dựa vào điều kiện của m ở bước 1 để giới hạn miền của  hoặc .

 Bước 5.  Tập hợp điểm  là  cùng với phần giới hạn ở bước 4.

Câu 47. Trong mă {t phẳng , cho phương trình đường cong  có phương trình:

a) Tìm tham số  để  là đường tròn.

b) Tìm quỹ tích điểm  là tâm của đường tròn .

Lời giải

a) Tìm tham số  để  là đường tròn.

Điều kiện để là đường tròn : (1)

b) Tìm quỹ tích điểm  là tâm của đường tròn .

Tâm .

Theo điều kiện (1) (câu a), ta được  quỹ tích tâm I của   là một phần đường thẳng có phương

trình :  ứng với .

Câu 48. Trong mă {t phẳng , tìm quỹ tích điểm  là tâm của đường tròn , biết tiếp xúc với 

đường thẳng  và có bán kính .
Lời giải

Gọi tâm  của đường tròn .
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tiếp xúc với đường thẳng  và có bán kính , nên:

.

Quỹ tích tâm  của đường tròn  là hai đường thẳng song song có phương trình :

 và .

Câu 49. Trong mă {t phẳng , tìm quỹ tích điểm  là tâm của đường tròn  có bán kính , biết

tiếp xúc tiếp xúc với đường tròn .

Lời giải

Gọi tâm  của đường tròn .

tiếp xúc với 
 
và có bán kính , nên:

.

Vậy quỹ tích tâm  của đường tròn  là đường tròn có phương trình :

Câu 50. Trong mă {t phẳng , tìm quỹ tích điểm  là tâm của đường tròn , biết 
 
tiếp xúc với hai

đường thẳng .
Lời giải

Gọi tâm  của đường tròn .

tiếp xúc với hai đường thẳng , nên:

.

Quỹ tích tâm  của đường tròn  là hai đường thẳng vuông góc có phương trình :

 và .

Câu 51. Trong mă {t phẳng , tìm quỹ tích điểm  là tâm của đường tròn , biết tiếp xúc với 

và cắt  tại điểm .
Lời giải

Gọi tâm  của đường tròn .

tiếp xúc với  và cắt  tại điểm  nên: 
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.

Quỹ tích tâm  của đường tròn  là đường Parabol có phương trình : .

Câu 52. Cho . Tìm quỹ tích tâm  của đường tròn .

Lời giải

 có dạng  với  

 là phương trình đường tròn   

 (Lđ  )

Khi đó, có tâm  .Tọa độ  tâm I thỏa mãn  .

Vậy  nằm trên Parabol có phương trình  .

Câu 53. Tìm tập hợp tâm  của đường tròn  biết  tiếp xúc với 2 đường thẳng  

và .
Lời giải

 có tâm   . Theo giả thiết 

  

. Tọa độ tâm  thỏa mãn 

Vậy tâm  nằm trên đường thẳng .

Câu 54. Cho đường tròn . Tìm quỹ tích tâm của đường 
tròn.

Lời giải

 có dạng  với  

 là phương trình đường tròn   

Khi đó, có tâm  .Tọa độ  tâm  thỏa mãn  .

Với điều kiện  

Vậy  nằm trên đường thẳng  với  hoặc 
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Câu 55. Tìm tập hợp tâm của đường tròn  biết  tiếp xúc ngoài với đường tròn

và có bán kính  .
Lời giải

 có tâm   và bán kính 

 có tâm   và bán kính 

Theo giả thiết ta có 

 

Tọa độ  tâm   thỏa mãn  

Vậy quỹ tích tâm  đường  tròn  .
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