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Câu I (3,0 điểm).   

1). Giải phương trình
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2). Giải hệ phương trình
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Câu II (3,0 điểm). 

1). Giả sử 
[image: image3.wmf];;
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 là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
[image: image4.wmf]xyzxyz
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. Chứng minh rằng 
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2). Tìm nghiệm nguyên của phương trình
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Câu III (3,0 điểm). Cho tam giác 
[image: image7.wmf]ABC
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 nhọn với 
[image: image8.wmf]ABBC
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 và 
[image: image9.wmf]D

 là điểm thuộc cạnh 
[image: image10.wmf]BC

 sao cho 
[image: image11.wmf]AD

 là phân giác của 
[image: image12.wmf]·
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. Đường thẳng qua 
[image: image13.wmf]C

 và song song với 
[image: image14.wmf]AD

, cắt trung trực của 
[image: image15.wmf]AC

 tại 
[image: image16.wmf]E

. Đường thẳng qua 
[image: image17.wmf]B

 song song với 
[image: image18.wmf]AD

, cắt trung trực của 
[image: image19.wmf]AB

 tại 
[image: image20.wmf]F

.
1). Chứng minh rằng tam giác 
[image: image21.wmf]ABF

D

 đồng dạng với tam giác 
[image: image22.wmf]ACE
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.
2). Chứng minh rằng các đường thẳng 
[image: image23.wmf];;
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 đồng quy tại một điểm, gọi điểm đó là 
[image: image24.wmf]G

.
3). Đường thẳng qua 
[image: image25.wmf]G

 song song với 
[image: image26.wmf]AE

 cắt đường thẳng 
[image: image27.wmf]BF

 tại 
[image: image28.wmf]Q

. Đường thẳng 
[image: image29.wmf]QE

, cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image30.wmf]GEC
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 tại 
[image: image31.wmf]P

 khác 
[image: image32.wmf]E

. Chứng minh rằng các điểm 
[image: image33.wmf];;;;
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 cùng thuộc một đường tròn.

Câu IV (1,0 điểm). Giả sử 
[image: image34.wmf];;
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 là các số thực dương thỏa mãn đẳng thức 
[image: image35.wmf]1
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. Chứng minh rằng 
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LỜI GIẢI – NHẬN XÉT – BÀI TẬP TƯƠNG TỰ

Câu I.
1). Giải phương trình 
[image: image37.wmf](
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Điều kiện: 
[image: image38.wmf]11
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Đặt 
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Khi đó phương trình đã cho trở thành: 
[image: image41.wmf]2
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Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là 
[image: image43.wmf]0
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Nhận xét: Bài toán sử dụng phương pháp đặt ẩn phụ giải phương trình. 
Nhắc lại kiến thức và phương pháp:
· Hằng đẳng thức quen thuộc 
[image: image44.wmf](
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· Với 
[image: image45.wmf](
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Ý tưởng: Nhận thấy ở hai căn thức, ta có tổng bình phương của chúng là một hằng số, mặt khác tích của chúng có liên quan đến biểu thức còn lại trong phương trình. 
· Ta có 
[image: image48.wmf](
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· Do đó 
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· Đặt 
[image: image52.wmf]11
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Bài toán kết thúc.
Bài tập tương tự:
1. Giải phương trình 
[image: image55.wmf](
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Đáp số: 
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2. Giải phương trình 
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Đáp số: 
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2). Giải hệ phương trình 
[image: image59.wmf]22
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Thế 
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 xuống vế phải phương trình thứ hai của hệ phương trình, ta có 
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Với 
[image: image63.wmf]yx

=

, thế vào phương trình thứ nhất trong hệ, ta được
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Với 
[image: image65.wmf]3
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Vậy hệ phương trình đã cho có bốn nghiệm kể trên.
Nhận xét: Bài toán sử dụng phương pháp thế và tách ghép phương trình đẳng cấp bậc hai tìm nhân tử chung. 
Nhắc lại kiến thức và phương pháp:
· Phương trình đẳng cấp bậc hai có dạng 
[image: image67.wmf]22
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· Nhóm nhân tử chung, đưa về dạng 
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Hai trường hợp này, thế vào một trong hai phương trình còn lại của hệ, sẽ được phương trình có dạng 
[image: image69.wmf]2
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Chú ý: nếu 
[image: image70.wmf],0
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 thì phương trình sẽ vô nghiệm.
Ý tưởng: Nhận thấy ở vế trái của mỗi phương trình đều có dạng của phương trình đẳng cấp bậc hai 
[image: image71.wmf]22
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, nếu thế một trong hai phương trình còn lại ta cũng sẽ thu được một phương trình bậc đẳng cấp bậc hai bằng 0. Từ đó tìm mối quan hệ giữa 
[image: image72.wmf],

xy

. Thế ngược lại phương trình thứ nhất của hệ. Tìm nghiệm. 
· Ở vế phải phương trình thứ hai có 
[image: image73.wmf]44.1
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 mà từ phương trình một 
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· Có thể dễ dàng giải phương trình theo cách đồng nhất hệ số ở bước làm ra nháp như sau: 
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Đồng nhất hệ số hai phương trình, ta có 
[image: image78.wmf]335
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Đây là phương trình hai ẩn, đã biết cách giải theo Vi-et. Tìm được 
[image: image79.wmf]2
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Bài toán kết thúc.
Bài tập tương tự:
1. Giải hệ phương trình 
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Đáp số: 
[image: image81.wmf](
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2. Giải hệ phương trình 
[image: image82.wmf]323
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Đáp số: 
[image: image83.wmf](
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Câu II.
1). Đặt 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image86.wmf](
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Biến đổi rút gọn ta có điều luôn đúng.
Nhận xét: Đặt ẩn phụ để bài toán được giải dễ dàng hơn.
Nhắc lại kiến thức và phương pháp:
· Từ giả thiết ta có 
[image: image87.wmf]111
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· Đặt ẩn phụ 
[image: image88.wmf]111
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Ta cần chứng minh 

[image: image90.wmf](
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· Biến đổi riêng một mẫu ta có 
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Tương tự ta có 
[image: image92.wmf](
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Ta thấy ở vế phải các mẫu đã đưa được về dạng tích mà mẫu số chung đúng bằng mẫu số của phân thức ở vế trái. Do đó ta chỉ cần quy đồng, rút gọn thông thường.
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image95.wmf](
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 (điều phải chứng minh).

2). Cách 1: Phương trình đối xứng 2 biến 
[image: image96.wmf];

xy

 nên đặt 
[image: image97.wmf];
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ta có: 
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Suy ra 
[image: image99.wmf]222222
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Cách 2: 
[image: image100.wmf]2
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Đáp số: 
[image: image102.wmf](
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Nhận xét: Ta thấy 
[image: image104.wmf]xy
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 và 
[image: image105.wmf]xy

 được lặp lại trong phương trình nên ta sẽ đặt ẩn phụ để phương trình đơn giản hơn.
Nhắc lại kiến thức và phương pháp:

· Sau khi đặt ẩn phụ ta được phương trình nghiệm nguyên 
[image: image106.wmf]2
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· Biểu diễn ẩn này theo ẩn kia 
[image: image107.wmf]2
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 là một số nguyên.
· Một phân thức là một số nguyên khi và chỉ khi tử số chia hết cho mẫu số hay mẫu số là ước của tử số.
Áp dụng vào bài toán:
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mà 
[image: image109.wmf]2

11

v

+³

 nên ta có 
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Khi đó 
[image: image112.wmf]{
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Từ đây ta tìm ra các giá trị của 
[image: image113.wmf]u

 rồi từ đó tìm ra 
[image: image114.wmf], 
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 để đi đến kết luận bài toán.   
Câu III.

[image: image115.jpg]



1). Tam giác 
[image: image116.wmf]ABF
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 và tam giác 
[image: image117.wmf]ACE
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 lần lượt cân tại 
[image: image118.wmf], 
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Nhận xét:

Để giải bài toán trên cần sử dụng dấu hiệu nhận biết, tính chất tam giác cân kết hợp với trường hợp đồng dạng đặc biệt của các tam giác đặc biệt (cụ thể là tam giác cân). Cùng với các kiến thức liên quan đến tính chất của đường phân giác, các đường thẳng song song.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:

· Tam giác có một đỉnh nằm trên đường trung trực của cạnh đối diện là tam giác cân tại đỉnh đó.

· Tam giác 
[image: image120.wmf]ABF
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 có 
[image: image121.wmf]F

 nằm trên đường trung trực của 
[image: image122.wmf]AB

 nên tam giác 
[image: image123.wmf]ABF
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 cân tại 
[image: image124.wmf]F

.

· Hoàn toàn tương tự với tam giác 
[image: image125.wmf]ACE

D

.

· Đường thẳng 
[image: image126.wmf]c

 cắt hai đường thẳng 
[image: image127.wmf], 
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 song song với nhau tạo ra các góc so le trong bằng nhau.

· Ta có 
[image: image128.wmf]AB

 cắt hai đường thẳng 
[image: image129.wmf]BFAD
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[image: image130.wmf]·
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 (hai góc so le trong)

· Hoàn toàn tương tự có 
[image: image131.wmf]·
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Mà 
[image: image132.wmf]AD

 là phân giác của 
[image: image133.wmf]·
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 nên 
[image: image134.wmf]·
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 do đó 
[image: image135.wmf]·
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· Hai tam giác cân có góc ở đỉnh hoặc kề đáy bằng nhau thì đồng dạng với nhau.

Tam giác 
[image: image136.wmf]ABF

D

 và tam giác 
[image: image137.wmf]ACE
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 là hai tam giác cân có hai góc ở đỉnh 
[image: image138.wmf]·
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 nên đồng dạng với nhau.
2). Giả sử 
[image: image139.wmf]G

 là giao điểm của 
[image: image140.wmf]BE

 và 
[image: image141.wmf]CF
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Ta có 
[image: image142.wmf]GFBFABDB
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, và 
[image: image143.wmf]FBAD
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 ta có 
[image: image144.wmf]GAD
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Nhận xét: Một trong các cách để chứng minh ba đường thẳng đồng quy là ta sẽ chứng minh giao điểm của hai đường thẳng nằm trên đường thẳng thứ ba.

Một trong các cách để chứng minh ba điểm thẳng hàng là ta sẽ sử dụng tiên đề Ơ-clit. 

Đối với bài toán này, ta sẽ sử dụng các tính chất nêu trên, kết hợp với định lý Ta-lét; định lý Ta-lét đảo; tính chất đường phân giác trong tam giác và tam giác đồng dạng.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:

· Định lý Ta-lét: 
[image: image145.wmf]BFFG
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.

· Tam giác đồng dạng: 
[image: image146.wmf]BFAB
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.

· Tính chất đường phân giác trong tam giác. 

[image: image147.wmf]AD

 là đường phân giác trong tam giác 
[image: image148.wmf]ABC
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 ta có 
[image: image149.wmf]ABBD
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· Định lý Ta-lét đảo. 
Kết hợp những chứng minh trên ta được 
[image: image150.wmf]//
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· Tiên đề Ơ-clit. Từ một điểm nằm ngoài đường thẳng đã cho có một và chỉ một đường thẳng song song với đường thẳng đó.
Theo chứng minh trên ta có 
[image: image151.wmf]GDBF

P

; theo giả thiết ta có 
[image: image152.wmf]ADBF

P

. Suy ra 
[image: image153.wmf]AD

 trùng 
[image: image154.wmf]GD

 hay điểm 
[image: image155.wmf]G

 nằm trên 
[image: image156.wmf]AD
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3). Chứng minh 
[image: image157.wmf]·
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, nên 
[image: image158.wmf]AGQF

 nội tiếp, và 
[image: image159.wmf]·
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, suy ra tứ giác 
[image: image160.wmf]FQGP

 nội tiếp. 

Nhận xét: Chứng minh các điểm cùng thuộc một đường tròn ta có thể chứng minh các điểm đó cách đều một điểm hoặc chứng minh bốn điểm một cùng thuộc một đường tròn bằng cách chứng minh tứ giác nội tiếp (qua ba điểm không thẳng hàng có một và chỉ một đường tròn). Ở bài này ta sử dụng hướng tiếp cận thứ hai.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:

+ Một số điều suy ra từ giả thiết và các chứng minh trên.

· 
[image: image161.wmf]·

·
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· 
[image: image162.wmf]AD

 là phân giác của góc 
[image: image163.wmf]·
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 nên 
[image: image164.wmf]·
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+ Hai đường thẳng song song.

· 
[image: image165.wmf]·

·
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 (hai góc so le trong)

· 
[image: image166.wmf]·
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 (hai góc so le trong)

Suy ra 
[image: image167.wmf]·
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 kết hợp với suy ra ở phần trên ta có 
[image: image168.wmf]·
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· 
[image: image169.wmf]·

·
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 (hai góc so le trong)

+ Tứ giác nội tiếp.

· Tứ giác có góc trong và góc ngoài tại đỉnh đối diện bằng nhau là tứ giác nội tiếp.
Tứ giác 
[image: image170.wmf]AFQG

 có góc trong 
[image: image171.wmf]·

FAG

 bằng góc 
[image: image172.wmf]·

QGB

 là góc ngoài tại đỉnh đối diện nên 
[image: image173.wmf]AFQG

 là tứ giác nội tiếp. 

· Tứ giác nội tiếp có góc trong và góc ngoài tại đỉnh đối diện bằng nhau.
Tứ giác 
[image: image174.wmf]PRGC

 nội tiếp đường trong ngoại tiếp tam giác 
[image: image175.wmf]EGC
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 nên có 
[image: image176.wmf]·

·
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 kết hợp với chứng minh ở trên, ta có 
[image: image177.wmf]·
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· Tứ giác có hai đỉnh liên tiếp cùng nhìn một dưới một góc bằng nhau là tứ giác nội tiếp.
Tứ giác 
[image: image178.wmf]PFQG

 có 
[image: image179.wmf]·

·

QPGQFG
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 nên hai đỉnh 
[image: image180.wmf]P

 và 
[image: image181.wmf]F

 cùng nhìn cạnh 
[image: image182.wmf]QG

 dưới một góc bằng nhau do đó 
[image: image183.wmf]PFQG

 là tứ giác nội tiếp.
Suy ra 
[image: image184.wmf]; 

AFQGPFQG

 là các tứ giác nội tiếp nên các điểm 
[image: image185.wmf]; ; ; ; 

AFQGP

 cùng thuộc một đường tròn.

Câu IV. 

Cách 1: Ta có 
[image: image186.wmf]424223
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; 
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;
[image: image188.wmf]424232
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Nên 
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Suy ra 
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  (1).

Mặt khác 
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  (2).

Từ (1) và (2), suy ra điều phải chứng minh.

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image199.wmf]1
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Cách 2: Đặt 
[image: image200.wmf];;
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 với 
[image: image201.wmf],,0
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Vì 
[image: image202.wmf]11
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Suy ra 
[image: image203.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image205.wmf](
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Áp dụng BĐT Cô-si, ta có 
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[image: image209.wmf](
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Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image210.wmf]1

3
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.
Nhận xét: Bài toán sử dụng phương pháp kỹ thuật chọn điểm rơi, từ điểm rơi tìm được khéo léo áp dụng bất đẳng thức Cosi và tổng các đại lượng không âm để suy ra điều phải chứng minh.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp: 

· Tổng các đại lượng không âm: 


[image: image211.wmf](
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· Bất đẳng thức Cosi cho hai số thực dương 
[image: image212.wmf]2

abab
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Ý tưởng: Quan sát thấy, đây vẫn là một bất đẳng thức đối xứng, vai trò giữa các biến là như nhau vì thế, điểm rơi ban đầu ta sẽ chọn được là 
[image: image213.wmf]abc
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, kết hợp với giả thiết 
[image: image214.wmf]1
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 thì tại 
[image: image215.wmf]1
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 dấu đẳng thức sẽ xảy ra. Với điểm rơi này, ta sẽ linh hoạt hơn trong việc chứng minh bất đẳng thức bằng cách áp dụng bất đẳng thức Cosi. Nhưng bất đẳng thức cần chứng minh (tạm gọi là 
[image: image216.wmf]P

) là một bất đẳng thức khá cồng kềnh, bậc lại lớn vì thế ta sẽ nghĩ đến ẩn phụ để giảm bớt biến của 
[image: image217.wmf]P

. Chú ý: 
[image: image218.wmf](

)

...

abcabcabacabbcacbc

++=++

 vì thế nếu đặt 
[image: image219.wmf],,
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 thì giả thiết trở thành: 
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Lại thấy, ở vế phải của 
[image: image222.wmf]P

 xuất hiện đại lượng 
[image: image223.wmf](
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[image: image224.wmf]222
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 chính vì thế ta cần đánh giá 
[image: image225.wmf](
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 để xuất hiện tích 
[image: image226.wmf]22
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 khi đó bất đẳng thức 
[image: image227.wmf]P

 sẽ đồng bộ theo các biến 
[image: image228.wmf];;

xyz

. Vì thế ta sẽ nghĩ đến chuyện áp dụng bất đẳng thức Cosi cho hai số thực dương là: 
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Khi đó, ta chỉ cần chứng minh: 
[image: image230.wmf](
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Tiếp tục, với điểm rơi 
[image: image231.wmf]xyz
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 ta sẽ có đánh giá sau:


[image: image232.wmf](

)

(

)

(

)

222

222

0

xyyzzxxyzxyyzzx

-+-+-³Û++³++



[image: image233.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

32

3

xyzxyyzzxxyyzzx

Û++³++Û++£

.

Do đó, ta sẽ tách bất đẳng thức (*) thành dạng: 
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Công việc cuối cùng là chỉ cần chứng minh 
[image: image235.wmf]222
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 thì bài toán của ta đã hoàn tất. Vì 
[image: image236.wmf]11
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, với điểm rơi này cân bằng với từng đại lượng 
[image: image237.wmf]222
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[image: image240.wmf](
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Từ đó suy ra điều phải chứng minh. 

Bài toán kết thúc.

Bài tập tương tự: 

1. Cho các số thực dương 
[image: image241.wmf];;

xyz

 có tích bằng 
[image: image242.wmf]1

. Chứng minh rằng:


[image: image243.wmf]44
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2. Cho các số thực dương 
[image: image244.wmf];;

xyz

 có tổng bằng 
[image: image245.wmf]1

. Chứng minh rằng: 
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