Nguyén Phi Hung - V& Thanh Vin
Pai hoc Khoa hoc Hué
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Phuwong phap dit an phu
trong giai phuwong trinh vo ty

A. Loi ndi dau

Qua bai viét nay chung t6i mudn gi6i thiéu cho cac ban mt s6 ki nang dit 4n phu trong giai
phuong trinh vo ty. Nhu chung ta da biét c6 nhiéu truong hop giai mot phuong trinh v ty ma ta
bién ddi twong duong s€ ra mot phuong trinh phurc tap , c6 thé 13 bac qua cao ...Co I& phuong
phép hitu hiéu nhat dé giai quyét van dé nay chinh 1a dat 4n phu dé chuyén vé mot phuong trinh
don gian va dé giai quyét hon .

C6 3 budc co ban trong phuong phap nay :

- Pit 4n phu va gan ludn diéu kién cho an phu

- Bua phuong trinh ban dau vé phuong trinh c6 bién 13 4n phu

Tién hanh giai quyét phwong trinh vira tao ra ndy . Ddi chiéu vé6i diéu kién dé chon an phu thich
hop.

- Giai phuong trinh cho béi 4n phuy vira tim dugc va két luan nghiém

* Nhan xét :

- C4i mau chét cia phuong phap nay chinh 1 & budce dau tién . Li do 12 nd quyét dinh dén toan
b 10i giai hay, do, ngan hay dai cta bai toan .

- C6 4 phuong phap dat an phu ma chung t6i mudn néu ra trong bai viét nay do 1a :

+ PP Luogng giac hoa

+ PP dung an phu khong triét dé

+ PP dung a an phu dua vé dang tich

+ PP dung an phu dua vé hé
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B. No6i dung phuong phap
I. Phuong phap lugng giac hoa :

1. Néu |X|<a thitacd thé dat x:asint,te(—%;%jhoéc x:acost,te(O;ir)

Vi du 1 : Giai phuong trinh: {1++1-x> =x(1+2V1-x")

Loi gidi : DK :|x|<1 Dit x =sint,z e (—%%j Phuong trinh di cho tro thanh

. t . . . (3t t
V1+cost =sint(l1+2cost) & \/Ecos(gj =sint+sin2t =2 s1n(?j COS(EJ

t
cos| — [=0 t=QRk+x
t (3t _ (2)
@cos(aj(\/zmn(z)—l)—O@ Sin(f 1<:>[t£+k4_7r
2) 2

6 3
Két ho p v6i diéu kién cta t suy ra : =%

Vay phuong trinh c¢6 1 nghiém : x = sin(%} :%
_ 42
Vi du 2 : Giai phuong trinh: y1+~/1—-x [\/(ler)3 —\/(l—x)3 ]=%+ ! 3x

Loi gidi : PK : [x[<]1

Khi d6 VP >0 .

Néu xe[-1:0]: 1+ x)’ —/1-x)’ <0
Néu xe[0;1]: /1 +x)° =/1-x)* 20.

Pat x=cost,voi t e {O;%}ta co:

2%(sin(%} + cos(éjj(cof (%J —sin’ (%D =2+sint < 2\/8 cos(l + %sin tj =2+sint

= (\/gcost—lx2+sint):0<:> cost:L

6
. 1
Vay nghiém cia phuong trinh 1a x=—
¢ 76
Vidu 3 : Giai phuong trinh: v1—2x +~/1+2x :\/1—2x +\/1+2x
1+2x 1-2x

Loi gidi : DK :|x|£%
Pat 2x =cost,t e (0;7[)
phuong trinh da cho trd thanh :

[sin(éj + COS(%D\E = tan(é) +cot an(éj < 2(1+sint) = — 42 & sin’t+sin’t—2=0< cost =0

sin” ¢

Viay phuong trinh c6 nghiém duy nhat x =0
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Vidu 4 (THTT): Giai phuong trinh: x* —=3x=+/x+2 (1)

Huéng dan :
Neéu x <-2: phuong trinh khong xéac dinh .

Chayvéi x>2tacd: x° —3x:x+x(x2 —4)>x>\/x+2

Vay dé giai phuong trinh (1) ta chi can xét voi x e [-2:2]
Pat x=2cost,t e (O;7z)

khi d6 phuong trinh d cho trd thanh : cos 3¢ = cos{%}
2. Néu | x [> a thi ta c6 thé dat :

a T . a pa
x=——,,te|—-—;— |t #0 hoac x=—,te(0;7r);t¢—
sint 2°2 cos? 2

Vi du 5 : Gidi phuong trinh: x2[1 ; \/zl_j .
x =1
Loigidi : DK :| x> 1
Dat x:#,t € (—z;zj
sint 22
Phuong trinh da cho tr¢ thanh :

1
> (1+cotant)=1<> —cos® t = cotant < cost(cost+,—j =0

sin” ¢ sint¢

cost=0

7

<:>[. _ loet=——+in
sm2t——5 12

Kkét hop voi diéu kién ciatsuyra ¢t = —%

Vay phuong trinh ¢6 1 nghiém : x = . 2 («/5 + 1)
sin(— ;;j

Téong quat: Giai phuong trinh xz(a —t j =a

3x

x> -9

Vi du 6 : Giai phuong trinh: x +

Loigidi : DK : [x[>3
bit x = i,t e (0;7)t # % , phuong trinh da cho trd thanh :

cost

L+L=2x/§@1+sinzt=2sinz2t<:>sin2t=1<:>t=£<:>x= 3

cost sint 4 (ﬂj
cosS Z

2 I s . ax ‘e N M £ .
Tong quat: Giai phuong trinh: x+ = b v61 a,bla cac hang so cho trudce
x*—a

=342 (thoa man)

3. Dat x=tant,t (— %,%} dé dua vé phuong trinh lugng giac don gian hon :

Vidu7: Giaiphuong trinh: x* —=3+/3x> =3x+/3=0 (1)
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Loi giai :
Do x= —khong la nghiém ctua phuong trinh nén (1) & .:)x 3x =3 (2)
X

Datx—tantte(—% Ej Khi d6 (2) tr¢ thanh : tan3t—\/_<:>t—§+k§

Suy ra (1) c6 3 nghiém : x—tan( J —tan( J,x ( j

2
Vi du 8 : Giai phuong trinh: +/x’ +1+x *1 ( )

2x 2x1 x*
Loigidi : PK : x#0;x = £1

Pat x =tant,r (—% Ej t# 0,_ 2 phuong trinh da cho tré thanh :

! + ! 2 = ! (1+ ! - ! j:0<:>25int.cos2t+cos2t—1:0

cost sin2¢t sin4t cost 2sint  2sint.cos?2t

sint =0 t=-Z ko
= 251nt(1—2sin2 t)—2sin2 t=0& sint(l—sint—2sin2 t)zO S| sint=-1< .
2

Két hop voi diéu kién suy ra : ==

A . , ‘A /4 1
Vay phuong trinh c¢6 1 nghiém : x = tan( 6} 5
4. Mic dinh diéu kién : | x |< a . Sau khi tim dugc sé nghiém chinh 13 s6 nghiém ti da cta phuong
trinh va két luan :
Vi du 9 : Giai phuong trinh: 3/6x+1=2x
Loi gidi :
Phuong trinh d3 cho twong duong vai : 8x° —6x=1(1)

Dit x=cost,t€[0;z] , Lic d6 (1) tré thanh : cos3t—%<:>t— %+k2§(k62)

Suy ra (1) c6 tap nghiém : S = [cos{%); cos(%[j; cos(%[ﬂ

Vay nghiém cia phuong trir}h da cho c6 tap nghiém ghinh laS

II. Phuong phap dung an phu khong triét dé

* NOi dung phuong phép : 7 q 7

Pua phuong trinh da cho vé phuong trinh bac hai véi an 1a an phu hay 1a an cua phuong trinh da cho :
Pua phuong trinh vé dang sau ://(x).0(x) = f(x)+ P(x)x

khi @6 :

Pt /£ (x) =¢,¢> 0. Phuong trinh viét thanh :#> —2.0(x)+ P(x)=0

Dén day chung ta giai t theo x. Cubi cung 13 giai quyét phuong trinh m =t sau khi da don gian hoa

va két luan
Vi du 10 : Giai phwong trinh 2v2x +4 + 442 —x =/9x> +16 (1)
Loigidi : DK : [x|<2
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bat ¢ = \/2i4—x2 ,
Lic d6 :(1) <> 4(2x +4)+164/2(4 — x> ) +16(2 — x) = 9x> +16 <> 8(4 — x> )+ 16y/2(4 — ) = x* + 8x Phuong

trinh tré thanh : 4¢* + 161 — x> —8x =0

Giai phuong trinh trén voi an t | ta tim duoc ¢, ==;7, =—= — 4

_X. *

2’ 2

Do | x[|<2 nén ¢, <0 khong thdéa diéu kién >0

) X X x=0 a2 .

Véi t=2thi 204 -x)=2 o & x=—— (théa man diéu kién |x|<2
2 27 |8(d-x)= 5 xs2)

Vidu 11 :Giai phuong trinh x> + x +12vx+1 =36

Loigidi : DK : x>-1

biat t =+/x+12>0 ,phuong trinh da cho tr¢ thanh :

-6+
2121 -36=0 = _0EY
X
*V6it=—,tacd:(x+6)=-6 (vOonghiém vi : VT > 0;V/P <0)
X
£ Vi 1= 200 1066162 (6-x)
Do x =6 khong la nghiém cta phuong trinh nén : t:6 = x+1:66
-Xx —Xx

Binh phuong hai vé va rit gon ta duoc : x =3 (thoa man)

Tong quat: Giai phuong trinh: x> + ax + 2bvx +a = b°

Vidu 12 : Giai phuong trinh: 3(\/2x2 +1- l)z x(l +3x+8v2x7 + 1)
Loi gidi :

Pit V2x? +1=1>1

Phuong trinh d3 cho viét thanh :
3(t—1)= x+3(e> —1)=3x> +8xt <> 3> — (8x 3} —3x> +x =0

Tur do ta tim duoc ¢ :ghoeic t=1-3x

Gidiradugc: x=0

* Nhan xet : Cai kheo 1¢o trong viéc dat an phu da duoc the hién r6 trong ¢ phuong phap nay va cu thé
12 ¢ vi du trén . O bai trén néu chi dung lai véi viéc chon 4n phu thi khong dé de giai quyét tron ven no .
Vién dé tiép theo chinh 1 & viéc kheo 1éo bién d6i phan con lai dé lam bién mét hé sé tu do , viée gai
quyet t theo x dugc thuc hién dé dang hon .

Vi du 13 : Giai phuong trinh: 2008x” —4x +3 = 2007x+/4x -3
Lo gidi : PK : xZ%
bit v4x -3 =¢> 0 phuong trinh da cho tré thanh : 2008x* —2007xt —t> =0
Gidira: x=thodc x= L (loai)
2008
x=1
x=3
Vay x =1,x=3 la cdc nghiém cua phuong trinh da cho .

* x:ttacé:x2—4x+3:0<:{

Vi du 14 : Giai phuong trinh: (4x —1Wx® +1=2x> +2x +1



http://www.pdfonline.com/easypdf/?gad=CLjUiqcCEgjbNejkqKEugRjG27j-AyCw_-AP

Loi gigi : DK : x> -1
Dt t =+x’ +1,Phuong trinh da cho trd thanh 2(: —1)+ 2x +1= (4x—1) < 26> — (4x— 1)+ 2x—1=0

III. Phuwong phap dung an phu dua vé dang tich

1. Dung mot an phu

Vi du 15 : Giai phuong trinh: x’ +\/€ :% 1)
Loi gidi : PK :xZ—%

bat \/E =t >0 phuong trinh (1) tré thanh :
(tz_ijz=%—t<:>t(t3—3z+1):0<:>[ r=0

2 £ =3t+1=0(2)
(2) giai dwoc bang cach ap dung phuong phap I :

bat x=2cost,t e (O;n) dé dua vé dang : cos3t = L

Tong quat: Giai phuong trinh: x*> + vx +a = a> v6i a 12 hiang s6 cho trudc .
Vi du 16 :Gidi phuong trinh: x* —3x? + 24/(x +2)° = 6x(1)

Loigidi : DK : x>-2

Viét lai (1) dudi dang : x* —3x(x+2)+2y/(x+2)’ =0(2)

Pit ¢=+/x+2 >0, Khi do6 (2) tré thanh :

{ x20

=t =4/ 2 _x— = =2

Yot 120 =06 (-t (x+2)=0| T o ¥ YH2 | mem2=0 Y

x=-2¢ x=-2Jx+2 x<0 x=2-23

¥’ —4x-8=0

Vay phuong trinh dd cho ¢6 2 nghiém :x=2,x=2-2+/3

Vidu 17 : Giai phuong trinh : x++/5++x—-1=0

Loi giai : DK :x € [1;6] (1)

bat t =+/x—-12>0 (2), phuong trinh da cho tré thanh :

2 45+1=5 B t* =10 —1+20=0 < (% +1—4)r> —1=5)=0

11-417

2

Dbi chiéu vé6i hai diéu kién (1) va (2) thay vao va giai ra : x =

2
Vi du 18 : Giai phuong trinh: x=(2006+\/;I1—\/ —\/Ej
Loi giai : DK : x e[0;1] (1)
Pit t=+1-+/x = 0<¢<1,Khido :&zl—tz,xz(l—tz)z,phuong trinh da cho tré thanh :
(1-)=(2006 +1-£2 N1 =) < (1=£)(1+ ) = (2007 —£2 )1 —£)* < 2(1—-)*(¢> +£-1003)= 0
Vio<t<1nén ¢ +¢-1003<0

Do d6 phuong trinh twong duong véi:t—1=0<¢=1
Do vay x=0 (thoa (1))
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2. Dung 2 an phy .

Vi du 19 : Giai phuong trinh: v4x> +5x +1-2v/x* —x+1=9x -3
Loi giai :

Dat a =v4x? +5x+1;b=24Jx* —x +1

=a’-b*=9x-3=a-b=a’-b* = (a-b)a+b-1)=0

_1 xX=—
S a=b=0 IS x_3 S (3)
X =
a+b-1=0 a—=b=9x-3 56
2a=9x-2 ng
A A o , \ 1 56
Vay tap nghiém cuaptla S = {5;0;5}
Vi du 20 : Giai phuwong trinh: 2(x2—3x+2)=3\/x3+8 (1)
e e -2<x<1
Loi glalzDK:[ (*)
x>2

Dat u=+vx*-2x+4,v=+x+2taco:u’ —v’ =x-3x+2

Lac do (1) tré thanh :Z(u2 —v2)=3uv© Qu+v)u-2v)=0<=u=2v (Do 2u+v>0)
Tim x ta giai : Vx> —2x+4 =2J/x+2 < x> —6x—4 =0 < x =3+4/13 (Thoa (¥))
Vay (1) ¢6 2 nghiém : x,, =3++/13

Vi du 21 : Giai phuong trinh: 5x> —14x+9 —vx* —x—20 = 5v/x +1

Loigiai : PK: x>5

Chuyén vé roi binh phuong hai vé phuong trinh méi ,ta co:

(x+1)5x+9)=x" + 24x +5+10/(x + 4 x—5)x + 1) = 2(x” —4x=5)+ 3(x+4)—5/(x* —4x—5)x+4) =0 (2)

Dat u =+x* —4x-5,v=+x+4,u,v>0,thi:

Q)< 2u® +3v? —5uv=0<:>(u—v)(2u—3v)=0<:>{

5+\/a.

Gidi ra ta dugc 2 nghiém théa man : x, = S %= 8

Vi du 22 : Giai phuong trinh: /x +4/x(1—x +{/(1—x)’ =v1—x +¥x* +4/x*(1-x)
Loigidi : DK: 0<x<1

u=v x*=5x-9=0
=
2u =3v 4x* =25x-56=0

u=>0
o u=4x
bat : = v20
V:4V1_x 4 4
u +v =1

T phuong trinh ta duogc :

u—v=

0
u’ +uv’ +v° =v2+u3+u2v<:>(u—v)(u+v)(l—u—v):0©[ . (Do u+v>0)

u+v=
N . A 1
tor do ta giai ra dugc cac nghiém :x =0;x =L, x =—

3. Dung 3 4n phu .
Vi du 23 : Giai phuong trinh: ¥7x+1-3/x* —x -8 + x> —8x+1=2
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Loi gidi :
Pit a=7x+1,b=-Ux> —x-8,c=4x* —8x+1tacd:
{ a+b+c=2(a+b+c) =8(1)
a’+b +c’ =(7x+1)—(x2 —x—8)+(x2 —8x—1)=8(2)
Ta(l)vaR)tacd:(a+b+c) —(a3 +b’ +c3)=3(a+b)(b+c)(c+a):0

a=-b
Nén : (a+b)(b+c)(c+a)=0<:> b=-c
c=-a

tir 46 dé dang tim ra 4 nghiém ctia phuong trinh : S = (- 1;0;1;9)

Vi du 24 : Giai phuong trinh: /3x+1+3/5—-x +3/2x-9-3/4x-3=0 (1)
Loi giai :

Pit a=3x+1,b=35-x,c=32x-9 tacod: a’ +b> +c> =4x-3
khidotr (1) taco:(a+b+c) =a’ +b° +c* < (a+b)b+clc+a)=0

Giai nhu vi du 23 suy ra dugc 3 nghiém cua phuong trinh : x = -3;x = 4;x :§

IV. Phuong phap dung & an phu dua vé hé

1. Dung an phy dua v€ h¢ don gian giai bang phép thé hoic rat gon theo vé .
a. Dung mdt an phuy .

Vi du 25 : Giai phuong trinh: x> +/x+5=5

Loigiai : DK : x>-5

Pat t=+/x+5,>0 Taco:x=¢>-5

x2+t=5<:> x*+t=5 o xt+t=5 - x+t—0<:> xX= 2
t*—x=5 X =t*+t+x=0 (x+t)(x—t+l)=0 {x2+t=5 x_—l—\/ﬂ
—t=1 2

Téng quat: Giai phuong trinh: x> +vJx+a =a
b. Dung 2 4n phu .

*NOi Dung : #la+ f(x)+4/b- f(x) =

* Cach giai :

Dit: u=2xla+ f(x),v=4/b— f(x)

u+v=c
Nhu vay ta ¢6 h¢ :{

u" +v'=a+b

Vi du 26 : Giai phwong trinh: 4/57 —x +4/x+40 =5 (1)
Loigidi : DK : —40<x <57
Dbat u =4\/57—x,,v:4«/x+40

u+v=>5

u+v=>5 u+v=>5
Khi d6 :(1
1o )Q{“”V“ =97©{[(M+V)2—2uv]2—2u2v2 =97<:>{2(uv)2—10uv+528:0
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s {uzZ
u+v=
+v=3 +v=35 A
ol uw=6 o wry | W 3(Dohé: wry vO nghiém)
uv = Ad uv==6 u=3 uv =44
v=2

Dén day chi viéc thay vao dé tim nghiém ciia phuong trinh ban dau .

Vi du 27 : Giai phuong trinh: vv2 —1-x +4/x = %

Loi gidi : PK:0<x<+/2-1

Dit - \/\/E—l—x:u 5 0<u<\/\/_ *

at : . ™)
OsvsVJE—l

<%

X =V

Nhu vay ta dugce hé :

1 U=—=-v

Uu+v=—— 42
=2-1

NN
[\
7\
| -
|
<
N——
(S}
+
<
|
|
J—
~
—
~

2
.. 2 1 1
Giai (1) :(1)<:>(v2 +1) —(%+vj =0’ —v+1—%:0<:>vh2 - (sz >0)

Vay v, thoa (*) chinh la 2 nghiém ctua phuong trinh da cho .

Vi du 28 : Giai phurong trinh: 1/%& T

Loi gidi :

> y+z=1 y+z=
bat : =Jx20 { 7

.7 7
z=1-+/x -z 4V 4y
3 2 yZO x=0
Giai phuong trinh (*),ta cé:4y(y——} =0 3 9
4 ST

2. Dung 4n phu dua vé hé ddi ximg

Dang 1 : Giai phuong trinh: x" +b =a¥ax—b

Cach gidi: Dat t =%/ax—btacd hé : {x +: a Viéc giai hé ndy da tré nén dé dang
t"+b=ax

Vi du 29 : Giai phuong trinh: x* +1=232x-1

Loi giai :

3,1_ 3 _
Dél‘ttt=3\/2x—1tacc'>hé;:{x3 +1—2f<:>{ x'+1=2¢ @{ X +1=2t

" +1=2x x3—t3:2(t—x) (x—t)(x2+t2+tx+2)=0
x=t
(1) ~1
{x3—2x+1=0 (x=1)x* +x-1)=0 lex”\g

=2
x> +1=2¢ 2) {(z+x)2+x2+t2+4=0 5
X+ttt +e+2=0



http://www.pdfonline.com/easypdf/?gad=CLjUiqcCEgjbNejkqKEugRjG27j-AyCw_-AP

Vay tap nghiém ctia phwong trinh 1a : § = (l; -1 i \/gj
Dang 2 : Giai phuong trinh: x = a ++/a ++/x
x=a+4t

Céch giai : Dit 7 = a ++/x ,phuong trinh d3 cho tuong duong véi
t=a+x

Vi du 30 : Giai phuong trinh: x = 2007 +m

Loigidi: DK : x>0

Dit :r=2007++x (1), PT

Ly (3) trir (2) ta dugc :x— 1 = —x < (Vi = Vx [VE +Vx +1)=0 > x =1
8030 +2+/8029

(1)x—\/§—2oo7=0@x=f (Do x>0)

Dang 3 : Chon an phu tur viéc lam nguoc :
Vidu 31 : Giai phuong trinh: x> —2x = 2y/2x 1

Loi giai : DK : xz%
bat V2x—-1=ay+b

2 — = 14
Chon a, b dé hé :{x( 22)2 2(Zy +117) (x > %,y > 1) (*) 1a hé doi xung .
ay + =2x+

: Po2x=2(y-1 P _2x=2(y-1
Lay a=1,b=—1ta dugc hé : x2 o (y )c) o , o (y )
y =2y= Z(x - 1) =

Giai hé trén ta dugc : x=y=2++/2

Dbi chiéu voi didu kién cua hé (*) ta dwoc nghiém duy nhét ciia phuong trinh 13 : x=2++/2

Dang 4 :

Noi dung phwong phap :

Cho phuong trinh : 4ax +b = c(dx +e)" +ax +

£ d=ac+

vo1 cac hé so thoa man : { gera
e=bc+ f

Cach giai :

bat dy+e=%ax+b

Vi du 32 : Giai phuwong trinh: 1/4);—;9 =7x>+7

Loigidi : DK : x> —2

o [ ]

- Kiém tra : a—lb —c-7d—1e—la Oﬁ——— (thoa man) ©
7 28 2

Dit - +l_ 4x+9<:> 2, +l_4x+9
T 28 FrTY 28

& 7y° +7y+%=x+%<:>x+%=7y2 +7y (1)
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Mt khc : y+%=7x2 +7x (2)

x+l=7y2+7y
T (1) va (2) tacd hé : 21 Day 13 hé dbi xing loai 1T da biét cach giai .
y+—=7x>+Tx
2

Vi du 33 : Giai phuong trinh: x> —6x+3=+/x+3,x>3
Loi giai :
PT < (x—3) —6=+/x+3
-Kiémtra: a=1,b=3,c=1l,d=le=-3,a=0,8=-6
Pit: y-3=vx+3 <y’ —6y+9=x+3<x-3=)"-6y+3 (1)
Mitkhac: y-3=x"-6x+3 (2)
Tu (1) va(2)tacohé:

2
{x‘3=y2_6y+3 Dén day di kha d& dang
y—=3=x"-6x+3
Vi du 34 : Giai phuong trinh: 3/3x -5 =8x” —36x> +53x - 25
Loi gii :
PT ©3x-5=02x) -3.4x*3+3.92x-27-x+2 = 3Y3x-5=(2x-3) —x+2
-Kiémtra: a=3,b=-5,c=1,d =2,e=-3,a =—1, 8 = 2 (thoa man) ©
Dat: 2y -3=43x-5 <8y’ -36y> +54y-27=3x-5< 8y’ =36y +53y-25=3x—-y-3 (1)
Mit khéc : 8x° —36x* +53x-25=2y-3 (2)
Tir (1) va (2) taco hé :
{8y3—36y2+53y—25:3x—y—3

8x® —36x% +53x—-25=2y-3

Giai hé trén da that don gian MMM ©
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