
PHẦN ĐẠI SỐ VÀ MỘT SỐ YẾU TỐ GIẢI TÍCH

CHƯƠNG I. HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC VÀ PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC 

BÀI 1. GÓC LƯỢNG GIÁC
A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ
1. Góc lượng giác
- Khái niệm góc lượng giác

Cho hai tia .

- Nếu một tia  quay quanh gốc  của nó theo một chiều cố định bắt đầu từ vị trí tia  và 

dừng ở vị trí tia  thì ta nói  quét một góc lượng giác có tia đầu , tia cuối , kí hiệu 

.

- Khi tia  quay một góc , ta nói số đo của góc lượng giác  bằng , kí hiệu 

.

Chú ý: Với hai tia  và  cho trước, có vô số góc lượng giác tia đầu  và tia cuối . Ta 

dùng chung kí hiệu  cho tất cả các góc lượng giác này.

Nhận xét: Số đo của các góc lượng giác có cùng tia đầu  và tia cuối  sai khác nhau một bội 

nguyên của  nên có công thức tổng quát là:

, thường viết là  với  là số đo của một góc 

lượng giác bất kì có tia đầu  và tia cuối .

- Hệ thức Chasles (Sa-lo)

Với ba tia  và  bất kì, ta có  .

2. Đơn vị radian
Trên đường tròn bán kính  tuỳ ý, góc ở tâm chắn một cung có độ dài đúng bằng  được gọi là 
một góc có số đo 1 radian (đọc là 1 ra-đi-an, viết tắt là 1 rad).

Chú ý:

- Khi ghi số đo của một góc ở đơn vị radian, người ta thường bỏ đi chữ rad sau số đo.

- Với đơn vị radian, công thức số đo tổng quát của góc lượng giác  là 

,

trong đó  là số đo theo radian của một góc lượng giác bất kì có tia đầu  và tia cuối .

Lưu ý không được viết  hay  (vì không cùng đơn vị đo).



3. Đường tròn lượng giác

Trong mặt phẳng toạ độ , cho đường tròn tâm  bán kính bằng 1 . Trên đường tròn này, 

chọn điểm  làm gốc, chiều dương là chiều ngược chiều kim đồng hồ và chiều âm là chiều 
cùng chiều kim đồng hồ.

 Đường tròn cùng với gốc và chiều như trên được gọi là đường tròn lượng giác.

Trên đường tròn lượng giác, điểm biểu diễn của góc  là điểm  mà số đo của góc lượng giác 

 bằng .

B. BÀI TẬP MẪU
Bài 1.

a) Đổi số đo của góc  và góc  sang đơn vị radian.

b) Đổi số đo của góc  và góc  sang đơn vị độ.

Giải

a) .

b) ; .

Bài 2. Xác định số đo của các góc lượng giác được biểu diễn trong mỗi hình dưới đây.

a) ;
b) .

Giải

Số đo của góc lượng giác  trong Hình bằng .



Số đo của góc lượng giác  trong Hình bằng .

Bài 3.

a) Hãy tìm số đo  của góc lượng giác , với , biết một góc lượng giác cùng tia 

đầu  và tia cuối  có số đo là .

b) Hãy tìm số đo  của góc lượng giác , với , biết một góc lượng giác cùng 

tia đầu  và tia cuối  có số đo là .

Giải

a) Số đo  của các góc lượng giác bất kì có cùng tia đầu  và tia cuối  sai khác nhau một 

bội nguyên của  nên có dạng là .

Ta có , suy ra , suy ra . 

Vì  nên . Vậy .

b) Số đo  của các góc lượng giác có cùng tia đầu  và tia cuối  sai khác nhau một bội 

nguyên của  nên có dạng là .

Ta có , suy ra , suy ra . Vì  nên . 

Vậy .

Bài 4. Biểu diễn các góc lượng giác sau trên đường tròn lượng giác:

a) ;

b) .

Giải

a) Ta có . Vậy điểm biểu diễn góc lượng giác có số đo  là điểm  trên 

phần đường tròn lượng giác thuộc góc phần tư thứ I sao cho  (Hình a).

b) Ta có . Vậy điểm biểu diễn góc lượng giác có số đo  là điểm  

trên phần đường tròn lượng giác thuộc góc phần tư thứ II sao cho  (Hình b).



C. BÀI TẬP
Câu 1. Đổi số đo của các góc sau đây sang radian:

a) ;

b) ;

c) ;

d) .

Lời giải

a) ; b) ; c)  d) .

Câu 2. Đổi số đo của các góc sau đây sang độ:

a) 6 ;

b) 

c) 

d) .

Lời giải

a) ; b) ; c) ; d) .

Câu 3. Xác định số đo của các góc lượng giác được biểu diễn trong mỗi hình dưới đây. Biết trong 

các Hình  có ; trong các Hình d, e, g có .



Lời giải

a) ; b) ; c)  ; d) ; e) ; g) .

Câu 4. Hãy tìm số đo  của góc lượng giác , với , biết một góc lượng giác 

cùng tia đầu  và tia cuối  có số đo là:

a) ;

b) 

c) 

d) .

Lời giải

a) ; b) ; c) ;d) 

Câu 5. Cho một góc lượng giác có số đo là .

a) Tìm số lớn nhất trong các số đo của góc lượng giác cùng tia đầu, tia cuối với góc đó mà có số 
đo âm;

b) Tìm số nhỏ nhất trong các số đo của góc lượng giác cùng tia đầu, tia cuối với góc đó mà có số 
đo dương.

Lời giải

a) ; b) .

Câu 6. Viết công thức tổng quát của số đo góc lượng giác  dưới dạng  , 

với , biết một góc lượng giác với tia đầu , tia cuối  có số đo:

a) ;

b) ;



c) ;

d) .

Lời giải

a) Ta có  nên công thức tổng quát của số đo góc lượng giác  là 

.

b) Ta có  nên công thức tổng quát của số đo góc lượng giác  là 

.

c) Ta có  nên công thức tổng quát của số đo góc lượng giác  là 

.

d) Ta có  nên công thức tổng quát của số đo góc lượng giác  là 

.

Câu 7. Biểu diễn các góc lượng giác sau trên đường tròn lượng giác:

a) ;

b) .

Lời giải

a) Ta có . Vậy điểm biểu diễn góc lượng giác có số đo -  là điểm 

 trên đường tròn lượng giác thuộc góc phần tư thứ III sao cho  như Hình .

b) Ta có . Vậy điểm biểu diễn góc lượng giác có số đo  là điểm  trên 

đường tròn lượng giác thuộc góc phần tư thứ III sao cho  như Hình.



Câu 8. a) Góc lượng giác  có cùng điểm biểu diễn trên đường tròn lượng giác với góc 
lượng giác nào sau đây?

b) Góc lượng giác  có cùng điểm biểu diễn trên đường tròn lượng giác với góc lượng giác 
nào sau đây?

Lời giải

Hướng dẫn: Tính hiệu số đo của góc lượng giác cần xét với góc được cho. Nếu hiệu số đo là một 

bội nguyên của  hoặc  thì chúng có cùng điểm biểu diễn trên đường tròn lượng giác.

a) ;

b) .

Câu 9. Trên đường tròn lượng giác, hãy biểu diễn các góc lượng giác có số đo có dạng là:

a) 

b) .

Lời giải

a) Trên đường tròn lượng giác, các góc có số đo  được biểu diễn bởi hai điểm  và 

 như Hình.



b) Trên đường tròn lượng giác, các góc có số đo  được biểu diễn bởi bốn điểm , 

 như Hình.

Câu 10. Trong hình bên, các điểm  tạo thành ba đỉnh của một tam giác đều. Vị trí các 

điểm  trên đường tròn lượng giác có thể được biểu diễn cho góc lượng giác nào sau đây?

Lời giải

.

Câu 11. Cho ba điểm  lần lượt là các điểm biểu diễn trên đường tròn lượng giác của các 

góc lượng giác có số đo . Tam giác  là tam giác gì?

Lời giải

Dễ thấy  và .

Suy ra .



Do đó  là tam giác vuông cân tại .

Câu 12. Một chiếc quạt trần năm cánh quay với tốc độ 175 vòng trong một phút. Chọn chiều 
quay của quạt là chiều dương.

a) Sau 5 giây, cánh quạt quay được một góc có số đo bao nhiêu radian?

b) Sau thời gian bao lâu cánh quạt quay được một góc có số đo  ?

Lời giải

a) Sau 1 giây, cánh quat quay được  (vòng) theo chiều dương.

Suy ra sau 1 giây, cánh quạt quay được một góc có số đo là .

Vậy sau 5 giây, cánh quạt quay được một góc có số đo là .

b) Thời gian để cánh quạt quay được một góc có số đo  là

Câu 13. Trong chặng đua nước rút, bánh xe của một vận động viên đua xe đạp quay được 30 

vòng trong 8 giây. Chọn chiều quay của bánh xe là chiều dương. Xét van  của bánh xe.

a) Sau 1 phút, van  đó quay được một góc có số đo bao nhiêu radian?

b) Biết rằng bán kính của bánh xe là . Độ dài quãng đường mà vận động viên đua xe đạp đã 
đi được trong 1 phút là bao nhiêu mét?

Lời giải

a) Sau 1 giây, van  của bánh xe quay được  (vòng).

Sau 1 phút, van  của bánh xe quay được (vòng).

Suy ra sau 1 phút, van  của bánh xe quay được một góc có số đo là .

b) Mỗi góc ở tâm với số đo 1 rad chắn một cung có độ dài bằng bán kính bánh xe . 



Do đó độ dài quãng đường mà vận động viên đua xe đạp đã đi được trong 1 phút là 

.

Bài 2. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT GÓC LƯỢNG GIÁC
A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ
1. Giá trị lượng giác của góc lượng giác

Trên đường tròn lượng giác, gọi  là điểm biểu diễn góc lượng giác có số đo . Khi 
đó:

 (nếu )

(nếu )

Với mọi góc lượng giác  và số nguyên , ta có:

2. Hệ thức cơ bản giữa các giá trị lượng giác của một góc lượng giác

- ;

-  với ;

-  với ;

-  với .

3. Giá trị lượng giác của các góc lượng giác có liên quan đặc biệt
- Hai góc đối nhau:  và 

- Hai góc hơn kém nhau :  và 

- Hai góc bù nhau:  và 

- Hai góc phụ nhau:  và 



B. BÀI TẬP MẪU
Bài 1. Tính các giá trị lượng giác của góc , nếu:

a)  và ;

b)  và ;

c)  và ;

d)  và .

Giải

a) Ta có .

Vì  nên . Do đó .

Suy ra  và .

b) Ta có .

Vì  nên . Do đó .

Suy ra  và .

c) Ta có .

Suy . Vì  nên . Do đó .



Suy ra .

d) Ta có .

Suy ra . Vì  nên . Do đó .

Suy ra .

Bài 2.

a) Biểu diễn  qua giá trị lượng giác của góc có số đo từ 0 đến ;

b) Biểu diễn tan  qua giá trị lượng giác của góc có số đo từ  đến .

Giải

a) 

b) .

Bài 3. Chứng minh các đẳng thức lượng giác sau:

a) ;

b) .

Giải

a) 

=

b)



Bài 4. Rút gọn các biểu thức sau:

a) 

b) .

Giải

a) Ta có: ;

Suy ra .

b) Ta có: ;

Suy ra 

Bài 5. Thanh  quay ngược chiều kim đồng hồ quanh gốc  của nó trên một mặt phẳng thẳng 

đứng và in bóng vuông góc xuống mặt đất như hình bên. Vị trí ban đầu của thanh là . Hỏi độ 

dài bóng  của  khi thanh quay được  vòng là bao nhiêu, biết độ dài thanh  là 

 ? 



Kết quả làm tròn đến hàng phần mười.

Giải

Ta có .

Suy ra .

C. BÀI TẬP
Câu 1. Tính các giá trị lượng giác của góc , nếu:

a)  và ;

b)  và ;

c)  và ;

d)  và .

Lời giải

a) ;

b) ;



c) ;

d) .

Câu 2. Biểu diễn các giá trị lượng giác sau qua các giá trị lượng giác của góc có số đo từ 0 đến  

(hoặc từ  đến  ):

a) ;

b) ;

c) ;

d) .

Lời giải

a) ;

b) ;

c) ;

d) .

Câu 3. Cho . Xác định dấu của các giá trị lượng giác sau:

a) ;

b) ;

c) 

d) 

e) ;

g) .



Lời giải

a)  vì .

b)  vì .

c)  vì .

d)  vì .

e)  vì .

g)  vì .

Câu 4. Biết  và . Tính giá trị của các biểu thức sau:

a) ;

b) .

Lời giải

Vì  và  nên  và .

a) 

b) .

Câu 5. Chứng minh các đẳng thức lượng giác sau:

a) ;

b) ;



c) ;

d) .

Lời giải

a) ;

b) ;

c)  

;

d) 

Câu 6. Chứng minh các đẳng thức sau:

a) ;

b) .

Lời giải

Hướng dẫn: Các góc được cho đều có liên quan đặc biệt. Sử dụng công thức để biểu diễn giá trị 
lượng giác của các góc về giá trị lượng giác của cùng một góc và sử dụng các hệ thức lượng giác 
cơ bản để chứng minh đẳng thức.

a) 



b)

b)

Câu 7. Rút gọn các biểu thức sau:

a) .

b) .

Lời giải

a) ; b) 0 .

Câu 8. Tính giá trị của các biểu thức sau:

a) ;

b) .

Lời giải

Hương dẫn: Sử dụng công thức để biểu diễn giá trị lượng giác của các góc về giá trị lượng giác 
của cùng một góc và sử dụng các hệ thức lượng giác cơ bản để rút gọn.

a) ; b) 1 .

Câu 9. a) Cho . Tính giá trị của biểu thức .

b) Cho . Tính giá trị của biểu thức .

c) Cho . Tính giá trị của biểu thức .

Lời giải



a) 

b) .

Do đó .

c)

Mà ,

Câu 10. Cho . Tính giá trị của các biểu thức sau:

a) 

b) .

Lời giải

Hướng dẫn: Vì  xác định nên . Chia tử và mẫu của phân thức cho luỹ thừa thích hợp 
của  để biểu diễn biểu thức theo .

a) .

b) 

Câu 11. Độ dài của ngày từ lúc Mặt Trời mọc đến lúc Mặt Trời lặn ở một thành phố  trong 
ngày thứ  của năm được tính xấp xỉ bởi công thức



Thành phố  vào ngày 31 tháng 1 có bao nhiêu giờ có Mặt Trời chiếu sáng? Làm tròn kết quả 
đến hàng phần mười.

Lời giải

 giờ.

Bài 3. CÁC CÔNG THỨC LƯỢNG GIÁC
A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ
1. Công thức cộng

- ;

- ;

- ;

- ;

- ;

- .

2. Công thức góc nhân đôi

- ;

- ;

- .

3. Công thức biến đổi tích thành tổng

- ;

- ;

- .

4. Công thức biến đổi tổng thành tích

- ;

-  - .



B. BÀl TẬP MẪU
Bài 1. Không dùng máy tính cầm tay, tính giá trị của các biểu thức sau:

a) 

b) 

c) 

Giải

a) ;

b) ;

c)

Bài 2. Cho  và . Tính giá trị của các biểu thức sau:

a) ;

b) 

c) 

Giải

Vì  nên .

a) .

b) .



c) Ta có .

Suy ra 

Bài 3. Tính các giá trị lượng giác của góc , biết  và .

Giải

Ta có  nên .

Suy ra  và .

Mà  nên  và .

Do đó  và . Suy ra 

và .

Bài 4. Chứng minh các đẳng thức lượng giác sau:

a) ;

b) ;

c) ;

d) .

Giải

a)



b)

c)

d)  

Bài 5. Rút gọn các biểu thức sau:

a) 

b) ;

c) 

Giải

a) ;

b) 



c) 

C. BÀI TẬP
Câu 1. Không dùng máy tính cầm tay. Tính giá trị của các biểu thức sau:

a) 

b) 

c) .

Lời giải

a) 

b) 

40

c) 

Câu 2. Cho  và , tính giá trị của các biểu thức sau:

a) 



b) 

c) 

d) 

Lời giải

a) Vì  nên .

Do đó, .

Suy ra

b) Ta có .

Do đó .

c) Ta có ;

Suyra 

d) Ta có .



Suy ra .

Câu 3. Rút gọn các biểu thức sau:

a) 

b) ;

c) 

d) .

Lời giải

a) 

b) 

c) 

d) 

Câu 4. Chứng minh các đẳng thức lượng giác sau:



a) 

b) ;

c) ;

d) .

Lời giải

a) 

b)

c) 



Câu 5. Chứng minh rằng giá trị của các biểu thức sau không phụ thuộc vào giá trị của .

a) 

b) .

Lời giải

a) Ta có 

Vậy giá trị của biểu thức 

Không phụ thuộc vào giá trị của 

b) Ta có 
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Vậy giá trị của biểu thức  không phụ thuộc vào giá 
trị của .

Câu 6. Cho tam giác , chứng minh rằng:

a) ;

b) .

Lời giải

Vì tổng số đo ba góc của một tam giác bằng  nên .

Suy ra , hay .

a)  .

b) .



Câu 7. Cho . Tìm  để .

Lời giải

Ta có .

Vì  nên . Suy ra .

Ta lại có .

Suy ra .

Khi đó,  hay , suy ra  hoặc  (thoả mãn điều kiện).

Vậy  hoặc .

Câu 8. Cho  và . Tính giá trị của biểu thức  và 

.

Lời giải

Vì  nên . Do đó, .

Vì  nên . Do đó, .

Khi đó, ;

Câu 9. Không sử dụng máy tính cầm tay, tính giá trị của các biểu thức sau:

a) ;

b) .

Lời giải

a) Đặt . Ta có:



Suy ra .

b)

Câu 10. Phương trình dao động điều hoà của một vật tại thời điểm  giây được cho bởi công thức 

, trong đó  là li độ của vật tại thời điểm  giây,  là biên độ dao động 

 và  là pha ban đầu của dao động.

Xét hai dao động điều hoà có phương trình lần lượt là:

a) Xác định phương trình của dao động tổng hợp .

b) Tìm biên độ và pha ban đầu của dao động tổng hợp trên.

Lời giải

a) Ta có 

Vậy phương trình của dao động tổng hợp là .

b) Dao động tổng hợp trên có biên độ là  và pha ban đầu là .
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