
CHƯƠNG IV. NGUYÊN HÀM - TÍCH PHÂN

VÀ NHỮNG BÀI TOÁN THỰC TẾ
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Các em học sinh thân mến, có bao giờ các em đã nghe câu chuyện về bài toán cân voi của trạng nguyên Lương Thế  Vinh ? Vào đời vua Lê Thánh Tông, một quan sứ của Trung Quốc là Chu Hy sang Việt Nam ta với thái độ hống hách và coi thường đất nước Việt Nam ta. Chu Hy đã thách đố nước ta làm sao để cân được khối lượng con voi. Vào thời ấy, không thể có loại cân nào đủ lớn để cân khối lượng con voi lên hàng tấn. Dĩ nhiên là ta không thể xẻ thịt con voi để cân được. Vậy thì Trạng nguyên Lương Thế  Vinh đã cân voi bằng cách nào?

Chuyện kể rằng Trạng nguyên Lương Thế  Vinh đã sai quân lính dẫn con voi lên thuyền, do voi nặng nên thuyền đắm sâu xuống, Lương Thế  Vinh cho quân lính đánh dấu mực nước trên thành thuyền, rồi dắt voi lên bờ. Sau đó, ông sai quân lính vác đá bỏ lên thuyền cho đến khi thuyền đắm sâu tới mức đã đánh dấu lúc nãy thì dừng lại. Cuối cùng, ông bảo quân lính cân hết số đá trên thuyền và ra được khối lượng con voi. Khi ấy, Chu Hy tuy bực tức nhưng trong lòng rất thán phục.

Cách cân voi của trạng nguyên Lương Thế Vinh mang “hơi hướng” của phép tính tích phân hiện đại ngày nay. Để tính khối lượng của con voi, Lương Thế  Vinh đã chia thành nhiều phần nhỏ (là những viên đá) rồi tính tổng khối lượng các viên đá ấy. Trong thực tế ngày nay ta cũng gặp nhiều vấn đề tương tự như bài toán cân voi. Ví dụ để tính diện tích của mảnh vườn hình chữ nhật, hay hình vuông, hay hình tròn là chuyện dễ dàng. Tuy nhiên, sẽ khó khăn hơn nhiều khi tính diện tích của mảnh vườn có hình dạng phức tạp, bằng cách chia nhỏ hình phức tạp ấy thành nhiều hình đơn giản quen thuộc, sau đó tính tổng diện tích các hình đơn giản ấy sẽ cho kết quả của hình phức tạp ban đầu. Qua đó ta thấy phép tính tích phân hiện đại sẽ giúp cho chúng ta giải quyết các bài toán trên một cách đơn giản hơn.

Không dừng lại ở đó, phép tính tích phân phát huy ưu thế của nó qua nhiều ứng dụng rất thực tế:

· Tính thể tích của vật thể có hình dạng phức tạp (không phải là hình hộp đã có sẵn công thức tính).

· Tính được quãng đường chuyển động của vật (xe, máy bay,...) khi biết được vận tốc trong suốt quãng đường ấy.

· Dự đoán được sự phát triển của bào thai.

· Dự đoán được chi phí sản xuất và doanh thu của doanh nghiệp.

· Và còn rất nhiều các ứng dụng khác...

Tuy nhiên, trong chương trình sách giáo khoa lớp 12 hiện nay chỉ thiên về những bài tính toán khô khan, học sinh chỉ biết tính toán một cách máy móc mà không thấy được những ứng dụng thực tế của nó. Với xu thế đổi mới cách đánh giá năng lực học sinh thì những bài toán ứng dụng thực tế của tích phân đang là chủ đề nóng và rất cần thiết cho những học sinh đang chuẩn bị cho kì thi THPT Quốc gia. Trong chương này, chúng ta sẽ làm quen với những bài toán thực tế áp dụng phép tính tích phân theo định hướng ra đề của Bộ giáo dục và đào tạo. Nội dung chương này bao gồm:

· Phần A: Tóm tắt lý thuyết và các kiến thức liên quan.

· Phần B: Các bài toán ứng dụng thực tế.

· Phần C: Các bài toán trắc nghiệm khách quan.
· Phần D: Đáp án và hướng dẫn giải câu hỏi trắc nghiệm.
[image: image433.emf]t

(

s

)

a

15

90

O


I. Nguyên hàm

1. Khái niệm nguyên hàm

· Cho hàm số 
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 xác định trên K. Hàm số 
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 được gọi là nguyên hàm của 
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· Nếu 
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 là một nguyên hàm của 
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 trên K thì họ tất cả các nguyên hàm của 
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· Mọi hàm số 
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 liên tục trên K đều có nguyên hàm trên K.

2. Tính chất

Cho các hằng số 
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3. Nguyên hàm của một số hàm thường gặp

· Cho 
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II. Tích phân

1. Khái niệm tích phân

· Cho hàm số 
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 liên tục trên K và 
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 là một nguyên hàm của 
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 trên K thì giá trị F(b) – F(a)  gọi là tích phân của hàm 
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· Đối với biến số, ta có thể chọn bất kì một chữ khác thay cho 
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2. Tính chất của tích phân

     Cho hàm số 
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III. Ứng dụng tích phân tính diện tích hình phẳng.

1. Diện tích hình phẳng (H) giới hạn bởi một đường cong (C) và trục hoành
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    Diện tích được tính theo công thức
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2. Diện tích hình phẳng (H) giới hạn bởi 2 đường cong
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    Diện tích được tính theo công thức
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IV. Ứng dụng tích phân tính thể tích khối tròn xoay

[image: image436.emf]15

20

25

O

A

C

B

1. Cho hàm 
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 liên tục trên đoạn 
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. Gọi (H) là hình thang cong giới hạn bởi các đường sau:


[image: image58.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

:

0

:

Cyfx

y

H

xa

xbab

ì

=

ï

=

ï

í

=

ï

ï

=<

î


Thể tích khối tròn xoay được sinh ra do hình (H) xoay quanh trục Ox. 
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2. Cho 2 hàm số 
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 cùng liên tục trên đoạn 
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. Gọi (H) là hình phẳng giới hạn bởi các đường sau:
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Thể tích khối tròn xoay được sinh ra do hình phẳng (H) quay quanh trục Ox:
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1. Với một đại lượng 
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 biến thiên theo biến số 
[image: image67.wmf]x

 thì tốc độ thay đổi (vận tốc) của 
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 chính là đạo hàm 
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 (với giả sử rằng 
[image: image71.wmf](

)

¢

fx

 luôn tồn tại). Ngược lại, khi biết tốc độ thay đổi 
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 thì có thể suy ra mô hình hàm số biểu thị cho đường đi của đại lượng đó bằng cách lấy nguyên hàm của 
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Kết hợp thêm các điều kiện ban đầu thích hợp để tìm ra 
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2. Khi biết tốc độ thay đổi 
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 của một đại lượng 
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. Sự chênh lệch giá trị của đại lượng 
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 trong khoảng giá trị của biến x đi từ a đến b được xác định bởi công thức:
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Đây là mấu chốt quan trọng để giải quyết các bài toán thực tiễn như khi biết tốc độ tăng trưởng của một đại lượng, ta có thể tìm một hàm số biểu thị số lượng của đại lượng đó qua từng thời kì. Trong thực tế, nhiều bài toán liên quan tới nội dung này có thể kể đến như: sự chuyển động của vật, sự gia tăng dân số, sự phát triển của vi khuẩn, các bài toán về sản xuất và kinh doanh…
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· Giả sử vật M chuyển động trên quãng đường có độ dài là s trong khoảng thời gian t. Khi đó, vật M chuyển động với vận tốc trung bình là
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· Tuy nhiên, chúng ta gặp rất nhiều trường hợp vật chuyển động không đều, vận tốc thay đổi liên tục tùy theo vị trí và thời gian. Ví dụ xe chạy trên đường gặp nhiều chướng ngại vật thì giảm tốc, chạy trên đường thông thoáng thì tăng tốc. Vì vậy ta cần phương pháp tính đúng vận tốc của xe tại mỗi thời điểm.

· Giả sử v(t) là vận tốc của vật M tại thời điểm t, và s(t) là quãng đường vật đi được sau khoảng thời gian t tính từ lúc bắt đầu chuyển động. Ta có mối liên hệ giữa s(t) và v(t)
· Đạo hàm của quãng đường là vận tốc
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· Nguyên hàm của vận tốc là quãng đường
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· Từ đây ta cũng có quãng đường vật đi được trong khoảng thời gian 
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· Nếu gọi a(t) là gia tốc của vật M thì ta có mối liên hệ giữa  v(t) và a(t)
· Đạo hàm của vận tốc chính là gia tốc
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· Nguyên hàm của gia tốc chính là vận tốc


[image: image87.wmf](

)

(

)

vtatdt

=

ò


Bài toán 1: (Trích đề minh họa 2017 của Bộ GD - ĐT). Một ô tô đang chạy với vận tốc 10m/s thì tài xế đạp phanh; từ thời điểm đó, ô tô chuyển động chậm dần đều với vận tốc 
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, trong đó t là khoảng thời gian tính bằng giây, kể từ lúc đạp phanh. Hỏi từ lúc đạp phanh đến khi dừng hẳn, ô tô còn di chuyển được bao nhiêu mét ?
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( Phân tích bài toán

· Ta có nguyên hàm của vận tốc 
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 chính là quãng đường 
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 mà ô tô đi được sau thời gian t giây kể từ lúc tài xế đạp phanh.
· Vào thời điểm ô tô bắt đầu đạp phanh ứng với 
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· Vào thời điểm ô tô dừng lại thì 
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· Từ đây ta tính được quãng đường xe đi được từ lúc 
[image: image97.wmf]0
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 đến 
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· Lúc bắt đầu đạp phanh, tức là tại thời điểm 
[image: image100.wmf]0
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 , ô tô có vận tốc 
[image: image101.wmf](

)

0

10/

vms

=

 . Suy ra 
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· Khi ô tô dừng lại tại thời điểm 
[image: image103.wmf]1
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 thì vận tốc 
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· Ta có mối liên hệ giữa 2 đại lượng biến thiên quãng đường đi được 
[image: image106.wmf](
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 và vận tốc 
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 là: Nguyên hàm của vận tốc 
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 chính là quãng đường đi được 
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. Suy ra quãng đường đi được từ lúc đạp phanh đến khi dừng lại là tích phân của hàm 
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 khi thời gian t từ 0s đến 2s.
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· Vậy chọn đáp án C.

( Bình luận: Qua bài toán này ta cần lưu ý:

Một là, nguyên hàm của vận tốc là quãng đường đi được của vật chuyển động.

Hai là, nếu biết s(t) là nguyên hàm của v(t) thì quãng đường của vật đi được trong khoảng thời gian 
[image: image112.wmf];
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 được tính theo công thức 
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Ba là, bài toán có thể giải theo phong cách Vật lí. Từ lúc đạp phanh đến khi dừng hẳn, ô tô còn di chuyển quãng đường là 
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[image: image115.wmf](

)

o

a

tS..m

v

ì

=-

ï

=Þ=+-=

í

ï

=

î

2

5

1

21025210

2

10

 

[image: image441.png]



Bài toán 2: Một xe mô tô phân khối lớn sau khi chờ hết đèn đỏ đã bắt đầu phóng nhanh với vận tốc tăng liên tục được biểu thị bằng đồ thị là đường cong Parabol có hình bên. Biết rằng sau 15s thì xe đạt đến vận tốc cao nhất 60m/s và bắt đầu giảm tốc. Hỏi từ lúc bắt đầu đến lúc đạt vận tốc cao nhất thì xe đã đi được quãng đường bao nhiêu mét ?

[image: image116.png]



( Phân tích bài toán
· Lúc ban đầu mô tô phóng nhanh với vận tốc thay đổi liên tục được biểu bằng đồ thị (P) như hình vẽ, và đề bài chưa cho biểu thức vận tốc 
[image: image117.wmf](
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, cho nên ta cần tìm biểu thức vận tốc chuyển động 

· Vì đồ thị vận tốc có dạng là đường Parabol như hình vẽ nên biểu thức vận tốc sẽ có dạng 
[image: image118.wmf](
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, đường cong Parabol có đỉnh 
[image: image119.wmf](
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, đồng thời đi qua gốc tọa độ O(0;0)

· Lúc bắt đầu tăng tốc xem như 
[image: image120.wmf]0
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, và theo đồ thị xe đạt vận tốc cao nhất vào thời điểm 
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· Nhắc lại rằng nguyên hàm của vận tốc 
[image: image122.wmf](
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 chính là quãng đường. Vậy quãng đường đi được của xe kể từ lúc tăng tốc (
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s) đến lúc đạt vận tốc cao nhất (
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Hướng dẫn giải

· Hàm vận tốc 
[image: image126.wmf](
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 có dạng là đường Parabol có đỉnh 
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, đồng thời đi qua gốc tọa độ O(0;0), suy ra
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[image: image129.wmf](
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· Theo đồ thị thì xe bắt đầu tăng tốc lúc 
[image: image130.wmf]0
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 và đạt vận tốc cao nhất lúc 
[image: image131.wmf]15
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s nên quãng đường đi được của xe từ lúc bắt đầu tăng tốc đến lúc đạt vận tốc cao nhất
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· Vậy từ lúc bắt đầu tăng tốc đến lúc đạt vận tốc cao nhất thì xe đã đi được một quãng đường dài 600m.

( Bình luận: Qua bài toán này ta cần lưu ý:

Thông thường để tính tích phân 
[image: image133.wmf](
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 thì đề bài luôn cho sẵn biểu thức 
[image: image134.wmf](
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. Tuy nhiên, đối với ví dụ này, đề bài chỉ cho đồ thị của hàm 
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 và học sinh phải thiết lập biểu thức 
[image: image136.wmf](
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. Đây là kĩ năng rất cần thiết vì trong quá trình học phổ thông, học sinh thường chỉ làm bài toán 1 chiều. Tức là, từ hàm số 
[image: image137.wmf](
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 vẽ thành đồ thị, rất ít khi (thậm chí là không có) học sinh gặp bài toán từ đồ thị suy ra biểu thức của hàm 
[image: image138.wmf](
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Bài toán 3: Một máy bay đang chuyển động thẳng đều trên mặt đất với vận tốc 
[image: image139.wmf](
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 thì bắt đầu tăng tốc với độ biến thiên vận tốc là hàm số 
[image: image140.wmf](
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 có đồ thị hàm số là đường thẳng như hình bên. Sau 15s tăng tốc thì máy bay đạt đến vận tốc đủ lớn để phóng khỏi mặt đất. Hãy tính vận tốc khi máy bay bắt đầu rời khỏi mặt đất.
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( Phân tích bài toán

· Máy bay bắt đầu tăng tốc với độ biến thiên vận tốc là hàm số 
[image: image142.wmf](
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, và đề bài chưa cho công thức 
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, nên bước đầu ta cần tìm công thức 
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· Vì đồ thị hàm số 
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 là đường thẳng nên có dạng 
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, đường thẳng này đi qua gốc tọa độ O(0;0) và điểm A(16;90) từ đó suy ra phương trình 
[image: image147.wmf](
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· Nhớ rằng: Nguyên hàm của gia tốc 
[image: image148.wmf](
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 chính là vận tốc 
[image: image149.wmf](
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 của vật chuyển động nên ta có 
· 
[image: image150.wmf](
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· Chú ý điều kiện vận tốc của máy bay lúc bắt đầu tăng tốc là 
[image: image151.wmf](

)

(

)

03m/s

v

=

, từ đây ta suy ra được hàm số 
[image: image152.wmf](
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· Để tính vận tốc của máy bay lúc rời khỏi mặt đất ta chỉ cần tính 
[image: image153.wmf](
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Hướng dẫn giải
· Đường thẳng 
[image: image154.wmf](
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 đi qua gốc tọa độ O(0;0) và điểm A(16;90) nên suy ra
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· Ta hiểu rằng: Nguyên hàm của gia tốc 
[image: image156.wmf](
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 chính là vận tốc của vật chuyển động. Do đó ta có công thức vận tốc v(t) được tính theo công thức
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· Tại thời điểm bắt đầu tăng tốc thì xem như 
[image: image158.wmf]0

t

=

 và vận tốc lúc đó là 
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Suy ra 
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· Vậy vận tốc máy bay đạt được khi bắt đầu phóng khỏi mặt đất là
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( Bình luận: Qua bài toán này ta cần lưu ý:

Một là, cho đồ thị của một hàm số, từ đó suy ra phương trình của hàm số đó.

Hai là, nguyên hàm của gia tốc chính là vận tốc của vật chuyển động.

Bài toán 4: Một viên đạn được bắn lên trời với vận tốc là 72 m/s bắt đầu từ độ cao 2m. Hãy xác định chiều cao của viên đạn sau thời gian 5s kể từ lúc bắn.

( Phân tích bài toán

· Để xác định được chiều cao của viên đạn tại thời điểm bất kì, ta cần tìm công thức quãng đường s(t) mà viên đạn đi được.
· Xem như tại thời điểm 
[image: image162.wmf]0
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 thì viên đạn được bắn lên. Theo giả thiết ta có 
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· Ta biết rằng trong chuyển động ném đứng từ dưới lên thì gia tốc trọng trường có giá trị âm tại mọi thời điểm t, nghĩa là 
[image: image165.wmf](
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· Vận tốc v(t) là nguyên hàm của a(t) nên ta có 
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, kết hợp điều kiện vận tốc ban đầu là 
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 ta suy ra dạng của 
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· Tiếp tục có s(t) là nguyên hàm của v(t), kết hợp điều kiện vị trí ban đầu 
[image: image169.wmf](
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 ta tìm được phương trình của s(t). Từ đây ta tính được s(5)
Hướng dẫn giải
· Ta có vận tốc của viên đạn tại thời điểm t là
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· Độ cao của viên đạn tại thời điểm t là
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Vì 
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· Vậy sau khoảng thời gian 5s kể từ lúc bắn, viên đạn ở độ cao 
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( Bình luận: Qua bài toán này ta  ta có bài toán tổng quát hơn cho chuyển động ném đứng từ dưới lên của vật. Giả sử vật A được ném thẳng đứng lên với vận tốc ban đầu 
[image: image177.wmf]0

v

 ở vị trí độ cao 
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 so với mặt đất. Ta sẽ thiết lập các hàm vận tốc và hàm độ cao của vật A như sau:

· Xem như tại thời điểm 
[image: image179.wmf]0
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 thì vật được ném hướng lên. Theo giả thiết ta có 
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· Ta biết rằng trong chuyển động ném đứng từ dưới lên thì gia tốc trọng trường có giá trị âm tại mọi thời điểm t, nghĩa là 
[image: image182.wmf](
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· Ta có vận tốc của viên đạn tại thời điểm t là
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· Độ cao của viên đạn tại thời điểm t là
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Vì 
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· Vậy ta có hàm vận tốc 
[image: image189.wmf](
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[image: image190.wmf](

)

2

00

4,9

sttvts

=-++

.
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· Nếu một lực không đổi F tác dụng lên vật M dọc theo một khoảng cách (độ dời) d, thì công W sinh ra trong quá trình dịch chuyển bằng tích của lực F và độ dài khoảng cách d mà nó đã tác dụng, ta có công thức


[image: image191.wmf]W.
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trong đó, lực F được hiểu là tác dụng dọc theo hướng (phương) chuyển động.

· [image: image444.emf]y
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Định nghĩa trên luôn đúng khi lực F không đổi. Tuy nhiên, nhiều trường hợp lực F biến thiên trong suốt quá trình thực hiện công. Trong các tình huống như vậy, người ta thường chia quá trình này thành nhiều phần nhỏ và tính công toàn phần nhờ lấy tổng các công tương ứng với các phần được chia (được tính nhờ phép tính tích phân).

· Giả sử f(x) là lực tác dụng lên vật tại vị trí x, đường đi của lực tác dụng(quỹ đạo của vật được tác dụng lực) tương ứng với trục tọa độ Ox. Khi đó, công toàn phần sinh ra trong cả quá trình chuyển động của vật từ vị trí 
[image: image192.wmf]xa

=

 đến vị trí 
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Bài toán 1: Một lực 40N cần thiết để kéo căng một chiếc lò xo có độ dài tự nhiên từ 10cm đến 15cm. Hãy tính công sinh ra khi kéo lò xo từ độ dài từ 15cm đến 18cm.

( Phân tích bài toán

· [image: image446.png]


Khi một lò xo bị biến dạng (bị nén hoặc kéo giãn) thì lò xo sẽ sinh ra một lực gọi là lực đàn hồi, lực đàn hồi này chống lại sự biến dạng, giúp lò xo trở về lại hình dạng tự nhiên ban đầu.
· Theo định luật Hooke: “Khi một lò xo bị biến dạng (nén hoặc giãn) với một độ dài x (x > 0) so với độ dài tự nhiên của lò xo thì lò xo sinh ra một lực đàn hồi có độ lớn bằng 
[image: image195.wmf](

)

fxkx

=

, trong đó k là hệ số đàn hồi (hoặc độ cứng ) của lò xo.
· Dùng giả thiết để suy ra hàm số 
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. Khi đó, công sinh ra khi kéo căng lò xo từ 15cm đến 18cm được tính theo công thức
· 
[image: image197.wmf](
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Hướng dẫn giải
· Ban đầu, lò xo có độ dài tự nhiên 10cm. Dùng một lực 40N kéo giãn lò xo có độ dài 15cm thì lò xo bị kéo dãn một đoạn có độ dài 5cm = 0,05m. Vậy ta có 
[image: image198.wmf](
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. Suy ra 
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· Vậy công sinh ra khi kéo căng lò xo từ 15cm đến 18cm là


[image: image200.wmf]0,08
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Bài toán 2: Người thợ hồ nâng một xô nước bị rỉ lên cao 20m với tốc độ cố định. Cho trọng lượng của xô là 3N, trọng lượng ban đầu của nước là 2N. Biết rằng xô nước bị rỉ nên lượng nước trong xô sẽ chảy ra với tốc độ không đổi trong thời gian nâng xô nước lên. Người ta ước tính rằng lượng nước trong xô sẽ thay đổi theo đồ thị là hình bên. Hỏi người thợ hồ đã dùng một công là bao nhiêu để nâng xô nước lên cao 20m, với giả sử rằng bỏ qua trọng lượng sợi dây ?

( Phân tích bài toán
· Trong suốt thời gian đưa xô nước lên độ cao 20m thì trọng lượng của xô không đổi, nhưng nước bị chảy ra liên tục nên trọng lượng nước thay đổi. Vì vậy để tính được công đưa xô nước lên cao thì ta tách làm 2 loại công: Một là công đưa xô lên, hai là công đưa nước lên.
· Vì trọng lượng xô không đổi trong suốt thời gian đưa lên cao nên công cũng không đổi và tính bằng công thức 
[image: image201.wmf](
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· Vì lượng nước giảm liên tục nên trọng lượng của nước là một hàm số 
[image: image202.wmf](
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 giảm liên tục phụ thuộc vào quãng đường x mà xô đi được.
· Theo giả thiết đồ thị biểu diễn trọng lượng xô nước là đường thẳng có dạng 
[image: image203.wmf](
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, dựa vào đồ thị ta tìm được phương trình 
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· Khi đó, công để đưa lượng nước lên cao 20m tính theo công thức
· 
[image: image205.wmf](

)

ò

20

0

fxdx

.

· Vậy công cần thực hiện để đưa cả xô và nước lên cao 20m là
· 
[image: image206.wmf](
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Hướng dẫn giải
· Vì trọng lượng của xô là 3N không thay đổi nên công để đưa xô lên cao 20m là
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· Trọng lượng của nước thay đổi tùy thuộc vào độ cao của xô so với mặt đất. Gọi x là độ cao của xô so với mặt đất, khi đó 
[image: image208.wmf](
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 là trọng lượng của nước tương ứng với độ cao x.

· Đồ thị hàm số 
[image: image209.wmf](
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 đi qua 2 điểm A(0;2) và B(20;0) nên
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· Công sinh ra khi đưa nước từ mặt đất lên cao 20 là:
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· Vậy công toàn bộ để đưa cả xô và nước lên cao 20m là 
[image: image212.wmf](
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· Cho hàm số 
[image: image213.wmf](
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 biểu diễn cho sự tăng (hay giảm) số lượng của một đối tượng nào đó (số người, vi khuẩn, vi trùng, lượng nước chảy,...).

· Giá trị 
[image: image214.wmf](
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 là số lượng của đối tượng đó tại thời điểm 
[image: image215.wmf]x

.

· Đạo hàm 
[image: image216.wmf](
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 chính là tốc độ tăng (hay giảm) của đối tượng đó tại thời điểm 
[image: image217.wmf]x

.

· Số lượng tăng thêm (hoặc giảm đi) của đối tượng trong khoảng 
[image: image218.wmf];
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Bài toán 1: Một nghiên cứu chỉ ra rằng sau x tháng kể từ bây giờ, dân số của thành phố A sẽ tăng với tốc độ 
[image: image220.wmf](
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 (người/tháng). Dân số của thành phố sẽ tăng thêm bao nhiêu trong 4 tháng tới.

( Phân tích bài toán

· Giả thiết cho 
[image: image221.wmf](
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 hàm biểu thị cho tốc độ tăng dân số trong tháng thứ 
[image: image222.wmf]x

. Vậy nguyên hàm của 
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 chính là hàm số 
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 biểu thị cho dân số của thành phố sau x tháng kể từ bây giờ.
· Đề bài yêu cầu tính số dân tăng thêm của thành phố trong vòng 4 tháng tới. Theo lý thuyết đã nêu thì số dân tăng thêm đó được tính theo công thức.

· 
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· Chú ý rằng ta có thể tính bằng 2 cách. Cách 1 là tìm nguyên hàm 
[image: image226.wmf](
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, sau đó tính hiệu số 
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. Cách 2 là tính trực tiếp tích phân 
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Hướng dẫn giải
· Gọi 
[image: image229.wmf](
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 là dân số của thành phố sau x tháng kể từ bây giờ.

· Tốc độ thay đổi của dân số là 
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· Suy ra 
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· Mà 
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· Do đó 
[image: image233.wmf](
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· Số dân trong 4 tháng tới là:
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 người 

( Bình luận: Qua bài toán này ta cần lưu ý:

Một là, nếu gọi f(x) là số dân thay đổi theo thời gian x thì đạo hàm f’(x) chính là tốc độ thay đổi (tăng hoặc giảm) của số dân.

Hai là, nguyên hàm của hàm tốc độ tăng giảm f’(x) chính là hàm f(x) biểu thị cho dân số.

Ba là, bài toán có thể giải theo cách thứ 2. Vì 
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 là tốc độ tăng dân số từ bây giờ (x = 0) đến tháng thứ 4 (t = 4) nên số dân tăng thêm (hoặc giảm đi) trong thời gian đó là
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Bài toán 2: Tốc độ thay đổi của số lượng người V ( tính bằng ngàn người ) tham gia công tác tình nguyện ở nước Mỹ từ năm 2000 đến năm 2006 có thể được mô hình bởi hàm số 
[image: image238.wmf](
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 với t là năm ( t = 0 ứng với năm 2000 ) 

Hỏi số lượng người tham gia tình nguyện trong giai đoạn trên tăng lên hay giảm đi với số lượng bao nhiêu. ( Nguồn: Cục thống kê lao động nước Mỹ ).

( Phân tích bài toán

·  Hàm số 
[image: image239.wmf](
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 biểu thị cho tốc độ thay đổi số lượng người tham gia công tác tại năm thứ 
[image: image240.wmf]t

(tính từ năm 2000 đến năm 2006).

· Suy ra nguyên hàm 
[image: image241.wmf](
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 của 
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 chính là số lượng người tham gia công tác tại năm thứ t.

· Đề bài yêu cầu tính số lượng người thay đổi (tăng lên hay giảm đi) trong khoảng từ năm 2000 đến năm 2006. Số lượng này chính được tính bằng công thức

· 
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·        trong đó 
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 ứng với năm 2000, 
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 ứng với năm 2006.
Hướng dẫn giải
· Sự chênh lệch của số người tham gia tình nguyện trong giai đoạn từ năm 2000 đến năm 2006 là:
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· Vậy trong khoảng thời gian từ năm 2000 đến năm 2006, số lượng người tham gia công tác tình nguyện đã giảm đi khoảng 3406 người.

Bài toán 3: Tốc độ tăng các cặp đôi kết hôn ( đơn vị tính: triệu người ) của nước Mỹ từ năm 1970 đến năm 2005 có thể được mô hình bởi hàm số 
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 với t là năm (t = 0 ứng với năm 1970 ) . Số lượng cặp đôi kết hôn vào năm 2005 là 59513 ngàn người.

a. Tìm một mô hình biểu thị cho số lượng các cặp đôi kết hôn của nước Mỹ.

b. Sử dụng mô hình đó để dự đoán số lượng các cặp đôi kết hôn của nước Mỹ vào năm 2012. Kết quả của bạn liệu có hợp lí? Giải thích vì sao?

( Phân tích bài toán

·  Ở đây ta hiểu rằng năm 1970 ứng với 
[image: image249.wmf]0
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 và năm 2005 ứng với 
[image: image250.wmf]35
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· Hàm số 
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 biểu thị cho tốc độ tăng các cặp đôi kết hôn vào năm thứ t. Suy ra nguyên hàm của 
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 là hàm số 
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 biểu thị cho số lượng cặp đôi kết hôn vào năm thứ t.
· Dựa vào điều này ta tìm ra mô hình 
[image: image254.wmf](
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 với điều kiện 
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· Từ mô hình 
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)

Ft

 ta có thể tính được số lượng cặp đôi kết hôn vào năm bất kì trong khoảng từ năm 1970 đến 2005.
· Hướng dẫn giải
a. Để tìm một mô hình cho số lượng các cặp đôi kết hôn ta tìm nguyên hàm của 
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· Số lượng các cặp đôi kết hôn vào năm 2005 là 59513 triệu người nên ta có
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· Vậy một mô hình cần tìm là 
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b. Số lượng các cặp đôi kết hôn vào năm 2012 là 
[image: image262.wmf](
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Theo báo cáo của Cục điều tra dân số nước Mỹ thì vào năm 2012 tổng số các cặp đôi kết hôn của nước Mỹ khoảng 61,047 triệu người. So với kết quả lý thuyết thì sự chênh lệch là tạm chấp nhận được.

Bài toán 4: Tốc độ phát triển của số lượng vi khuẩn trong hồ bơi được mô hình bởi hàm số 
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, trong đó B(t) là số lượng vi khuẩn trên mỗi ml nước tại ngày thứ t. Số lượng vi khuẩn ban đầu là 500 con trên mỗi ml nước. Biết rằng mức độ an toàn cho người sử dụng hồ bơi là số vi khuẩn phải dưới 3000 con trên mỗi ml nước. Hỏi sau bao nhiêu ngày thì người ta phải xử lí và thay nước mới cho hồ bơi.

( Phân tích bài toán

· Để biết được sau bao nhiêu ngày phải thay nước mới cho hồ bơi thì ta cần xác định sau bao nghiêu ngày thì số lượng vi khuẩn phát triển đến 3000 con trên mỗi ml nước. Như vậy ta phải xác định hàm số B(t) biểu thị cho số lượng phát triển của vi khuẩn tại ngày thứ t.
· Ta biết rằng tốc độ phát triển của số lượng vi khuẩn trong hồ bơi được mô hình bởi hàm số 
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. Suy ra nguyên hàm của 
[image: image265.wmf](
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 là hàm số B(t)  biểu thị cho số lượng của vi khuẩn tại ngày thứ t.
· Khi đó, kết hợp với điều kiện số lượng vi khuẩn lúc đầu B(0) = 500 con, ta tìm được một mô hình B(t) biểu thị cho số lượng vi khuẩn tại ngày thứ t.
· Từ đây ta có thể tính số lượng vi khuẩn tại thời điểm tùy ý và xác định được người bơi có an toàn hay không ? Có nên thay nước cho hồ bơi hay không ?
Hướng dẫn giải
· Số lượng của vi khuẩn tại ngày thứ t được mô hình bởi hàm số B(t) là nguyên hàm của B’(t).
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· Số lượng vi khuẩn lúc ban đầu là 500 con trên mỗi ml nước nên
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· Suy ra hàm số biểu thị cho số lượng vi khuẩn tại ngày thứ t là
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· Số lượng vi khuẩn dưới 3000 con trên mỗi ml nước thì người bơi vẫn an toàn; và người bơi không an toàn khi 
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· Vậy vào ngày thứ 10 thì số lượng vi khuẩn sẽ là 3000 con và hồ bơi không còn an toàn, cần phải thay nước mới.
Bài toán 5: Một hồ nước bị ô nhiễm được xử lý bằng một chất diệt khuẩn. Tốc độ phát triển của số lượng vi khuẩn sống sót được mô hình bởi 
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 với B(t) là số lượng vi khuẩn trên mỗi ml nước là t là số ngày tính từ khi hồ nước được xử lý. Biết số lượng vi khuẩn ban đầu là 10000 con/ml nước. Sử dụng mô hình này xác định số lượng vi khuẩn sau 5 ngày. Liệu số lượng vi khuẩn có thể vượt 2000 con/ml nước.

( Phân tích bài toán

· Theo giả thiết, tốc độ phát triển của số lượng vi khuẩn sống sót được mô hình bởi công thức 
[image: image272.wmf](
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 với t là số ngày tính từ khi hồ bơi được xử lí. Suy ra nguyên hàm của 
[image: image273.wmf](
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 là hàm số 
[image: image274.wmf](
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 biểu thị cho số lượng vi khuẩn trên mỗi ml nước tại ngày thứ t (kể từ lúc hồ nước được xử lí).
· Kết hợp với điều kiện số lượng vi khuẩn ban đầu là B(0) = 10000 con/ml nước, ta tìm được mô hình 
[image: image275.wmf](
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. Từ đây ta tính được 
[image: image276.wmf](
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 là số lượng vi khuẩn sống sót sau 5 ngày kể từ khi hồ nước được xử lí.
Hướng dẫn giải
· Tốc độ phát triển của số lượng vi khuẩn sống sót được mô hình bởi công thức đạo hàm 
[image: image277.wmf](
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· Nguyên hàm của 
[image: image278.wmf](
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 là hàm 
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 biểu thị số lượng vi khuẩn sống sót trong ngày thứ t. Ta có
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· Vì số lượng vi khuẩn ban đầu là 10.000 con/ml nước nên có 
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· Vậy hàm số biểu thị số lượng vi khuẩn sống sót tại ngày thứ t là
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· Số vi khuẩn sau 5 ngày sẽ là 
[image: image283.wmf](

)

=

52500/1

Bconml

.

· Như vậy số lượng vi khuẩn đã vượt qua 2000 con/ml nước.

Bài toán 6: Người ta thay nước mới cho 1 bể bơi có dạng hình hộp chữ nhật có độ sâu là 
[image: image284.wmf]hcm
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. Giả sử h(t) là chiều cao (tính bằng cm) của mực nước bơm được tại thời điểm t giây, biết rằng tốc độ tăng của chiều cao mực nước tại giây thứ t là 
[image: image285.wmf](
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 và lúc đầu hồ bơi không có nước. Hỏi sau bao lâu thì nước bơm được 
[image: image286.wmf]3

4

 độ sâu của hồ bơi?

( Phân tích bài toán

· Tốc độ tăng của chiều cao mực nước tại giây thứ t là 
[image: image287.wmf](
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. Suy ra nguyên hàm của h’(t) chính là chiều cao của mực nước đã bơm được tại thời điểm t. Ta sẽ tính công thức nguyên hàm h(t).
· Kết hợp với điều kiện lúc ban đầu hồ không chứa nước, tức là độ cao của mực nước trong hồ tại thời điểm t = 0 là h(0) = 0. Ta suy ra mô hình hàm số h(t) biểu thị cho chiều cao của mực nước bơm được tại thời điểm t.
· Từ đây ta có thể xác định được thời gian để bơm được lượng nước bằng 
[image: image288.wmf]3

4

 độ sâu của hồ bơi.
Hướng dẫn giải
· Ta biết rằng chiều cao h(t) của mực nước bơm được chính là nguyên hàm của tốc độ tăng h’(t) của chiều cao mực nước. 
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· Lúc ban đầu (tại 
[image: image290.wmf]t
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) hồ bơi không chứa nước, nghĩa là


[image: image291.wmf](

)

(

)

htCC

=Û++=Û=-

7

4

3

3

33

0030

20002000

.

· Suy ra mực nước bơm được tại thời điểm t giây là 
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· Theo giả thiết, lượng nước bơm được bằng 
[image: image293.wmf]3
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 độ sâu của hồ bơi nên ta có
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· Vậy sau khoảng thời gian 2 giờ 34 giây thì bơm được 
[image: image295.wmf]3

4

 độ sâu của hồ bơi.

Bài toán 7: Trong một đợt xả lũ, nhà máy thủy điện Hố Hô đã xả lũ trong 40 phút với tốc độ lưu lượng nước tại thời điểm t giây là 
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. Hỏi sau thời gian xả lũ trên thì hồ chứa nước của nhà máy đã thoát đi một lượng nước là bao nhiêu ?

( Phân tích bài toán

· Trong 40 phút, nhà máy thủy điện xả lũ với tốc độ 
[image: image297.wmf](
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. Nguyên hàm của 
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 chính là hàm số 
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 biểu thị cho lượng nước đã xả tại thời điểm t.
· Lượng nước xả được trong thời gian 40 phút (ứng với 2400 giây) bằng tích phân

· 
[image: image300.wmf](

)

¢

ò

2400

0

vtdt


· Như vậy, bằng phép tính này ta đã xác định được lượng nước đã thoát ra.
Hướng dẫn giải
· Lượng nước lũ đã xả trong khoảng thời gian 40 phút (2400 giây) sẽ bằng
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· Vậy trong khoảng thời gian 40 phút, nhà máy đã xả một lượng nước là 30 triệu khối, tức là hồ chứa nước đã thoát đi 30 triệu khối nước.

Bài toán 8: Trọng lượng của một bào thai người nặng khoảng 0,04 ounce 

(1ounce = 28,3495 gram) sau 8 tuần tuổi. Trong suốt 35 tuần tiếp theo, trọng lượng của bào thai này được dự đoán tăng với tốc độ: 
[image: image302.wmf](
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 với B(t) là cân nặng tính bằng ounce và t là thời gian tính bằng tuần. Hãy tính trọng lượng của bào thai sau 25 tuần tuổi.

( Phân tích bài toán

· Tốc độ tăng của trọng lượng bào thai được mô hình bởi hàm số 
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. Nguyên hàm của 
[image: image304.wmf](

)

Bt

¢

 chính là hàm số 
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 biểu thị cho cân nặng của bào thai tại thời điểm t (tính bằng tuần).
· Kết hợp với điều kiện trọng lượng ban đầu của bào thai 
[image: image306.wmf](
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, ta sẽ tìm ra hàm số B(t). Từ đây ta có thể dự đoán được trọng lượng của bào thai trong thời gian sắp tới.
Hướng dẫn giải
· Theo giả thiết thì trọng lượng của bào thai này được dự đoán tăng với tốc độ là hàm số 
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 nên B(t) chính là nguyên hàm của B’(t).
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· Đặt 
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· Sau 8 tuần tuổi thì bào thai cân nặng khoảng 0,04 ounce nên
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· Do đó ta có hàm số cân nặng của bào thai là 
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· Cân nặng của bào thai sau 25 tuần tuổi là: 
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Bài toán 1:  Một mảnh vườn hình thang cong OACB vuông tại O và B, có dạng như hình vẽ, trong đó độ dài các cạnh OA = 15m, OB = 20m, BC = 25m, và đường cong AC được mô tả bởi một hàm số mũ có dạng 
[image: image315.wmf](
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 trong đó N và m là các hằng số. Hỏi mảnh vườn này có diện tích bao nhiêu?

( Phân tích bài toán

· Điều đầu tiên dễ nhận thấy là chúng ta không thể dùng công thức diện tích hình thang thông thường để tính diện tích cho hình thang cong OACB. Để tính được diện tích này ta cần dùng ý nghĩa hình học của tích phân.
· Ta chọn hệ trục tọa độ Oxy như hình vẽ, khi đó hình thang cong OACB được đơn giản hóa trong mặt phẳng tọa độ Oxy. 
· Bước tiếp theo ta cần tìm hàm số mũ 
[image: image316.wmf](
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 biểu thị cho đường cong AC, để ý rằng đường cong AC đi qua điểm A(0;15) và C(20; 25).
· Diện tích của hình thang cong được tính theo công thức 
· 
[image: image317.wmf](
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Hướng dẫn giải
· Không mất tính tổng quát, chọn hệ trục tọa độ Oxy như hình vẽ sao cho các đoạn OA, OB lần lượt nằm trên các trục Oy, Ox.

· Để tính được diện tích mảnh vườn, ta cần tìm hàm số 
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· Theo hình vẽ ta có
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· Áp dụng công thức tính diện tích hình phẳng ta có diện tích mảnh vườn là
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( Bình luận: Qua bài toán này ta cần lưu ý:

Một là, để tính diện tích của các hình phẳng phức tạp (không phải là tam giác, tứ giác, hình tròn,...) ta cần dùng đến tích phân để tính diện tích.

Hai là, đối với mỗi hình phẳng ta cần chọn hệ trục tọa độ Oxy sao cho hình phẳng đó được đơn giản hóa mà không mất tính tổng quát, kết quả diện tích không sai lệch.

Bài toán 2: Vòm cửa lớn của trường Đại Học Sư Phạm Tp.Hồ Chí Minh có dạng hình Parabol. Người ta dự định lắp cửa kính cho vòm cửa này. Hãy tính diện tích mặt kính cần lắp vào biết rằng vòm cửa cao 8 m và rộng 8 m. 

Hướng dẫn giải


[image: image322.png]




( Phân tích bài toán

· Hình phẳng cần tính diện tích được giới hạn bởi 1 đường thẳng BC và 1 đường cong Parabol, cho nên ta không thể dùng các công thức tính diện tích của những hình đơn giản quen thuộc như: hình chữ nhật, hình tròn, tam giác,... Ta cần dùng tích phân để tính diện tích hình phẳng này.
· Như vậy, việc đầu tiên ta cần đưa đường cong Parabol của cánh cửa vào hệ trục Oxy và mô hình nó thành hàm số bậc hai 
[image: image323.wmf]yaxbxc.
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· Dựa vào độ cao 8m và chiều rộng 8m của cánh cửa ta dễ dàng xác định các hệ số a, b, c trong biểu thức hàm số.
· Ứng dụng ý nghĩa hình học của tích phân ta có công thức tính diện tích của cánh cửa là
· 
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· Lưu ý rằng cánh cửa rộng 8m và ta cho đường cong Parabol đối xứng qua trục tung Oy nên dễ suy ra các cận 
[image: image325.wmf]4
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 và 
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Hướng dẫn giải
· Không mất tổng quát, ta xét dạng hình parabol vòm cửa lớn như hình vẽ sau

· Đồng thời xét 
[image: image327.wmf](
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· Ta có: 
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· Do đó: 
[image: image329.wmf](
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Bài toán 3: Trong nghiên cứu khoa học, người ta sử dụng thể tích của một quả trứng để xác định kích thước của nó là một cách dự báo khá tốt về các thành phần cấu tạo của trứng và đặc điểm của con non sau khi nở ra. Một quả trứng ngỗng được mô hình bởi quay đồ thị hàm số 
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 quanh trục Ox. Sử dụng mô hình này để tính thể tích quả trứng ( x, y được đo theo đơn vị cm )

( Phân tích bài toán

· Quả trứng ngỗng trong đề bài được mô hình bởi quay đồ thị hàm số 
[image: image332.wmf]yx
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 quanh trục Ox.
· Gọi (H) là hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm 
[image: image334.wmf]yx
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· Thể tích của quả trứng bằng thể tích của khối tròn xoay sinh bởi hình phẳng quay quanh trục Ox.
· 
[image: image336.wmf]Vydx
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Hướng dẫn giải
· Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, gọi hình phẳng (H) giới hạn bởi các đường: đồ thị hàm số 
[image: image337.wmf]yxx
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 và trục Ox.

· Thể tích của quả trứng bằng thể tích khối tròn xoay sinh bởi hình phẳng (H) xoay quanh trục Ox:
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Bài toán 4: Một thùng rượu có bán kính ở trên là 30 cm và ở giữa là 40 cm. Chiều cao thùng rượu là 1m. Hỏi thùng rượu đó chứa được tối đa bao nhiêu lít rượu (kết quả lấy 2 chữ số thập phân) ? Cho rằng cạnh bên hông của thùng rượu là hình parabol.
A. 321,05 lít.



B. 540 lít.



C. 201,32 lít.



D. 425,16 lít.

( Phân tích bài toán

· Thùng rượu có dạng là một khối tròn xoay có đường sinh là một đường cong có dạng Parabol 
[image: image340.wmf](
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. Vì vậy để tính thể tích thùng rượu ta cần áp dụng tích phân để tính thể tích khối tròn xoay. Chú ý rằng khi mô hình đường cong Parabol ta để chiều cao của thùng rượu trải theo chiều của trục hoành.
· Bước đầu ta cần xây dựng hàm số 
[image: image341.wmf](
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 với điều kiện đi qua các đỉnh N(-50; 30), A(0;40), M(50;30) như hình vẽ.
· Dựa vào chiều cao 1m của thùng rượu ta tìm được các cận của tích phân. Khi đó lập được công thức tính được thể tích thùng rượu.
Hướng dẫn giải
· Ta sẽ để thùng rượu nằm ngang để thuận lợi cho việc tính toán.
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· Ta cần tìm phương trình parabola
[image: image343.wmf](
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 đi qua đỉnh M, N, A 
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· Tới đây ta áp dụng công thức tính thể tích V khi quay hình phẳng giới hạn bởi (parabol), 
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· Vậy thùng rượu chứa được tối đa 425,16 lít.


Bài toán 1: Sau t giờ làm việc một người công nhân có thể sản xuất với tốc độ là 
[image: image349.wmf](
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 đơn vị sản phẩm trong 1 giờ. Giả sử người đó bắt đầu làm việc từ lúc 8 giờ sáng. Hỏi người đó sẽ sản xuất được bao nhiêu đơn vị sản phẩm giữa 9 giờ sáng và 11 giờ trưa ?

( Phân tích bài toán

· Đề bài cho hàm 
[image: image350.wmf](
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 mô tả tốc độ sản xuất sản phẩm của một người công nhân. Suy ra nguyên hàm của 
[image: image351.wmf](
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 là hàm số 
[image: image352.wmf](
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 mô tả số lượng sản phẩm làm ra của người công nhân đó trong t giờ.
· Lúc 8 giờ người công nhân đó bắt đầu làm việc (ta xem như t = 0). Như vậy thời gian từ 9 giờ sáng đến 11 giờ ứng với t từ 1 đến 4.
· Số đơn vị sản phẩm người công nhân đó làm được từ 9 giờ đến 11 giờ là:
· 
[image: image353.wmf](
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Hướng dẫn giải
· Gọi 
[image: image354.wmf](
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 là số đơn vị sản phẩm mà công nhân sản xuất được sau t giờ tính từ lúc 8 giờ sáng. Ta có 
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· Số đơn vị sản phẩm người đó sản xuất được từ 9 giờ sáng 
[image: image356.wmf](
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 đến 11 giờ trưa 
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 đơn vị sản phẩm.

Bài toán 2: Qua điều tra các nhà phân tích kinh tế đã nhận định rằng tốc độ tăng trưởng kinh tế (GDP) của một quốc gia sau t năm tính từ đầu năm 2004 là 
[image: image359.wmf]1
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 tỷ USD/năm. Biết rằng GDP của quốc gia đó vào đầu năm 2004 là 100 tỷ USD. Hãy dự đoán GDP của quốc gia đó vào đầu năm 2015.

( Phân tích bài toán

· Tốc độ tăng trưởng kinh tế (GDP) của quốc gia đó sau t năm tính từ năm 2004 được mô tả bởi hàm số 
[image: image360.wmf](

)

1

305

2

qtt

=++

. Suy ra nguyên hàm của 
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 là hàm số 
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 biểu thị GDP của quốc gia đó sau t năm. Ta có
· 
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· Năm 2004 xem như t = 0, năm 2015 ứng với t = 11. Giá trị tăng thêm GDP của quốc gia đó từ năm 2004 đến 2015 được tính theo công thức
· 
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· Vậy tổng giá trị GDP của quốc gia đó tính đến năm 2015 bằng giá trị GDP năm 2004 cộng thêm GDP từ năm 2004 đến đầu năm 2015, tính theo công thức
· 
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Hướng dẫn giải
· Nguyên hàm của 
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 là hàm số 
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 mô tả GDP của quốc gia sau t năm (được tính từ năm 2004).
· GDP tăng thêm tính từ năm 2004 (t = 0) đến đầu năm 2015 (t = 11) là
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 tỷ USD.

· Như vậy, tổng giá trị GDP tính đến đầu năm 2015 bằng 

[image: image369.wmf]347,6100447,6
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 tỷ USD.

( Bình luận: Qua bài toán này ta cần lưu ý:

Một là, ta cần hiểu đúng ý nghĩa của hàm 
[image: image370.wmf](
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, đó là sản lượng GDP của quốc gia làm ra tính đến năm thứ t, chứ không phải là sản lượng GDP làm được trong năm thứ t, hai điều đó hoàn toàn khác nhau.

Hai là, nếu hiểu được 
[image: image371.wmf](
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 là sản lượng GDP của quốc gia tính đến năm thứ t thì giá trị GDP tính đến đầu năm 2015 sẽ bằng GDP tính đến năm 2004 cộng với lượng GDP tăng thêm từ năm 2004 đến đầu năm 2015.

Tìm hiểu về chi phí cận biên và doanh thu cận biên trong sản xuất kinh tế

· Để sản xuất x sản phẩm A, ta cần chi phí là m đồng. Nếu ta tăng sản lượng sản xuất lên 1 đơn vị thành x + 1 sản phẩm thì cần chi phí tương ứng là n đồng. Khi đó, mức tăng chi phí n - m được gọi là chi phí cận biên khi sản xuất x + 1 sản phẩm (tăng từ x lên x + 1 sản phẩm). Ta xem ví dụ minh họa bằng bảng sau:

	Số lượng sản phẩm sản xuất
	Tổng chi phí

(đồng)
	Chi phí cận biên(đồng)

	0
	0
	

	1
	15
	15

	2
	26
	11

	3
	34
	8

	4
	41
	7

	5
	49
	8

	6
	59
	10

	7
	47
	12

	8
	61
	14

	9
	77
	16

	10
	95
	18


· Theo bảng trên, khi sản xuất tăng từ 0 đến 1 sản phẩm thì chi phí tăng thêm 15 đồng, suy ra chi phí cận biên của 1 sản phẩm được sản xuất là 15 đồng. Tương tự, khi sản xuất tăng từ 1 đến 2 sản phẩm thì chi phí tăng thêm 11 đồng, đó chính là chi phí cận biên khi sản xuất 2 sản phẩm,...

· Nếu gọi 
[image: image372.wmf](
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 là chi phí cận biên khi sản xuất x sản phẩm thì nguyên hàm của 
[image: image373.wmf](
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 chính là tổng chi phí để sản xuất x sản phẩm.

· Số liệu bảng trên là một ví dụ trong thực tế, khi sản xuất tăng từ 1 đến 4 sản phẩm thì chi phí cận biên sẽ giảm nhưng khi số lượng sản phẩm làm ra tăng từ 5 trở lên thì chi phí cận biên bắt đầu tăng trở lại. Một trong những lí do dẫn đến hiện tượng này là khi số lượng sản phẩm tăng từ 1 đến 4 thì công ty sử dụng công nghệ đơn giản nên tiết kiệm được chi phí, nhưng khi số lượng sản phẩm sản xuất tăng cao thì chi phí quản lí sẽ tăng cao.

· Ngoài ra, khi tính toán số lượng sản phẩm cần sản xuất, công ty còn phải dự báo được số lượng sản phẩm bán ra được và doanh thu có tăng thêm nhiều hay ít khi tăng số lượng sản phẩm sản xuất. 

· Doanh thu cận biên là mức doanh thu tăng thêm khi tăng lượng bán thêm 1 sản phẩm, ta có ví dụ qua bảng sau:

	Số lượng sản phẩm bán được
	Đơn giá
	Tổng doanh thu
	Doanh thu cận biên



	0
	-
	0
	

	1
	21
	21
	21

	2
	20
	40
	19

	3
	19
	57
	17

	4
	18
	72
	15

	5
	17
	85
	13

	6
	16
	96
	11

	7
	15
	105
	9

	8
	14
	112
	7

	9
	13
	117
	5

	10
	12
	120
	3


· Theo bảng trên, khi tăng số lượng bán từ 1 đến 2 sản phẩm, thì doanh thu tăng từ 21 đồng đến 40 đồng, như vậy mức tăng thêm 40 - 21 = 19 đồng gọi là doanh thu cận biên khi bán được 2 sản phẩm, tương tự doanh thu cận biên khi bán được 4 sản phẩm là 15 đồng.

· Gọi 
[image: image374.wmf](
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 là hàm doanh thu cận biên khi bán được x sản phẩm, khi đó nguyên hàm của 
[image: image375.wmf](
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 chính là tổng doanh thu khi bán được x sản phẩm.

· Trong thực tế không phải sản xuất càng nhiều sản phẩm thì doanh thu cận biên và tổng doanh thu sẽ càng cao, mà nó phụ thuộc vào nhu cầu có khả năng thanh toán của người tiêu dùng. Mặt khác, nhu cầu có khả năng thanh toán của người tiêu dùng lại tùy thuộc vào giá sản phẩm, nếu giá sản phẩm thấp thì người tiêu dùng sẽ mua nhiều, còn giá sản phẩm tăng cao thì người tiêu dùng sẽ mua ít lại. Vì vậy, một doanh nghiệp thường hạ giá bán khi số lượng sản phẩm bán ra tăng lên, điều này dẫn đến mối quan hệ giữa chi phí cận biên và doanh thu cận biên, đồng thời ảnh hưởng đến số lượng sản phẩm cần sản xuất.

· Để hiểu rõ hơn điều mới nói, chúng ta quan sát cả 2 bảng trên, khi số sản phẩm tăng lên 2 thì chi phí tăng thêm 11 đồng, doanh thu tăng thêm 19 đồng, vậy công ty có lời thêm 19 - 11 = 8 đồng, điều này khuyến khích công ty sản xuất 2 sản phẩm. Khi tăng số lượng sản phẩm từ 5 đến 6 thì chi phí tăng thêm 10 đồng, doanh thu tăng thêm 11 đồng, khi đó công ty chỉ lời thêm 11 - 10 = 1 đồng, thấp hơn nhiều so với mức tăng từ 1 lên 2 sản phẩm. Và khi tăng số lượng sản phẩm từ 7 lên 8 sản phẩm thì chi phí tăng thêm 14 đồng, nhưng doanh thu chỉ tăng thêm 7 đồng, vậy doanh thu đã giảm đi 7 - 14 = -7 đồng. Như vậy , công ty sẽ tính toán số lượng sản phẩm sản xuất sao cho doanh thu cận biên lớn hơn chi phí cận biên, thậm chí mức chênh lệch giữa doanh thu cận biên và chi phí cận biên đủ lớn để công ty “có động lực” sản xuất nhiều sản phẩm. 

Bài toán 3: Một công ty sản xuất sản phẩm A, giả sử chi phí cận biên khi x sản phẩm được sản xuất là 
[image: image376.wmf](
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 USD/ sản phẩm. Hỏi tổng chi phí sản xuất sẽ tăng lên bao nhiêu nếu sản phẩm sản xuất ra tăng từ 3 sản phẩm đến 7 sản phẩm ?

( Phân tích bài toán

· Chi phí cận biên khi x sản phẩm được sản xuất là 
[image: image377.wmf](
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 USD/ sản phẩm. Nguyên hàm của 
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 là hàm S(x) mô tả tổng chi phí khi sản xuất x sản phẩm, ta có

· 
[image: image379.wmf](
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· Vậy khi tăng sản lượng sản xuất từ 3 đến 7 sản phẩm thì cần thêm chi phí 

· 
[image: image380.wmf](
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Hướng dẫn giải
· Gọi S(x) là hàm tổng chi phí khi sản xuất x sản phẩm, ta có S’(x) = q(x).
· Chi phí tăng thêm khi tăng sản lượng sản xuất từ 3 sản phẩm đến 7 sản phẩm là
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( Bình luận: Qua bài toán này ta cần lưu ý:

Một là, để giải được bài toán này ta cần hiểu rõ khái niệm chi phí cận biên là mức chi phí thay đổi trong tổng chi phí khi sản xuất tăng thêm 1 đơn vị sản phẩm.

Hai là, nguyên hàm của hàm chi phí cận biên 
[image: image382.wmf](
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 chính là hàm tổng chi phí S(x)  khi sản xuất x đơn vị sản phẩm.

Bài toán 4: Một công ty có doanh thu cận biên ở mỗi mức sản lượng x được xác định dưới dạng hàm số 
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, với x là số lượng sản phẩm được bán ra. Hỏi tổng doanh thu của công ty khi bán ra 100 sản phẩm là bao nhiêu ?

( Phân tích bài toán

· Hàm số 
[image: image384.wmf](
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 là doanh thu cận biên khi bán được x sản phẩm. Ta có nguyên hàm của 
[image: image385.wmf](
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 là hàm tổng doanh thu 
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 khi bán được x sản phẩm. Lập công thức tính 
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· 
[image: image388.wmf](
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· Dùng điều kiện ban đầu, tổng doanh thu bằng 0 khi chưa bán được sản phẩm ta suy ra hàm 
[image: image389.wmf](
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· Khi đó dễ dàng tính được 
[image: image390.wmf](

)

100

F

.

Hướng dẫn giải
· Hàm tổng doanh thu 
[image: image391.wmf](
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 là nguyên hàm của 
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 nên ta có
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· Hiển nhiên rằng tổng doanh thu sẽ bằng 0 khi số lượng sản phẩm bán ra là bằng 0 
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· Vậy khi 100 sản phẩm được bán ra thì doanh thu sẽ là


[image: image395.wmf](

)

=+=

10024ln1110,76

Fx

 đơn vị tiền tệ.

Hàm doanh thu cận biên 
[image: image396.wmf](
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Bài toán 5: Một doanh nghiệp sản xuất mặt hàng với chi phí cận biên được mô tả bởi hàm số 
[image: image397.wmf](
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, với x là số sản phẩm sản xuất. Giả sử rằng doanh nghiệp bán được hết số lượng sản phẩm sản xuất được. Biết rằng doanh thu cận biên được mô tả bởi hàm số 
[image: image398.wmf](
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, với x là số lượng sản phẩm được bán ra. Giả sử rằng tổng chi phí khi chưa sản xuất sản phẩm nào là 0 đồng và tổng doanh thu khi chưa bán được sản phẩm nào là 0 đồng.

a) Hỏi khi sản xuất 8 sản phẩm và bán hết thì doanh nghiệp thu được lợi nhuận là bao nhiêu ?

b) Lập bảng tính chi phí cận biên và doanh thu cận biên khi sản xuất và bán được số lượng từ 10 đến 18 sản phẩm. Hỏi doanh nghiệp có nên tăng sản lượng lên 15 sản phẩm hay không ?

( Phân tích bài toán

· Số tiền lợi nhuận khi sản xuất và bán hết x sản phẩm sẽ bằng tổng doanh thu khi bán hết x sản phẩm trừ đi tổng chi phí sản xuất x sản phẩm đó.

· Như vậy ta cần phải xác định 2 hàm số. Hàm tổng chi phí 
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 để sản xuất x sản phẩm và hàm tổng doanh thu 
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 khi bán hết x sản phẩm.

· Hàm 
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 là nguyên hàm của 
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, kết hợp với điều kiện ban đầu 
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, ta suy ra biểu thức 
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· Hàm 
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 là nguyên hàm của 
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, kết hợp với điều kiện ban đầu 
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, ta suy ra biểu thức 
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Hướng dẫn giải
· Nguyên hàm của 
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 là hàm số 
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 tổng chi phí khi sản xuất x sản phẩm 
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· Vì 
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· Nguyên hàm của hàm doanh thu cận biên 
[image: image416.wmf](
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 là hàm tổng doanh thu 
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· Kết hợp điều kiện ban đầu 
[image: image419.wmf](
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· Lợi nhuận khi sản xuất và bán hết 8 sản phẩm là
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b) Giả sử rằng số sản phẩm bán được bằng số sản phẩm sản xuất, ta có bảng sau

	Số lượng sản phẩm
	Chi phí cận biên
	Doanh thu cận biên
	Lợi nhuận tăng thêm

	10
	3,3
	5,64
	2,34

	11
	3,8
	5,51
	1,71

	12
	4,5
	5,41
	0,91

	13
	5,4
	5,33
	-0,07

	14
	6,5
	5,26
	-1,24

	15
	7,8
	5,21
	-2,59

	16
	9,3
	5,17
	-4,13

	17
	11
	5,13
	-5,87

	18
	12,9
	5,11
	-7,79


· Quan sát bảng số liệu trên, khi số lượng sản phẩm sản xuất và bán ra tăng đến 13 sản phẩm thì mức tăng lợi nhuận bị âm. Như vậy, doanh nghiệp chỉ nên sản xuất tối đa 12 sản phẩm, không nên sản xuất đến 15 sản phẩm.

Bài toán 6: Tại 1 công ty, giá bán P của một đơn vị sản phẩm của một mặt hàng phụ thuộc vào số lượng sản phẩm x được bán. Ước tính rằng nếu sản phẩm được bán ra với tốc độ thay đổi của giá mỗi sản phẩm được tính theo công thức:


[image: image423.wmf]-

+

2

214

24

x

x

(USD/sản phẩm)

Hãy xác định giá khi 10 sản phẩm bán ra, biết nếu rằng một sản phẩm bán ra giá bán sẽ là 5600 (USD).

Hướng dẫn giải:

· Gọi x là số sản phẩm bán ra và 
[image: image424.wmf](
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 là giá bán của mỗi sản phẩm

· Theo đề ta có
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· Suy ra 
[image: image426.wmf](

)

(

)

-

¢

===-

++

òòò

22

214

214

2424

xx

PxPxdxdxdx

xx

.

· Đặt 
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· Suy ra 
[image: image428.wmf](

)

=-=-+=-++

ò

2

1

21421421424

2

PxdttCxC

t

.

· Nếu chỉ có 1 sản phẩm được bán ra thì giá là
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· Vậy 
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· Giá bán mỗi sản phẩm khi 10 sản phẩm được bán ra là 


[image: image432.wmf](

)

=-++=

2

10214241066704287

P

 USD.

Trang 1/17

http://vnteach.com – Tài liệu dành cho giáo viên Việt Nam
PHẦN A: TÓM TẮT LÝ THUYẾT








PHẦN B: CÁC BÀI TOÁN ỨNG DỤNG THỰC TẾ








DẠNG 1: BÀI TOÁN VỀ CHUYỂN ĐỘNG


 








DẠNG 2: BÀI TOÁN VỀ CÔNG CỦA LỰC TÁC DỤNG VÀO VẬT


 








DẠNG 3: BÀI TOÁN VỀ TĂNG TRƯỞNG, PHÁT TRIỂN


 








DẠNG 4: BÀI TOÁN VỀ TÍNH DIỆN TÍCH, THỂ TÍCH


 








DẠNG 4: BÀI TOÁN VỀ KINH TẾ


 











Trang 1/17

http://vnteach.com – Tài liệu dành cho giáo viên Việt Nam
Trang 1/17

http://vnteach.com – Tài liệu dành cho giáo viên Việt Nam

_1540014944.unknown

_1540211407.unknown

_1540556284.unknown

_1541420206.unknown

_1541421722.unknown

_1541423897.unknown

_1541833309.unknown

_1541848159.unknown

_1541848168.unknown

_1541833404.unknown

_1541833225.unknown

_1541833227.unknown

_1541833228.unknown

_1541833229.unknown

_1541833226.unknown

_1541423944.unknown

_1541424038.unknown

_1541833224.unknown

_1541424184.unknown

_1541423986.unknown

_1541423934.unknown

_1541423344.unknown

_1541423622.unknown

_1541423747.unknown

_1541423444.unknown

_1541422407.unknown

_1541422961.unknown

_1541423002.unknown

_1541423265.unknown

_1541422994.unknown

_1541422947.unknown

_1541421909.unknown

_1541420386.unknown

_1541421598.unknown

_1541421684.unknown

_1541421717.unknown

_1541421676.unknown

_1541421535.unknown

_1541421583.unknown

_1541420398.unknown

_1541420607.unknown

_1541420714.unknown

_1541420392.unknown

_1541420350.unknown

_1541420366.unknown

_1541420374.unknown

_1541420358.unknown

_1541420316.unknown

_1541420343.unknown

_1541420321.unknown

_1541420310.unknown

_1540556454.unknown

_1540558080.unknown

_1540558418.unknown

_1540964057.unknown

_1540964108.unknown

_1540964123.unknown

_1540558553.unknown

_1540558588.unknown

_1540558802.unknown

_1540558518.unknown

_1540558169.unknown

_1540558227.unknown

_1540558117.unknown

_1540557856.unknown

_1540557974.unknown

_1540556498.unknown

_1540556376.unknown

_1540556415.unknown

_1540556431.unknown

_1540556400.unknown

_1540556322.unknown

_1540556371.unknown

_1540556299.unknown

_1540412061.unknown

_1540537540.unknown

_1540538620.unknown

_1540556189.unknown

_1540556234.unknown

_1540556247.unknown

_1540556208.unknown

_1540540034.unknown

_1540540381.unknown

_1540540436.unknown

_1540556165.unknown

_1540540638.unknown

_1540540400.unknown

_1540540094.unknown

_1540539540.unknown

_1540539576.unknown

_1540539527.unknown

_1540537597.unknown

_1540537633.unknown

_1540538609.unknown

_1540537620.unknown

_1540537573.unknown

_1540537591.unknown

_1540537561.unknown

_1540456639.unknown

_1540532061.unknown

_1540537505.unknown

_1540537528.unknown

_1540532543.unknown

_1540537444.unknown

_1540532769.unknown

_1540532536.unknown

_1540456713.unknown

_1540531879.unknown

_1540456694.unknown

_1540454181.unknown

_1540456543.unknown

_1540456603.unknown

_1540456626.unknown

_1540456590.unknown

_1540456357.unknown

_1540456387.unknown

_1540456433.unknown

_1540456304.unknown

_1540444182.unknown

_1540446401.unknown

_1540454154.unknown

_1540447449.unknown

_1540444273.unknown

_1540446389.unknown

_1540444323.unknown

_1540444262.unknown

_1540443855.unknown

_1540443859.unknown

_1540444153.unknown

_1540443862.unknown

_1540443858.unknown

_1540443854.unknown

_1540274182.unknown

_1540318657.unknown

_1540319448.unknown

_1540319580.unknown

_1540412033.unknown

_1540319490.unknown

_1540318659.unknown

_1540318661.unknown

_1540318663.unknown

_1540318660.unknown

_1540318658.unknown

_1540275120.unknown

_1540276304.unknown

_1540276430.unknown

_1540318656.unknown

_1540276967.unknown

_1540276350.unknown

_1540275707.unknown

_1540276290.unknown

_1540275199.unknown

_1540274316.unknown

_1540274663.unknown

_1540274305.unknown

_1540242653.unknown

_1540271046.unknown

_1540271446.unknown

_1540272181.unknown

_1540271065.unknown

_1540270779.unknown

_1540270962.unknown

_1540242668.unknown

_1540242234.unknown

_1540242507.unknown

_1540242546.unknown

_1540242452.unknown

_1540242165.unknown

_1540242220.unknown

_1540242038.unknown

_1540151364.unknown

_1540155429.unknown

_1540209668.unknown

_1540211130.unknown

_1540211271.unknown

_1540211336.unknown

_1540211258.unknown

_1540210594.unknown

_1540211121.unknown

_1540210511.unknown

_1540209697.unknown

_1540191021.unknown

_1540194113.unknown

_1540209598.unknown

_1540191185.unknown

_1540155431.unknown

_1540189629.unknown

_1540155430.unknown

_1540151898.unknown

_1540155196.unknown

_1540155234.unknown

_1540155304.unknown

_1540155428.unknown

_1540155221.unknown

_1540155213.unknown

_1540152022.unknown

_1540155169.unknown

_1540151950.unknown

_1540151788.unknown

_1540151819.unknown

_1540151875.unknown

_1540151798.unknown

_1540151457.unknown

_1540151744.unknown

_1540151429.unknown

_1540146357.unknown

_1540150782.unknown

_1540151105.unknown

_1540151249.unknown

_1540151276.unknown

_1540151136.unknown

_1540151029.unknown

_1540151078.unknown

_1540150804.unknown

_1540150486.unknown

_1540150534.unknown

_1540150559.unknown

_1540150524.unknown

_1540150346.unknown

_1540150462.unknown

_1540150330.unknown

_1540016504.unknown

_1540017662.unknown

_1540018552.unknown

_1540145329.unknown

_1540146174.unknown

_1540146272.unknown

_1540145410.unknown

_1540145506.unknown

_1540018653.unknown

_1540019061.unknown

_1540145106.unknown

_1540018662.unknown

_1540018607.unknown

_1540018161.unknown

_1540018476.unknown

_1540018484.unknown

_1540018455.unknown

_1540017988.unknown

_1540018138.unknown

_1540018152.unknown

_1540018133.unknown

_1540017669.unknown

_1540017492.unknown

_1540017583.unknown

_1540017601.unknown

_1540017499.unknown

_1540017345.unknown

_1540017454.unknown

_1540016669.unknown

_1540016078.unknown

_1540016292.unknown

_1540016363.unknown

_1540016491.unknown

_1540016303.unknown

_1540016163.unknown

_1540016172.unknown

_1540016116.unknown

_1540015639.unknown

_1540015797.unknown

_1540015842.unknown

_1540015999.unknown

_1540015782.unknown

_1540015591.unknown

_1540015631.unknown

_1540015539.unknown

_1539686471.unknown

_1539942901.unknown

_1540014414.unknown

_1540014684.unknown

_1540014739.unknown

_1540014930.unknown

_1540014914.unknown

_1540014721.unknown

_1540014497.unknown

_1540014632.unknown

_1540014483.unknown

_1540014254.unknown

_1540014374.unknown

_1540014388.unknown

_1540014354.unknown

_1539942973.unknown

_1539943042.unknown

_1539942956.unknown

_1539717232.unknown

_1539839857.unknown

_1539942188.unknown

_1539942397.unknown

_1539942871.unknown

_1539942221.unknown

_1539840937.unknown

_1539930666.unknown

_1539931136.unknown

_1539932115.unknown

_1539942172.unknown

_1539931221.unknown

_1539930700.unknown

_1539929893.unknown

_1539930545.unknown

_1539929974.unknown

_1539841993.unknown

_1539929775.unknown

_1539842416.unknown

_1539841985.unknown

_1539840476.unknown

_1539840930.unknown

_1539840247.unknown

_1539721185.unknown

_1539837428.unknown

_1539839197.unknown

_1539839797.unknown

_1539837540.unknown

_1539837651.unknown

_1539836909.unknown

_1539836913.unknown

_1539836918.unknown

_1539836919.unknown

_1539836910.unknown

_1539721557.unknown

_1539717996.unknown

_1539718247.unknown

_1539718248.unknown

_1539718249.unknown

_1539718045.unknown

_1539717234.unknown

_1539717235.unknown

_1539717238.unknown

_1539717233.unknown

_1539688165.unknown

_1539717228.unknown

_1539717230.unknown

_1539717231.unknown

_1539717229.unknown

_1539688167.unknown

_1539717226.unknown

_1539717222.unknown

_1539688166.unknown

_1539688161.unknown

_1539688163.unknown

_1539688164.unknown

_1539688162.unknown

_1539688159.unknown

_1539688160.unknown

_1539688158.unknown

_1539684300.unknown

_1539685859.unknown

_1539685913.unknown

_1539686426.unknown

_1539686430.unknown

_1539686284.unknown

_1539685877.unknown

_1539685893.unknown

_1539685870.unknown

_1539685360.unknown

_1539685418.unknown

_1539685434.unknown

_1539685372.unknown

_1539684609.unknown

_1539684615.unknown

_1539684617.unknown

_1539684618.unknown

_1539684616.unknown

_1539684610.unknown

_1539684608.unknown

_1539669344.unknown

_1539684290.unknown

_1539684295.unknown

_1539684297.unknown

_1539684299.unknown

_1539684296.unknown

_1539684293.unknown

_1539684294.unknown

_1539684292.unknown

_1539669353.unknown

_1539684271.unknown

_1539684273.unknown

_1539684289.unknown

_1539684272.unknown

_1539671297.unknown

_1539671899.unknown

_1539671994.unknown

_1539684269.unknown

_1539684270.unknown

_1539672056.unknown

_1539684268.unknown

_1539672066.unknown

_1539672005.unknown

_1539671949.unknown

_1539671978.unknown

_1539671936.unknown

_1539671796.unknown

_1539671880.unknown

_1539671888.unknown

_1539671315.unknown

_1539670726.unknown

_1539671008.unknown

_1539671050.unknown

_1539669355.unknown

_1539669356.unknown

_1539670643.unknown

_1539669354.unknown

_1539669349.unknown

_1539669351.unknown

_1539669352.unknown

_1539669350.unknown

_1539669346.unknown

_1539669347.unknown

_1539669345.unknown

_1539669332.unknown

_1539669337.unknown

_1539669342.unknown

_1539669343.unknown

_1539669338.unknown

_1539669335.unknown

_1539669336.unknown

_1539669334.unknown

_1539669326.unknown

_1539669328.unknown

_1539669331.unknown

_1539669327.unknown

_1539669324.unknown

_1539669325.unknown

_1539669323.unknown

