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Phương tích của một điểm đối với đường tròn và một số ứng dụng     
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PHƯƠNG TÍCH CỦA MỘT ĐIỂM ĐỐI VỚI ĐƯỜNG TRÒN

VÀ MỘT SỐ ỨNG DỤNG
Phần 1: TÓM TẮT
---------------(( (---------------

      Các bài toán hình học phẳng có liên quan đến đường tròn là những bài toán hay và thường xuất hiện trong các đề thi học sinh giỏi hoặc đề thi tuyển sinh Đại học. Một khái niệm rất quan trọng và có nhiều ứng dụng liên quan đến đường tròn đó là phương tích của một điểm đối với đường tròn. Đây là một khái niệm không khó nắm bắt, nhưng những ứng dụng của nó trong việc giải quyết các bài toán hình học phẳng là rất phong phú. Nhiều bài toán phức tạp có thể được giải quyết gọn gàng nhờ sử dụng các tính chất có liên quan đến phương tích. Bài viết nêu lên một số ứng dụng của phương tích trong việc giải một số bài toán hình học phẳng. Nội dung của bài viết này được chia làm 3 phần, đầu tiên là tóm tắt lại lý thuyết cơ bản về phương tích, phần thứ hai là một số bài toán áp dụng, được chia làm bốn loại, đó là các bài toán định lượng, định tính, dựng hình và biểu thức tọa độ. Phần cuối là một số bài tập vận dụng khác.  
Phần 2. NỘI DUNG
A. Tóm tắt lý thuyết

1. Định nghĩa: 
Trong mặt phẳng cho đường tròn (O) bán kính R và một điểm M. Phương tích của điểm M đối với đường tròn (O), ký hiệu là 
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, được xác định như sau:
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Nhận xét: Từ định nghĩa ta có:
· 
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 M nằm trong (O);

· 
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 M nằm trên (O);

· 
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 M nằm ngoài (O).

Định lý 1. Cho đường tròn (O) bán kính R và một điểm M. Một đường thẳng 
[image: image6.wmf]d

 thay đổi đi qua M và cắt (O) tại hai điểm A, B. Khi đó 
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Hệ quả 1. Cho đường tròn (O) bán kính R và một điểm M nằm ngoài (O). Từ M kẻ tiếp tuyến MT đến (O) (M là tiếp điểm). Khi đó 
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	Hệ quả 2. Cho đường tròn (O) bán kính R và một điểm M. 
[image: image9.wmf]12
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 lần lượt là hai đường thẳng bất kỳ qua M và cắt (O) lần lượt ở A, B và C, D. Khi đó 
[image: image10.wmf]MAMBMCMD
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     Ngược lại, cho 
[image: image11.wmf]12
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 lần lượt là hai đường thẳng bất kỳ qua M. A, B là hai điểm trên 
[image: image12.wmf]1
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 và C, D là hai điểm trên 
[image: image13.wmf]2
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 Khi đó, nếu 
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 thì bốn điểm A, B, C, D cùng nằm trên một đường tròn.
	
[image: image15.emf] 

D  

B  

O  

A  

M  

C  




2. Trục đẳng phương của hai đường tròn 
     Cho hai đường tròn 
[image: image16.wmf]1
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 và 
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 không cùng tâm. Lúc đó quỹ tích các điểm có cùng phương tích đối với hai đường tròn trên là một đường thẳng vuông góc với đường nối tâm 
[image: image18.wmf]12
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. Đường thẳng đó được gọi là trục đẳng phương của 
[image: image19.wmf]1
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 và 
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Chú ý: 
	· Nếu hai đường tròn 
[image: image21.wmf]1
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 và 
[image: image22.wmf]2

()

O

 cắt nhau tại hai điểm A, B. Lúc đó A, B đều có cùng phương tích bằng 0 đối với cả hai đường tròn 
[image: image23.wmf]1
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 và 
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. Do đó trục đẳng phương của 
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 và 
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 chính là đường thẳng AB.
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	· Nếu hai đường tròn 
[image: image28.wmf]1
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 và 
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 tiếp xúc với nhau tại điểm T. Lúc đó T có cùng phương tích bằng 0 đối với 
[image: image30.wmf]1

()

O

 và 
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. Do đó trục đẳng phương của 
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 là đường thẳng qua T và vuông góc với 
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 và đó chính là tiếp tuyến chung của 
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 và 
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 tại điểm T.
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3.   Tâm đẳng phương của ba đường tròn
	    Cho ba đường tròn 
[image: image38.wmf]123
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 có các tâm 
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 không cùng thuộc một đường thẳng. Gọi 
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 lần lượt là  các trục đẳng phương của 
[image: image41.wmf]2
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. Khi đó ba đường thẳng 
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 đồng quy tại một điểm K.  K là điểm duy nhất có cùng phương tích đối với cả ba đường tròn 
[image: image48.wmf]123
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 và được gọi là tâm đẳng phương của ba đường tròn này.
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4.    Phương trình đường tròn và biểu thức tọa độ của phương tích
a)    Phương trình đường tròn 

     Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho đường tròn 
[image: image50.wmf](C)

 có tâm 
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 bán kính R. Khi đó điểm 
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 khi và chỉ khi 
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Phương trình (1) có thể được viết lại là: 
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Phương trình (1) hoặc (2) đều được gọi là phương trình của đường tròn 
[image: image57.wmf](C)

 đã cho. 

  Ngược lại, cho phương trình: 
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 Khi đó có ba trường hợp sau xảy ra:

· Nếu 
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 thì không có điểm nào có tọa độ 
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 thỏa phương trình (*).

· Nếu 
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 thì có duy nhất điểm 
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 có tọa độ thỏa (*).

· Nếu 
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 thì (*) là phương trình của đường tròn 
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 có tâm 
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b)   Biểu thức tọa độ của phương tích
       Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho đường tròn 
[image: image67.wmf](C)

 có phương trình 
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và điểm 
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 Khi đó phương tích của M đối với đường tròn 
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 là:
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Từ đó ta có:

· Điểm 
[image: image72.wmf]00
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 nằm trên đường tròn 
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 khi và chỉ khi 
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· Điểm 
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 nằm ngoài đường tròn 
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 khi và chỉ khi 
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· Điểm 
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 nằm trong đường tròn 
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 khi và chỉ khi 
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       Cho hai đường tròn 
[image: image81.wmf]1
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 và 
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 không cùng tâm, có phương trình lần lượt là:
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Khi đó, trục đẳng phương của hai đường tròn 
[image: image85.wmf]1
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 và 
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 là đường thẳng 
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 có phương trình: 
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c)    Vị trí tương đối giữa đường thẳng và đường tròn 
       Trong mặt phẳng cho đường tròn 
[image: image89.wmf](C)

 tâm I, bán kính R và đường thẳng 
[image: image90.wmf]D

. Khi đó:
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 không có điểm chung khi và chỉ khi 
[image: image93.wmf](,).
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· 
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 tiếp xúc với 
[image: image95.wmf]D

 khi và chỉ khi 
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 cắt 
[image: image98.wmf]D

 tại hai điểm phân biệt  khi và chỉ khi 
[image: image99.wmf](,).
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d)    Vị trí tương đối giữa hai đường tròn 
       Trong mặt phẳng cho hai đường tròn 
[image: image100.wmf]1
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 và 
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 không cùng tâm. Gọi 
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 là trục đẳng phương của chúng. Khi đó vị trí tương đối giữa  
[image: image103.wmf]1
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 và 
[image: image104.wmf]2

(C)

 chính là vị trí tương đối giữa một trong hai đường tròn 
[image: image105.wmf]1
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 (hoặc 
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B. Các ví dụ
1.   Một số bài toán định lượng
      Mục này được dành để trình bày một số bài toán mang tính định tính như tính phương tích của một số điểm đặc biệt trong tam giác đối với đường tròn ngoại tiếp tam giác và một số bài toán tính toán khác có sử dụng phương tích của một điểm đối với đường tròn. Một số ví dụ dưới đây có sử dụng một tính chất quen thuộc của tích vô hướng là 
[image: image108.wmf]222
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. Một số kết quả có liên quan đến đường thẳng Euler, đường tròn Euler, tính chất trọng tâm, tâm đường tròn nội tiếp tam giác cũng được sử dụng và không chứng minh lại.
Ví dụ 1 (Phương tích của trọng tâm). Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn 
[image: image109.wmf]()
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. Tính phương tích của trọng tâm G đối với 
[image: image110.wmf]()
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 theo các cạnh 
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Do G là trọng tâm tam giác ABC nên 
[image: image112.wmf](
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. Suy ra:
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Vậy  
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Ví dụ 2 (Phương tích của trực tâm). Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn 
[image: image115.wmf]()
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 bán kính R. Tính phương tích của trực tâm H đối với 
[image: image116.wmf]()
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 theo R và các góc A,B,C.
Giải
Gọi G là trọng tâm tam giác ABC, theo tính chất về đường thẳng Euler ta có 
[image: image117.wmf]3
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. Suy ra:
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Vậy :
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Chú ý: Từ kết quả trên ta suy ra một công thức tính OH là: 
[image: image120.wmf]22
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Ví dụ 3 (Phương tích của tâm đường tròn nội tiếp đối với đường tròn ngoại tiếp). 

Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn 
[image: image121.wmf](
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 Hãy tính phương tích của I đối với đường tròn 
[image: image123.wmf](
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Giải:
Đặt 
[image: image124.wmf],,,

2

abc

ABcBCaCAbp

++

====

. Do I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC nên:
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Suy ra
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(S là diện tích tam giác ABC).
Vậy 
[image: image127.wmf]22
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Chú ý: Lời giải bài toán trên cho ta hệ thức Euler là: 
[image: image128.wmf]22
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Ví dụ 4.  Cho tam giác ABC có 
[image: image129.wmf],,
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. Xét đường tròn 
[image: image130.wmf]()
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 sao cho 
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a) Chứng minh rằng I là trực tâm của tam giác ABC.

b) Gọi 
[image: image132.wmf]R

 và 
[image: image133.wmf]'
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 lần lượt là bán kính của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC và đường tròn 
[image: image134.wmf]()
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.  Chứng minh rằng 
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c) Gọi M là trung điểm BC. Tính 
[image: image136.wmf]/()
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Giải:

a) Theo giải thiết, ta có 
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Ta có:
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Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image139.wmf]2222
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 và do đó 
[image: image140.wmf]CIAB
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. Lập luận tương tự ta cũng có 
[image: image141.wmf]BIAC
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 và 
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. Vậy I là trực tâm của tam giác ABC.
b) Gọi M là trung điểm BC, do I là trực tâm của tam giác ABC nên:
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 Từ đây suy ra:
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c) Ta có 
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      Suy ra:
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Ví dụ 5. Cho đoạn thẳng AB có trung điểm I và đường tròn 
[image: image148.wmf](
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  Chứng minh rằng 
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Giải:
Ta có 
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Ví dụ 6. Cho nửa đường tròn đường kính AB và hai điểm M, N thay đổi trên đó. Gọi I là giao điểm của AM và BN. Ký hiệu 
[image: image155.wmf]1
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 là đường tròn ngoại tiếp các tam giác BMP và ANP.  Chứng minh rằng 
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Giải:

	Ta có:
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Vậy 
[image: image159.wmf]12
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Ví dụ 7. Cho hai đường tròn 
[image: image161.wmf]1
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 và M là một điểm tùy ý. Ký hiệu d là trục đẳng phương của 
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, H là hình chiếu vuông góc của M trên d.  Chứng minh rằng 
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Giải:

	Ta có:
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Tương tự: 
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2

/()/()2

2..

MOHO

HMHMKO

=+-

uuuuruuuur

SS

 
Do đó:
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Ví dụ 8 (USA MO 1998). Cho hai đường tròn 
[image: image172.wmf]1
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 và 
[image: image173.wmf]2
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 có cùng tâm (
[image: image174.wmf]2
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 chứa 
[image: image175.wmf]1
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) và một điểm A trên 
[image: image176.wmf]1
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. Tiếp tuyến tại A của đường tròn 
[image: image177.wmf]1
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 cắt đường tròn 
[image: image178.wmf]2

(C)

 tại hai điểm B, C. Gọi D là trung điểm của AB. Một đường thẳng đi qua B cắt 
[image: image179.wmf]1

(C)

 tại hai điểm E, F. Biết rằng các đường trung trực của DE và CF cắt nhau tại một điểm I trên đường thẳng BC. Tính tỉ số 
[image: image180.wmf].
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	Ta có 
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Mặt khác lại có: 
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 nên

[image: image183.wmf]..
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. Do đó tứ giác DECF nội tiếp một đường tròn (T). Tâm của đường tròn (T) nằm trên các đường trung trực của ED và CF nên I chính là tâm của (T). Mà I thuộc CD nên I là trung điểm CD. Từ đây ta có 
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Ví dụ 9 (IMO Shortlist 2011). Cho 
[image: image187.wmf]1234
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 không phải là tứ giác nội tiếp. Gọi 
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 và 
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 lần lượt là tâm và bán kính của đường tròn ngoại tiếp tam giác 
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 Định nghĩa 
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  và 
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 một các tương tự. Chứng minh rằng
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	Giải

Gọi M là giao điểm của 
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  và 
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Gọi 
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 là giao điểm của 
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  với đường tròn ngoại tiếp tam giác 
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Mặt khác 
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Do đó
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Suy ra 
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 Tương tự ta cũng có:
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Vậy 
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2.    Một số bài toán định tính
      Trong các Ví dụ 1, Ví dụ 2 và Ví dụ 3 dưới đây, ta sẽ sử dụng phương tích để chứng minh số điểm nằm trên đường tròn. Một kết quả thường sử dụng để làm việc này là Hệ quả 2.
Ví dụ 1: Cho tứ giác ABCD 
[image: image209.wmf]()

ABCD
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 nội tiếp (O) . Dựng hai hình thoi AEDF và BMCN có cạnh bằng nhau.  Chứng minh rằng bốn điểm EFMN cùng thuộc một đường tròn.
Giải:

	Gọi R là bán kính của đường tròn (O),  
[image: image210.wmf]IMNBC
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và 
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. Do 
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 nên các điểm M, N, O, E, F không cùng nằm trên đường thẳng.

Ta có: 
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Tương tự, 
[image: image215.wmf]=-
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 Mà 
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=

 nên 
[image: image217.wmf]..
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 suy ra bốn điểm M, N, E, F cùng thuộc một đường tròn.

Ví dụ 2 (IMO Shortlist 1995). Cho tam giác ABC với đường tròn nội tiếp (I) tiếp xúc với ba cạnh BC, CA, AB lần lượt tại D, E, F. X là một điểm nằm trong tam giác ABC sao cho đường tròn nội tiếp tam giác XBC tiếp xúc với XB, XC, BC lần lượt tại Z, Y, D.  Chứng minh rằng tứ giác EFZY nội tiếp.
Giải:
	   Trường hợp tam giác ABC cân tại A thì hiển nhiên.

    Khi tam giác ABC không cân tại A, gọi 
[image: image218.wmf].
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 Áp dụng định lý Menelaus cho tam giác ABC để tính 
[image: image219.wmf].
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    Tương tự, gọi  
[image: image221.wmf]'.
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 Áp dụng định lý Menelaus cho tam giác XBC để tính 
[image: image222.wmf].

'.

BCBD

IB

DCBD

=

-

 Từ đây suy ra 
[image: image223.wmf]'.
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 Do BC là trục đẳng phương của đường tròn nội tiếp tam giác ABC và đường tròn nội tiếp tam giác XBC do đó 
[image: image224.wmf]..
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 suy ra EFZY là tứ giác nội tiếp.

Ví dụ 3 (IMO 2008) . Cho tam giác ABC có trực tâm H. Gọi 
[image: image225.wmf]123
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 lần lượt là  các trung điểm của BC, CA, AB. Đường tròn tâm 
[image: image226.wmf]1
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 bán kính 
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 cắt BC tại 
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 đường tròn tâm 
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 bán kính 
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 cắt CA tại 
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 đường tròn tâm 
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 bán kính 
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 cắt AB tại 
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 Chứng minh rằng 
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 cùng thuộc một đường tròn.

Giải:
   Do 
[image: image236.wmf]12
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[image: image237.wmf]ABCH
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 nên 
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. Mà H là một điểm chung của đường tròn 
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 và đường tròn 
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 nên CH là trục đẳng phương của hai đường tròn 
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[image: image242.wmf](
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. Suy ra 
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 và do đó 
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 cùng thuộc đường tròn 
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)

1

.

T


	    Tương tự 
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 cùng thuộc đường tròn 
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 cùng thuộc đường tròn 
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   Nếu hai trong ba đường tròn này trùng nhau thì 
[image: image250.wmf]121212
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 cùng thuộc một đường tròn. 

   Nếu cả ba đường tròn này phân biệt thì các trục đẳng phương của 
[image: image251.wmf](
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 và 
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 là  BC, trục đẳng phương của 
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 là AB và trục đẳng phương của 
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 là AC phải đồng quy nhưng chúng lại cắt nhau tại A, B, C nên vô lý. Vậy 
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 cùng thuộc một đường tròn.
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Ví dụ 4. Cho tam giác ABC có hai điểm A,B cố định, điểm C thay đổi trên đường thẳng 
[image: image259.wmf]D

 cắt đường thẳng  AB và  
[image: image260.wmf]1
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, ( k là hằng số ). Gọi D là điểm trên cạnh AB sao cho 
[image: image261.wmf].
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 Đường tròn đường kính BD cắt đường thẳng đi qua C và trung điểm của đoạn thẳng  AB tại E và F. Tìm quỹ tích tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF khi C thay đổi.
Giải
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	Gọi M là trung điểm của AB, H là điểm đối xứng với D qua M thì H là điểm cố định và 
[image: image263.wmf]BHAD
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. Vì
[image: image264.wmf]1
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 nên D  thuộc đoạn AM, H thuộc đoạn MB, M thuộc đoạn EF.
Ta có 
[image: image265.wmf]...
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 do đó tứ giác AEHF là tứ giác nội tiếp.
Suy ra tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF nằm trên đường thẳng d là đường trung trực của AH.


      Đảo lại, với điểm I bất kỳ trên đường trung trực của AH, gọi E và F là các giao điểm của đường tròn tâm I bán kính IA với đường tròn đường kính BD. Gọi M là giao điểm của EF và AB. Khi đó 
[image: image266.wmf]...
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, suy ra 
[image: image267.wmf]1
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, tức là M là trung điểm của HD và do đó cũng là trung điểm của AB.
   Nếu 
[image: image268.wmf]D

 đi qua M  và cắt đường tròn đường kính BD tại E,F thì quỹ tích là một điểm I, chính là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF.

Nếu 
[image: image269.wmf]D

 không đi qua M . Khi đó qua M vẽ đường thẳng song song với 
[image: image270.wmf]D

 cắt đường tròn đường kính DB tại E,F thì tâm  I’ của đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF không thuộc quỹ tích.

    Nếu 
[image: image271.wmf]'
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Gọi C là điểm giao của 
[image: image272.wmf]D

 và đường thẳng EF và không trùng với M. Khi đó ta có tam giác ABC mà đường trung tuyến qua C cắt đường tròn đường kính BD tại hai điểm E, F và tam giác AEF có tâm đường tròn ngoại tiếp là điểm I.

Lúc này quỹ tích tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF khi C thay đổi là đường trung trực của đoạn thẳng AH loại trừ I’.

   Một ứng dụng tiếp theo của phương tích là chứng minh ba đường thẳng đồng quy. Theo cách này, chúng ta thường chỉ ra ba đường thẳng đã cho là ba trục đẳng phương của từng cặp đường tròn lấy trong ba đường tròn nào đó. Lúc đó theo tính chất về tâm đẳng phương thì ba đường thẳng này đồng quy. Các Ví dụ 5, 6, 7 dưới đây minh họa điều này.
Ví dụ 5. Cho nửa đường tròn đường kính AB và điểm C nằm trên đó sao cho C không phải là trung điểm của cung nửa đường tròn này. Gọi H là chân đường vuông góc hạ từ C xuống AB. Đường tròn đường kính CH cắt CA tại E, CB tại F và đường tròn đường kính AB tại D. Chứng minh rằng CD, EF, AB đồng quy.
Giải:
Ta có 
[image: image273.wmf]·
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. Vì CEHF là hình chữ nhật nên 
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Suy ra 
[image: image276.wmf]·
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 và do đó tứ giác ABEF nội tiếp đường tròn (T).
	      Ta có CD là trục đẳng phương của đường tròn đường kính CH và đường tròn đường kính AB; EF là trục đẳng phương của đường tròn (T) và đường tròn đường kính CH và AB là trục đẳng phương của đường tròn đường kính AB với đường tròn (T). Từ đó theo tính chất của tâm đẳng phương, ta có AB, CD, EF đồng quy.
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Chú ý: Cũng có thể chứng minh  tứ giác ABEF nội tiếp bằng cách chỉ ra rằng 
[image: image278.wmf]2
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. 
Ví dụ 6 (USA MO 1997).  Cho tam giác ABC. Bên ngoài tam giác này vẽ các tam giác cân BCD, CAE, ABF có các cạnh đáy tương ứng là BC, CA, AB.  Chứng minh rằng ba đường thẳng vuông góc kẻ từ A, B, C xuống EF, FD, DE đồng quy.
	Giải:

Ký hiệu 
[image: image279.wmf]123
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 lần lượt là  các đường thẳng vuông góc kẻ từ A, B, C xuống EF, FD, DE. Khi đó 
[image: image280.wmf]1

d

 là trục đẳng phương của đường tròn 
[image: image281.wmf](
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EEA

 và đường tròn 
[image: image282.wmf](
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; 
[image: image283.wmf]2
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 là trục đẳng phương của đường tròn 
[image: image284.wmf](
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 và đường tròn 
[image: image285.wmf](
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;
[image: image286.wmf]3
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 là trục đẳng phương của đường tròn 
[image: image287.wmf](
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 và đường tròn 
[image: image288.wmf](
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EEA

. Theo tính chất của tâm đẳng phương thì ba đường thẳng này đồng quy.
	
[image: image289.emf] 
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Chú ý: Bài toán này cũng có thể được giải rất nhanh gọn bằng cách sử dụng Định lý Carnot như sau: “Cho tam giác ABC và các điểm 
[image: image290.wmf],,

MNP

. Gọi 
[image: image291.wmf],,

ABC

DDD

 lần lượt là  các đường thẳng qua 
[image: image292.wmf],,

MNP

 và vuông góc với 
[image: image293.wmf],,.
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 Khi đó 
[image: image294.wmf],,
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DDD

 đồng quy khi và chỉ khi
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Ví dụ 7 (IMO 1995). Trên đường thẳng d lấy 4 điểm A,B,C,D (theo thứ tự đó). Đường tròn đường kính AC và BD cắt nhau tại X, Y. Đường thẳng XY cắt BC tại Z. Lấy P là điểm trên XY khác Z. Đường thẳng CP cắt đường tròn đường kính AC tại điểm thứ hai là M và BD cắt đường tròn đường kính BD tại điểm thứ hai là N.  Chứng minh rằng AM, DN và XY đồng quy.
Giải:

	    Ta có 
[image: image296.wmf]·
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Mặt khác, vì 
[image: image298.wmf]...
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 nên tứ giác MNCB nội tiếp. Từ đây suy ra 
[image: image299.wmf]·
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và do đó: 
[image: image300.wmf]·
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Vậy tứ giác ADNM nội tiếp đường tròn (T).

    Ta có 
[image: image301.wmf]AM

là trục đẳng phương của đường tròn đường kính AC và đường tròn (T); DN là trục đẳng phương của đường tròn đường kính BD và đường tròn (T); XY là trục đẳng phương của đường tròn đường kính AC và đường tròn đường kính BD. Vậy theo tính chất về tâm đẳng phương,  suy ra AM, DN và XY đồng quy.
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Ví dụ 8 (Iran MO 2001). Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). 
[image: image303.wmf](),()
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 lần lượt là các đường tròn nội tiếp và bàng tiếp góc A. Giả sử 
[image: image304.wmf]a
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 cắt BC và (O) lần lượt tại 
[image: image305.wmf]'
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 và M. Gọi N là trung điểm cung 
[image: image306.wmf]¼

MBA

 của (O). 
[image: image307.wmf],

a
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 cắt (O) lần lượt tại S và T.  Chứng minh rằng ba điểm 
[image: image308.wmf],,'

STA

 thẳng hàng.
Giải:

	Ta có 
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. Suy ra tứ giác 
[image: image311.wmf]a
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 nội tiếp đường tròn 
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Mặt khác, 
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 nên tứ giác 
[image: image314.wmf]a

IBIC

 nội tiếp đường tròn 
[image: image315.wmf]2
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Ta có 
[image: image316.wmf]a
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 là trục đẳng phương của 
[image: image317.wmf]1
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 và 
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.
BC là trục đẳng phương của 
[image: image319.wmf]()

O

 và 
[image: image320.wmf]2

(C)

. TS là trục đẳng phương của 
[image: image321.wmf]()
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 và 
[image: image322.wmf]1

(C)

. Theo tính chất về tâm đẳng phương thì 
[image: image323.wmf]a
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, BC, TS đồng quy tại 
[image: image324.wmf]'
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. Vậy ba điểm 
[image: image325.wmf],,'
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 thẳng hàng.
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Ví dụ 9. Cho đường tròn (O;R) và hai điểm P, Q cố định (P nằm ngoài (O) và Q nằm trong (O)). Dây cung AB của (O) luôn đi qua Q; PA, PB lần lượt cắt (O) lần thứ hai tại D, C.  Chứng minh rằng CD luôn đi qua một điểm cố định.
Giải:

	Dự đoán điểm cố định là giao điểm I của PQ và CD.

Gọi K là giao điểm thứ hai của PQ với đường tròn ngoại tiếp tam giác PAB. Khi đó vì 
[image: image327.wmf]·
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chứng minh  tứ giác IADK nội tiếp.

Ta có 
[image: image328.wmf]22
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, mà P và Q cố định nên 
[image: image329.wmf]PQ

 không đổi suy ra 
[image: image330.wmf]QK

 không đổi do đó K cố định.

Do tứ giác IADK nội tiếp nên 
[image: image331.wmf]22

..

PORPAPDPIPK

-==

, mà P và K cố định nên 
[image: image332.wmf]PK

 không đổi suy ra 
[image: image333.wmf]PI

 không đổi do đó I cố định.
 Vậy CD luôn đi qua điêm I cố định.
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Ví dụ 10. Trên đường tròn (O) cho ba điểm A, B, C cố định sao cho tam giác ABC cân tại A. M là một điểm di động trên cung 
[image: image335.wmf]»

BC

 không chứa A của (O) sao cho AM không đi qua O. Đường tròn (T) có tâm A bán kính AB cắt tia MC tại D, đường thẳng AD cắt (O) tại E khác với A. Gọi H là hình chiếu của D trên AC.

a) Chứng minh rằng 
[image: image336.wmf]·
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b) Gọi I là trung điểm AD, 
[image: image337.wmf]1

d

 là đường thẳng qua A và vuông góc với IO, 
[image: image338.wmf]2
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 là đường thẳng qua D và vuông góc với AI. Giả sử rằng 
[image: image339.wmf]1

d

 và 
[image: image340.wmf]2

d

 cắt nhau tại K.  Chứng minh rằng K luôn nằm trên một đường thẳng cố định khi M thay đổi.
Giải:
	a)  Ta có MA là phân giác của góc 
[image: image341.wmf]·

BMC

. Gọi D’ là điểm đối xứng với B qua MA, khi đó D’ thuộc tia MC. Vì 
[image: image342.wmf]'
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 nên D’ nằm trên đường tròn (T) tâm A bán kính AB và do đó D’ là một giao điểm (khác C) của (T) và MC. Mà D là giao điểm của CM và (T) do đó 
[image: image343.wmf]'
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. Vậy 
[image: image344.wmf]BDAM
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Gọi 
[image: image345.wmf]NBDAM
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, ta có tứ giác ANDH nội tiếp đường tròn đường kính AD.

Xét tam giác NDH và tam giác MEC, ta có:
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Từ (1) và (2) suy ra tam giác NDH đồng dạng với tam giác MEC và do đó 
[image: image348.wmf]·
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b) Ta có 
[image: image350.wmf]1

d

 là trục đẳng phương của đường tròn (I,IA) và (O); 
[image: image351.wmf]2

d

 là trục đẳng phương của đường tròn (I,IA) và (T); BC là trục đẳng phương của (O) và (T). Theo tính chất về tâm đẳng phương thì 
[image: image352.wmf]12
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 và BC đồng quy. Do đó giao điểm K của 
[image: image353.wmf]12
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 thuộc đường thẳng BC cố định.
Ví dụ 11. Cho tam giác ABC. Các phân giác ngoài các góc A, B, C lần lượt cắt cạnh đối diện tại 
[image: image354.wmf]111
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ABC

.  Chứng minh rằng 
[image: image355.wmf]111
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ABC

 thẳng hàng và nằm trên đường thẳng vuông góc với đường thẳng nối tâm đường tròn nội tiếp và tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC.

Giải
	    Gọi 
[image: image356.wmf]222
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 là tam giác tạo bởi ba phân giác ngoài góc A, B, C. Khi đó ta có 
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Tứ giác 
[image: image360.wmf]22

BCBC

nội tiếp nên 
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Tương tự ta cũng có:


[image: image362.wmf]121211

121211

..

...

BCBABABC

CBCACACB

=

=

 

Suy ra 
[image: image363.wmf]111
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 nằm trên trục đẳng phương của đường tròn (O) ngoại tiếp tam giác ABC và đường tròn 
[image: image364.wmf](
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 ngoại tiếp tam giác 
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    Để ý rằng (O) là đường tròn Euler của tam giác 
[image: image367.wmf]222
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 I là trực tâm của tam giác 
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 T là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image369.wmf]222
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 Từ đây suy ra ba điểm 
[image: image370.wmf],,
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 cùng nằm trên đường thẳng Euler của tam giác 
[image: image371.wmf]222
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 Vậy đường thẳng qua 
[image: image372.wmf]111
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ABC

 vuông góc với đường thẳng IO.
Ví dụ 12. Cho tam giác ABC vuông tại C. Gọi H là chân đường vuông góc hạ từ C của tam giác ABC. Lấy X là một điểm bất kì nằm trên đoạn CH, gọi K, L lần lượt là các điểm nằm trên các đoạn thẳng AX, BX sao cho BK = BC và AL = AC. Giả sử M là giao điểm của AL và BK. Chứng minh rằng 
[image: image373.wmf].
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Giải

[image: image374]
Ta có K nằm trên đường tròn 
[image: image375.wmf]1

()

T

 tâm B bán kính BC và L nằm trên đường tròn 
[image: image376.wmf]2
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T

 tâm A bán kính AC.

Gọi 
[image: image377.wmf]'

K

 là giao điểm thứ hai khác K của đường thẳng AX với 
[image: image378.wmf]1
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 và L’ là giao điểm khác L của BX với 
[image: image379.wmf]2
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Khi đó CH là trục đẳng phương của 
[image: image380.wmf]1
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 và 
[image: image381.wmf]2
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 do đó 
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 suy ra K,L,K’,L’ cùng nằm trên đường tròn 
[image: image383.wmf]3
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Vì BX là trục đẳng phương của  
[image: image384.wmf]3
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 và 
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 nên 
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, suy ra BK là tiếp tuyến của 
[image: image387.wmf]3
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 tại K. Tương tự, ta cũng có AL là tiếp tuyến của 
[image: image388.wmf]3
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 tại L. Từ đây suy ra 
[image: image389.wmf].
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Ví dụ 13. Cho tam giác nhọn ABC có trực tâm H và W là một điểm trên cạnh BC. Gọi M, N lần lượt là chân đường vuông góc kẻ từ B và C; Ký hiệu 
[image: image390.wmf]1
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w

 là đường tròn ngoại tiếp tam giác BWN và gọi X là điểm trên  
[image: image391.wmf]1
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 sao cho  XW là một đường kính của 
[image: image392.wmf]1
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. Tương tự, ký hiệu 
[image: image393.wmf]2
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 là đường tròn ngoại tiếp tam giác CWM và gọi Y là điểm trên  
[image: image394.wmf]2
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w

 sao cho  YW là một đường kính của 
[image: image395.wmf]1
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w

. Chứng minh rằng X, Y, H thẳng hàng.

Giải

[image: image396.emf]w

2

w

1

Z

X

Y

M

H

N

L

A

B

C

W


Gọi L là chân đường vuông góc kẻ từ A và Z là giao điểm thứ hai của 
[image: image397.wmf]1
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 và 
[image: image398.wmf]2
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. Khi đó ZW là trục đẳng phương của 
[image: image399.wmf]1
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 và 
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; BN là trục đẳng phương của đường tròn ngoại tiếp BNMC với 
[image: image401.wmf]1
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;  CM là trục đẳng phương của đường tròn ngoại tiếp BNMC với 
[image: image402.wmf]2

().

w

 Suy ra ba đường thẳng BN, CM, ZW đồng quy tại A, tức là A,Z,W thẳng hàng. Vì 
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 nên X,Y,Z thẳng hàng. 

Ta có 
[image: image404.wmf]...
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 do đó nếu H thuộc đường thẳng AW thì 
[image: image405.wmf]HZ
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 và hiển nhiên X,Y,H thẳng hàng. Nếu H không thuộc đường thẳng AW  thì từ 
[image: image406.wmf]AZAL
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 suy ra hai tam giác AHZ và AWL đồng dạng với nhau. Do đó  
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. Điều này chứng tỏ H, Z, Y thẳng hàng. Vậy H, X, Y thẳng hàng.

Ví dụ 14 (IMO Shortlist 2011). Cho ABC là tam giác nhọn với đường tròn ngoại tiếp 
[image: image408.wmf]W

. Gọi 
[image: image409.wmf]00
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 lần lượt là trung điểm của AC và AB; D là chân đường cao kẻ từ A và G là trọng tâm của tam giác ABC. Gọi 
[image: image410.wmf]w

 là đường tròn qua 
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 và tiếp xúc với đường tròn (T) tại một điểm 
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 Chứng minh rằng D, G, X thẳng hàng. 
Giải

Nếu 
[image: image413.wmf]ABAC
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 thì kết quả là hiển nhiên.

Không mất tổng quát, giả sử 
[image: image414.wmf].
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 là đường tròn ngoại tiếp tam giác 
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. Khi đó  
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 là ảnh của 
[image: image418.wmf]W

 qua phép vị tự tâm A tỉ số 
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 Gọi a và x lần lượt là các tiếp tuyến của 
[image: image420.wmf]W

 lại A và X. Khi đó a,x, 
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 lần lượt là các trục đẳng phương của ba đường tròn 
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 và 
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 nên đồng quy tại điểm S. 

  Vì A và D đối xứng nhau qua 
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 nên 
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, tức là S là tâm đường tròn 
[image: image427.wmf]g

  ngoại tiếp tam giác ADX.  Hơn nữa, ta có tứ giác ASOX nội tiếp.

	Ký hiệu T là giao điểm thứ hai của đường thẳng DX với 
[image: image428.wmf]W

 và O là tâm của 
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 thì O thuộc 
[image: image430.wmf]1

W

. Sử dụng tính chất góc nội tiếp trong các đường tròn 
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 và 
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, ta có: 
[image: image433.wmf]·

·

·

·

·

·

·

11

       (360)

22

1

       180()90.

2

o

oo

DATADXATD

ASXAOX

ASXAOX

=-

=--

=-+=

 Suy ra 
[image: image434.wmf]ADAT
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 và do đó AT//BC. Suy ra ATCB là hình thang cân nội tiếp trong 
[image: image435.wmf].
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Gọi 
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 là trung điểm của BC. Xét phép vị tự V tâm G tỉ số 
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 biến A, B, C thành 
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Vì 
[image: image440.wmf]000

ABCD

 là hình thang cân nên 
[image: image441.wmf]()

VTD
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 và do đó T, G, D thẳng hàng. Vậy D,G,X thẳng hàng.

3. Một số bài toán dựng hình

Ví dụ 1. Cho hai điểm A, B nằm về cùng một phía đối với đường thẳng 
[image: image442.wmf]D

. Hãy dựng đường tròn qua hai điểm A,B và tiếp xúc với 
[image: image443.wmf]D

.

	Phân tích:   Nếu AB// 
[image: image444.wmf]D

 thì gọi b là đường trung trực của AB và M là giao điểm của 
[image: image445.wmf]D

 và b. Khi đó đường tròn ngoại tiếp tam giác ABM là đường tròn cần tìm. 
	
[image: image446]

	    Xét trường hợp AB không song song với 
[image: image447.wmf]D

. Giả sử đã dựng được đường tròn (C) thỏa yêu cầu. Khi đó gọi I là giao điểm của AB và  
[image: image448.wmf]D

 và M là tiếp điểm của (C) và 
[image: image449.wmf]D

. Giả sử B nằm giữa A và I, khi đó 
[image: image450.wmf]2
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  Gọi 
[image: image452.wmf]a

 là đường thẳng qua B và vuông góc với AB. Đường tròn đường kính AI cắt a tại E.     

Khi đó tam giác AEI vuông tại E có đường cao EB nên 
[image: image453.wmf]2
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  Vậy 
[image: image454.wmf]IMIE
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 nên M là giao điểm của 
[image: image455.wmf]D

 và đường tròn tâm I bán kính IE.

   Suy ra các đường tròn ngoại tiếp tam giác ABM là các đường tròn cần dựng. Số nghiệm hình trong trường hợp này là số giao điểm của 
[image: image456.wmf]D

 và đường tròn tâm I bán kính IE.
   Việc suy ra cách dựng và chứng minh là khá đơn giản và các bạn học sinh tự thực hiện.

Ví dụ 2. a) Cho đường thẳng 
[image: image457.wmf]D

 và đường tròn (O). Gọi A là điểm thuộc đường thẳng 
[image: image458.wmf]D

. Hãy dựng đường tròn (T) tiếp xúc với 
[image: image459.wmf]D

 tại A đồng thời tiếp xúc với (O).

    b)  Cho hai đường tròn 
[image: image460.wmf]1
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 và 
[image: image461.wmf]2
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 và A là điểm trên đường tròn 
[image: image462.wmf]1
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. Hãy dựng đường tròn (T) tiếp xúc với 
[image: image463.wmf]1
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 tại A đồng thời tiếp xúc với 
[image: image464.wmf]2
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	a) Phân tích: Giả sử đã dựng được đường tròn (T) thỏa yêu cầu. Gọi 
[image: image465.wmf]1
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, 
[image: image466.wmf]2
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 là hai đường tròn nào đó tiếp xúc với 
[image: image467.wmf]D

 tại A sao cho 
[image: image468.wmf]1
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 cắt (O) tại E, F và 
[image: image469.wmf]2
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 cắt (O) tại  G, H. Khi đó EF là trục đẳng phương của (O) và 
[image: image470.wmf]1
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, GH là trục đẳng phương của (O) và 
[image: image471.wmf]2
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, 
[image: image472.wmf]D

 là trục đẳng phương của 
[image: image473.wmf]1
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 và 
[image: image474.wmf]2
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. Theo tính chất về tâm đẳng phương thì EF, GH và 
[image: image475.wmf]D

 đồng quy tại I. 

Gọi 
[image: image476.wmf]M

 là tiếp điểm của tiếp tuyến qua I với (O). Gọi d là đường thẳng qua A và vuông góc với 
[image: image477.wmf]D

, a là trung trực của MA, T là giao điểm của a và d. Khi đó đường tròn tâm
	[image: image478.emf]d
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T bán kính TA là đường tròn cần tìm.

   Số nghiệm tùy thuộc số tiếp điểm M của đường thẳng qua I và tiếp xúc với 
[image: image479.wmf]D

.

   Việc suy ra cách dựng và chứng minh là khá đơn giản và các bạn học sinh tự thực hiện.

b) Kẻ tiếp tuyến 
[image: image480.wmf]D

 của 
[image: image481.wmf]1
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 tại A. Khi đó bài toán quy về câu a). 
Ví dụ 3. Cho đường tròn 
[image: image482.wmf]()
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 và hai điểm phân biệt A, B. Hãy dựng đường tròn đi qua hai điểm A, B và tiếp xúc với 
[image: image483.wmf]()

O
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Phân tích: Giả sử đã dựng được đường tròn (T) thỏa yêu cầu. Gọi 
[image: image484.wmf]1
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, 
[image: image485.wmf]2
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 là hai đường tròn nào đó đi qua hai điểm A, B sao cho 
[image: image486.wmf]1
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 cắt (O) tại E, F và 
[image: image487.wmf]2
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 cắt (O) tại  G, H. Khi đó EF là trục đẳng phương của (O) và 
[image: image488.wmf]1
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, GH là trục đẳng phương của (O) và 
[image: image489.wmf]2
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, 
[image: image490.wmf]D

 là trục đẳng phương của 
[image: image491.wmf]1
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 và 
[image: image492.wmf]2
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. Theo tính chất về tâm đẳng phương thì EF, GH và 
[image: image493.wmf]D

 đồng quy tại I. 

	Gọi 
[image: image494.wmf]M

 là tiếp điểm của tiếp tuyến qua I với (O).

(T) là đường tròn đi qua ba điểm A, B, M. Khi đó (T) là đường tròn cần tìm.

    Số nghiệm tùy thuộc số tiếp điểm M của đường thẳng qua I và tiếp xúc với 
[image: image495.wmf]D

.

   Việc suy ra cách dựng và chứng minh là khá đơn giản và các bạn học sinh tự thực hiện.


	[image: image496.emf]T

2

T

1

M

1

M

2

I

H

G

F

E

A

B

K

1

K

2




4. Một số bài toán về biểu thức tọa độ 

Ví dụ 1. Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy cho đường tròn 
[image: image497.wmf]22
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 và điểm 
[image: image498.wmf](3;4).

M

 Từ M kẻ các tiếp tuyến MA, MB đến 
[image: image499.wmf]()

C

 (A, B là các tiếp điểm). Viết phương trình đường thẳng AB.
Giải
	Đường tròn 
[image: image500.wmf]()

C

 có tâm 
[image: image501.wmf](1;2)
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 và bán kính 
[image: image502.wmf]5.
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Ta có 
[image: image503.wmf]40
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 nên M nằm ngoài đường tròn 
[image: image504.wmf]()
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Gọi 
[image: image505.wmf]()
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 là đường tròn tâm M bán kính 
[image: image506.wmf]22
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 Khi đó 
[image: image507.wmf]()
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 có phương trình:
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Ta có AB là trục đẳng phương của 
[image: image509.wmf]()

C

 và 
[image: image510.wmf]()
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 nên phương trình của AB là: 
[image: image511.wmf]412300

xy

+-=

.
	
[image: image512.emf] 

B  

A  

I   M  




Chú ý: Cũng có thể tìm trực tiếp tọa độ các tiếp điểm là 
[image: image513.wmf]9315715
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 sau đó viết phương trình đường thẳng AB. Tuy nhiên cách này cần khá nhiều tính toán phức tạp.
Ví dụ 2. Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy cho đường tròn 
[image: image515.wmf]22
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 và hai điểm 
[image: image516.wmf](1;4)
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, 
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 Viết phương trình của đường tròn 
[image: image518.wmf]()
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 đi qua A, B và tiếp xúc với 
[image: image519.wmf]().
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Giải

[image: image520.wmf]()
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 có tâm 
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 và bán kính 
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Gọi 
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 Vì 
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 đi qua A, B nên ta có:
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Gọi 
[image: image526.wmf]D

 là trục đẳng phương của 
[image: image527.wmf]()
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 và 
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. Khi đó phương trình của 
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 là: 
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[image: image531.wmf]()
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 tiếp xúc với 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image533.wmf]()
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 tiếp xúc với 
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Giải hệ ba phương trình (1), (2) và (3) ta có 
[image: image535.wmf]1
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Vậy 
[image: image537.wmf]22
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Chú ý: Có thể thấy rằng đường tròn 
[image: image539.wmf]22

2150

xyx

+--=

 đi qua hai điểm A, B và tiếp xúc trong với 
[image: image540.wmf]()
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 còn đường tròn 
[image: image541.wmf]22
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 đi qua hai điểm A, B và tiếp xúc ngoài với 
[image: image542.wmf]()

C

.
Ví dụ 3. Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy cho tam giác ABC cân tại A có trực tâm 
[image: image543.wmf]1
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. Gọi D, E lần lượt là chân các đường cao kẻ từ B, C. Biết rằng đường thẳng DE đi qua điểm 
[image: image544.wmf](4;2)
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 và đỉnh A thuộc đường thẳng 
[image: image546.wmf]:30.
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 Tìm tọa độ đỉnh A.
Giải
Vì tam giác ABC cân tại A nên 
[image: image547.wmf]HDHE
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, do đó D, E thuộc đường tròn tâm H bán kính HD có phương trình là: 
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Gọi 
[image: image549.wmf](;3)
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 thuộc d và 
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 là trung điểm của AH. Ta có tứ giác AEHD nội tiếp đường tròn 
[image: image551.wmf]()
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 đường kính AH. Đường tròn  
[image: image552.wmf]()
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 có tâm I và bán kính 
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	Ta có ED là trục đẳng phương của đường tròn 
[image: image555.wmf](,)

HHD

 và đường tròn 
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 nên phương trình của DE là: 
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Vậy 
[image: image559.wmf](2;6).
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Chú ý. Sau khi tìm được tọa độ đỉnh A, ta có thể tìm được 
[image: image561.wmf](
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 Trường hợp 
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 ta suy ra 
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. Trường hợp 
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 ta tìm được 
[image: image567.wmf](2;1)
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 và 
[image: image568.wmf](2;3).
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C.   Bài tập tự luyện

Bài 1 (Định lý Fuss).  Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn 
[image: image569.wmf](;)

OR

và ngoại tiếp đường tròn 
[image: image570.wmf](;)
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[image: image571.wmf]OId
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.  Chứng minh rằng 
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Bài 2 (VMO 2003). Cho hai đường tròn 
[image: image573.wmf](
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 và 
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 (với 
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) tiếp xúc ngoài với nhau tại M. Xét điểm A di động trên đường tròn 
[image: image576.wmf]2
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 sao cho 
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 không thẳng hàng. Từ A kẻ các tiếp tuyến AB, AC đến 
[image: image578.wmf]1

()

O

. Các đường thẳng MB, MC cắt lại 
[image: image579.wmf]2
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 tại E, F. Gọi D là giao điểm của EF với tiếp tuyến tại A của 
[image: image580.wmf]2
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.  Chứng minh rằng D di động trên một đường thẳng cố định.
Bài 3. Cho đường tròn 
[image: image581.wmf]()

O

 và một điểm A nằm ngoài đường tròn đó. Từ A kẻ các tiếp tuyến AB, AC đến 
[image: image582.wmf]()
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. Gọi 
[image: image583.wmf],

EF

lần lượt là trung điểm của AB và AC; D là một điểm bất kỳ trên EF. Từ D kẻ các tiếp tuyến DP, DQ đến 
[image: image584.wmf]()
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; EF cắt PQ tại M.  Chứng minh rằng 
[image: image585.wmf]·
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Bài 4 (Rumani TST 2008). Cho tam giác ABC. Các điểm D, E, F lần lượt nằm trên các cạnh BC, CA, AB sao cho 
[image: image586.wmf].
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  Chứng minh rằng nếu hai tam giác ABC và DEF có chung trực tâm thì tam giác ABC đều.

Bài 5 (Rumani TST 2006). Cho đường tròn 
[image: image587.wmf]()

O

 và một điểm A nằm ngoài đường tròn đó. Từ A kẻ hai cát tuyến ABC, ADE (với B thuộc đoạn thẳng AC và D thuộc đoạn thẳng AE). Qua D kẻ đường thẳng song song với AC cắt 
[image: image588.wmf]()
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 lần thứ hai tại F; AF cắt 
[image: image589.wmf]()
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 tại G; EG cắt AC tại M.  Chứng minh rằng 
[image: image590.wmf]111
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Bài 6. Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn 
[image: image591.wmf]()
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. P là điểm trên cung CD không chứa 
[image: image592.wmf],
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; PA, PB cắt DC lần lượt tại M, N.  Chứng minh rằng 
[image: image593.wmf].
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 không đổi.
Bài 7. Cho tam giác đều ABC cạnh a nội tiếp đường tròn 
[image: image594.wmf]()
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. Đường tròn 
[image: image595.wmf](';)
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 tiếp xúc với cạnh BC và tiếp xúc với cung BC nhỏ. Tính 
[image: image596.wmf]'
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Bài 8. Cho hai đường tròn 
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 và 
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 ngoài nhau. Kẻ tiếp tuyến chung ngoài 
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Bài 9. Cho tam giác ABC không cân nội tiếp đường tròn 
[image: image604.wmf]()
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, ngoại tiếp đường tròn 
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. Các điểm 
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 theo thứ tự thuộc 
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 thoả mãn 
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.  Chứng minh rằng 
[image: image609.wmf]',','
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 cùng thuộc một đường thẳng và đường thẳng đó vuông góc với 
[image: image610.wmf].
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 Bài 10. Cho tam giác ABC. Gọi 
[image: image611.wmf]','

AB

 lần lượt nằm trên hai cạnh BC và AC.  Chứng minh rằng trục đẳng phương của hai đường tròn đường kính BB’ và AA’ đi qua trực tâm H của tam giác ABC.
Bài 11. Cho đường tròn 
[image: image612.wmf]()
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 có hai đường kính AB, CD. Tiếp tuyến của 
[image: image613.wmf]()
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 tại B cắt AC tại E, DE cắt 
[image: image614.wmf]()

O

 lần thứ hai tại F.  Chứng minh rằng AF, BC, OE đồng quy.
Bài 12. Cho đường tròn 
[image: image615.wmf]()

O

 và dây 
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. Các đường tròn 
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, 
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nằm về một phía của dây AB và tiếp xúc trong với 
[image: image619.wmf]()

O

. Gọi H, K là các giao điểm của 
[image: image620.wmf]1
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 và 
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.  Chứng minh rằng HK luôn đi qua một điểm cố định.
Bài 13. Cho tam giác ABC, đường tròn qua B, C cắt AB, AC lần lượt tại 
[image: image622.wmf]','

CB

. Gọi P là giao điểm của BB’ và CC’; AP cắt BC tại A’. Đường thẳng qua A’ song song với 
[image: image623.wmf]''
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 cắt AB, AC lần lượt tại M, N; 
[image: image624.wmf]''
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 cắt BC tại Q.  Chứng minh rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác QMN đi qua một điểm cố định.
Bài 14 (Junior Balkan MO 2005). Cho tam giác ABC nội tiếp 
[image: image625.wmf]()

O

. Tiếp tuyến của 
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O

 tại A cắt BC tại P; M là trung điểm BC; MB cắt 
[image: image627.wmf]()
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 lần thứ hai tại R; PR cắt 
[image: image628.wmf]()

O

 lần thứ hai tại S.  Chứng minh rằng 
[image: image629.wmf]//.
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Bài 15 (Iran MO 1996). Cho hai điểm D, E tương ứng nằm trên các cạnh AB, AC của tam giác ABC sao cho 
[image: image630.wmf]//.
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 Gọi P là điểm bất kỳ bên trong tam giác ABC, các đường thẳng PB, PC lần lượt cắt DE tại F và G. Gọi 
[image: image631.wmf]12

,
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 lần lượt là  tâm các đường tròn ngoại tiếp các tam giác PDG và PEF.  Chứng minh rằng 
[image: image632.wmf]12
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Bài 16 (USA MO 2009). Cho hai đường tròn 
[image: image633.wmf]1

w

 và 
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 cắt nhau tại hai điểm X, Y. Một đường thẳng 
[image: image635.wmf]1

l

 đi qua tâm của 
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 và cắt 
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 tại hai điểm 
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, đường thẳng 
[image: image639.wmf]2

l

 đi qua tâm của 
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w

 và cắt 
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 tại R, S.  Chứng minh rằng nếu bốn điểm 
[image: image642.wmf],,,
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 cùng thuộc một đường tròn tâm O thì O nằm trên XY.

Bài 17. Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy cho đường tròn 
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 Viết phương trình đường tròn đi qua gốc tọa độ O và điểm 
[image: image644.wmf](
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 đồng thời tiếp xúc với 
[image: image645.wmf]().
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Bài 18. Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy cho tam giác ABC có trực tâm 
[image: image646.wmf](3;2)
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. Gọi D, E lần lượt là  chân các đường cao kẻ từ B, C; M là trung điểm của BC. Biết rằng điểm 
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, đường thẳng DE đi qua điểm 
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 và đỉnh A thuộc đường tròn 
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 Hãy tìm tọa độ đỉnh A.
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