
Chuyên đề 9:
TOÁN QUỸ TÍCH
A. Kiến thức cần nhớ
1.
Định nghĩa
Quỹ tích của những điểm có tính chất T nào đó là tập hợp tất cả những điểm có tính chất T đó.

2. Các quỹ tích cơ bản

-  Quỹ tích các điểm cách đều hai đầu của một đoạn thẳng cố định là đường trung trực của đoạn thẳng đó. (1).

-  Quỹ tích các điểm nằm bên trong một góc và cách đều hai cạnh của góc là tia phân giác của góc đó. (2).

-  Quỹ tích các điểm cách một đường thẳng cố định một khoảng bằng h không đổi là hai đường thẳng song song với đường thẳng đó và cách đường thẳng đó một khoảng bằng h. (3)

-  Quỹ tích những điểm cách một điểm O cố định một khoảng R không đổi là đường tròn tâm O, bán kính R. (4).

3. Cách giải bài toán tìm quỹ tích các điểm có chung tính chất T nào đó

a) Phần thuận: Chứng minh rằng nếu điểm M có tính chất T thì điểm M thuộc một hình H nào đó.

b) Phần đảo: Chứng minh rằng nếu điểm M thuộc hình H thì điểm M có tính chất T.

c) Kết luận: Quỹ tích của điểm M là hình H.

4. Một số lưu ý khi giải bài toán tìm quỹ tích.

a) Tìm hiểu đề bài

Cần xét xem:

- Yếu tố nào cố định ( vì trong các quỹ tích cơ bản đều có nói đến yếu tố cố định như điểm, đoạn thẳng, góc,….).

- Yếu tố nào không đổi ( thường là khoảng cách không đổi, góc có số đo không đổi,…);

- Quan hệ nào không đổi ( ví dụ điểm cách đều hai đầu đoạn thẳng, cách đều hai cạnh của một góc,…);

- Yếu tố nào chuyển động ( điểm nào có vị trí thay đổi, liên quan đến điểm phải tìm quỹ tích như thế nào?).

b) Dự đoán quỹ tích.

Vẽ nháp vài vị trí của điểm cần tìm quỹ tích ( thường là vẽ ba vị trí).

- Nếu ba điểm này thẳng hàng thì ta dự đoán quỹ tích là đường thẳng ( đường thẳng song song, đường trung trực, tia phân giác,…).

- Nếu ba điểm không thẳng hàng thì quỹ tích có thể là đường tròn.

c) Giới hạn quỹ tích

Có nhiều bài toán quỹ tích cần tìm chỉ là một phần của hình H, phần còn lại không thỏa mãn điều kiện của bài toán, ta phải loại trừ phần này. Làm như vậy gọi là tìm giới hạn của quỹ tích.

Việc tìm giới hạn của quỹ tích thường làm sau phần thuận, trước phần đảo.

B. Một số ví dụ
Ví dụ 1: Cho tam giác ABC và D là một điểm di động trên cạnh BC. Vẽ DE//AB, DF//AC 
[image: image1.wmf](
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EACFAB
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. Gọi M là trung điểm của EF. Tìm quỹ tích của điểm M. 
Giải (h.9.1)
a) Phần thuận
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Tứ giác AEDF có DE//AF, DF//AE nên là hình bình hành.

Suy ra AD và EF cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường. Vậy trung điểm M của EF cũng là trung điểm của AD.

Vẽ 
[image: image3.wmf],

MKBCAHBC

^^

.

Do AH cố định nên AH có độ dài không đổi.

Xét 
[image: image4.wmf]AHD

D

 có MK là đường trung bình, 
[image: image5.wmf]1
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 ( không đổi). Điểm M cách đường thẳng BC cố định một khoảng 
[image: image6.wmf]1

2

AH

 không đổi nên điểm M nằm trên đường thẳng 
[image: image7.wmf]//

xyBC

 và cách BC một khoảng 
[image: image8.wmf]1
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AH

. (xy nằm trên nửa mặt phẳng bờ BC có chứa  A).

Giới hạn: Khi điểm D di động tới điểm B thì điểm M di động tới trung điểm P của AB. Khi điểm D di động tới điểm C thì điểm M di động tới trung điểm Q của AC. Vậy M chỉ nằm trên đường trung bình PQ của tam giác ABC.
b) Phần đảo

Lấy điểm M bất kì trên đoạn thẳng PQ. Vẽ tia AM cắt BC tại D. Vẽ DE // AB, DF // AC 
[image: image9.wmf](
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ÎÎ

. Ta phải chứng minh M là trung điểm của EF. 
Thật vậy, xét tam giác ABC có PQ // BC và PA = PB nên MA = MD.

Tứ giác AEDF là hình bình hành nên hai đường chéo cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường. Do M là trung điểm của AD nên M là trung điểm của EF.

c) Kết luận

Vậy quỹ tích của điểm M là đường trung bình PQ của tam giác ABC.

Nhận xét: Điểm M là  trung điểm của EF. Đây là  tính chất ban đầu  của điểm M, chưa phải tính chất cơ bản theo các quỹ tích (1), (2), (3), (4). Dó đó chưa thể vận dụng để trả lời điểm M nằm trên hình nào.
Ta đã giải quyết vấn đề này bằng cách biến đổi tính chất ban đầu của điểm M lần lượt như sau:

M là trung điểm của EF ( tính chất ban đầu)


[image: image10.wmf]Þ

 M là trung điểm của AD ( tính chất T’)
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 M cách đường thẳng BC cố định một khoảng không đổi bằng 
[image: image12.wmf]2

AH

 ( đây mới là tính chất cơ bản của điểm M)


[image: image13.wmf]Þ

M nằm trên đường thẳng xy // BC và cách BC một khoảng 
[image: image14.wmf]2

AH

.

Như vậy ta phải chuyển tính chất ban đầu  của điểm M qua các tính chất trung gian đến tính chất cơ bản của điểm M rồi theo các quỹ tích cơ bản trả lời điểm M nằm trên hình nào.
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Ví dụ 2: Cho góc vuông xOy, điểm A cố định trên tia Ox, điểm B di động trên tia Oy. Vẽ hình chữ nhật AOBC. Gọi M là giao điểm của hai đường chéo AB và OC. Tìm quỹ tích điểm M.
Giải (h.9.2)
a) Phần thuận

M là giao điểm hai đường chéo của hình chữ nhật nên MO = MA.
Điểm M cách đều hai đầu của đoạn thẳng OA cố định nên M nằm trên đường trung trực của OA.

Giới hạn: Khi điểm B tiến dần tới điểm O thì điểm C tiến dần đến điểm A. Khi đó điểm M tiến dần đến 
[image: image16.wmf]1

M

 là trung điểm của OA. Khi điểm B ra xa vô tận thì điểm M cũng ra xa vô tận. Vậy M nằm trên tia 
[image: image17.wmf]1

Mt

 thuộc đường trung trực của OA, tia này nằm trong góc xOy, trừ điểm 
[image: image18.wmf]1

M

.

b) Phần đảo

Lấy điểm M bất kì trên tia 
[image: image19.wmf]1

Mt

. Vẽ tia AM cắt tia Oy tại B. Vẽ hình chữ nhật AOBC. Ta phải chứng minh M là giao điểm của hai đường chéo.

Thật vậy, xét 
[image: image20.wmf]AOB

D

 có 
[image: image21.wmf]1

Mt//OB

 ( vì cùng vuông góc với OA).
Mặt khác, 
[image: image22.wmf]11

MOMA

=

 nên MA= MB. Vậy M là trung điểm của AB


[image: image23.wmf]Þ

 M cũng là trung điểm của OC ( vì AOBC là hình chữ nhật).

c) Kết luận

Vậy quỹ tích của điểm M là tia 
[image: image24.wmf]1

Mt

 thuộc đường trung trực của OA, tia này nằm trong góc xOy, trừ điểm 
[image: image25.wmf]1

M

.

Ví dụ 3. Cho góc vuông xOy. Điểm A cố định trên tia Ox sao cho OA = 2cm. Điểm B di động trên tia Oy. Vẽ tam giác ABM vuông cân tại M trong đó M và O thuộc hai nửa mặt phẳng đối nhau bờ AB. Tìm quỹ tích của điểm M.
Giải (h.9.3)

a) Phần thuận

Vẽ 
[image: image26.wmf],

MHOxMKOy
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 ta được 
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90

HMK

=°

.

	[image: image28.png]Hinh 9.3






Mặt khác, 
[image: image29.wmf]·
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 nên 
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·
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=

 (hai góc có cạnh tương ứng vuông góc cùng nhọn).


[image: image31.wmf]HMAKMB

D=D

 ( cạnh huyền, góc nhọn).

Suy ra 
[image: image32.wmf]MHMK

=

.

Điểm M nằm trong góc xOy và cách đều hai cạnh của góc đó nên điểm M nằm trên tia phân giác Ot của góc xOy.

Giới hạn: Khi điểm B trùng với điểm O thì điểm M trùng với điểm 
[image: image33.wmf]1

M

 (
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M

 nằm trên tia Ot và 
[image: image35.wmf]1
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 cm). Khi điểm B ra xa vô cùng thì điểm M ra xa vô cùng. Vậy M nằm trên tia 
[image: image36.wmf]1

Mt

.
b) Phần đảo

Lấy điểm M bất kì trên tia 
[image: image37.wmf]1

Mt

. Từ M vẽ một đường thẳng vuông góc với MA cắt tia Oy tại B. Ta phải chứng minh 
[image: image38.wmf]ABM

D

 vuông cân tại M.

Thật vậy, vẽ 
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MHOxMKOy
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 ta có 
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 và 
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[image: image42.wmf]·

·

HMAKMB

Þ=

 (hai góc có cạnh tương ứng vuông góc cùng nhọn).

Do đó 
[image: image43.wmf]HMAKMB
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 (g.c.g) 
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.


[image: image45.wmf]ABM

D

 vuông tại M có 
[image: image46.wmf]MAMB

=

 nên là tam giác vuông cân.

c) Kết luận

Vậy quỹ tích của điểm M là tia 
[image: image47.wmf]1

Mt

 nằm trên tia phân giác của góc xOy.

Ví dụ 4. Cho hình bình hành ABCD, cạnh AB cố định, BC = 2cm. Tìm quỹ tích giao điểm O của hai đường chéo.

Giải (h.9.4)
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a) Phần thuận
Gọi M là trung điểm của AB.

Do AB cố định nên M là điểm cố định.

O là giao điểm hai đường chéo của hình bình hành


[image: image49.wmf]OAOC

Þ=
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Vậy OM là đường trung bình của 
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Điểm O cách điểm M cố định một khoảng 1 cm nên điểm O nằm trên đường tròn tâm M, bánh kính 1 cm.

Giới hạn:  Vì ba điểm O, A, B không thẳng hàng nên điểm O nằm trên đường tròn tâm M, bán kính 1cm trừ giao điểm của đường tròn này với đường thẳng AB.

b) Phần đảo

Lấy điểm O bất kì trên đường tròn tâm M, bán kính 1cm thì OM = 1cm. Vẽ điểm C đối xứng với A qua O, xẽ điểm D đối xứng với B qua O. Ta phải chứng minh tứ giác ABCD là hình bình hành và BC = 2cm.

Thật vậy, tứ giác ABCD có hai đường chéo cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường nên là hình bình hành.

OM là đường trung bình của tam giác ABC nên 
[image: image52.wmf]1
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c) Kết luận

Quỹ tích của điểm O là đường tròn tâm M bán kính 1cm trừ giao điểm của đường tròn này với đường thẳng AB.
C. Bài tập vận dụng

[image: image53.wmf]·

 Đường thẳng song song
9.1. Cho hai đường thẳng a và b song song với nhau và cách nhau 2cm. Tìm quỹ tích những điểm M có tổng khoảng cách đến a và b là 4cm.

9.2. Cho góc vuông xOy và một điểm A cố định trên tia Ox sao cho OA = a. Điểm B di động trên tia Oy. Vẽ vào trong góc vuông này tam giác ABC vuông cân tại A. Tìm quỹ tích của điểm C.

9.3. Cho đoạn thẳng AB và một điểm C nằm giữa A và B. Trên cùng một nửa mặt phẳng bờ AB vẽ các tam giác DAC và EBC vuông cân tại D và E. Gọi M là trung điểm của DE. Tìm quỹ tích của điểm M khi điểm C di động giữa A và B.

9.4. Cho đoạn thẳng AB và một điểm C nằm giữa A và B. Vẽ các tam giác đều DAC và EBC trên cùng một nửa mặt phẳng bờ AB. Gọi M là trung điểm của DE. Tìm quỹ tích của điểm M khi điểm C di động giữa A và B.
9.5. Cho tam giác ABC cân tại A. Một điểm D di động trên đáy BC. Đường thẳng vuông góc với BC vẽ từ D cắt các đường thẳng AB và AC lần lượt tại E và F. Gọi M là trung điểm của EF. Tìm quỹ tích của điểm M.


[image: image54.wmf]·

 Đường trung trực và đường thẳng vuông góc

9.6. Cho góc vuông xOy và một điểm A ở trong góc đó. Một góc vuông đỉnh A quay quanh A, một cạnh cắt Ox tại B, cạnh kia cắt Oy tại C. Gọi M là trung điểm của BC. Tìm quỹ tích của điểm M.

9.7. Cho hình chữ nhật ABCD. Gọi M là một điểm ở trong hình chữ nhật hoặc trên các cạnh của nó

1) Chứng minh rằng 
[image: image55.wmf]2222

MAMCMBMD

+=+

;

2) Tìm quỹ tích của điểm M nếu 
[image: image56.wmf]MAMCMBMD

+=+

.

9.8. Cho tam giác đều ABC. Trên nửa mặt phẳng bờ BC có chứa A vẽ tia 
[image: image57.wmf]BxBC

^

 và trên đó lấy một điểm D. Vẽ tam giác đều CDM (M và B thuộc hai nửa mặt phẳng đối nhau bờ CD). Tìm quỹ tích của điểm M khi D di động trên tia Bx.


[image: image58.wmf]·

 Tia phân giác

9.9. Cho hình vuông ABCD. Trên tia đối của tia AD lấy điểm E di động. Trên tia đối của tia BS lấy điểm F di động sao cho DE = BF. Vẽ hình bình hành ECFM. Hỏi điểm M di động trên đường nào?

9.10. Cho ta giác ABC vuông tại A. Dọi D và E lần lượt là các điểm di động trên hai cạnh AB và BC sao cho BD = BE. Từ E vẽ một đường thẳng vuông góc với DE cắt AC tại F. Gọi M là trung điểm của DF. Tìm quỹ tích của điểm M.

9.11. Cho góc xOy có số đo bằng 
[image: image59.wmf]60

°

. Một hình thoi ABCD có cạnh bằng a, 
[image: image60.wmf]µ

60

B

=°

, đỉnh B di động trên tia Ox, đỉnh D di động trên tia Oy, hai điểm A và O thuộc hai nửa mặt phẳng đối nhau bờ BD. Tìm quỹ tích của điểm A.


[image: image61.wmf]·

 Đường tròn

9.12. Cho hình vuông ABCD cạnh 4cm. Tia Dx nằm giữa hai tia DA và DC. Vẽ tia phân giác của góc ADx cắt AB tại E, tia phân giác của góc CDx cắt BC tại F. Tia Dx cắt EF tại M. Hỏi khi tia Dx quay quanh D từ vị trí DA đến vị trí DC thì điểm M di động trên đường nào?

9.13. Cho góc vuông xOy. Một đoạn thẳng AB = 2a không đổi, có 
[image: image62.wmf]AO

x

Î

 và 
[image: image63.wmf]Oy

b

Î

. Tìm quỹ tích trung điểm M của AB.

9.14. Cho hình bình hành ABCD cạnh CD cố định, AC = 2cm. Tìm quỹ tích của đỉnh B.

Hướng dẫn giải

9.1 (h.9.5)

[image: image64.wmf]·

 Xét trường hợp điểm M nằm trên nửa mặt phẳng bờ a không chứa b.
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a) Phần thuận

Vẽ 
[image: image66.wmf]MHa

^

, đường thẳng MH cắt b tại K.

Ta có: 
[image: image67.wmf]4;2
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.

Suy ra: 
[image: image68.wmf](
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.

Điểm M nằm trên nửa mặt phẳng bờ a không chứa b và cách a là 1cm nên điểm M nằm trên đường thẳng d song song với a và cách a là 1cm.

b) Phần đảo

Lấy điểm M bất kì trên đường thẳng d. Vẽ 
[image: image69.wmf]MHa

^

 cắt đường thẳng d tại K.

Ta có: 
[image: image70.wmf]1;23
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. Do đó 
[image: image71.wmf]4
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c) Kết luận

Vậy quỹ tích của điểm M là đường thẳng d // a và cách a là 1cm ( d nằm trên nửa mặt phẳng bờ a không chứa b).


[image: image72.wmf]·

 Xét trường hợp điểm M nằm trên nửa mặt phẳng bờ b không chứa a.
Cũng chứng minh  tương tự như trên, ta được quỹ tích của điểm M là đường thẳng 
[image: image73.wmf]d

¢

// b và cách b là 1cm (
[image: image74.wmf]d

¢

nằm trên nửa mặt phẳng bờ b không chứa a).

Kết hợp cả 2 trường hợp trên ta được: Quỹ tích của điểm M là hai đường thẳng d và 
[image: image75.wmf]d

¢

 nằm ngoài phần mặt phẳng giới hạn bởi a và b sao cho d// a và cách a là 1cm; 
[image: image76.wmf]d

¢

// b và cách b là 1cm.
9.2 (h.9.6)
a) Phần thuận

Vẽ 
[image: image77.wmf]CHOx

^

 ta được 
[image: image78.wmf]¶

µ

11

CA

=

 (cùng phụ với 
[image: image79.wmf]¶

2

A

).


[image: image80.wmf]HACOBA

D=D

 ( cạnh huyền, góc nhọn ) 
[image: image81.wmf]CHOAa

Þ==

.

Điểm C cách đường thẳng Ox một khoảng bằng a nên C nằm trên đường thẳng 
[image: image82.wmf]//O

dx

 và cách Ox một khoảng a cho trước.

	[image: image83.png]Hinh 9.6






Giới hạn: Nếu B trùng với O thì C trùng với 
[image: image84.wmf]1

C

 (
[image: image85.wmf]1

Cd

Î

 và 
[image: image86.wmf]1

CAOA

^

). Nếu B ra xa vô cùng thì điểm C cũng ra xa vô cùng. Vậy điểm C nằm trên tia 
[image: image87.wmf]1

Ct

 của đường thẳng d.

b) Phần đảo

Lấy điểm C bất kì trên tai 
[image: image88.wmf]1

Ct

. Vẽ đoạn thẳng AC.

Từ A vẽ 
[image: image89.wmf]()

ABACBOy

^Î

. Ta phải chứng minh tam giác ABC vuông cân tại A.

Thật vậy, vẽ 
[image: image90.wmf]CHOx

^

.


[image: image91.wmf]HAC

D

 và 
[image: image92.wmf]OBA

D

 có : 
[image: image93.wmf]µ

µ

¶

µ

11

90;;

HOHCOAaCA

==°===

 (cùng phụ với 
[image: image94.wmf]¶

2

A

).

Dó đó 
[image: image95.wmf]HACOBA

D=D

 (g.c.g) 
[image: image96.wmf]ACAB

=

.

Vậy 
[image: image97.wmf]ABC

D

 vuông tại A.

c) Kết luận: Vậy quỹ tích của điểm C là tia 
[image: image98.wmf]1

//O

Ctx

 và cách Ox một khoảng bằng a.

	[image: image99.png]i ke B
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9.3. (h.9.7)

a) Phần thuận

Gọi O là giao điểm của hai tia AD và BE.

Như vậy O là một điểm cố định.

Xét 
[image: image100.wmf]AOB

D

 có 
[image: image101.wmf]µ

µ

45

AB

==°

 nên 
[image: image102.wmf]·

90

AOB

=°

.

Tứ giác OECD có ba góc vuông nên là hình chữ nhật.

Hai đường chéo DE và OC cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường nên trung điểm M của DE cũng là trung điểm của OC.

Vẽ 
[image: image103.wmf],

OHABMKAB

^^

 thì MK là đường trung bình của 
[image: image104.wmf]OHC

D

, suy ra 
[image: image105.wmf]1

2

MKOH

=

.
Điểm M cách đường thẳng AB cho trước một khoảng là 
[image: image106.wmf]2

OH

 nên điểm M nằm trên đường thẳng 
[image: image107.wmf]//

xyAB

 và cách AB là 
[image: image108.wmf]2

OH

.

Giới hạn: Khi điểm C di động dần  tới A thì điểm M dần tới trung điểm P của OA. Khi điểm C di động dần tới B thì điểm M dần tới trung điểm Q của OB. Vậy điểm M chỉ di động trên đường trung bình PQ của 
[image: image109.wmf]OAB

D

 (trừ hai điểm P và Q).
b) Phần đảo

Lấy điểm M bất kì trên đoạn thẳng PQ (M không trùng với P, Q). Vẽ tia OM cắt AB tại C. Vẽ 
[image: image110.wmf],

CDOACEOB

^^

. Ta phải chứng minh các 
[image: image111.wmf],

DACEBC

DD

 vuông cân và M là trung điểm của DE.
Thật vậy, xét 
[image: image112.wmf]OAB

D

 có 
[image: image113.wmf],//

OPPAPQAB

=

 nên 
[image: image114.wmf]MOMC

=

.

Xét 
[image: image115.wmf]DAC

D

 vuông tại D có 
[image: image116.wmf]µ

45

A

=°

 nên là tam giác vuông cân tại D.

Tương tự, 
[image: image117.wmf]EBC

D

 vuông cân tại E.

Tứ giác OECD có ba góc vuông nên là hình chữ nhật. Do đó hai đường chéo cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường.

Mặt khác, M là trung điểm của OC nên M cũng là trung điểm của DE.
c) Kết luận

Vậy quỹ tích của điểm M là đường trung bình PQ của tam giác OAB trừ hai điểm P và Q.

	[image: image118.png]Hinh 9.8






9.4 (h.9.8)

Gọi O là giao điểm của hai tia AD và BE.
Như vậy O là điểm cố định.

Giải tương tự như bài 9.3, ta được quỹ tích của điểm M là đường trung bình PQ của 
[image: image119.wmf]OAB

D

 trừ hai điểm P và Q.

9.5. (h.9.9)

a) Phần thuận

Vẽ 
[image: image120.wmf]AHBC

^

 thì 
[image: image121.wmf]//

AHDE

 và 
[image: image122.wmf]µ

¶

12

AA

=

 (tính chất của tam giác cân).
	[image: image123.png]Hinh 9.9






Ta có: 
[image: image124.wmf]¶

µ

11

EA

=

 (cặp góc so le trong); 
[image: image125.wmf]µ

¶

12

FA

=

 (cặp góc đồng vị).

Vì 
[image: image126.wmf]µ

¶

12

AA

=

 nên 
[image: image127.wmf]¶

µ

11

EF

=

. Suy ra 
[image: image128.wmf]AEF

D

cân.

Ta có: 
[image: image129.wmf]MEMFAMEF

=Þ^

.

Tứ giác AHDM có ba góc vuông nên là hình chữ nhật 
[image: image130.wmf]MDAH

Þ=

 (không đổi).

Điểm M cách đường thẳng BC cho trước một khoảng bẳng AH nên điểm M nằm trên đường thẳng xy // BC và cách BC một khoảng bằng AH.

Giới hạn: Khi điểm D trùng với B thì E trùng với B và điểm F trùng với 
[image: image131.wmf]1

F

 (
[image: image132.wmf]1

F

 nằm trên tia CA và 
[image: image133.wmf]1

AF

AC

=

). Khi đó điểm M trùng với 
[image: image134.wmf]1

M

 (
[image: image135.wmf]1

M

 là giao điểm của xy với B
[image: image136.wmf]1

F

). Tương tự, khi điểm D trùng với C thì điểm M trùng với 
[image: image137.wmf]2

M

. Vậy M chỉ nằm trên đoạn thẳng 
[image: image138.wmf]12

MM

 của đường thẳng xy.
b) Phần đảo

Lấy điểm M bất kì trên đoạn thẳng  
[image: image139.wmf]12

MM

. Qua M vẽ một đường  thẳng vuông góc với BC cắt BC, AB, AC lần lượt tại D, E, F. Ta phải chứng minh M là trung điểm của EF.

Thật vậy, tứ giác AHDM có hai cặp cạnh đối song song nên là hình bình hành. Hình bình hành này có 
[image: image140.wmf]µ

90

H

=°

 nên là hình chữ nhật, suy ra 
[image: image141.wmf]¶

90

M

=°

.

Ta có: 
[image: image142.wmf]¶

µ

µ

¶

1112

,

EAFA

==

 mà 
[image: image143.wmf]µ

¶

12

AA

=

 nên 
[image: image144.wmf]¶

µ

11

EF

=

. Do đó 
[image: image145.wmf]AEF

D

 cân.
Vì AM là đường cao nên cũng là đường trung tuyến 
[image: image146.wmf]MEMF

Þ=

.

c) Kết luận

Vậy quỹ tích của điểm M là đoạn thẳng 
[image: image147.wmf]12

MM

 của đường thẳng xy // BC và cách BC một khoảng AH.

9.6. (h.9.10)

a) Phần thuận
Vẽ các đoạn thẳng MO, MA ta được:


[image: image148.wmf]1

2

MOMABC

==

.

	[image: image149.png]T M
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Điểm M cách đều hai đầu của đoạn thẳng OA cố định nên điểm M nằm trên đường trung trực của OA.

Giới hạn: Khi điểm C di động tới điểm O thì điểm B di động tới 
[image: image150.wmf]1

B

 (
[image: image151.wmf]1

ABAO

^

), khi đó điểm M di động tới 
[image: image152.wmf]1

M

 là trung điểm của 
[image: image153.wmf]1

OB

. 
Khi B di động dần tới O thì điểm C di động tới 
[image: image154.wmf]1

C

(
[image: image155.wmf]1

ACAO

^

), khi đó điểm M di động tới 
[image: image156.wmf]2

M

 là trung điểm của 
[image: image157.wmf]1

OC

. Vậy điểm M chỉ di động trên đoạn thẳng 
[image: image158.wmf]12

MM

.
b) Phần đảo

Lấy điểm M bất kì trên đoạn thẳng 
[image: image159.wmf]12

MM

. Trên tia Ox lấy điểm B (
[image: image160.wmf]BO

¹

) sao cho 
[image: image161.wmf]MBMA

=

. Tia BM cắt Oy tại điểm C. Ta phải chứng minh 
[image: image162.wmf]ABC

D

 vuông tại A và M là trung điểm của BC.
Thật vậy, ta có: 
[image: image163.wmf]MBMA

=

 mà 
[image: image164.wmf]MOMA

=

 (vì M nằm trên đường trung trực của OA) nên 
[image: image165.wmf]MBMO

=

. (1)


[image: image166.wmf]MOB

ÞD

 cân 
[image: image167.wmf]µ

¶

11

BO

Þ=

.

Xét 
[image: image168.wmf]OBC

D

 vuông tại O có 
[image: image169.wmf]µ

·

¶

·

11

9090

BBCOOBCO

+=°Þ+=°



[image: image170.wmf]·

·

MOCMCO

Þ=

 (vì cùng phụ với 
[image: image171.wmf]¶

1

O

) 
[image: image172.wmf]MOC

ÞD

 cân 
[image: image173.wmf]MOMC

Þ=

. (2)

Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image174.wmf]MBMC

=

. Vậy M là trung điểm của BC.
Xét 
[image: image175.wmf]ABC

D

 có 
[image: image176.wmf]MAMBMC

==

 nên 
[image: image177.wmf]1

2

MABC

=

 
[image: image178.wmf]ABC

ÞD

 vuông tại A.

c) Kết luận

quỹ tích của điểm M là đoạn thẳng 
[image: image179.wmf]12

MM

 thuộc đường trung trực của OA.

9.7. (h.9.11)

1) Chứng minh 
[image: image180.wmf]2222

MAMCMBMD

+=+

. (1)
Qua M vẽ đường thẳng vuông góc với hai cặp cạnh đối của hình chữ nhật rồi dùng định lý Py-ta-go để chứng minh.

	[image: image181.png]V
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 2) Tìm quỹ tích của điểm M

a) Phần thuận

Ta có: 
[image: image182.wmf]MAMCMBMD

+=+

 (2)

Suy ra 
[image: image183.wmf](

)

(

)

22

MAMCMBMD

+=+



[image: image184.wmf]2222

2.2.

MAMCMAMCMBMDMBMD

Þ++=++



[image: image185.wmf]2.2.

MAMCMBMD

Þ=

 (3)

Từ (1) và (3) ta có: 
[image: image186.wmf]2222

2.2.

MAMCMAMCMBMDMBMD

Þ+-=+-



[image: image187.wmf](

)

(

)

22

MAMCMBMD

Þ-=-


Suy ra 
[image: image188.wmf]MAMCMBMD

-=-

 (4) hoặc 
[image: image189.wmf]MAMCMDMB

-=-

 (5)


[image: image190.wmf]g

 Từ (2) và (4) ta có: 
[image: image191.wmf]MAMCMBMD

MAMCMBMD

ì

ï

+=+

ï

í

ï

-=-

ï

î


Do đó: 
[image: image192.wmf]22

MAMBMAMB

=Þ=

.

Vậy điểm M nằm trên đường trung trực của AB.


[image: image193.wmf]g

 Từ (2) và (5) ta có; 
[image: image194.wmf]MAMCMBMD

MAMCMDMB

ì

ï

+=+

ï

í

ï

-=-

ï

î

.
	[image: image195.png]Hinh.9.12






 Do đó: 
[image: image196.wmf]22

MAMDMAMD

=Þ=


Vậy điểm M nằm trên đường trung trực của AD.

Giới hạn: Vì M nằm trong hình chữ nhật hoặc trên các cạnh của nó nên M nằm trên hai đoạn thẳng EF và GH nối trung điểm hai cặp cạnh đối diện của hình chữ nhật.

b) Phần đảo (h.9.12)
Lấy điểm M bất kì trên đoạn thẳng GH.

Khi đó 
[image: image197.wmf];

MAMDMBMC

==

.

Vậy 
[image: image198.wmf]MAMCMBMD

+=+

. Nếu 
[image: image199.wmf]MEF

Î

 ta cũng có kết quả trên.

c) Kết luận: Quỹ tích của điểm M là hai đoạn thẳng EF và GH nối các trung điểm của hai cặp cạnh đối diện của hình chữ nhật.
9.8. (h.9.13)
a) Phần thuận


[image: image200.wmf]MAC

D

 và 
[image: image201.wmf]DBC

D

 có: 
[image: image202.wmf]MCDC

=

; 
[image: image203.wmf]¶

¶

12

CC

=

 (vì cùng cộng với ACD cho 
[image: image204.wmf]60

°

); 
[image: image205.wmf]CACB

=

.
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Vậy 
[image: image207.wmf]MACDBC

D=D

 (c.g.c)


[image: image208.wmf]·

·

90

MACDBC

Þ==°

. Suy ra 
[image: image209.wmf]MAAC

^

 tại A.

Do đó điểm M nằm trên một đường thẳng đi qua A và vuông góc với AC.

Giới hạn: Khi điểm D trùng với B thì điểm M trùng với A. Khi điểm D ra xa vô cùng thì điểm M cũng ra xa vô cùng. Vậy điểm M chỉ nằm trên tia Ay.

b) Phần đảo

Lấy điểm M bất kì trên tia Ay. Vẽ đoạn thẳng MC. Trên tia Bx lấy điểm D sao cho CD = CM.
Ta phải chứng minh 
[image: image210.wmf]MCD

D

 đều.

Thật vậy, 
[image: image211.wmf]MAC

D

 và 
[image: image212.wmf]DBC

D

 có: 
[image: image213.wmf]µ

µ

90;;

ABCMCDCACB

==°==

.
Do đó 
[image: image214.wmf]MACDBC

D=D

 (cạnh huyền, cạnh góc vuông).

Suy ra 
[image: image215.wmf]¶

¶

·

·

12

60

CCMCDBCA

=Þ==°

.

[image: image216.wmf]MCD

D

 cân có 
[image: image217.wmf]·

60

MCD

=°

 nên là tam giác đều.

c) Kết luận.

Quỹ tích của điểm M là tia 
[image: image218.wmf]AyAC

^

 (tia Ay nằm trên nửa mặt phẳng bờ AC không chứa B).

9.9. (h.9.14)


[image: image219.wmf]DCEBCF

D=D

 (c.g.c) 
[image: image220.wmf]CECF

Þ=

 và 
[image: image221.wmf]¶

¶

12

CC

=

.
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Ta có: 
[image: image223.wmf]¶

·

¶

·

12

9090

CBCECBCE

+=°Þ+=°

.

Hình bình hành ECFM có 
[image: image224.wmf]CECF

=

 và 
[image: image225.wmf]·

90

ECF

=°

 nên ECFM là hình vuông


[image: image226.wmf]MEMF

Þ=

.

Vẽ 
[image: image227.wmf],

MHABMKAD

^^

 ta được 
[image: image228.wmf]·

90

MHK

=°

.

Mặt khác, 
[image: image229.wmf]·

90

EMF

=°

 nên 
[image: image230.wmf]·

·

HMFKME

=

 (hai góc có cạnh tương ứng vuông góc cùng nhọn).
Suy ra 
[image: image231.wmf]HMFKME

D=D

 (cạnh huyền, góc nhọn)


[image: image232.wmf]MHMK

Þ=

.

Điểm M nằm trong góc vuông EAB và cách đều hai cạnh của góc này nên M nằm trên tia phân giác Ax của góc EAB.

Lưu ý: Bài toán không hỏi quỹ tích của điểm M, mà chỉ hỏi điểm M nằm trên đường nào do đó trong lời giải chỉ trình bày nội dung của phần thuận.

9.10 (h.9.15)

Xét 
[image: image233.wmf]EDF

D

 vuông tại E có EM là đường trung tuyến nên 
[image: image234.wmf]1

2

EMDFDM

==

.

[image: image235.wmf]BDMBEM

D=D

 (c.g.c) 
[image: image236.wmf]µ

¶

12

BB

Þ=

.

Vậy điểm M nằm trên tia phân giác Bx của góc B.

Giới hạn:


[image: image237.wmf]g

 Khi điểm D trùng với A thì điểm M trùng với điểm 
[image: image238.wmf]1

M

 (
[image: image239.wmf]1

M

 là giao điểm của tia Bx với AC)

[image: image240.wmf]g

 Khi điểm D trùng với B thì điểm M trùng với điểm 
[image: image241.wmf]2

M

 (
[image: image242.wmf]2

M

 là trung điểm của 
[image: image243.wmf]1

BM

).
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b) Phần đảo

Lấy điểm M bất kì trên đoạn thẳng 
[image: image245.wmf]12

MM

.

Lấy điểm D trên cạnh AB sao cho MD = MA. (1)

Lấy điểm E trên cạnh BC sao cho BE = BD.

Tia DM cắt cạnh AC tại F.

Ta phải chứng minh M là trung điểm của DF và 
[image: image246.wmf]EFDE

^


Thật vậy, 
[image: image247.wmf]BMDBME
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 (c.g.c) 
[image: image248.wmf]MDME
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[image: image249.wmf]MAD
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 cân 
[image: image250.wmf]¶

µ

11

DA

Þ=

.

Ta có: 
[image: image251.wmf]¶
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 mà 
[image: image252.wmf]¶
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 nên 
[image: image253.wmf]µ
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[image: image254.wmf]MFMA
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 (3)

Từ (1), (2), (3) suy ra: 
[image: image255.wmf]MDMEMF

==

.

Vậy M là trung điểm của DF và 
[image: image256.wmf]DEF

D

 vuông tại E 
[image: image257.wmf]EFDE
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.

c) Kết luận: Vậy quỹ tích của điểm M là đoạn thẳng 
[image: image258.wmf]12

MM

 của tia phân giác của góc B.

	[image: image259.png]Hinh.9.16






9.11. (h.9.16)
a) Phần thuận

Vẽ 
[image: image260.wmf]Ox, AKOy

AH

^^

. Khi đó

[image: image261.wmf]·
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Mặt khác, 
[image: image262.wmf]·
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Nên 
[image: image263.wmf]·
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[image: image264.wmf]HABKAD

D=D

 (cạnh huyền, góc nhọn)


[image: image265.wmf]AHAK
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Điểm A nằm trong góc xOy và cách đều hai cạnh của góc xOy nên A nằm trên tia phân giác 
[image: image266.wmf]Ot

 của góc xOy.

Giới hạn:  Khi điểm B trùng với O hoặc khi D trùng với O thì điểm A trùng với 
[image: image267.wmf]1
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 (
[image: image268.wmf]1
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 và cách O một khoảng 
[image: image269.wmf]1
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). Khi 
[image: image270.wmf]Ox
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 thì 
[image: image271.wmf]ADOy
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, điểm A trùng với 
[image: image272.wmf]2
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[image: image273.wmf]2
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 và cách O một khoảng 
[image: image274.wmf]2

2

OAa

=
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b) Phần đảo

Lấy điểm A bất kì trên đoạn thẳng 
[image: image275.wmf]12

AA

. Vẽ 
[image: image276.wmf]Ox, AKOy

AH

^^

 thì 
[image: image277.wmf]AHAK

=

 (tính chất tia phân giác). Trên đoạn thẳng HO lấy điểm B, trên tia Ky lấy điểm D sao cho AD = AB = a. Vẽ hình bình hành ABCD, ta phải chứng minh ABCD là hình thoi cạnh a, 
[image: image278.wmf]µ

60

B
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.
Thật vậy, hình bình hành ABCD có AB = AD = a nên đó là hình thoi cạnh a.

[image: image279.wmf]HABKAD

D=D

 (cạnh huyền, cạnh góc vuông) 
[image: image280.wmf]µ
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[image: image281.wmf]·
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. Do đó 
[image: image282.wmf]µ
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c) Kết luận

Vậy quỹ tích của điểm A là đoạn thẳng 
[image: image283.wmf]12

AA

 thuộc tia phân giác Ot của góc xOy.
9.12 (h.9.17)

Ta có: 
[image: image284.wmf]¶
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[image: image286.wmf]¶
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Trên tia đối của  tia AB lấy điểm N sao cho 
[image: image287.wmf]ANCF
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.


[image: image288.wmf]ADNCDF

D=D

 (c.g.c)

[image: image289.wmf]DNDF
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 và 
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Do đó 
[image: image291.wmf]¶
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Suy ra 
[image: image292.wmf]·

·

45

NDEFDE

==°

.


[image: image293.wmf]NDEFDE

D=D

 (c.g.c) 
[image: image294.wmf]·
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Do đó 
[image: image295.wmf]DAEDME

D=D

 (c.g.c) 
[image: image296.wmf]4
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Điểm M cách điểm D cho trước một khoảng không đổi là 4cm nên điểm M nằm trên đường tròn tâm D, bán kính 4cm.

9.13 (h.9.18)

a) Phần thuận
Vẽ đoạn thẳng OM ta có: 
[image: image297.wmf]1

2

OMABa

==

 (tính chất trung tuyến của tam giác vuông).

Điểm M cách điểm O cho trước một khoảng a cho trước nên M nằm trên đường tròn tâm O, bán kính a.

	[image: image298.png]Ay
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Giới hạn: 

[image: image299.wmf]g

 Khi điểm B di động tới O thì A tới điểm 
[image: image300.wmf]1

AOx

Î

 và 
[image: image301.wmf]1
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. Khi đó điểm M di động tới 
[image: image302.wmf]1

M

 là trung điểm của 
[image: image303.wmf]1

OA

.

[image: image304.wmf]g

 Khi điểm A di động tới O thì B tới điểm 
[image: image305.wmf]1

BOy

Î

 và 
[image: image306.wmf]1
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. Khi đó điểm M di động tới 
[image: image307.wmf]2

M

 là trung điểm của 
[image: image308.wmf]1

OB

.

Vậy M nằm trên cung 
[image: image309.wmf]12

MM

 của đường tròn tâm O, bán kính a.

b) Phần đảo

Lấy điểm M bất kì trên cung 
[image: image310.wmf]12

MM

.
Trên tia Ox lấy điểm A sao cho MA = MO (1)

Tia AM cắt tia Oy tại B. Ta phải chứng minh M là trung điểm của AB và AB = 2a.

Thật vậy, vì MA = MO nên 
[image: image311.wmf]MOA

D

 nên 
[image: image312.wmf]µ
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Xét 
[image: image313.wmf]AOB
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 vuông tại O có 
[image: image314.wmf]µ

¶

¶

¶

1212

9090

ABOB

+=°Þ+=°



[image: image315.wmf]¶
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 (cùng phụ với 
[image: image316.wmf]¶
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)

Do đó 
[image: image317.wmf]MOB

D

 cân 
[image: image318.wmf]MBMO
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. (2)
Từ (1), và (2) suy ra: 
[image: image319.wmf]MAMBMOa

===

. Do đó: 
[image: image320.wmf]2
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c) Kết luận

Quỹ tích của điểm M là cung 
[image: image321.wmf]12

MM

 của đường tròn tâm O, bán kính a

9.14. (h.9.19)
a) Phần thuận
	[image: image322.png]Hinh.9.19






Gọi O là điểm đối xứng với D qua C thì O là một điểm cố định.

Tứ giác ABOC có AB // OC; AB = OC (vì cùng bằng CD) nên ABOC là hình bình hành 
[image: image323.wmf]2

OBACcm

Þ==

.

Điểm B cách điểm O cố định một khoảng 2cm nên điểm B nằm trên đường tròn tâm O bán kính 2cm.

Giới hạn: Vì B, C, D không thẳng hàng nên B nằm trên đường tròn tâm O, bán kính 2 cm trừ giao điểm của đường tròn này với đường thẳng CD.

b) Phần ảo

Lấy điểm B bất kì trên đường tròn tâm O bán kính 2cm (trừ các giao điểm của đường tròn này với đường thẳng CD). Suy ra OB = 2cm. Vẽ hình bình hành ABCD. Ta phải chứng minh hình bình hành có AC = 2cm.

Thật vậy, 
[image: image324.wmf]//

ABCD

 và 
[image: image325.wmf]//

ABCDABCO

=Þ

 và 
[image: image326.wmf]ABCO

=

.

Do đó tứ giác ABOC là hình bình hành, suy ra AC = OB = 2cm.

c) Kết luận

Vậy quỹ tích của điểm B là đường tròn tâm O bán kính 2cm.

	Trang 15



_1630390602.unknown

_1630406108.unknown

_1630409687.unknown

_1630413765.unknown

_1630414386.unknown

_1630415925.unknown

_1630416395.unknown

_1630416558.unknown

_1630416609.unknown

_1630417027.unknown

_1630874705.unknown

_1630878220.unknown

_1630417036.unknown

_1630417048.unknown

_1630416642.unknown

_1630416796.unknown

_1630416632.unknown

_1630416578.unknown

_1630416594.unknown

_1630416566.unknown

_1630416403.unknown

_1630416545.unknown

_1630416002.unknown

_1630416030.unknown

_1630416079.unknown

_1630416100.unknown

_1630416014.unknown

_1630415959.unknown

_1630415973.unknown

_1630415937.unknown

_1630415162.unknown

_1630415352.unknown

_1630415728.unknown

_1630415796.unknown

_1630415362.unknown

_1630415290.unknown

_1630415319.unknown

_1630415175.unknown

_1630415075.unknown

_1630415109.unknown

_1630415151.unknown

_1630415099.unknown

_1630414519.unknown

_1630415066.unknown

_1630414471.unknown

_1630413943.unknown

_1630414194.unknown

_1630414307.unknown

_1630414362.unknown

_1630413972.unknown

_1630413997.unknown

_1630414167.unknown

_1630413963.unknown

_1630413883.unknown

_1630413907.unknown

_1630413919.unknown

_1630413893.unknown

_1630413797.unknown

_1630413839.unknown

_1630413774.unknown

_1630412204.unknown

_1630413054.unknown

_1630413134.unknown

_1630413742.unknown

_1630413755.unknown

_1630413721.unknown

_1630413095.unknown

_1630413116.unknown

_1630413064.unknown

_1630413014.unknown

_1630413036.unknown

_1630413044.unknown

_1630413023.unknown

_1630412637.unknown

_1630412990.unknown

_1630413001.unknown

_1630412233.unknown

_1630412265.unknown

_1630412459.unknown

_1630412228.unknown

_1630409828.unknown

_1630412088.unknown

_1630412176.unknown

_1630412180.unknown

_1630412140.unknown

_1630412067.unknown

_1630412077.unknown

_1630412046.unknown

_1630409743.unknown

_1630409768.unknown

_1630409810.unknown

_1630409759.unknown

_1630409720.unknown

_1630409733.unknown

_1630409698.unknown

_1630407451.unknown

_1630408185.unknown

_1630409267.unknown

_1630409625.unknown

_1630409655.unknown

_1630409667.unknown

_1630409643.unknown

_1630409296.unknown

_1630409338.unknown

_1630409275.unknown

_1630409134.unknown

_1630409189.unknown

_1630409200.unknown

_1630409145.unknown

_1630408206.unknown

_1630408850.unknown

_1630408198.unknown

_1630407885.unknown

_1630408137.unknown

_1630408162.unknown

_1630408171.unknown

_1630408145.unknown

_1630408116.unknown

_1630408126.unknown

_1630407901.unknown

_1630407528.unknown

_1630407560.unknown

_1630407870.unknown

_1630407545.unknown

_1630407487.unknown

_1630407506.unknown

_1630407462.unknown

_1630406705.unknown

_1630407251.unknown

_1630407382.unknown

_1630407413.unknown

_1630407440.unknown

_1630407403.unknown

_1630407350.unknown

_1630407369.unknown

_1630407334.unknown

_1630406821.unknown

_1630406857.unknown

_1630406868.unknown

_1630406843.unknown

_1630406740.unknown

_1630406761.unknown

_1630406728.unknown

_1630406420.unknown

_1630406500.unknown

_1630406679.unknown

_1630406687.unknown

_1630406664.unknown

_1630406456.unknown

_1630406493.unknown

_1630406433.unknown

_1630406360.unknown

_1630406372.unknown

_1630406396.unknown

_1630406142.unknown

_1630406158.unknown

_1630406179.unknown

_1630406117.unknown

_1630392434.unknown

_1630397412.unknown

_1630397741.unknown

_1630398138.unknown

_1630406006.unknown

_1630406042.unknown

_1630406061.unknown

_1630406018.unknown

_1630398180.unknown

_1630405881.unknown

_1630398151.unknown

_1630398054.unknown

_1630398112.unknown

_1630398128.unknown

_1630398073.unknown

_1630397884.unknown

_1630397836.unknown

_1630397856.unknown

_1630397488.unknown

_1630397704.unknown

_1630397718.unknown

_1630397737.unknown

_1630397536.unknown

_1630397570.unknown

_1630397698.unknown

_1630397524.unknown

_1630397454.unknown

_1630397477.unknown

_1630397434.unknown

_1630395177.unknown

_1630395235.unknown

_1630397395.unknown

_1630397403.unknown

_1630396543.unknown

_1630395200.unknown

_1630395212.unknown

_1630395185.unknown

_1630392999.unknown

_1630395140.unknown

_1630395166.unknown

_1630395118.unknown

_1630392541.unknown

_1630392557.unknown

_1630392459.unknown

_1630391702.unknown

_1630392006.unknown

_1630392301.unknown

_1630392394.unknown

_1630392422.unknown

_1630392315.unknown

_1630392054.unknown

_1630392290.unknown

_1630392016.unknown

_1630391922.unknown

_1630391957.unknown

_1630391989.unknown

_1630391938.unknown

_1630391770.unknown

_1630391912.unknown

_1630391728.unknown

_1630391433.unknown

_1630391597.unknown

_1630391625.unknown

_1630391678.unknown

_1630391615.unknown

_1630391468.unknown

_1630391514.unknown

_1630391445.unknown

_1630390926.unknown

_1630391407.unknown

_1630391418.unknown

_1630390968.unknown

_1630390842.unknown

_1630390863.unknown

_1630390614.unknown

_1630327114.unknown

_1630329255.unknown

_1630330874.unknown

_1630390329.unknown

_1630390368.unknown

_1630390381.unknown

_1630330963.unknown

_1630390141.unknown

_1630329647.unknown

_1630329930.unknown

_1630330598.unknown

_1630329897.unknown

_1630329525.unknown

_1630329581.unknown

_1630329505.unknown

_1630327349.unknown

_1630328400.unknown

_1630328746.unknown

_1630328820.unknown

_1630328409.unknown

_1630327402.unknown

_1630328381.unknown

_1630327368.unknown

_1630327223.unknown

_1630327304.unknown

_1630327334.unknown

_1630327267.unknown

_1630327198.unknown

_1630327212.unknown

_1630327167.unknown

_1630324759.unknown

_1630326601.unknown

_1630327003.unknown

_1630327043.unknown

_1630327080.unknown

_1630327009.unknown

_1630326663.unknown

_1630326689.unknown

_1630326617.unknown

_1630325098.unknown

_1630325208.unknown

_1630326591.unknown

_1630325127.unknown

_1630325037.unknown

_1630325047.unknown

_1630322330.unknown

_1630324649.unknown

_1630324731.unknown

_1630324698.unknown

_1630322915.unknown

_1630322967.unknown

_1630322854.unknown

_1630321661.unknown

_1630321793.unknown

_1630321821.unknown

_1630321726.unknown

_1630321601.unknown

_1630321642.unknown

_1630321342.unknown

