CHỦ ĐỀ 13: PHƯƠNG TRÌNH MẶT PHẲNG, PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THẲNG VÀ MẶT CẦU
VẤN ĐỀ 1. PHƯƠNG TRÌNH MẶT PHẲNG
1. Vectơ pháp tuyến của mặt phẳng
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Vectơ 
[image: image290.png]M



 được gọi là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (α) nếu giá của 
[image: image2.wmf]n
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 vuông góc với (α).

Nêu 2 vectơ 
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 và 
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 không cùng phương và giá của chúng song song với một mặt phẳng (α) (hoặc nằm trên (α)) thì vectơ 
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 là một vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (α).

Chú ý: Nếu 
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là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (α) thì 
[image: image7.wmf].(,0)
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 cũng là một vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (α).
Ví dụ: Nếu 
[image: image8.wmf](2;4;6)
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là một vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (α) thì 
[image: image9.wmf]1
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 cũng là một vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (α). Trong quá trình tính toán ta nên chọn vectơ đơn giản nhất.

2. Mặt phẳng đi qua điểm 
[image: image10.wmf](
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 có vectơ pháp tuyến là 
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 có phương trình tổng quát là 
[image: image12.wmf]000
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3. Mỗi mặt phẳng đều có phương trình tổng quát dạng Ax+ By + Cz + D = 0 với A2 + B2 + C2 > 0. 
Ngược lại mỗi phương trình có dạng trên đều là phương trình của một mặt phẳng.

Nếu mặt phẳng (α) có phương trình Ax + By + Cz + D = 0 thì vectơ 
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 là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (α).

4. Phương trình mặt phẳng theo đoạn chắn

Mặt phẳng (α) không đi qua gốc O, cắt trục Ox tại điểm 
[image: image14.wmf](
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, cắt trục Oy tại điểm 
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 và cắt trục Oz tại điểm 
[image: image16.wmf](

)

0;0;

Cc

 có phương trình 
[image: image17.wmf]1
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 (abc≠0).
Phương trình này được gọi là phương trình theo đoạn chắn của mặt phẳng (α).

5. Một số cách xác định vectơ pháp tuyến của mặt phẳng hay gặp:

• (P) đi qua ba điểm phân biệt A, B, C thì có vectơ pháp tuyến 
[image: image18.wmf]p
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• (P) đi qua điểm A và song song với (Q) thì ta chọn cho 
[image: image19.wmf]pQ
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• (P) đi qua điểm A và vuông góc với hai mặt phẳng phân biệt (α), (β) thì 
[image: image20.wmf]p
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• (P) đi qua điểm A và song song với hai vectơ thì 
[image: image21.wmf],

ab

rr

 thì 
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• (P) đi qua điểm A, B và vuông góc với (α) thì 
[image: image23.wmf],

p

p

p

nAB

nABn

nn

a

a

ì

^

ï

éù

®=

í

ëû

^

ï

î

ruuur

ruuuruur

ruur


II. Phương trình đường thẳng

1. Vectơ chỉ phương của đường thẳng

Vectơ 
[image: image24.wmf]0
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 được gọi là vectơ chỉ phương của đường thẳng d nếu giá của 
[image: image25.wmf]u
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 song song hoặc trùng với d.
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Chú ý: Nếu 
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 là vectơ chỉ phương của đường thẳng d thì 
[image: image27.wmf].(;0)
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 cũng là một vectơ chỉ phương của đường thẳng d.
2. Đường thẳng đi qua điểm 
[image: image28.wmf](

)

000

;;

Mxyz

 với vectơ chỉ phương 
[image: image29.wmf](a;b;c)
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+ Phương trình tham số : 
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(Với mỗi giá trị t cho ta các giá trị tương ứng 
[image: image31.wmf],,
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 tương ứng là tọa độ của một điểm M thuộc đường thẳng).

+) Phương trình chính tắc là: 
[image: image32.wmf]000
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 với điều kiện abc ≠ 0.

3. Cho 2 mặt phẳng (P) và (Q) lần lượt có phương trình là 
[image: image33.wmf]Ax0
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 với điều kiện 
[image: image35.wmf]A:B:CA':B':C'

¹

 
Điều kiện trên chứng tỏ hai mặt phẳng đó cắt nhau. Gọi d là đường thẳng giao tuyến của chúng.

Đường thẳng d gồm những điểm M (x;y;z) vừa thuộc mặt phẳng (P) vừa thuộc mặt phẳng (Q) nên tọa độ điểm M  là nghiệm của hệ phương trình 
[image: image36.wmf]0
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Khi đó 
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 là một vectơ chỉ phương của đường

thẳng d.
4. Một số cách xác định vectơ chỉ phương của đường thẳng hay gặp:
• (d) đi qua điểm A và song song với đường thẳng (∆) thì ta chọn cho 
[image: image39.wmf]d
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• (d) đi qua điểm A và vuông góc với hai đường thẳng (d1), (d2) thì
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• (d) đi qua điểm A và song song với hai mặt phẳng (α), (β) thì 
[image: image41.wmf]d
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• (d) đi qua điểm A và vuông góc với đường thẳng (∆); song song với mặt phẳng (P) thì
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III. Mặt cầu

Mặt cầu tâm 
[image: image43.wmf](
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Ngược lại phương trình: 
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 (*) là phương trình mặt cầu nếu có điều kiện 
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Khi đó 
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Nếu 
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, phương trình (*) xác định một điểm duy nhất là 
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, không có điểm nào thỏa mãn phương trình (*).

	Ví dụ 1: Viết phương trình mặt phẳng (P) trong các trường hợp sau:

a) Qua điểm 
[image: image52.wmf](
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b) Qua điểm 
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 và vuông góc với BC trong đó 
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c) Qua điểm 
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 và song song với mặt phẳng (Q): 
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Lời giải:
a) Phương trình mặt phẳng cần tìm là: 
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b) Ta có: 
[image: image61.wmf](
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 suy ra VTPT của mặt phẳng (P) là 
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Phương trình mặt phẳng: 
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c) Do 
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Phương trình mặt phẳng (P) là: 
[image: image67.wmf]2350
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	Ví dụ 2: Viết phương trình mặt phẳng (P) trong các trường hợp sau:

a) Đi qua 3 điểm 
[image: image68.wmf](
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b) Đi qua điểm 
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 và vuông góc với trục Oy.

c) Là mặt phẳng trung trực của AB với 
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d) Đi qua 3 điểm 
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Lời giải:
a) Ta có: 
[image: image73.wmf]AB(3;6;0),AC(5;3;3)
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[image: image74.wmf](P)

nAB,AC(18;9;39)3(6;3;13)

éù

==--=--

ëû

uuuruuuruuur


Ta chọn 
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b) Ta có: 
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Do (P) vuông góc với trục Oy 
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c) Mặt phẳng trung trực của AB là mặt phẳng qua trung điểm của AB và vuông góc với AB.

Trung điểm của AB là
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Phương trình mặt phẳng cần tìm là: 
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d) Phương trình mặt phẳng (P) theo đoạn chắn là: 
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	Ví dụ 3: Trong không gian Oxyz, điểm nào dưới đây nằm trên mặt phẳng (P):
[image: image85.wmf]220
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Lời giải:
Thay tọa độ từng điểm vào phương trình mặt phẳng (P) ta thấy tọa độ điểm  N  thỏa mãn: 

[image: image90.wmf]2(1)(1)120()
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	Ví dụ 4: Trong không gian toạ độ Oxyz, cho mặt phẳng 
[image: image91.wmf]():10
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. Vectơ nào sau đây không là vectơ pháp tuyến của (P).
A. 
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Lời giải:
Một vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (P) là 
[image: image96.wmf](;;)
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 không là vectơ pháp tuyến của (P). Chọn C.
	Ví dụ 5: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, viết phương trình mặt phẳng qua điểm 
[image: image98.wmf](
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làm vectơ pháp tuyến.
A. 
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B. 
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Lời giải:
Phương trình mặt phẳng đó là: 
[image: image104.wmf](
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. Chọn B.
	Ví dụ 6: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, cho mặt phẳng (P) đi qua gốc tọa độ và nhận vectơ có tọa độ 
[image: image106.wmf](3;2;1)
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là vectơ pháp tuyển. Phương trình của mặt phẳng (P) là
A. 
[image: image107.wmf]32140.
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Lời giải:
Phương trình mặt phẳng (P) là 3x + 2y + z = 0. Chọn B.
	Ví dụ 7: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, cho mặt phẳng (α): 
[image: image111.wmf]2310.
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 Điểm nào dưới đây không thuộc mặt phẳng (α) ?
A. 
[image: image112.wmf](3;1;3).
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B. 
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[image: image114.wmf](2;1;8).
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[image: image115.wmf](

)

4;2;1.

N




Lời giải:
Với các điểm M, N, P, Q ta thấy điểm 
[image: image116.wmf](3;1;3)()
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 vì 2.3 − 3.1 − 3−l = −1 ≠ 0. Chọn A.
	Ví dụ 8: Trong không gian toạ độ Oxyz cho điểm 
[image: image117.wmf](
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. Gọi A, B, C lần lượt là hình chiếu vuông góc của  M  trên các trục toạ độ Ox, Oy và Oz. Phương trình mặt phẳng (ABC) là.
A. 
[image: image118.wmf]0.
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B. 
[image: image119.wmf]36260.
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D. 
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Lời giải :
Toạ độ các điểm A, B, C là 
[image: image122.wmf](
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Suy ra phương trình đoạn chắn của mặt phẳng (ABC) là: 
[image: image123.wmf]1
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Chọn B.
	Ví dụ 9: Trong không gian toạ độ Oxyz cho điểm 
[image: image125.wmf](
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 Gọi I ; J ; K lần lượt là hình chiếu vuông góc của M lên các trục 
[image: image126.wmf];;.
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 Phương trình mặt phẳng (IJK) là.

A. 
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Lời giải:
Ta có: 
[image: image131.wmf](
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do đó phương trình mặt phẳng (IJK) theo đoạn chắn là:
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. Chọn C.
	Ví dụ 10: Phương trình nào dưới đây là phương trình mặt phẳng đi qua điểm M (3;-1;1) và vuông góc với đường thẳng 
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B. 
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D. 
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Lời giải:
Mặt phẳng cần tìm có VTPT là : 
[image: image138.wmf](3;2;1)
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Phương trình mặt phẳng cần tìm là: 
[image: image139.wmf]332110
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 hay 
[image: image140.wmf]32120
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. Chọn C.
	Ví dụ 11: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho tam giác ABC với 
[image: image141.wmf](
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  Một vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (ABC) là:
A. 
[image: image142.wmf](3;1;1).
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B. 
[image: image143.wmf](3;1;1).
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C. 
[image: image144.wmf](3;1;1).
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D. 
[image: image145.wmf](3;1;1).
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Lời giải:
Tacó: 
[image: image146.wmf](1;2;1),(0;1;1),(3;1;1)
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. Chọn A.
	Ví dụ 12: Viết phương trình tham số của đường thẳng d, biết
a) 
[image: image147.wmf]211
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b) 
[image: image148.wmf]311
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Lời giải:
a) Ta có: 
[image: image149.wmf]22
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b) 
[image: image150.wmf]32
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	Ví dụ 13: Viết phương trình chính tắc của đường thẳng d, biết
a) 
[image: image151.wmf]23
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b) 
[image: image152.wmf]23
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Lời giải:
a) Phương trình chính tắc của đường thằng 
[image: image153.wmf]213
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b) Phương trình chính tắc của đường thằng 
[image: image154.wmf]24
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	Ví dụ 14: Viết phương trình đường thẳng d trong các trường hợp sau:

a) Đi qua điểm 
[image: image155.wmf](
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 và có vectơ chỉ phương là 
[image: image156.wmf]23
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b) Đi qua điểm 
[image: image157.wmf](
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và song song với trục Oz.

c) Đi qua 2 điểm 
[image: image158.wmf](
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 và 
[image: image159.wmf](
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Lời giải:
a) Ta có: 
[image: image160.wmf](2;1;3)
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Phương trình đường thẳng d là : 
[image: image161.wmf]214
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b) Ta có : 
[image: image162.wmf]1
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c) Ta có : 
[image: image163.wmf](1;4;0)(1;4;0)
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[image: image164.wmf]14
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	Ví dụ 15: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho đường thẳng 
[image: image165.wmf]123
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. Vectơ nào dưới đây là vectơ chỉ phương của đường thẳng d ?

A. 
[image: image166.wmf](1;2;3).
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B. 
[image: image167.wmf](2;3;1).
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C. 
[image: image168.wmf](3;2;1).
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D. 
[image: image169.wmf](1;2;3).
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Lời giải:
Một vectơ chỉ phương của đường thẳng d là 
[image: image170.wmf](2;3;1)
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. Chọn B.
	Ví dụ 16: Cho hai điểm 
[image: image171.wmf](
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 và 
[image: image172.wmf](
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. Vectơ nào dưới đây là một vectơ chỉ phương của đường thẳng AB?
A. 
[image: image173.wmf](1;0;2).
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B. 
[image: image174.wmf](1;2;2).
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C. 
[image: image175.wmf](1;1;2).
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D. 
[image: image176.wmf](1;0;2).
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Lời giải:
Ta có: 
[image: image177.wmf](1;0;2)
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. Chọn A.
	Ví dụ 17: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho các điểm 
[image: image178.wmf](1;1;0),(0;1;1)
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. Phương trình đường thẳng đi qua hai điểm A và B là:
A. 
[image: image179.wmf]1
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B. 
[image: image180.wmf]1
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C. 
[image: image181.wmf]12.
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D. 
[image: image182.wmf]1
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Lời giải:
Ta có 
[image: image183.wmf](1;2;1)
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. Đường thẳng AB đi qua điểm B, nhận 
[image: image184.wmf]BA
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 làm vectơ chỉ phương có phương trình 
[image: image185.wmf]12
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. Chọn C.
	Ví dụ 18: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai điểm 
[image: image186.wmf](3;2;2),(4;1;0)
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. Viết phương trình đường thẳng ∆ qua hai điểm A và B.
A. 
[image: image187.wmf]3
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B. 
[image: image188.wmf]34
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C. 
[image: image189.wmf]13
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D. 
[image: image190.wmf]14
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Lời giải:
Ta có: 
[image: image191.wmf](1;3;2)(1;3;2)
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là một vtcp của AB. Chọn A.
	Ví dụ 19: Cho ba điểm 
[image: image192.wmf](0;1;3),(1;0;1)
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 và 
[image: image193.wmf](1;1;2)
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. Phương trình nào dưới đây là phương trình chính tắc của đường thẳng đi qua A và song song với đường thẳng BC ?
A. 
[image: image194.wmf]2
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B. 
[image: image195.wmf]20.
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[image: image196.wmf]13
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D. 
[image: image197.wmf]11
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Lời giải:
Gọi d là đường thẳng cần ta có: 
[image: image198.wmf](2;1;1)
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Phương trình chính tắc của đường thẳng cần tìm là 
[image: image199.wmf]13
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. Chọn C.
	Ví dụ 20: Cho hai điểm 
[image: image200.wmf](1;2;3),(1;4;1)
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 và đường thẳng 
[image: image201.wmf]223
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. Phương trình của đường thẳng đi qua trung điểm của đoạn thẳng AB và song song  d ?
A. 
[image: image202.wmf]11

.

112

xyz

-+

==



B. 
[image: image203.wmf]22
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[image: image204.wmf]11

.

112

xyz

-+

==

-



D. 
[image: image205.wmf]111
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Lời giải:
Trung điểm của AB là 
[image: image206.wmf](0;1;1)
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. Phương trình của đường thẳng đi qua trung điểm của đoạn thẳng AB và song song với d là: 
[image: image207.wmf]11
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. Chọn C.
	Ví dụ 21: Phương trình nào dưới đây là phương trình của đường thẳng đi qua điểm 
[image: image208.wmf](2;3;0)

A

 và vuông góc với mặt phẳng 
[image: image209.wmf]():350

Pxyz

+-+=

? 

A. 
[image: image210.wmf]13

3.

1

xt

yt

zt

=+

ì

ï

=

í

ï

=-

î


B. 
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C. 
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Lời giải:
Do 
[image: image214.wmf]()
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[image: image215.wmf]()
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 (loại A và D) suy ra phương trình đường thẳng cần tìm là: 

[image: image216.wmf]2
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. Với 
[image: image217.wmf]1()
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 đi qua điểm (1;0;1) 
[image: image218.wmf]1
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. Chọn B.
	Ví dụ 22: Viết phương trình mặt cầu (S) trong các trường hợp sau:

a) Có tâm 
[image: image219.wmf](1;2;3)
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 và bán kính R = 4.

b) Có tâm 
[image: image220.wmf](2;0;1)

I

-

và di qua điểm 
[image: image221.wmf](3;1;0)
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c) Có đường kính là AB trong đó 
[image: image222.wmf](2;1;0)
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 và 
[image: image223.wmf](0;3;4)
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Lời giải:
a) Phương trình mặt cầu (S) là: 
[image: image224.wmf]222
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b) Bán kính mặt cầu (S) là: 
[image: image225.wmf]222
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Phương trình mặt cầu (S) là: 
[image: image226.wmf]222
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c) Tâm I của mặt cầu là trung điềm của AB suy ra 
[image: image227.wmf](
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Bán kính mặt cầu là: 
[image: image228.wmf]6
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image229.wmf]222

():(1)(1)(2)6.

Sxyz

-+-+-=


	Ví dụ 23: Trong các phương trình dưới đây, phương trình nào là phương trình của một mặt cầu? Nếu là phương trình của mặt cầu, hãy tìm tâm và bán kính của mặt cầu đó.
a) 
[image: image230.wmf]222

24630.

xyzxyz

++---+=


b) 
[image: image231.wmf]222
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c) 
[image: image232.wmf]222
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Lời giải:
a) Ta có: 
[image: image234.wmf]222222
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Do đó phương trình là phương trình mặt cầu có tâm 
[image: image235.wmf](1;2;3)
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 bán kính 
[image: image236.wmf]11.
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b) Ta có : 
[image: image237.wmf]222222
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Do đó phương trình là phương trình mặt cầu có tâm 
[image: image239.wmf]5
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bán kính 
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c) Ta có : 
[image: image241.wmf]222
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phương trình biểu diễn một điểm 
[image: image242.wmf](1;0;0).
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d) Ta có : 
[image: image243.wmf](
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[image: image244.wmf]Þ

phương trình không phải phương trình mặt cầu.
	Ví dụ 24: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, viết phương trình mặt cầu có tâm 
[image: image245.wmf]I(;;)
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 và đi qua điểm 
[image: image246.wmf]A(;;)
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[image: image247.wmf]222
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Lời giải:
Bán kính mặt cầu 
[image: image251.wmf]18
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Phương trình mặt cầu cần tìm là 
[image: image252.wmf]2222
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. Chọn C.
	Ví dụ 25: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, tìm tất cả cá giá trị của tham số m để phương trình 
[image: image253.wmf]222
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là phương trình của mặt cầu.
A. m ≠ 0.
B. m < 0.
C. m > 0.
D. 
[image: image254.wmf]m
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Lời giải:
Phương trình 
[image: image255.wmf]222
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là phương trình mặt cầu

[image: image256.wmf]2222222
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. Chọn A.
	Ví dụ 26: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, viết phương trình mặt cầu (S) có tâm 
[image: image257.wmf](1;0;3)
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 và đi qua điểm 
[image: image258.wmf](2;2;1)
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A. 
[image: image259.wmf]222
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B. 
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C. 
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D. 
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Lời giải:
Ta có: 
[image: image263.wmf]222
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Suy ra phương trình mặt cầu là:
[image: image264.wmf]222

():(1)(3)9.

Sxyz

-+++=

 Chọn A.
	Ví dụ 27: Xác định tọa độ tâm  I  và bán kính  R  của mặt cầu có phương trình 

[image: image265.wmf]222
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B. 
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C. 
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D. 
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Lời giải:
Ta có: 
[image: image270.wmf]222222
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mặt cầu có tâm 
[image: image271.wmf](2;1;3),2
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. Chọn D.
	Ví dụ 28: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxỵz, cho hai điểm 
[image: image272.wmf](3;2;5),(1;6;3)
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. Phương trình nào sau đây là phương trình của mặt cầu có đường kính là MN ?
A. 
[image: image273.wmf]222
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():(1)(2)(1)6.

Sxyz

+++++=


D. 
[image: image276.wmf]222
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Lời giải:
Gọi  I  là tâm của mặt cầu (S) 
[image: image277.wmf]Þ

 I  là trung điểm của MN 
[image: image278.wmf](1;2;1)
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 và IM = 6.

Phương trình mặt cầu đường kính MN là 
[image: image279.wmf]222
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. Chọn D.
	Ví dụ 29: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, viết phương trình chính tắc của mặt cầu có đường kính AB với 
[image: image280.wmf](
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[image: image284.wmf]222
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Lời giải:
Mặt cầu  (S)  có tâm  I  là trung điểm của  AB  và bán kính 
[image: image285.wmf]1
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Ta có 
[image: image286.wmf]201102
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và 
[image: image287.wmf](2;0;2)AB222.
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[image: image288.wmf]222
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