SO GIAO DUC VADPAO TAO  KI THI CHON HQC SINH GIOI TINH
HAI BA TRUNG

- , : LGP 9 THCS NAM HOC 2023-2024
PE THI CHINH THUC MON THI: TOAN

Thoi gian lam bai 150 phit, khong ké thoi gian giao dé

(Dé thi c6 mot trang)

Bai L (5,0 diém)
1. Giai phuong trinh IX+3+3x+1=x+3.

2. Cho a,b,c 1a cac sb thuc khac 0, thoa man 22 + ab=c?+ be Va a2 + ac = b%+ be.-

1+E

C

a

1+— ¢

1+—

Tinh gia tri biéu thacK =
a

Bai I1. (5,0 diém)

1. Tim tit ca céc sb tu nhién m, n thoa min 3™ + 2022 =n>.

2. Tim tat ca cac sd nguyén té p dé phuong trinh x’ +y’ - 3xy +1 =pcé nghiém
nguyén duong.

Bai III. (2,0 diém)

Vi cac s6 thuc a, b, ¢ théa man 0 <a,b,b <1 vi a+b+c =2, tim gia tri 16n nhat
ab bc ca

+ + )
l+ab 1+bc 1+ca

va gia tri nho nhat cta biéu thuc: P =

Bai IV. (6,0 diém)

Cho tam giac ABC nhon (AB<AC), ndi tiép duong tron (O). Cac duong cao AD,
BE, CF cua tam giac ABC déng quy tai truc tdim H. Goi K, Q lan luot 1a giao diém
ctia dudng thang EF véi hai duong thang AH, AO.

1. Chirng minh WQE =90°.

2. Goi I 1a trung diém cua AH. Chting minh IE> =IK.ID.

3. Goi R, J 1an luot 13 trung diém cta BE, CF. Chimg minh JR vudng goc v6i QD.
Bai V. (2,0 diém)

1. Tim tit ca cac sd nguyén td a, b sao cho sd (> +b)(b* +a) 1 1ap phuong cua
mot sd nguyén to.

2. Trén bang ta viét so ty nhién 222...2 gdm 2022 chir s6 2. Mdi budc ta chon 22
chir s6 lién tiép nao d6 co chir sb ngoai ciing bén trai bang 2, rdi bién d6i cac chir sb
duoc chon theo quy tac: chir s6 2 doi thanh chit sé 0 con chit s6 0 d6i thanh chir s6
2.

a) Chting minh moi cach thuc hién déu phai dimg lai sau mot s6 hiru han budc.

b) Gia st sau khi thyc hién dugc n budce thi khong thé thuc hién duogc thém bude
nao nira. Chimg minh n 1a s6 1é.



HUONG DAN GIAI
Bai L (5,0 diém)
1. Giai phuong trinh VX +3++/3x+1=x+3.

2. Cho a,b,c 1a cac s6 thuc khac 0, thoa man 22 + ab = c2+ be Va a2 +ac = b2+ be.

1+E

C

a

1+— ¢

1+—
a

Tinh gi trj biéu thac K =

.

Loi giai

\ 1
1. biéu kién xac dinh: X =- 3

Ap dung bit ding thirc AM-GM cho /x +3;~/3x +1, ta duoc

VT :;2.\/): +3 +;.2.\/3x +1 s; A+(x+3) 4+0x+1)

2 2
Vvx+3 =2

Vay PT < { © x =1 (thoa méan diéu kién xac dinh).

=x+3=VP,

V3x+1 =2
2. Trir theo vé hai dang thirc a® +ab =c? + bc va a’ +ac =b* + be ta thu dugc
(b-c)a+b+c)=0,
Ta xét hai truong hop sau
* at+b+c=0, thay vao ta dugc K=-1.
a=b=c
a=-2b=-2c
Néu a=-2b=-2c thi a+b+c=0 va do d6 K=-1. Néu a=b=c thi ta thu dugc K=8.
Bai II. (5,0 diém)
1. Tim tat ca cac sb tw nhién m, n théa min 3™ +2022 =n>.

* b-c=0. Khi d6 a® +ab =2b%, dan tdi

2. Tim tat ca cac sd nguyén té p dé phuong trinh x* +y’ - 3xy +1 =pc6 nghiém
nguyén duong.

Loi giai

1. Giai str m 12 mot s tu nhién thoéa man 3™ +2022 =n’.

Néu m >2 tacod n®- 2022 =3" 9. Diéu nay dan dén n> +3 9.

Ta thay, mot s6 khi chia cho 9 ¢6 thé c6 cac sb du sau: {0;1;2;...8}, tir 6 din t6i
mot s6 chinh phuong khi chia cho 9 chi c6 thé du 0; 1; 4; 7.

Khi d6 n® +3 khong thé chia hét cho 9.

Vay m <2, thu truc tiép ta co dugc m=1, n=45 théa man yéu cau bai toan.

Khi @6 m=1, n=45.

2. St dung hang dang thirc quen thudc ta co

X +y +1-3xy =(x+y+1)(x* +y* +1- x- y- xy).

Khi d6 phuong trinh twong dudng véi (x +y +1)(x* +y* +1- x- y- xy) =p.

Gia sur phuong trinh c6 nghiém nguyén duong 1a x; y. Khi d6 X +y +1=3 nén chi
co truong hop sau



X+y+1=p

x> +y +1-x-y- xy =l
Phuong trinh thi hai twong dwong véi (x- y)* +(x- 1)* +(y- 1)> =2. Ma
2=0"+1"+1> =0 +(- 1) +1> =0 + (- 1)* + (- 1)". x, y 1a c4c sb nguyén duong, ta
suy ra (X;Y)E{(2;2),(2;1),(1;2)} . Chii y p=x+y+1 1a s6 nguyén t6 nén chi c¢6 cip
(x;¥)=(2;2) théa man, khi d6 p=5.
Bai III. (2,0 diém)
Véi cac sb thuc a, b, ¢ thoa min 0 <a,b,b <I va a+b+c =2, tim gia tri 16n nhat

ab be ca

+ + .

l+ab 1+bc 1+ca

va gia tri nho nhat cua bicu thuc: P =

Loi giai
* Tim gid tri 16n nhat cua P.
p=3- 1 N 1 N 1
l+ab 1+bc Il+ca
SPS  B
3+ab+bc+ca ; (a+b+c) 13
+ _

3
) 120 2 s : 2
Vay maXP=E. Dau bang xay ra khi a =b =c 25 :

* Tim gi4 tri nho nhat cua P.
Cach 1: Khong mat tinh tong quat gia st 1 >a >b >c >0, suy ra ab,bc,ca =0, Vi
0<a,b<lnén(a-1)b-1)=0= ab+1>a+b_ Do do
a+b
<I.
ab+1

Chiing minh tuong tu, ta cting duoc
b+c <1 c+a <1
bc+1 ca+l

1 1

bat Q = + + .
it Q ab+1 bc+1l ca+l

Khi @6
2Q:a+b+c+a+b+c+a+b+c
ab+1 bc+1 ca+l
a+b C b+c a a+c b
= + + + + +
ab+1 ab+1 bc+1 bc+1l ac+l ac+1
5

S P=3-Q>=3-—-=—.
uy ra Q 573

<l+c+l+a+1+b=5

. 1 s
Vay minP = Dau bang xay ra khi a =b =1, ¢=0



Céch 2: Vi 0 <a,b,c <1 nén (b- I)(c- 1) =0 hay bc+1=b+c.
1 1 l+a
< <

Mait khac, b+c =2-a=>1= <l né < < )
at Khac, b+c ne bc+1 b+c b+c+a
Churng minh tuong tu, ta dugc
l+c¢c 1+b 1+b 3+a+b+c 5
Q= + + = =—.

a+b+c a+b+c a+b+c a+b+c 2

s 5 1 N ) .
Dan dén P >3- 5= Dau bang xay ra khi a =b =1,¢ =0 va c4c hoéan vi cua no.

e . | :
Vay P dat gié tri nhé nhat 1a 5 khi a =b =1,¢ =0 va c4c hoan vi cia no.

Cach 3: Do 0 <a,b,c <I nén (1- a)(1- b)(1- ¢) =0 Piéu nay twong dwong vai
ab+bc+ca+1-abc- (a+b+c)=>0,

Hay ab+bc +ca =1+abc >1.
Tu do ta co
ab bc ca
= + +
l+ab 1+bc 1+ca
ab be ca
= + +
l+ab+bc+ca 1+ab+bc+ca 1+ab+bc+ca
ab+bc+ca 1 1 1
= =]- >1 —_

" l+ab+bc+ca l+ab+bc+ca  1+1 2
Déu bang xay ra khi a =b =1, ¢=0 va cac hoan vi ctia nd. Vay P dat gia tri nho
nhat 13 % khi a =b =1, c¢=0 va c4c hoan vi clia no.
Bai LV. (6,0 diém)
Cho tam giac ABC nhon (AB<AC), ndi tiép duong tron (O). Cac duong cao AD,
BE, CF cua tam gidc ABC dong quy tai truc tam H. Goi K, Q 1an lugt 1a giao diém
cua duong thang EF v6i1 hai duong thang AH, AO.
1. Chimg minh WQE =90°.
2. Goi I 1a trung diém cua AH. Chting minh IE> =IK.ID.
3. Goi R, J 1an luot 13 trung diém cta BE, CF. Chimg minh JR vudng goc véi QD.
Loi giai
1. Chirng minh 4QE =90°.
D& chimg minh AAEF~AABC (c.g.c) = AEF=ABC.
K¢ duong kinh AP cta (O). Dé chiing minh tit giac BHCP 1a hinh binh hanh, nén
BH=CP.
BD BH CP
AD AC AC
Diéu nay ching t6 BAD =EAP.
WEF + 8AP =ABC + BAD =90° = WQE =90°.

Ta c6 ABHD ~AACD (g.g)= = AABD ~AAPC (c.g.c)




2. Chirng minh TE* =IK.ID.

Xét tam giac AEH vuong tai E c6 [E=IA=IH nén tam gidc AIE can tai I, suy ra
teA =HAE . Tuong tu MEC =MICE.

Suy ra fEA + MEC =FAE + MCE =90° = H:M =90°.

Tir IE =IF, ME =MF suy ra MI 1a dudng trung truc ctia EF, din dén MI L EF.
N 14 giao diém cua EF va MI suy ra IE*> =IN.IM .

IN IK
Mat khac: AINK~AIDM (g.g) = — =—.
ID M
Suy ra IN.IM =IK.ID = IE* =IK.ID.
A
S
1 E
Q
N
K
F o
H
J
Te

3. Chtmg minh JR L QD



Goi S 1a diém d6i xung véi F qua Q. Goi T 1a diém ddi xtmg véi C qua D. Chimg
minh duge PAF =BAS = ATAF~ACAS= FT =CS.

. 1 1
Mat khac, theo tinh chat duong trung binh: JQ :ESC; JD :EFT = JD =JQ.

Chirng minh tuong tu ta c6 RD=RQ, suy ra JR 1a duong trung truc cua DQ, dan t&i
JR vudng goc vo1 QD.
Bai V. (2,0 diém)
1. Tim tat ca cac sd nguyén td a, b sao cho sd (a* +b)(b° +a) 1a 1ap phuong cua
mot sd nguyén to.
2. Trén bang ta viét sd ty nhién 222...2 gdm 2022 chir s6 2. Mdi budc ta chon 22
chit s6 lién tiép nao d6 co chir sb ngoai cing bén trai bang 2, rdi bién dbi cac chir sb
dugc chon theo quy téc: chir s6 2 ddi thanh chir s6 0 con chir s6 0 doi thanh chit s6
2.
a) Chimg minh moi cach thuc hién déu phai durng lai sau mét s6 hitu han budc.
b) Gia sur sau khi thuc hién duoc n budc thi khong thé thyc hién duoc thém bude
nao nita. Chirmg minh n 13 s 1é.
Loi giai
1. Gia sir ton tai s nguyén tb p sao cho (> +b)(b* +a) =p’.

7 2 \ I e
R& rang a #b vi néu a=b thi p® =(a’ +a) . Didu nay v li do p 13 s nguyén té.

Gia sit a>b. Voi chit § UC(p)=| Lp:p*:p’] ta suy ra

3 2
a’+b=p
3 _ | b +a=l
a’+b =p hoac 3 3
a +b=p
p>ab
b’ +a =l o .
Khé ning S = khoéng thé xay ra do b’ +a =2 vdimoi a,beZ”,
a =p

Tacoéa=p-b = (p- b3)3 +b =p°. Do d6 (p- b3)3 +b =p° hay

b’ - bip. Vivay b(b- D(b+1) (6> +1)(b* +1)p.

b-1=0

b* +1:p

Ta xét hai truong hop nhu sau

*h=l=>a +1=(a+1) > p=3,a=2=>a’-a’-2a=0=> a(a- 2)a+1)=0.
Khi @6 a=1 ho#ic a=2. Thay vao ta dugc (a;b) €{(1;2),(2;1)}.

* b*+1:p: Rorang b(b* +a)- (b* +1):p= ab- I'p (Vo livi p>ab>0).
Vay (a;b)€{(1;2),(2;1)}.

2. Cach 1:

Tu do suy ra




a) Ta tong quat bai toan nhu sau: Voi moi s6 ¢6 k chit s6 0 hodc 2 (k€ Z*), ta chi
c6 thé thuc hién hiru han phép bién doi nhu dé bai. Ta ching minh bai toan tong
quat bang quy nap theo k. Hién nhién v6i k€ 1{1,...,21} thi ta khong thé thuc hién
bién ddi nao (két thuc sau 0 budc) con véi k=22 thi ta thyc hién dugce ding 1 lan
bién d6i (két thiic sau 1 budc)

Gia str khang dinh dung véi moi sd nguyén dwong nho hon k (¢ day k>22). Ta
ching minh khang dinh dung véi k.

Phan ching, gia su tdn tai mot sd o k chit s6 0 hodc 2 ma ta c6 thé thuc hién duoc
v6 han 1an phép bién doi trén sé d6. C6 hai trudong hop:

* Trong sudt qua trinh bién ddi, ta khong bao gid bién doi chir s dau tién. Dicu
nay ttrc 13 ta chi thuc hién bién ddi trén k-1 chir s6 dang sau, khi d6 bai toan quy vé
thuc hién bién d6i trén sd co k-1 chir s6. Theo gia thiét quy nap thi ta khong thé
bién doi v6 han 1an, mau thudn véi gia su.

* Ton tai thoi diém ta bién doi chit s tht nhét. Khi d6 chit so thir nhat tré thanh 0
va khong con tac dung gi trong cac phép bién ddi sau nita, néi cach khac tir cac
phép bién d6i sau ta chi thuc hién v6i k-1 chir sé dang sau. Tuwong tu nhu trén ta
cling khong thé bién d6i vo han 1an, mau thuin voi gia st

Nhu vay gia sé trén 1a khong dang, suy ra voi moi s6 ¢6 k chir s6 bang 0 hodc bang
2 thi ta chi c6 thé thuc hién hitu han phép bién d6i nhu dé bai trén sd do.

b) Panh sb cac chir so tir tréi sang phai 14 1, 2,...,2022. Ta phat biéu mot khang dinh
nhu sau: Ta co thé thuc hién bién doi véi 22 chit sd bat dau tir chir sd thir 22k+1
(v6i 0 <k <90) mdt s6 1¢ 1an, véi 22 chit s bt dau tir cac chir s6 con lai 13 mot s6
chén lan.

Ta s& ching minh khing dinh trén bang quy nap theo t voi t 1 vi tri cta chit s6 do.
V6i t=1 thi ta c6 thé thyc hién bién doi véi 22 chit s6 bat dau tir chir so thir nhat
chinh xac 1 lan, diéu nay phu hop véi khang dinh trén.

Vi t€]2002,...,2022} thi ta chi c6 thé thuc hién bién dbi 0 lin do khong co diy
22 chir s6 nao bat dau tir nhitng chit s6 6 vi tri ny, diéu nay ciing phu hop voi
khang dinh trén.

Gia str khang dinh trén dung v6i moi sé nguyén dwong nho hon (1<t<2022). Ta s&
chtrng minh khang dinh trén dang véi t.

* Néu t=22k+1 thi chir s6 thr t ¢ thé bj bién d6i boi cac day bat dau tir cac chir s6
thudc {22k-20, 22k-19,...,22k}. Cac day so dugc liét ké trén déu co thé bién doi
chén 1an theo gia thiét quy nap, do d6 day sb bat dau tir chit sb tht t chic chan phai
duoc bién doi it nhat 1 1an (do néu sau khi bién doi két thiic ma ta khong thé thuc
hién bién ddi trén day nay, diéu d6 c6 nghia la chit s thi t da bi bién doi thanh 0
boi bién d6i trén cac diy sb vira liét ké trén, tuy nhién diéu nay 1a vo 1y do chir s6
thir t bi bién ddi chin 1an nén phai giit nguyén bang 2). Nhu vay tai thoi diém ta bat
dau bién ddi voi day sb bat dau tir vi tri tha t thi chir s6 tht t dd dugc bién doi sd
chén 1an. Hon nita sau khi bién ddi xong ta ciing con mét sé chén 1an dé bién doi
chit sb t tré vé 2 sir dung cac ddy sd dung trude, diéu d6 c6 nghia ta con mot sb



chén 1an bién d6i voi ddy sb bat dau tir vi tri thir t. Cong thém 1an bién d6i dau tién,
suy ra ta co thé bién d6i voi diy sd bat dau tir vi tri thir t mot sb 16 1an.

* Néu t=22k+r voi 1 <r <22thi chit s6 thr t co thé bi bién d6i boi cac diy sb chua t
dung trude, trong d6 ngoai trir diy sb 22k+1 bién db6i mot sb 1¢ 1an thi cac day sb
khac déu bién doi mot sé chin 1an, qua do chit sb thtr t co thé bi bién d6i mot sb 1é
lan dya vao cac ddy s6 dung trén. Nhu vay hodc ddy s6 bat dau tir chir so thir t
khong thé bién doi 1an nao (ta co thé bién doi chir s6 thtr t thanh 0 qua mot s 1 lan
bién d6i tir cac diy sé dung trén hodc chit sd thra t s& vin bang 2 sau mot sb chin
lan bién doi v6i cac diy s6 dung trén va rdi ta bat dau thuc hién bién d6i voi day so
bat dau tir chit s6 thtr t nay. Sau khi bién doi xong ta luu ¥ con mot s6 1¢ 1an dé bién
d6i chit sb thtr t tir 0 thanh 2, do d6 ta con mot s6 1é 1an co thé thuc hién cac phép
bién ddi véi diy sé bat dau tir chit s6 thir t. Cong thém lan bién d6i dau tién, suy ra
ta co thé bién d6i véi diy sd bat dau tir vi tri thir t mot s6 chén lan.

Nhu vay ta dd quy nap hoan tat, khang dinh di dugc ching minh. Bay gid 4p dung
khing dinh ta c6 sb 1an bién doi bang téng cua cc sb lan bién ddi voi diy 22 chir
s6 bat dau tir chir sb thir t, voi t chay tir 1 dén 2022. Tong trén c6 2022 sb hang 1a
cac sO tu nhién véi 91 s6 hang 1é (1a cac sb 1an bién doi voi day bat dau tir chir s6
c6 dang t=22k+1, v&i 0 <k <90). Suy ra tong 1 18, ta c6 diéu phai chimg minh.
Céch 2:

a) Xe€t X =X,pp,X,0p--X; trong do X;,X,,...,X,0, nhan gia tri 0 hoac 2. Ta xét ham
50

f(X) =X,-2022 +X,,,,.2021 + ... +X,.2

Ta c6 nhan xét quan trong 1a sau mdi budc bién doi x thanh y thi f(x)>f(y). That
vay, gia su ta tac dong vao cac chir sb tir X, , tOi X, thi ta ¢ ¥, =1- X, véi
n>m=>n- 21.

Khidé (x)- f(y) =[x, - (2- x,)].2" +..+[x, 5, - 2~ x,.,)] 2"

Chu y rang c6 X, =2 nén

f(x)- f(y)=22"+(2x,,- 2).2" +...+(2x,,, - 2).2" " 222" +(-2).2" "+ ...+ (-2).2" "
=2 pn e -2 =m0 5

Pén day cha y £(x) =0 véi moi x trén bang, do d6 qué trinh s& phai ding lai.

b) Xét x 1a s trén bang. Pt a; 1a chir s6 thir 22; (xét tir phai qua trai) cua x, véi
i=1,2....,91. Sau mdi budc c6 mot va chi mot trong cac a;duge tac dong, do trong
22 s6 tu nhién lién tiép ludn c6 mot sd 1a bdi ciia 22. Ma qué trinh chi két thiic khi
cac chit s6 tr chit sb thir 22 trg di déu 1a 0, tire moi a,=0, kéo theo mdi a; duogc tac
d6ng 1¢ 1an. Do i nhan 91 gid tri nén s6 budc thuc hién s& 1a 16




