Bài 3. Tích của một số với một vectơ
Từ khoá: Tích của một số với một vectơ; Tích của một vectơ với một số;
               Điều kiện cùng phương của hai vectơ.
[image: ]Xe B đi cùng hướng với xe A và có tốc độ gấp 2 lần xe A.
        Xe C đi ngược hướng với xe A và có tốc độ gấp 2 lần xe A.
[image: ]
1. Tích của một số với một vectơ và các tính chất
[image: ]Cho vectơ . Hãy xác định độ dài và hướng của hai vectơ:  + , (-) + (-) (Hình 1).
[image: ]
[image: ]Cho số k khác 0 và vectơ  khác . Tích của số k với vectơ  là một vectơ, kí hiệu là k .
         Vectơ k  cùng hướng với  nếu k > 0, ngược hướng với  nếu k < 0 và có độ dài bằng ..
Ta quy ước 0 và k = .
Người ta còn gọi tích một số với một vectơ là tích của một vectơ với một số.
Ví dụ 1
Cho tam giác ABC có M, N lần lượt là trung điểm các cạnh AB, AC (Hình 2). Tìm trong hình các vectơ bằng: 2; -  ; - 2.
[image: ]
Giải
Ta có: 2 = ; -  =  = ; - 2 = .
Cũng như phép nhân và phép cộng các số thực, người ta chứng minh được các phép toán trên vectơ có các tính chất sau:
[image: ]Với hai vectơ  và  bất kì, với mọi số thực h và k, ta có:
          k ( +) = k + k;
         (h + k) = h + k;
          h(k) = (hk);
          1. = .
         (- 1). = -.
Ví dụ 2
Thực hiện các phép toán vectơ sau:
a) 5( + );
b) (x + 2);
c) - 3(4);
d)  – 2.
Giải
a) 5( + ) = 5 + 5.
b) (x + 2)  = x + 2;
c) - 3(4) = (-3.4) = - 12;
d)  - 2 = (1-2) = (-1)  = - .
Ví dụ 3
Cho đoạn thẳng AB và một điểm M tùy ý. Chứng minh I là trung điểm của đoạn thẳng AB khi và chỉ khi  +  = 2.
Giải
Ta có  +  = 2MI ⇔  +  +  +  = 2
                                       ⇔ 2 +  +  = 2
                                       ⇔  +  = 0
                                       ⇔ I là trung điểm của đoạn thẳng AB.
[image: ]Cho hai vectơ ,  và một điểm M như Hình 3.
         a) Hãy vẽ các vectơ  = 3,  = 3.
         b) Cho biết mỗi ô vuông có cạnh bằng 1.
         Tính: , , 
[image: ]
[image: ]Cho tam giác ABC. Chứng minh G là trọng tâm của tam giác ABC khi và chỉ khi  +  +  = 3.
[image: ]Một con tàu chở hàng A đang đi về hướng tây với tốc độ 20 hải lí/giờ. Cùng lúc đó, một con tàu chở khách B đang đi về hướng đông với tốc độ 50 hải lí/giờ. Biểu diễn vectơ vận tốc  của tàu B theo vectơ vận tốc  chất của tàu A.
[image: ]
2. Điều kiện để hai vectơ cùng phương
[image: ]Cho hai vectơ  và  cùng phương,  khác  và cho  = . . So sánh độ dài và hướng của hai vectơ  và .
[image: ]Hai vectơ  và  ( khác ) cùng phương khi và chỉ khi có số k sao cho  = k.
Nhận xét:
Ba điểm phân biệt A, B, C thẳng hàng khi và chỉ khi có số k khác 0 để  = k.
[image: ]
Ví dụ 4
Cho tam giác ABC có trung tuyến AM. Gọi I là trung điểm của AM và K là điểm trên cạnh AC
sao cho AK = AC.
a) Tính  theo , .
b) Tính  theo , .
c) Chứng minh ba điểm B, I, K thẳng hàng.
[image: ]
Giải
a)  =  +  =  +   =  + ( - ) =   +  . (1)
b.  =  +  =  +  =  + ( - ) - 2 =  + . (2)
c) Ta có: (1) ⇔ 4 = 2 + 
               (2) ⇔ 3 = 2 + 
               nên  -         (3)
Từ (3) ta suy ra ba điểm B, I, K thẳng hàng.
Chú ý: Cho hai vectơ  và  không cùng phương. Với mọi vectơ  luôn tồn tại duy nhất cặp số thực (m; n) sao cho  = m + n.
[image: ]Cho tứ giác ABCD có I và J lần lượt là trung điểm của AB và CD. Cho điểm G thoả mãn     +  +  +  = . Chứng minh ba điểm I, G, J thẳng hàng.
BÀI TẬP
1. Cho hình bình hành ABCD có O là giao điểm hai đường chéo, Với M là điểm tuỳ ý, chứng minh rằng:
a)  +  +  +  = 4;
b)  +  +  = 2.
2. Cho tứ giác ABCD. Gọi M và M lần lượt là trung điểm các cạnh AB và CD. Chứng minh rằng:
a)  +  = 2;
B)  +  =  + .
3. Cho hai điểm phân biệt A và B. Xác định điểm M sao cho  + 4 = .
4. Cho tứ giác ABCD. Gọi E, F, G lần lượt là trung điểm của các đoạn thẳng AB, CD, EF. Lấy điểm M tuỳ ý, chứng minh rằng  +  +  +  = 4.
5. Máy bay A đang bay về hướng đông bắc với tốc độ 600 km/h. Cùng lúc đó, máy bay B đang bay về hướng tây nam với tốc độ 800 km/h. Biểu diễn vectơ vận tốc  của máy bay B theo vectơ vận tốc  của máy bay A.
[image: ]
6. Cho hai điểm phân biệt A và B.
a) Xác định điểm O sao cho + 3 = .
b) Chứng minh rằng với mọi điểm M, ta có  + 3 = 4.
7. Cho tam giác ABC.
a) Xác định các điểm M, N, P thoả mãn:  = ,  = 3,  = .
b) Biểu thị mỗi vectơ ,  theo hai vectơ , .
[bookmark: _GoBack]c) Chứng minh ba điểm M, N, P thẳng hàng.
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& I'la trung diém cita doan thiing AB. B
Q‘ Cho hai vecto @, b va mot diém M nhu Hinh 3. | I TT
a) Hay vé cic vecto MN =3a, MP=-3b al | |
b) Cho biét mdi 6 vuéng c6 canh bang 1. Al | |
1 1l ] i
Tinks: [35], |-38], |23 + 25| |
‘ \
1
Qz Cho tam gidc ABC. Chimg minh G la |
trong tim cia tam gidc ABC khi va chi khi Hinh3
MA+MB +MC =3MG
@ Mot con tau chés hang A dang di v& huéng tay véi tée do B .
20 hai 1/gié. Ciing liic d6, mét con tau ché khich B m——— b,
dang di vé huéng déng véi tée o 50 hai li/gio. Biéu
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clia tau A Hinh 4
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« Vecto c6 diém diu A, diém cudi B duoc ki hiéu 1a 4B, doc 1a -
vecto AB (Hinh 2). 4B

-]

« Puong thing di qua hai diém A va B goi la gid@ cia vecto AB. 4
Hinh 2
* D6 dai cta doan lhéng AB goi la dg dai cta vecto AB va duroc

ki hiéu I [ 4B|. Nhu vy ta co: [4B| = 4B.

.oNra LA < Ty | - STy | i- a B
Chu y: M6t vecto khi khéng can chi rd diém dau va diém cudi /
co thé viétla a, b, %, ¥,...

A

Hinh 3
Vidu1 q
Cho tam giac déu ABC c6 canh bing 2 (Hinh 4). Goi H
la trung diém cua doan thing BC.
2
Tim diém dau, diém cudi, gia va d6 dai cua céc vecto:
CA, AH , BH .
. B H C
Giai Hinh 4

Vecto CA c6 diém dau Ia C, diém cudi 1a 4 va c6 gia la dudmg thing AC.
Vecto AH c6 diém dau 1a A, diém cudi 1a H va c6 gié 1a duong thing AH.

Vecto BH c6 diém dau la B, diém cudi la H va cé gia 1a dudng thing BH.

Tacod: CA=2,BH =1, AH =y AC>*-CH?> =J4-1=43.

Suy ra |§|=2, |B—H|=1, |—AE|=J§

Tim diém déu, diém cudi, gia va do dai cua cac vecto CH, CB, HA trong Vidu 1.

N

Cho hinh vuéng ABCD c6 canh béng —-5-, hai A B

(O

duong chéo céit nhau tai O (Hinh 5). Tim do dai cua

ml’m

cac vecto A_E', Eﬁ, E)], A0.

Hinh 5
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Ciing nhu phép nhan va phép cng cic s6 thuc, ngudi ta chirg minh duoc céc phép toan trén
vecto co cac tinh chat sau:

Véi hai vecto @ va b bit ki, véi moi sb thuc & va k, ta co:

k(G+b)=ka+kb; (h+k)d = ha+ka; h(ka)=(hk)a;
la=a; (-1).a=-a.

Vidu2

Thue hién cac phép toan vecto sau:

a) 5(ii +V); b) (x+2)a; c) -3(4¢€); d) ¢-2¢.

Gidgi

a) 5(if + V)= 5ii +5v; b) (x+2)d = xd +2a;

c) —3(4€)=(-3.4)é =-12¢; dyc-2¢=(1-2)¢ =(-1)c=-c.
Vidu3

Cho doan thing 4B va mét diém M tuy ¥. Chirng minh / la trung diém cua doan thing
AB khi va chi khi MA+ MB =2MI.
Gidi
Tacé MA+MB=2MI < MI +IA+MI + IB = 2MI
< 2MI + 14+ 1B =2MI
< IA+1B=0
<> I la trung diém cua doan thang AB.

Ql Cho hai vecto @, b va mét diém M nhu Hinh 3.
a) Hay vé cac vecto MN =34, MP=-3b. i
b) Cho biét mdi 6 vuéng cé canh bing 1. o

35 |

Tinh: |35 =

2a+25|.

3

Ql Cho tam giac ABC. Chirng minh G la
trong tdm cua tam giac ABC khi va chi khi Hinh 3

MA+MB+MC =3MG.

@ Mot con tiu ché hang A dang di vé huéng tay véi tbe do
20 hai li/gi(‘:l. Cung lac do, m't}t con tau cho kh:ich'B e ————

dang di veé huong dong voi toc do 50 hai li/gio. Bieu 4

dién vecto van téc b cua tau B theo vecto vin toc @ < R

cua tau A. Hinh 4
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2. Hai vecto cung phuong, cung huéng
,Q Ban c6 nhan xét gi vé gia cua cac cép vecto AB va CD, I_)é va RS trong Hinh 67

il B [y D

e \Q \'R

Hinh 6

)
QD
b

Hai vecto duoc goi la ciing phwong néu gia cua chung song song hoac tring nhau.

Vidu 2
Tim cac vecto cung phuong trong Hinh 6.

Giai
Trong Hinh 6, AB va CD cung phuong vi co gia trung nhau; P_Q va RS ctung phuong
vi cO gia song song.
Chii y: Trong Hinh 6, hai vecto AB va CD cung phuong va c6 cting huéng di tir trai sang
phai. Ta noéi AB va CD la hai vecto cung hwong. Hal vecto I—’_@ va RS cung phuong
nhung c6 huéng nguoce nhau. Ta noi hai vecto @ va RS 1a hai vecto nguroc huong.
Nhan xét: Hai vecto cing phuong chi ¢é thé cing hudng hodic nguoc huéng.
Vidu 3

Tim cac luc nguoc hudng trong sé cac luc tic déng vao may bay trong Hinh 7.

i

d

Giai
Quan sat hinh 7, ta thiy luc nang # nguoc hudng véi trong luc P; luc can & nguoc huéng

véi luc day d.
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Nhén xét:
Ba diém phan biét 4, B, C thing hang khi va chi khi A, Al éu_c c
6 56 kkhic 0 dé AB=kAC. ac
Vidud Hinhs
Cho tam gide ABC c6 trung tuyén AM. Goi I la "
trung diém cia AM va K 1a diém trén canh AC
1 K
sa0 cho AK =2 AC.
a) Tinh BI theo BA, BC.
b)Tinh BK theo BA, BC. i o >
¢) Chimg minh ba diém B, 7, K thing hang. Hinh6
Giii
1 1 = 1 m
a) B =B+ A1 = BA+ > AM = BA+ (BM ~ BA) = Bi+ BC m
1 1 2= 1
b) B = B+ AK = B+ 3 AC = BA+(BC-BA) =3 Bi+3BC @
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Q_‘ Quan sat Hinh 8 va goi tén cac vecto:

D

a) Cung phuong vé1 vecto X ; a \! ﬁ/ 5
b) Cung huéng véi vecto @; EEEENEZEZEEEE
¢) Nguoc huong voli vecto i . y r
laul | w
. . Hinh 8
Nhdn xét: Ba diém ph;in biét i B, C thang hang khi P i b
va chi khi hai vecto 4B va AC cung phuong.
Hinh 9

That vay, ta thay néu ba diém 4, B, C thang hang thi hai vecto AB va AC cb gia trung nhau
nén chiing ciing phuong. Nguoc lai, néu hai vecto AB va AC cung phu'cmg thi hai duong
thing AB va AC phai song song hodc tring nhau, hon nira hai duong thing nay lai c6 chung
diém A nén ching phai trang nhau. Viy ba diém 4, B, C thing hang.
& Khing dinh sau dung hay sai? Hiy giai thich.
Néu ba diém phan biét 4, B, C théng hang thi hai vecto 4B va AC ciing huéng.

3. Vecto béang nhau — Vecto déi nhau 4 B
A Cho hinh binh hanh ABCD (Hinh 10), hdy so sanh
d6 dai va hudng cua hai vecto:
e — D
a) 4B va DC- b) 4D va CB. Hinh10 €

Hai vecto @ va b dugc goi 1a bang nhau
néu ching cung hudng va cé cung doé dai,
ki hi¢u @ =5 b | b
Hai vecto @ va b duoc goi la déi nhau
néu ching nguoc hudéng va co6 cung dé dai,
ki hiéu @ =—b. Khi dé, vecto b duoc goi
la vecto déi cua vecto a.

i~

a) b)
Hinh 11

Cha y:

a) Cho vecto @ va diém O, ta ludn tim duoc mét diém A duy nhét

- A
sao cho O4=a. Khi d6 do dai cua vecto g la dé dai doan OA, /'/4

ki hiéu la |al. o
b) Cho doan tha:\ng MN, ta luén c6 NM =—MN . Hinfris
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diém M sao cho MA+4MB

w

. Cho hai diém phan biét A va B. Xic dis .
. Cho tir gidgc ABCD. Goi E, F, G lin luot la trung diém cua céc doan thing AB, CD, EF.
Liy diém M tuy ¥, chimg minh ring MA+ MB + MC + MD = 4MG .

IS

»n

. Méy bay 4 dang bay vé huéng déng bic véi tée do
600 knvh. Cung lic do, méy bay B dang bay vé hutng
tay nam véi tée do 800 km/h. Biéu dién vecto vén tée b
ctia mdy bay B theo vecto vin tée @ ciia may bay A.

=

. Cho hai diém phan biét A va B.
a) Xdc dinh diém O sao cho OA+308B =0.
b) Chimg minh ring véi moi diém M, ta c6 MA+3MB = 4MO.

=

. Cho tam gidc ABC. 0
a) Xac dinh cic diém M, N, P thoa man: MB = %B_C, AN =3NB, CP=PA.

b) Biéu thi mdi vecto MN, MP theo hai vecto BC, BA.
¢) Chimg minh ba diém M, N, P thing hang.

Bai 4. Tich vd hudng ctia hai vecto
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Bai 1. Khai niém vecto
Tir khoa: Dai lugng vé huéng; Pai lugng <6 hudng; Diém dau; Diém cudi; Ngon; Gia;
D6 Idn; Vecta déi.

@ Chiing ta can vecto @& biéu dién cic dai luong c6 hudng.

1. Pinh nghia vecto

A Trong thé'ng béo: C6 mét con tau che 500 tan hang tir =
cang 4 dén cang B cach nhau 500 km.
Ban hay tim su khac biét gitra hai dai luong sau: .’@/
— Khéi luong cua hang: 500 tAn. f A
— Dé dich chuyén cua tau: 500 km tir 4 dén B.

Hinh 1

Pai luong vo hudng la dai luong chi coé d6 lon. Vi du: khéi luong, khoang cach, nhiét do, ...

Pai luong c6 hudng la dai luong bao gf’im ca do 1én va hudng. Vi du: d6 dich chuyén, luc,
van toe, gia toe, ...

Khi xac dinh mét dai luong v6 huéng, ta chi cén mé ta d6 16m cua no. Vi du: Hang trén tau
c6 khéi luong 500 tan.

Khi xac dinh mét dai lwong c6 hudng, ta phai dé cap dén ca do 16n va hudng cua né. Vi du:
Con tau ¢6 dé dich chuyén dai 500 km theo huéng tir 4 dén B.

Vecto 1a mot doan thfmg c6 hudng, nghia la da chi ra diém dau va diém cudi.
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Tirkhos: Tich ciia mt s6 véi mat vecto; Tich ciia mt vecto véi mot 2
‘Diéu kién cimg phuang cia hai vecto.
P> XeBdicing huing véi xe A va cé ticdd gap 2 linxe A.
Xe Cdingugc hung véi xe A va cé toc 46 gap 2 lin xe A.
2
1. Tich ciia mét s8 v&i mét vecto va céc tinh chét
. Cho vecto a. Hay xac dinh d6 dai va huéng cua hai 0
vecto: @+, (—d)+(~d) (Hinh 1).
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Bai 1. Khai niém vecto

Tir kho: Dai lwgng vd hudng; Dai luong ¢é hudng; Diém dau; Diém cusdi; Ngon; Gia;
Pé ldn; Vect ddi.

@ Chiing ta can vecto dé biéu dién cic dai luong ¢6 huéng.

1. Binh nghia vecto

A Trong th('?ng béo: C6 mét con tau cho 500 tan hang tir .
cang A dén cang B cach nhau 500 km. V%
Ban hay tim su khac biét giira hai dai luong sau: @//
~ Khéi luong cua hang: 500 tn. A
~ Db dich chuyén cua tau: 500 km tir 4 dén B.

.......................................................................

Dai luong v6 hudng la dai luong chi c6 dé 16n. Vi du: khéi lwong, khoang cach, nhiét do, ...

Dai luong c6 hudng la dai luong bao gém ca do 16n va hudéng. Vi du: dé dich chuyén, lue,
van téc, gia tr")c,

Khi xac dinh mot dai luong vo hudng, ta chi can mé ta do lon cua no. Vi du: Hang trén tau
¢6 khéi lwong 500 tan.

Khi xac dinh mét dai luong c6 hudng, ta phai de cdp dén ca d6 1on va huong cua no. Vi du:
Con tau ¢6 d6 dich chuyén dai 500 km theo huéng tir 4 dén B.

Veeto 1a mot doan thing ¢ hudng, nghia 1a da chi ra diém dau va diém cubi.
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Cho tam gidc ABC ¢6 M, N lan luot I trung diém céc canh 4
AB, AC (Hinh 2). Tim trong hinh céc vecto bing:
M N
Giii
B
Hinh 2

Ta co: 2MN=BC:’%AB:BM:MA;*ZCN:AC.

Ciing nhu phép nhin va phép cong cac s thue, ngudi ta chimg minh duoc cac phép toén trén

vecto ¢ cc tinh chat sau:

k(a+b)=ka+kb;
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¥ Vi hai vecto @ va b bat ki, voi moi s6 thuc & v k, ta c:
(h+k)d=ha+ka;

h(ka)=(hk)a:
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« Vecto 6 diém dau A, diém cuéi B duoc ki hicu 1a 4B, doc 1a -
vecto AB (Hinh 2). 4B
* Duong thang di qua hai diém A va B goi 1a gid cua vecto AB. 4

Hinh 2
* D6 dai cua doan lhéng AB goi la dg dai cia vecto AB va duoc

ki hiéu 1a | 4B|. Nhu véy ta co: |4B|= 4B.

TR £11 a 3 e m 3+X  SEREPTY | z- a B
Chi y: Mét vecto khi khéng can chi rd diém dau va diém cudi /
co thé viétla a, b, ¥, 7,...
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A
Hinh 3
Vidu1 q
Cho tam giac déu ABC c¢é canh bing 2 (Hinh 4). Goi H
la trung diém cua doan thing BC.
Tim diém dau, diém cubi, gia va do dai cua céc vecto:
CA, AH, BH .
. B H
Giai Hinh 4

Vecto CA c6 diém déu 1a C, diém cudi 1a 4 va c6 gia la duong thing AC.
Vecto AH c6 diém dau 1a 4, diém cudi 1a H va c6 gia 1a dudng thing AH.

Vecto BH c6 diém dau la B, diém cudi 1a H va c6 gia 1a dudng thing BH.

Taco: CA=2,BH=1, AH=-JAC*-CH?> =4-1=4f3.

Suy ra |a|=2, 'B—H|=l, |E|=J§

Tim diém dau, diém cudi, gia va do dai cua cac vecto CH, CB, HA trong Vidu 1.

V2

(<

Cho hinh vuéng ABCD co canh béng -—2—- hai A
duémg chéo cit nhau tai O (Hinh 5). Tim do dai cua
AR e 2
cac vecto AC, BD, OA, AO. % 0
Hinh 5




