Chương 1. CĂN BẬC HAI. CĂN BẬC BA
Chuyên đề 2. LIÊN HỆ PHÉP NHÂN, PHÉP CHIA VÀ PHÉP KHAI PHƯƠNG
A. Kiến thức cần nhớ
1. Với 
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 thì: 
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[image: image3.wmf]..

ABAB

=


Đặc biệt, khi 
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, ta có: 
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2. Với 
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 thì 
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 và ngược lại 
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3. Bổ sung

· Với 
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· Với 
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 thì: 
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 (dấu “=” xảy ra 
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· Với 
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 thì: 
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 (dấu “=” xảy ra 
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B. Một số ví dụ

Ví dụ 1: Thực hiện phép tính
a) 
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b) 
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Giải
a) 
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b) 
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Ví dụ 2: Rút gọn các biểu thức sau: 
[image: image24.wmf]222.48.222
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Giải
Tìm cách giải. Quan sát kĩ đề bài, ta thấy có hai biểu thức trong căn có dạng 
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 và 
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 nên ta dùng tính chất giao hoán và thực hiện phép tính.
Trình bày lời giải
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Ví dụ 3: Rút gọn biểu thức: 
[image: image30.wmf]102213
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Giải
Tìm cách giải. Để rút gọn biểu thức có dạng 
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 ta chú ý tới hằng đẳng thức 
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Ta cần biến đổi: 
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, do vậy ta xác định x và y thông qua 
[image: image34.wmf];

 

xyaxyb

+==

. Chẳng hạn: 
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Trình bày lời giải
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Ví dụ 4: Rút gọn biểu thức: 
[image: image37.wmf]478352
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Giải
Tìm cách giải. Đề bài chưa xuất hiện dạng 
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ab

±

.

Ta cần biến đổi bài toán về dạng 
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 và giải theo cách trên.
Trình bày lời giải
Ta có: 
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Ví dụ 5: Rút gọn biểu thức: 
[image: image43.wmf]2342321123
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Giải
Tìm cách giải. Với những bài toán có nhiều căn “chồng chất”, ta có thể giảm bớt số căn, bằng cách đưa các căn ở phía trong về dạng 
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 sau đó dùng hằng đẳng thức 
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 và giải như các ví dụ trên.
Trình bày lời giải
Ta có 
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Suy ra 
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Ví dụ 6: Rút gọn: 
[image: image51.wmf]22522252

C

=---+-


Giải

Tìm cách giải. 

Ví dụ này không thể biến đổi để đưa về dạng 
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Do vậy để rút gọn biểu thức dạng 
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 ta thường tính 
[image: image54.wmf]2

C

 sau đó nhận xét dấu của C, từ đó tìm được C.

Trình bày lời giải
Xét 
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Ví dụ 7: Cho 
[image: image60.wmf],
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 thỏa mãn 
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. Chứng minh rằng: 
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Giải

Tìm cách giải. Nhận xét giả thiết x, y có vai trò như nhau. Phân tích từ kết luận để có 
[image: image63.wmf]xy

=

, chúng ta cần phân tích giả thiết xuất hiện nhân tử 
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Dễ thấy 
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 có chứa nhân tử 
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, do vậy phần còn lại để xuất hiện nhân tử 
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 chúng ta vận dụng 
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. Lưu ý rằng mẫu số khác 0. Từ đó chúng ra có lời giải sau:

Trình bày lời giải
Từ đề bài ta có điều kiện: 
[image: image70.wmf]1;1
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- Trường hợp 1: Xét 
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- Trường hợp 2: Xét ít nhất x hoặc y khác 1. Ta có:
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Vì 
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Ví dụ 8: Cho 
[image: image76.wmf]12
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(Thi học sinh giỏi Toán lớp 9, Tỉnh Quảng Ngãi, năm học 2011 – 2012)

Giải

Tìm cách giải. Để thay giá trị trực tiếp 
[image: image78.wmf]12
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 vào biểu thức thì khai triển dài dòng, dễ dẫn đến sai lầm. Do vậy chúng ta nên tính từ từ, bằng cách tính 
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 và 
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 bằng hằng đẳng thức. Bài toán sẽ đơn giản và không dễ mắc sai lầm.
Trình bày lời giải
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Xét 
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Vậy 
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Ví dụ 9: Tính giá trị 
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Giải

Tìm cách giải. Nếu thay giá trị của a và b vào biểu thức và biến đổi thì bài toán sẽ phức tạp, có thể dẫn đến sai lầm. Bài toán có dạng đối xứng cơ bản, ta có thể tính tổng và tích của a và b, sau đó dùng các hằng đẳng thức để tính dần dần.
Trình bày lời giải
Từ đề bài suy ra: 
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Ta có: 
[image: image90.wmf](

)

2

22

24

ababab

+=+-=

;


[image: image91.wmf](

)

(

)

3

33

3663.1.636

abababab

+=+-+=-=
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Từ đó tính được: 
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Suy ra: 
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Ví dụ 10: Cho 
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Giải

Đặt vế phải là: 
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Ta có 
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Vì 
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Vế phải bằng vế trái. Suy ra điều phải chứng minh.

Ví dụ 11: Cho các số thực 
[image: image106.wmf];
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Chứng minh rằng: 
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Đặt 
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Nhân hai vế với 
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Nhân hai vế của đẳng thức (*) với 
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Từ (1) và (2) cộng vế với vế, rút gọn ta được:
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Xét 
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Vậy 
[image: image121.wmf]33
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C. Bài tập vận dụng

2.1. Tính: 
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Hướng dẫn giải – đáp số

Ta có: 
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2.2. Chứng minh rằng các số sau là số tự nhiên.
a) 
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) Ta có 
[image: image126.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

35.35.251625.51.35

A

=-+-=--+




[image: image127.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

51.51.3551.51.35

=--+=--+




[image: image128.wmf](
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Vậy A là số tự nhiên.

b) Ta có 
[image: image129.wmf](
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Vậy B là số tự nhiên.

2.3. Rút gọn biểu thức:
a) 
[image: image131.wmf]310203612
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) Ta có: 
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[image: image134.wmf](

)

(

)

32.253

322

53

P

+-

==+

-

.

b) Ta có 
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2.4. Rút gọn các biểu thức:
a) 
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b) 
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) 
[image: image138.wmf]123222326123222326

2

C

+++++-++-+-

=



[image: image139.wmf](

)

(

)

(

)

22

123123

123123

22

C

++--+

++--+

==



[image: image140.wmf]22
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b) 
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[image: image142.wmf](

)

(

)

2

3212

3212

1

33

æö

--

ç÷

--

èø

===-

.

2.5. Cho 
[image: image143.wmf]32
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(Thi học sinh giởi Toán lớp 9, tỉnh Hải Dương, năm học 2012 – 2013)

Hướng dẫn giải – đáp số
Từ 
[image: image145.wmf]23
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Ta có 
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Kết hợp với (*) ta có: 
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2.6. Tính giá trị biểu thức 
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(Thi học sinh giỏi Toán lớp 9, tỉnh Hải Dương, năm học 2002 – 2003)

Hướng dẫn giải – đáp số

Ta có: 
[image: image151.wmf](

)

2

271025252

+=+=+

.

[image: image152.wmf](

)

2

271025252

-=-=-


Tử số là: 
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Xét 
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Do đó 
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Vậy giá trị biểu thức 
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2.7. So sánh:
a) 
[image: image160.wmf]và6
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b) 
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c) 
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) Ta có 
[image: image163.wmf](
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Vậy 
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b) Ta có 
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c) 
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Vậy 
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2.8. a) Giả sử a và b là hai số dương khác nhau và thỏa mãn:
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Chứng minh rằng 
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b) Chứng minh rằng số 
[image: image172.wmf]2222
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(Tuyển sinh lớp 10, chuyên toán ĐHSP Hà Nội, năm học 2010 – 2011)

Hướng dẫn giải – đáp số

a) Ta có 
[image: image173.wmf]22
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.
Bình phương hai vế không âm, ta được:
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Bình phương hai vế không âm, ta được:
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Do a, b là hai số dương khác nhau nên 
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 hay 
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b) Đặt 
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 là số nguyên dương.

2.9. Cho 
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Hướng dẫn giải – đáp số

Đặt 
[image: image186.wmf]Aabab

=+±-

 ta có 
[image: image187.wmf]0
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Xét 
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Vì 
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2.10. Cho 
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Hướng dẫn giải – đáp số
Ta có: 
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Ta có: 
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Xét 
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2.11. Rút gọn biểu thức: 
[image: image207.wmf]7575
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.
(Tuyển sinh lớp 10, chuyên toán, TP. Hồ Chí Minh, năm học 2010 – 2011)

Hướng dẫn giải – đáp số

Xét 
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Mà 
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Từ đó suy ra: 
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2.12. Cho 
[image: image214.wmf], 
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 là các số thực thỏa mãn: 
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Tìm giá trị nhỏ nhất của 
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Hướng dẫn giải – đáp số

Tập xác định 
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( Trường hợp 1: Xét 
[image: image218.wmf]1

xy

==

 suy ra:



[image: image219.wmf](

)

22

13.1.12.18.1126 1

P

=+--+=


( Trường hợp 2: Xét ít nhất 
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 hoặc 
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Mà 
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Suy ra 
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Ta có: 
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Dấu bằng xảy ra khi 
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Do đó giá trị nhỏ nhất của S là 4 khi 
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Từ (1) và (2) vậy giá trị nhỏ nhất của S là 4 khi 
[image: image233.wmf]2
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2.13. Rút gọn các biểu thức sau:
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) Ta có: 
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b) 
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2.14. Rút gọn biểu thức:
a) 
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b) 
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Hướng dẫn giải – đáp số
a) Ta có: 
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b) Ta có 
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2.15. Rút gọn biểu thức: 
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Hướng dẫn giải – đáp số
Ta có: 
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2.16. Biết 
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Tính giá trị biểu thức: 
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Hướng dẫn giải – đáp số

Xét 
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[image: image270.wmf]2

82232633

x

Û=-+--



[image: image271.wmf](

)

2

8223633

x

Û-=++-

.

Bình phương hai vế ta được:
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2.17. Cho 
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Tính giá trị của 
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Hướng dẫn giải – đáp số

Đặt 
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Đẳng thức đã cho có dạng: 
[image: image278.wmf](

)

(

)

(

)

22

2020.20202020 *

aabb

++++=


Nhân hai vế của đẳng thức (*) với 
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Nhân hai vế của đẳng thức (*) với 
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Từ (1) và (2) cộng vế với vế và rút gọn ta được:
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Vậy 
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2.18. Rút gọn biểu thức: 
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Hướng dẫn giải – đáp số

Ta có: 
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Điều kiện xác định 
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2.19. Cho biểu thức 
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Tính giá trị biểu thức của P với 
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(Thi học sinh giỏi lớp 9, TP. Hà Nội, năm học 2012 – 2013)

Hướng dẫn giải – đáp số

Xét 
[image: image295.wmf]45

a

-=
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Xét 
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2.20. Cho 
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Tính giá trị của biểu thức 
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(Thi học sinh giỏi Toán lớp 9, tỉnh Quảng Ngãi, năm học 2013 – 2014)

Hướng dẫn giải – đáp số
Ta có: 
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2.21. Tính giá trị của biểu thức: 
[image: image307.wmf]32
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Với 
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(Thi học sinh giỏi Toán lớp 9, tỉnh Hải Dương, năm học 2014 – 2015)
Hướng dẫn giải – đáp số
Đặt 
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Xét 
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Ta có: 
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2.22. Đố. Căn bậc hai của 64 có thể viết dưới dạng như sau: 
[image: image317.wmf]6464
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. Hỏi có tồn tại hay không các số có hai chữ số có thể viết căn bậc hai của chúng dưới dạng như trên.
Hướng dẫn giải – đáp số
Đặt số đó là 
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[image: image321.wmf](

)

222105

aKKKbKb

=ÎÞ+=Þ+=

¥

.

Do 
[image: image322.wmf]9

b

£

 nên 
[image: image323.wmf]0;1;4;9

b

=

.

( Nếu 
[image: image324.wmf]0510

bKa

=Þ=Þ=

 (loại)

( Nếu 
[image: image325.wmf]148

bKa

=Þ=Þ=Þ

  Số đó là 81

( Nếu 
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 Số đó là 64 (đã cho)
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 Số đó là 49.
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