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Seminar ngày 24/10/2010 

Người trình bày: Lê Phúc Lữ 

Nội dung chủ đề 

CÁC BÀI TOÁN VỀ NGHIỆM CỦA ĐA THỨC 

**************** 

Đa thức là một nội dung rất quen thuộc của đại số và giải tích. Phương trình đa thức, định lí 
Viete, các bất đẳng thức liên quan đến hệ số của đa thức,… được quan tâm khá nhiều và cũng có 
một số lượng đáng kể những lớp bài toán liên quan đến lĩnh vực này. Trong nội dung đa thức khá 
rộng và phong phú như thế, ta sẽ đi vào tìm hiểu một phần hẹp hơn nhưng cũng không kém phần 
hấp dẫn, đó chính là các bài toán về nghiệm của đa thức.  

Nói đến nghiệm của đa thức, ta nhớ đến các công thức Cardano nổi tiếng để giải phương trình 
bậc ba, đến các kết quả về đa thức có nghiệm phức trong việc đơn giản hóa các biểu thức,…Tìm 
hiểu về nghiệm của đa thức, ta không chỉ dừng lại ở các bài toán đặc thù mà còn sẽ đi khai thác 
một số ứng dụng đặc biệt của nó vào giải các bài toán hệ phương trình, phương trình nghiệm 
nguyên, tính giá trị biểu thức, giải một số bài toán số học,… 

Các bài toán về đa thức trong các kì thi HSG các cấp cũng được phát biểu dưới nhiều hình thức 
bởi một đa thức là hệ thức truy hồi cho một dãy số, là một phương trình đồng dư trong các bài 
toán số học, là các quan hệ giữa các hệ số của một bất đẳng thức và cũng vì thế mà ta hoàn toàn 
có thể công nhận rằng đa thức là một nội dung khá quan trọng, cần thiết trong các kì thi. Ngoài 
ra, việc đánh giá nghiệm của các phương trình đa thức bậc ba, bậc bốn cũng là một vấn đề vô 
cùng quen thuộc, không thể nào thiếu được ở các kì thi tuyển sinh ĐH – CĐ. 

Do điều kiện thời gian hạn chế nên chưa được đầy đủ các dạng liên quan đến nghiệm của đa thức 
như các công thức nội suy trong đa thức, quy tắc dấu Descarte, ứng dụng nghiệm bội vào bài 
toán tiếp tuyến,... Mong rằng một số nội dung nhỏ dưới đây sẽ đem lại cho mọi người một cái 
nhìn mới mẻ về các bài toán dạng này và cung cấp thêm những ý tưởng thú vị để giải quyết các 
vấn đề quen thuộc.  
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A.Xét về mặt đại số. 

I. Các kiến thức cần nhớ. 

1. Định lí Bezout: 

Cho đa thức ( ) [ ]P x x∈ℝ  và số thựcα , khi đó: α là nghiệm của ( )P x  khi và chỉ khi 

( ) ( )P x x α−⋮ . Điều này có nghĩa là tồn tại đa thức ( ) [ ]Q x x∈ℝ  sao cho ( ) ( ). ( )P x x Q xα= − . 

Từ đây ta cũng suy ra: nếu ( )P x  là đa thức monic có bậc n và có n nghiệm thực 
1 2
, ,...,

n
α α α  thì 

0 1 2
( ) ( )( )( )...( )

n
P x x a x a x a x a= − − − − . 

2. Định lí về nghiệm của đa thức: 

Nếu một đa thức bậc n và có hệ số của số hạng có bậc cao nhất khác 0 thì nó có không quá n 
nghiệm. Từ đây suy ra nếu một đa thức bậc n có ít nhất 1n +  nghiệm thì nó đồng nhất với 0. 

3. Nghiệm bội. 

Số thực a gọi là nghiệm bội k của đa thức ( ) [ ]P x x∈ℝ  nếu ( )P x chia hết cho ( )kx a−  nhưng 

không chia hết cho 1( )kx α +− .  

Điều này có nghĩa là tồn tại đa thức ( ) [ ]Q x x∈ℝ  sao cho: 

0( ) ( ) . ( ), ;  ( )kP x x Q x x Qα α= − ∀ ∈ ≠ℝ . 

4. Nghiệm nguyên, nghiệm hữu tỉ. 

Cho đa thức ( ) [ ]P x x∈ℤ  có bậc là n: 
0

( )
n

i

i
i

P x a x
=

=∑ . Nếu tồn tại số 

0 1, , , ,( , )
p

p q q p q
q

α = ∈ ≠ =ℤ  là nghiệm của đa thức ( )P x  thì 
0
,

n
p a q a . 

Từ đó suy ra: nếu 1
n

a =  thì các nghiệm hữu tỉ của đa thức này đều phải là số nguyên. 

5.Định lí Viète. 

Xét đa thức 
0

( )
n

i

i
i

P x a x
=

=∑  có n nghiệm là 
1 2
, ,...,

n
x x x . Khi đó, ta có: 

1 2 0

0 0 0

1, ,..., ( ) .
nn

nn n

i i j i
i i j n in n n

a a a
x x x x

a a a

− −

= ≤ < ≤ =

−
= = = −∑ ∑ ∏ . 
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II.Các ví dụ minh họa. 

Bài 1.1. Xét đa thức ( ) [ ]P x x∈ℤ  thỏa mãn 0 1( ), ( )P P  đều là các số nguyên lẻ. Chứng minh rằng 

đa thức này không có nghiệm nguyên. 

Lời giải. Giả sử ngược lại, tồn tại số α  là nghiệm nguyên của đa thức đã cho, tức là tồn tại đa 
thức ( ) [ ]Q x x∈ℤ  sao cho ( ) ( ). ( )P x x Q xα= − . Ta có: 

0 0 0 1 1 1( ) ( ). ( ), ( ) ( ). ( )P Q P Qα α= − = − . 

Từ giả thiết suy ra: 0 1( ), ( )P P  là các số lẻ.  

Do đó: 1,  α α− − cũng đều là các số lẻ. Tuy nhiên đây lại là các số liên tiếp nên điều này không 

thể xảy ra. Từ mâu thuẫn này suy ra điều giả sử ban đầu là sai. 

Vậy đa thức này không có nghiệm nguyên. 

Nhận xét. Đây là bài toán quen thuộc về nghiệm nguyên của đa thức. Ta nhận thấy các số 0, 1 
trong đề bài không ảnh hưởng đến kết quả của bài toán mà điểm quan trọng ở đây chính là tính 
chất của chúng, ta thấy rằng hai số đó chỉ cần khác tính chẵn lẻ là đã đủ để đảm bảo kết quả của 
bài toán. Từ đó, ta xét một vài trường hợp đặc biệt để che giấu đi bản chất của vấn đề này. Ta có 
các bài toán sau. 

Bài 1.2. Cho đa thức ( ) [ ]P x x∈ℤ  thỏa mãn: tồn tại k nguyên sao cho 2009 2010 2011( ). ( )k k kP P = . 

Chứng minh rằng đa thức này không có nghiệm nguyên. 

Bài 1.3. Cho đa thức ( ) [ ]P x x∈ℤ  thỏa mãn: tồn tại các số nguyên dương phân biệt , , ,a b c d  

không đồng thời chia hết cho 4 và 20102010 1( ). ( ). ( ). ( )P a P b P c P d = + .  

Chứng minh rằng đa thức này không có nghiệm nguyên. 

 

Bài 2.1. Tìm tất cả các nghiệm của đa thức sau với 1 0( )a a − ≠ . 
2 2 2 3 2 3 2 21 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )P x a a x x a a x x= − − + − − + −  

Lời giải. Ta thấy rằng đây là đa thức bậc 6 nên nó có không quá 6 nghiệm.  

Ta có 2 2 2 3 2 3 2 21 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )P a a a a a a a a a= − − + − − + − =  nên x a=  là một nghiệm của đa 

thức đã cho.  Hơn nữa, ta sẽ chứng minh rằng nếu phương trình có nghiệm 
0

x  thì nó cũng có 

nghiệm 
0

0

1
1 ,x

x
− . Thật vậy: 
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Nếu 
0

x  là nghiệm của phương trình đã cho thì 2 2 2 3 2 3 2 2
0 0 0 01 1( ) ( ) ( ) ( )a a x x a a x x− − + = − + − .  

Ta có: 

 
2 2 2 3 2 3 2 2

0 0 0 0 0

2 2 2 3 2 3 2 2
0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1

1 1 0

( ) ( ) [( ) ( ) ] ( ) [( ) ( )]

( ) ( ) ( ) ( )

P x a a x x a a x x

a a x x a a x x

− = − − − − + − − + − − −

= − − + − − + − =
 

2
2 2 3 2 3 2 2 2 3 2 3 20 0 0

2 2 2 2
0 0 00 0 0 0

2 2 2 3 2 3 2 2
0 0 0 06

0

1 11 1 1 1 1
1 1 1

1
1 1 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

x x x
P a a a a a a a a

x x xx x x x

a a x x a a x x
x

− + −
= − − + − − + − = − − − +

 = − − + − − + − = 

 

Do đó, với x a=  là nghiệm của đa thức, ta còn có thêm hai nghiệm nữa là 
1

1 ,a
a

− ; đến đây, ta 

lại có thêm ba nghiệm nữa là 
1 1 1

1
11

1
, ,

a a

a

−
−

−
.  

Tóm lại, đa thức đã cho có 6 nghiệm là:  
1 1 1

1
1 1

, , , , ,
a a

a a
a a a a

−
−

− −
.  

Nhận xét. Ý tưởng trên là vét cạn các nghiệm của đa thức với một kiến thức quen thuộc: phương 
trình đa thức bậc n có không quá n nghiệm. Dễ thấy rằng nói chung thì các nghiệm này phân biệt, 
nếu với một vài giá trị a làm cho chúng trùng nhau thì giá trị a đó cũng làm đa thức đã cho có 
nghiệm bội; do đó, điều này không ảnh hưởng đến sự đầy đủ của các nghiệm của đa thức như đã 
nêu. Ta xét một bài toán tương tự cũng giải bằng cách vét cạn các nghiệm dưới đây. 

Bài 2.2. Giải phương trình sau. 

1 1 2 1 2
1 1 0

1 1 2 1 2 3 1 2 3

( ) ( )( ) ( )( )...( )
... ( )

. . . . . ....
nx x x x x x x x x x n

n

− − − − − −
− + − + + − = . 

 

Bài 3. Giả sử đa thức 2010 2009 2008 1( ) ...P x x x x x= ± ± ± ± ±  không có nghiệm thực. Tìm số lớn 

nhất các hệ số là -1 của đa thức này. 

Lời giải. Gọiγ là số các hệ số là -1 có trong đa thức này để nó không có nghiệm thực. Ta thấy 

rằng 1005γ ≤  vì nếu ngược lại thì 1006γ ≥ , xét 
2010

1 1 1 1 1 1 1 0( ) ( ... ) ( ... )P
λ λ−

= + + + − + + + ≤����� ����� ; đồng 

thời  lim ( )
x

P x
→+∞

= +∞ nên dễ thấy rằng ( )P x có nghiệm thực, mâu thuẫn. Ta sẽ chỉ ra một đa thức 

có 1005γ = thỏa mãn đề bài. 
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Xét 2010 2009 2008 2007 2 1( ) ...P x x x x x x x= − + − + − +  có các hệ số của hạng tử bậc lẻ là -1. Ta có: 

-Nếu 0x ≤  thì 0( )P x > . 

-Nếu 0 1( , )x∈  thì 2010 2008 20071 1 1 1 0( ) ( ) ( )... ( ) ( )P x x x x x x x x x= + − + − + − + − > . 

-Nếu 1x >  thì 2010 2009 2008 2007 2 1 0( ) ( ) ( ) ... ( )P x x x x x x x= − + − + + − + > . 

Đa thức này luôn dương nên nó thỏa mãn bài toán. Vậy 1005maxγ = . 

 
Bài 4.1. Chứng minh các đồng nhất thức sau: 

34 8( )( ) ( ) ( )( )( )x y z xy yz zx x y z xyz x y z y z x z x y+ + + + − + + − = + − + − + − . 

Lời giải. Trên thực tế, bài này hoàn toàn có thể dùng khai triển trực tiếp và nhóm các số hạng lại 
để được tích bên vế phải; thế nhưng, bằng cách đó, bài toán giải khá cồng kềnh và không mang 
lại được nhiều hệ quả.  

Ta xét cách dùng định lí Bezout về phân tích các nghiệm của đa thức như sau: 

3 34 8 4 8( ) ( )( ) ( ) ( )[ ( ) ] ( )P t t y z ty yz zt t y z tyz t y z t y z yz t y z tyz= + + + + − + + − = + + + + − + + −  

là một đa thức bậc 3 theo biến t. 

Để chứng minh đồng nhất thức trên, ta sẽ chứng minh rằng , ,y z z y y z− − +  là ba nghiệm của đa 

thức này. Thật vậy: 
3

2 3

3 3

4 8

8 8 8

8 8 8 8 0

( ) [( ) ][( )( ) ] ( ) ( )

( )[( ) ] ( ) ( )

[ ( ) ( ) ] [ ( ) ( ) ]

P y z y z y z y z y z yz y z y z y z yz

y z y z yz y z y z yz

y z y z yz y z y z yz

+ = + + + + + + − + + + − +

= + + + − + − +

= + + + − + + + =

 

3

2 2 3

3 3

4 8

8 8 8

8 8 8 8 0

( ) ( )[( )( ) ] ( ) ( )

[( ) ] ( )

[ ( ) ] [ ( ) ]

P y z y z y z y z y z yz y z y z y z yz

y y z yz y y z yz

y y z yz y y z yz

− = − + + − + + − − + + − −

= − + − − −

= + − − + − =

 

3

2 2 3

3 3

4 8

8 8 8

8 8 8 8 0

( ) ( )[( )( ) ] ( ) ( )

[( ) ] ( )

[ ( ) ] [ ( ) ]

P z y z y y z z y y z yz z y y z z y yz

z z y yz z z y yz

z z y yz z z y yz

− = − + + − + + − − + + − −

= − + − − −

= + − − + − =

 

Vậy, đa thức đã cho có thể biểu diễn dưới dạng: ( ) ( )( )( )P t t y z t y z t y zλ= − − − + + − , tiếp tục 

cho 0y z= = , biểu thức ban đầu cần phân tích nhận giá trị là 3t−  trong khi biểu thức sau khi 

phân tích nhận giá trị là 3tλ ; đẳng thức phải xảy ra với mọi y, z nên 1λ = −  hay  

( ) ( )( )( )P t y z t t y z t y z= + − − + + − . Đẳng thức này đúng với mọi t nên ta có được đpcm. 
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Nhận xét. Có nhiều bài toán về dùng tính chất nghiệm của đa thức để giải quyết tương tự như 
trên, nhiều khi thay vì chứng minh một đồng nhất thức, vấn đề đặt ra có thể là rút gọn biểu thức 
hoặc giải một phương trình. Ta xét hai bài toán sau. 

Bài 4.2. Cho biểu thức: ,
( )( ) ( )( ) ( )( )

k k k

k

a b c
S k

a b a c b c b a c a c b
= + + ∈
− − − − − −

ℕ . 

Chứng minh rằng 0 1 2 30,S S S S a b c= = = = + + . 

Bài 4.3. Giải phương trình sau với a, b, c là các số thực phân biệt. 

1( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )
x b x c x c x a x a x b

a a b a c b b c b a c c a c b x

− − − − − −
+ + =

− − − − − −
. 

 

Bài 5. Cho đa thức 3 2( )P x x ax bx c= + + +  có ba nghiệm phân biệt.  

Chứng minh rằng: 3 2 2 34 4 8( ) ( ) ( )Q x x ax b a x ab a c= + + − + − −  cũng có ba nghiệm phân biệt. 

Lời giải. Gọi 1 2 3, ,x x x  là các nghiệm phân biệt của đa thức đã cho. Theo định lí Viete thì: 

1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 3,   ,   x x x a x x x x x x b x x x c+ + = − + + = = − . 

Ta sẽ chứng minh rằng đa thức ( )Q x đã nêu có các nghiệm là 

1 1 2 3 2 2 3 1 3 3 1 2,  ,  y x x x y x x x y x x x= + − = + − = + − . 

Thật vậy: 1 2 3 1 2 3y y y x x x a+ + = + + = − . 

2 2
1 2 2 3 3 1 1 2 3 2 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 34 4( )( ) ( ) ( )y y y y y y x x x x x x x x x x x x x x x b a+ + = + − + − = + + − + + = −∑ . 

3 3
1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2 4 8 8 4( )( )( ) ( ) ( ) ( )y y y x x x x x x x x x a b a c a c ab= + − + − + − = − − − − − = + − . 

(theo kết quả của bài 2.1). 

Từ các tính toán trên, theo định lí Viete đảo, ta thấy (*) đúng. Dễ thấy các số 1 2 3, ,y y y  phân biệt 

vì 1 2 3, ,x x x  phân biệt nên ta có đpcm. 

Nhận xét. Các dạng toán này cũng thường gặp và cách giải này có lẽ là tốt nhất, các phương 
pháp quen thuộc của giải tích hầu như không khả thi trong trường hợp này.
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B.Xét về mặt giải tích. 

I.Các kiến thức cần nhớ. 

1. Định lí Lagrange và định lí Rolle. 

Đa thức là một lớp hàm liên tục tiêu biểu nên nó có đầy đủ các tính chất quen thuộc của một hàm 
liên tục như đã biết. 

*Định lí Lagrange: Với mọi số thực a b<  và một đa thức ( ) [ ]P x x∈ℝ  nào đó, ta luôn có: 

( ) ( )
( , ) : ( )

P b P a
c a b P c

b a

−′∃ ∈ =
−

  . 

*Định lí Rolle: Nếu đa thức ( ) [ ]P x x∈ℝ  có hai nghiệm phân biệt là a b<  thì tồn tại ( , )c a b∃ ∈  

thỏa mãn 0( )P c′ = .  

Từ đây suy ra, nếu đạo hàm cấp k của đa thức này vô nghiệm  thì đa thức có không quá k nghiệm. 

2. Quy tắc dấu Decarste: 

Cho đa thức 
0

( )
n

i

i
i

P x a x
=

=∑ .  Gọi D là số nghiệm dương của đa thức, L là số lần đổi của các hệ số 

của đa thức từ 0n
a a→ , bỏ qua các hệ số bằng 0. Khi đó: D L≤  và L D−  là số chẵn. 

Có thể phát biểu cụ thể là: 

 + Số nghiệm dương của hàm đa thức ( )P x  bằng số lần đổi dấu của các hệ số hoặc nhỏ hơn một 

đơn vị chẵn. 
+ Số nghiệm âm của đa thức ( )P x  bằng số lần đổi dấu của các hệ số trong ( )P x−  hoặc nhỏ hơn 

một đơn vị chẵn. 

3.Định lí về số nghiệm của đa thức. 

Cho đa thức ( ) [ ]P x x∈ℝ .  

-Nếu với hai số thực a b<  mà 0( ). ( )P a P b <  thì đa thức có một số lẻ nghiệm trên khoảng ( , )a b , 

kể cả bội.  

-Nếu với hai số thực a b<  mà 0( ). ( )P a P b >  thì đa thức có một số chẵn nghiệm trên khoảng 

( , )a b , kể cả bội.  
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II.Các ví dụ minh họa. 

Bài 1.1. Cho đa thức ( )P x bậc bốn có bốn nghiệm dương phân biệt. Chứng minh rằng phương 

trình sau cũng có bốn nghiệm dương phân biệt: 

2 2

1 4 1 4
1 0( ) ( ) ( )

x x
P x P x P x

x x

 − −
′ ′′+ − − = 

 
 

Lời giải. Ta có: 

2 2 2

1 4 1 4 1 4
1 0 0( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

x x x
P x P x P x P x P x P x P x

x x x

 − − −
′ ′′ ′ ′ ′′+ − − = ⇔ − + − = 

 
. 

Đặt ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Q x P x P x Q x P x P x′ ′ ′ ′′= − ⇒ = −  nên suy ra: 
2

1 4
0( ) ( )

x
Q x Q x

x

−
′+ = . 

Ta sẽ chứng minh nhận xét nếu đa thức ( )P x bậc bốn có bốn nghiệm dương phân biệt thì đa thức 

( ) ( ) ( )Q x P x P x′= −  cũng có bốn nghiệm dương phân biệt. Thật vậy: 

Không mất tính tổng quát, giả sử hệ số bậc cao nhất của ( )P x  là 1 và ta có phân tích: 

4 3 2
1 2 3 4

( ) ( )( )( )( )P x x ax bx cx d x x x x x x x x= − + − + = − − − −  với 
1 2 3 4

x x x x< < <  là các nghiệm 

dương của đa thức này. Theo định lí Viete thì: 0, , ,a b c d >  và ta cũng có: 

1 2 3
( ) ( )( )( )P x x x x x x x′ = − − −∑ . 

Giả sử 4 3 2
1 1 1

( )Q x x a x b x c x c d= − + − + +  thì 
1 1 1 1 2 1 3 1 4
( ) ( ) ( ) ( )( )( )Q x P x P x x x x x x x′= − = − − − −  

2 2 2 2 1 2 3 2 4
( ) ( ) ( ) ( )( )( )Q x P x P x x x x x x x′= − = − − − − , suy ra: 

 2
1 2 1 2 1 3 1 4 2 3 2 4

0( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )Q x Q x x x x x x x x x x x= − − − − − − < , tức là tồn tại 
1 1 2
[ , ]y x x∈  là 

nghiệm dương của ( )Q x . Tương tự, ta cũng thấy rằng ( )Q x  có thêm hai nghiệm dương nữa là 

2 2 3 3 3 4
[ , ], [ , ]y x x y x x∈ ∈ . Gọi nghiệm dương thứ tư là 

4
y  thì 

1 2 3 4
0y y y y c d= + > , do ta đã có 

1 2 3
0, ,y y y >  nên cũng có 

4
0y > .  

Nhận xét trên được chứng minh. 

Đặt 4 1
( )R t t Q

t

 
=  

 
 cũng là một đa thức bậc bốn và cũng có bốn nghiệm dương phân biệt như 

( )Q x ; theo nhận xét trên thì đa thức sau cũng có bốn nghiệm dương phân biệt: 
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4 3 4 4 3 2

2

1 1 1 1 1 1
4 4( ) ( ) . ( )R t R t t Q t Q t Q t t Q t Q

t t t t tt

         −
′− = − − = − −         

         
, tức là phương trình sau 

có bốn nghiệm dương phân biệt: 4 3 21 1
4 0( )t t Q t Q

t t

   
− − =   

   
.  

Đặt 
1

x
t
=  thì phương trình sau cũng có bốn nghiệm dương phân biệt: 

2

1 4
0( ) ( )

x
Q x Q x

x

−
′+ = . 

Đây chính là đpcm. 

Nhận xét. Ngoài các xét các đa thức đã nêu, ta cũng có thể xét hàm số sau ( ) . ( )xf x e P x−=  cũng 

đem lại kết quả tương tự. Vận dụng ý tưởng xét thêm các đa thức rồi sử dụng đạo hàm tích của 
chúng, ta có thể đưa ra những bài toán khá thú vị tương tự như trên. Ta có bài toán sau. 

Bài 1.2. Cho đa thức ( )P x  bậc 2011 có 2011 nghiệm dương. Chứng minh rằng đa thức sau cũng 

có đúng 2011 nghiệm dương. 

2 21 2011 2011 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )x P x x x P x x P x′− + + − − =  

Bài 2. Cho đa thức 1 22 9 19921( ) ... snn n
P x x x x x x x= + + + + + + +  với 

1 2
, ,...,

s
n n n  là các số tự nhiên 

cho trước thỏa mãn 
1 2

9 1992...
s

n n n< < < < < . Chứng minh rằng nghiệm của đa thức (nếu có) 

không thể lớn hơn 
1 5

2

−
. 

Lời giải. Do các hệ số của đa thức đã cho đều dương nên nếu nó có nghiệm thì nghiệm đó phải 

âm.  Ta sẽ chứng minh rằng 
1 5

0 0 1 0
2

( ) , ; ( , )P x x
 −

> ∀ ∈ ⊂ −  
 

. Thật vậy: 

Với mọi x trên khoảng này thì 
1 22 9 1992 3 5 7 1991

2 4 1990 2 1992 2 1993

2 2 2

1 1

1 1 1 1
1 1

1 1 1

( ) ... ...

( ... )( ) ( )
. .

s
nn n

P x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x
x x

x x x

= + + + + + + + ≥ + + + + + + =

+ + + + − − + − −
= + = + =

− − −

 

Vì 2 1993 21 5 1 5
0 1 0 0 1 0 0 0

2 2
; , , ( ) , ;x x x x x P x x

   − −
∈ ⇒ + − > − > − > ⇒ > ∀ ∈      
   

 nên nếu đa 

thức này có nghiệm đó không được lớn hơn 
1 5

2

−
. Ta có đpcm. 
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Nhận xét. Việc đánh giá các khoảng của nghiệm thế này cũng thường được đề cập đến trong các 
bài toán về giới hạn dãy số là nghiệm của một đa thức. Dưới đây là một số bài toán tương tự. 

Bài 2.1. Cho đa thức 10 9 8 7 6
7 6 1 0

10 39( ) ...P x x x x a x a x a x a= − + + + + + + , với 
0 1 7
, ,...,a a a  là các 

giá trị nhất định. Biết rằng đa thức này có 10 nghiệm thực.  

Chứng minh rằng tất cả các nghiệm của nó đều nằm trong khoảng từ -2,5 đến 4,5. 

Bài 2.2. Chứng minh rằng với mỗi số nguyên dương n thì phương trình sau có nghiệm duy nhất. 

2 3 2 2 12010 2011... n nx x x x x ++ + + + + = . 
 

Bài 3.1. Xét hai phương trình sau 3 2 3 22 3 4 0 5 10 10 0,  x x x x x x+ + + = − + − = . 

1.Chứng minh rằng mỗi phương trình đều có đúng một nghiệm. 

2.Tìm tổng hai nghiệm đó. 

Lời giải.  

1.Ta thấy cả hai hàm số 3 2 3 22 3 4 5 10 10( ) , ( )  P x x x x Q x x x x= + + + = − + −  có đạo hàm lần lượt 

là 2 23 4 3 0 3 10 10 0( ) , ( )  ,P x x x Q x x x x′ = + + > = − + > ∀  nên đều là các hàm đồng biến.  

Từ đó suy ra chúng có đúng một nghiệm.  

2.Gọi ,α β  lần lượt là các nghiệm của hàm ( ), ( )P x Q x . Giả sử k kα β β α+ = ⇔ = − , điều này 

có nghĩa là nếu α là nghiệm của ( )P x  thì k α−  là nghiệm của ( )Q x hay: 

3 2

3 2 2 3 2 2

3 2 2 3 2

5 10 10

3 3 5 10 5 10 10 10

3 5 3 10 10 5 10 10

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

Q k k k k

k k k k k k

k k k k k k

α α α α

α α α α α α

α α α

− = − − − + − − =

= − + − + − − + + − − =

= − + − + − + − + − + −

 

Ta cần có 
2 3 21 3 5 3 10 10 5 10 10

1 2 3 4

k k k k k k− − − + − − + −
= = =  và dễ thấy rằng giá trị duy nhất 

thỏa mãn là 1k = . 

Vậy tổng hai nghiệm của hai phương trình này bằng 1. 

Nhận xét. Không dừng lại ở đó, ta đã biết các bài toán tìm một đa thức có các nghiệm bằng hai 
lần, bằng bình phương hay bằng tổng đôi một của các nghiệm của một đa thức cho trước. Để 
tăng độ phức tạp của bài toán trên. Ta sẽ tìm hai đa thức mới là ( ), ( )R x S x  sao cho các nghiệm 
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của ( )R x  bằng bình phương các nghiệm của ( )P x và các nghiệm của ( )S x  bằng hai lần bình 

phương các nghiệm của ( )Q x . 

Giả sử 3 2( )R x x ax bx c= + + + . Gọi 
1 2 3
, ,x x x  là các nghiệm thực và phức của đa thức ( )P x .  

Ta có: 
1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 3

2 3 4,   ,   x x x x x x x x x x x x+ + = − + + = = − . 

Theo định lí Viete, ta tính được:  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 3

2 2 3 2 3 2 2 4 7 16. , .( ).( ) ,a x x x b x x x x x x c x x x− = + + = − = − = + + = − − − = − = = . 

Suy ra: 3 22 7 16( )R x x x x= + − − . Tương tự, ta tính được: 3 210 800( )S x x x= − − . 

Ta cũng dễ thấy rằng nghiệm của ( )P x  là âm, nghiệm của ( )Q x dương nên từ các biểu thức trên, 

ta có bài toán mới sau. 

Bài 3.2. Cho hai đa thức 3 2 3 22 7 16 10 800( ) ,  ( )R x x x x S x x x= + − − = − − . 

1. Chứng minh rằng ( ), ( )R x S x  có đúng một nghiệm, giả sử chúng lần lượt là ,u v .  

2. Chứng minh rằng 0,u v > . 

3. Chứng minh rằng: 1
2

v
u= + . 

Việc giải bài toán này tiến hành ngược lại theo hướng phân tích trên. Với ý tưởng này, ta có thể 
tự sáng tạo ra nhiều bài toán tính giá trị biểu thức liên quan đến nghiệm của đa thức khá thú vị. 

Ta cũng có thể dùng cách đó để giải bài toán sau mà không cần phải thông qua quá trình biến đổi 
phức tạp đến bậc 6 cũng như có thể nhận ra được rõ hơn bản chất của vấn đề. 

Bài 3.3. Cho hai đa thức 3 2 3 24 2 15 9 12 6 7 1( ) , ( )P x x x x Q x x x x= − − + = + − + . 

1) Chứng minh rằng mỗi đa thức có ba nghiệm phân biệt. 

2) Kí hiệu ,α β  tương ứng là hai nghiệm lớn nhất của hai đa thức này. Chứng minh rằng ta 

có đẳng thức 2 23 4α β+ = . 

Bài  4.1. Cho đa thức monic ( )P x  bậc 1n >  có n nghiệm thực 
1 2 3
, , ,...,

n
x x x x phân biệt. Chứng 

minh rằng: 
1 2 3

1 1 1 1
0...

( ) ( ) ( ) ( )
n

P x P x P x P x
+ + + + =

′ ′ ′ ′
. 
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Lời giải. Xét phân tích 
1 2

1

( ) ( )( )...( ) ( )
n

n i
i

P x x x x x x x x x
=

= − − − = −∏ .  

Đặt: 
1,

( ) ( )
n

i j
j j i

P x x x
= ≠

= −∏ , dễ thấy 
1

( ) ( )
n

i
i

P x P x
=

′ =∑ .  

Ta cũng thấy rằng 0 0 1 1( ) , ;  ( ) , , ( ) ( ), ,
i j i i i i i

P x j i P x i n P x P x i n′= ∀ ≠ ≠ ∀ = ⇒ = ∀ = . 

Xét đa thức 
1

1
( )

( )
( )

n
i

i i

P x
Q x

P x=

= −
′∑  có bậc không vượt quá 1n − . Ta có: 1 0, ( )

i
i n Q x∀ = ⇒ = .  

Từ đó suy ra đa thức này có n nghiệm thực phân biệt, tức là 0( )Q x ≡  và hệ số bậc cao nhất của 

nó cũng phải bằng 0. Do đó: 
1 1 2 3

1 1 1 1 1
0...

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n

i i n
P x P x P x P x P x=

= + + + + =
′ ′ ′ ′ ′∑ . 

Ta có đpcm. 

Nhận xét. Ngoài việc xét hệ số bậc cao nhất, ta cũng có thể quan tâm đến các hệ số khác và có 
nhiều bài toán phức tạp hơn. Ta có một số bài tương tự. 

Bài 4.2. Cho đa thức monic ( )P x  bậc 1n >  có n nghiệm thực 
1 2 3
, , ,...,

n
x x x x phân biệt. Chứng 

minh rằng:  
1

1 1 2 2 3 3 1 2 3

1 1 1 1 1( )
...

( ) ( ) ( ) ( ) ...

n

n n n
x P x x P x x P x x P x x x x x

+−
+ + + + =

′ ′ ′ ′
. 

Bài 4.3. Giả sử 
1 2 3
, , ,...,

n
x x x x  là n nghiệm phân biệt của đa thức 

1 2 1( ) ...n n nP x x x x x− −= + + + + + . Chứng minh rằng: 
1 2 3

1 1 1 1

1 1 1 1 2
...

n

n

x x x x
+ + + + =

− − − −
. 

Bài 5. Cho đa thức 3 2 2 3 33 2 0( ) ( ) ( )P x x a b x a b= − + + + =  với 0ab ≠ . 

1.Chứng minh rằng đa thức trên có ba nghiệm phân biệt, giả sử là 
1 2 3
, ,x x x . 

2.Với 2 1,a b= = , tính giá trị của biểu thức 
2 23

1

1

1

( )
i

i i

x
S

x=

+
=

−∑ . 

3.Gọi 2 3( )Q x x= − . Tính giá trị của biểu thức 
1

( )
n

i
i

A Q x
=

=∏ .
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C.Một số ứng dụng của nghiệm đa thức. 

Các bài toán về nghiệm của đa thức rất phong phú và không chỉ có thế, các ứng dụng của đa thức 
trong việc giải toán cũng khá rộng. Chúng ta hãy cùng xét các ví dụ sau để thấy rõ điều đó. 

I.Chứng minh bất đẳng thức. 

Bài 1.1. Cho bốn số thực không âm , , ,a b c d  thỏa mãn điều kiện 

2 16( )ab bc cd da ac bd abc bcd cda dab+ + + + + + + + + =  

Chứng minh rằng 
2

3
( )a b c d ab bc cd da ac bd+ + + ≥ + + + + + . 

Dấu bằng xảy ra khi nào? 

Lời giải. Trước hết, ta có bất đẳng thức quen thuộc sau: 

Cho , ,x y z  là các số thực không âm thỏa mãn 4xy yz zx xyz+ + + = . Chứng minh rằng: 

x y z xy yz zx+ + ≥ + + . Đẳng thức xảy ra khi 1 1 1 2 2 0( , , ) ( , , ),( , , )x y z = và các hoán vị.  (*) 

Đặt , , ,p a b c d q ab bc cd da ac bd r abc bcd cda dab s abcd= + + + = + + + + + = + + + = . 

Theo giả thiết thì 2 16q r+ = , cần chứng minh 
2

3
p q≥ ; theo định lí Viete đảo, các số , , ,a b c d  

chính là nghiệm của đa thức biến t 

4 3 2 3 24 3 2( ) ( )P t t pt qt rt s P t t pt qt r′= − + − + ⇒ = − + − .  

Không mất tính tổng quát, ta giả sử a b c d≤ ≤ ≤ . Do ( ) ( ) ( ) ( )P a P b P c P d= = =  nên theo định lí 

Rolle, ta thấy tồn tại các nghiệm thực của 3 24 3 2( )P t t pt qt r′ = − + −  là , ,x y z  thỏa mãn 

a x b y c z d≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ .  

Lại áp dụng định lí Viete cho đa thức ( )P t′ , ta có: 

3

4 2 4
, ,

p q r
x y z xy yz zx xyz+ + = + + = = .  Từ 2 16 4q r xy yz zx xyz+ = ⇒ + + + = . 

Theo bất đẳng thức (*) thì 
3 2

4 2 3

p q
p q≥ ⇔ ≥ . Đây chính là đpcm. 

Đẳng thức xảy ra khi 1a b c d= = = = .  
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Nhận xét. Cách dùng đa thức và nghiệm của đạo hàm để chia khoảng các nghiệm ra thế này khá 
phong phú. Đây là một ứng dụng trực tiếp và thể hiện rõ tính hữu hiệu của phương pháp này 
trong việc chứng minh bất đẳng thức. 

Bài 1.2. Cho a, b, c là các số thực thỏa mãn: 2 1,a b c ab bc ca+ + = + + = . 

a. Chứng minh rằng: 
4

0
3

, , ,a b c
 
∈ 
 

. 

b. Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của 1 1 1( )( )( )P a b c= − − − . 

c. Nếu a b c≤ ≤  thì chứng minh rằng: 
1 4

0 1
3 3

a b c≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ . 

Bài 2. Cho , , ,a b c d  là các số thực thỏa mãn 0 0 0 0, , ,a ab abc abcd> > > >∑ ∑ ∑ . Chứng 

minh rằng , , ,a b c d  đều là các số dương. 

Lời giải. Xét đa thức 4 3 2( )P x x px qx rx t= − + − +  có , , ,a b c d  là các nghiệm thực phân biệt.  

Theo định lí Viete thì 0 0 0 0, , ,p a q ab r abc t abcd= > = > = > = >∑ ∑ ∑ . Ta có: 

4 3 2 2 4 20 0 0( )x px qx rx t x px r x qx t x− + − + = ⇔ + = + + > ⇒ > , tức là nếu x là nghiệm của đa 

thức này thì x phải dương, từ đó suy ra đpcm. 

Nhận xét. Ta hoàn toàn có thể tổng quát bài toán lên với n số thực và bài toán cũng được giải 
quyết bằng cách tương tự. 

Bài 3. Bất đẳng thức Maclaurin . 

Cho n số thực dương bất kì là 1 2 3, , ,...,
n

x x x x   với 2n ≥ . 

Đặt 
1 21 1...

j

k

k

k i
i i i n j

S x
≤ < < < ≤ =

= ∑ ∏ và 

1

1, ,
k

k

k k

n

S
d k n

C

 
= =  
 

. Khi đó, ta có bất đẳng thức: 

 1 2 3 ... n
d d d d≥ ≥ ≥ ≥ .  

Lời giải. Ta sẽ chứng minh bài toán bằng quy nạp. 

-Với 2n = , ta có bất đẳng thức: 

1

2
1 2 1 2 1 2

1 21 2
2 2

2

x x x x x x
x x

C C

 + +
≥ ⇔ ≥  
 

, bất đẳng thức này đúng. 
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-Giả sử bất đẳng thức đã cho đúng đến 2n m= ≥ , ta sẽ chứng minh rằng bất đẳng thức này cũng 

đúng với 1n m= + . Xét 1m +  số thực dương 1 2 3 1, , ,..., ,
m m

x x x x x + . 

Giả sử 
1

1 1 1
1 1 2 1

0

1 1( )( ) ... ( ) ( )
m

i m m m m m

m i m m
i

P x a x x a x a x a x a
+

+ − +
+ − +

=

= = − + − + − + −∑  là đa thức bậc 1m +  

nhận 1m +  số thực này làm nghiệm, trong đó 0 1 2 11 0, , ,..., ,
m m

a a a a a+= ≥ .  

Theo định lí Viete thì: 
1

1 1

1

1
1 1 1 1, , . , ,

k k
kk

m m

kk

k k k mk k

S
d k m

a
a d C k m

C C
+

+ +

   
= = = + ⇔ = = +      
   

. 

Ta có: 1 1 1
1 2 11 1 1 1( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )m m m m m

m m
P x m x ma x m a x a x a+ − −

−= + − + − − + − + − . 

Theo tính liên tục của hàm đa thức thì đạo hàm này cũng có tương ứng m nghiệm nằm giữa các 
nghiệm của đa thức đã xét, tức là m nghiệm không âm. 

Đặt  

1 1

1 1
1 1

11
, , . , ,

( )
( )k k

k kk

k k k mk

k

m m

k

S m
d k m a d C k m

m kC

m

m C

k a   ′ +
′ ′= = = ⇔ = =       + −+

+ −

   
. 

Hơn nữa, ta có: 
1

1 1 1

1 1 1

( ) ! ( )!
( ) !( )! !( )!

k k

m m

m m m m
C C

m k m k k m k k m k +

+ + +
= = =

+ − + − − + −
. 

Do đó: 1 1. , ,k k

k k m
a d C k m+

′= = . Suy ra: 1 1 1. . , ,k k k k

k m k m k k
d C d C d d k m+ +

′ ′= ⇔ = = . 

Theo giả thiết quy nạp thì 1 2 3 1...
m m

d d d d d−
′ ′ ′ ′ ′≥ ≥ ≥ ≥ ≥  nên ta cũng có: 

1 2 3 1...
m m

d d d d d−≥ ≥ ≥ ≥ ≥ . 

Đến đây, ta chỉ còn cần chứng minh: 
1

1
1 1

1 11 1
1 1

1 1
1 11

1

1

1
1

1 1

11

m m

m m mim m
i m

im m m
j iij i

m
i

m m

m

i

m m

m

x
S S m

x
mx xC C

d

x

d

+

+ ++ +
= +

+ +
= ==+

+

+
+

+

=

 
     + ≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥          

≥ ⇔


 
 

∏
∑ ∑∏

∏
. 

Bất đẳng thức này đúng theo bất đẳng thức AM – GM. 

Do đó bất đẳng thức đã cho đúng với 1n m= + . 

Vậy theo nguyên lí quy nạp, ta có đpcm. 
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II.Các chứng minh số học. 

Bài 1.1. Cho a, b là các số tự nhiên không phải là một bình phương đúng. Chứng minh rằng nếu 

phương trình 2 2 2 2 0x ay bz abw− − + =  có nghiệm không tầm thường thì phương trình 
2 2 2 0x ay bz− − =  cũng có nghiệm không tầm thường. 

Lời giải. Không mất tính tổng quát, giả sử 0a > (vì a, b không thể cùng âm; đồng thời cả hai đều 
phải khác 0 vì nếu ngược lại thì suy ra trong hai số a, b có một số bằng 0, mâu thuẫn với giả 

thiết). Gọi 
0 0 0 0

0 0 0 0( , , , ) ( , , , ) ( , , , )x y z w x y z w= ≠  là một nghiệm  của 2 2 2 2 0x ay bz abw− − + = . 

Khi đó 2 2 2 2
0 0 0 0

( )x ay b z aw− = − . Nhân hai vế cho 2 2
0 0

z aw− , ta có: 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )x ay z aw b z aw x z ay w a y z x w b z aw− − − − = ⇔ − − − − − =  

Đặt 2 2
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0

, ,x x z ay w y y z x w z z aw= − = − = − , suy ra: 2 2 2
1 1 1

0x ay bz− − =  nên 
1 1 1
( , , )x y z  là 

một nghiệm của 2 2 2 0x ay bz− − = . 

Hơn nữa, dễ thấy nếu đây là nghiệm tầm thường thì 2 2
1 0 0 0 0

0 0 0z z aw z w= ⇒ − = ⇒ = =  và 

tương tự cũng có 
0 0

0x y= = , mâu thuẫn. Ta có đpcm. 

Nhận xét. Ta thấy rằng tuy bài toán này không có liên quan nhiều đến đa thức nhưng việc phân 
tích các nghiệm như trên để chỉ ra một bộ nghiệm tương ứng của phương trình khác rất gần với 
tư tưởng dùng trong các bài toán về nghiệm của đa thức nhiều biến. Ta xét thêm các bài toán 
tương tự như sau. 

Bài 1.2. Chứng minh rằng nếu phương trình 3 2 33x xy y n− − =  có một nghiệm nguyên thì nó có 

ít nhất ba nghiệm nguyên phân biệt. 

Bài 1.3. Gọi 
k

S  là tập hợp các số nguyên biểu diễn được dưới dạng 2 2x ky+ , với x, y là các số 

nguyên nào đó. Chứng minh rằng nếu ,
k

A B S∈  thì 
k

AB S∈ . 

Bài 2. Cho 5 số nguyên , , , ,a b c d e  thỏa mãn 2 2 2 2 2,a b c d e a b c d e+ + + + + + + +  chia hết cho 

số tự nhiên lẻ n nào đó. Chứng minh rằng: 5 5 5 5 5 5a b c d e abcde+ + + + −  cũng chia hết cho n. 

Lời giải. Xét đa thức 5 4 3 2( )P x x px qx rx sx t= + + + + +  có 5 nghiệm là , , , ,a b c d e . 

Theo định lí Viete thì các hệ số của đa thức này đều nguyên và ,p q  chia hết cho n. 

Ta có: 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P a P b P c P d P e P a P b P c P d P e= = = = = ⇒ + + + + =  hay 
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5 5 5 5 5 4 4 4 4 4 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2 5 0

( ) ( )

( ) ( )

a b c d e p a b c d e q a b c d e

r a b c d e s a b c d e abcde

+ + + + + + + + + + + + + + +

+ + + + + + + + + + − =
 

Từ đây suy ra 5 5 5 5 5 5a b c d e abcde+ + + + −  cũng chia hết cho n. 

Bài 3. Gọi 
1 2 3
, ,x x x  là ba nghiệm của phương trình 3 2 0x ax bx c+ + + = , trong đó , ,a b c  là các 

số nguyên. Chứng minh rằng biểu thức: 
1 2 3
n n n

n
S x x x= + +  nhận giá trị nguyên với mọi n. 

Lời giải. Ta sẽ chứng minh rằng 
3 2 1

0,
n n n n

S aS bS cS n+ + ++ + + = ∀ . 

Thật vậy: Vì 
1

x  là nghiệm của 3 2 0x ax bx c+ + + = , nhân vào hai vế của đẳng thức này với 
1
nx , 

ta có: 3 2 3 2 1
1 1 1 1 1 1 1

0 0n n n nx ax bx c x ax bx cx+ + ++ + + = ⇒ + + + = . 

Tương tự: 3 2 1 3 2 1
2 2 2 2 3 3 3 3

0 0,n n n n n n n nx ax bx cx x ax bx cx+ + + + + ++ + + = + + + = . 

Cộng tương ứng từng vế các đẳng thức, ta được: 
3 2 1

0,
n n n n

S aS bS cS n+ + ++ + + = ∀ . 

Ta sẽ chứng minh 
1 2 3

1 2 3, , , ,...n n n

n
S x x x n= + + ∈ ∀ =ℤ bằng quy nạp.   (*) 

Theo định lí Viete thì 
1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 3

,  ,  x x x a x x x x x x b x x x c+ + = − + + = = − . 

-Với 1n =  thì 
1 1 2 3

S x x x a= + + = − ∈ℤ  (theo định lí Viete) nên (*) đúng. 

-Với 2n =  thì 2 2 2 2
2 1 2 3

2S x x x a b= + + = − ∈ℤ . 

-Với 3n =  thì 3 3 3 2
2 1 2 3

3 3( )S x x x a a b c= + + = − + ∈ℤ . 

-Giả sử (*) đúng đến 3n k= ≥ , ta sẽ chứng minh rằng 
1k

S + ∈ℤ . Nhưng điều này là đúng do  

1 1 2
( )

k k k k
S aS bS cS+ − −= − + + ∈ℤ . Theo nguyên lí quy nạp, ta có đpcm. 

Nhận xét. Đây là một bài toán quen thuộc, lập luận của nó cũng không có gì phức tạp. Bài toán 
này vẫn đúng trong trường hợp đa thức bậc n và một bài toán ngược về mặt đại số quen thuộc 
của nó liên quan đến các công thức của dãy số sai phân tuyến tính. Nhưng ta thử xét một bài toán 
ngược xét về mặt số học của bài này. 

Bài 3.2. Cho các số thực , ,a b c thỏa mãn: với mọi số nguyên dương n, các số n n na b c+ +  đều là 

các số nguyên. Chứng minh rằng: tồn tại các số nguyên , ,p q r  sao cho , ,a b c là các nghiệm của 

phương trình 3 2 0x px qx r+ + + = . 
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Lời giải. Giả sử a, b, c là các nghiệm của phương trình: 3 2 0x px qx r+ + + = (*) 

Theo định lí Viète, ta có:  , ,a b c p ab bc ca q abc r+ + = − + + = = − . 

Do đó, để chứng minh , ,p q r  là các số nguyên, ta sẽ chứng minh rằng: 

, ,a b c ab bc ca abc+ + + + là các số nguyên. 

Thật vậy: đặt ,  n n n

nS a b c n= + + ∈ℕ . Từ giả thiết suy ra: ,  nS n∈ ∀ℤ . 

Ta có: 
3 2 1

0,
n n n n

S pS qS rS n+ + ++ + + = ∀ .      (*) 

- Chứng minh p là số nguyên: điều này dễ dàng có được do 
1

p S= −  là số nguyên. 

- Chứng minh q là số nguyên: ta có: 

2 2 2 2 2
1 22 2( ) ( ) ( ) 'q ab bc ca a b c a b c S S q= + + = + + − + + = − =  là số nguyên. 

-Chứng minh r là số nguyên: Ta có:  

3 3 3 2 2 2

2 2 2 3 3 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

3 ( )( )

3 ( )( ) ( )

'
3 3 ( ) ( ) 6 (2 ') 2 '

2

a b c abc a b c a b c ab bc ca

abc a b c a b c ab bc ca a b c

q
r abc S S q S S S S r S S q S r

+ + − = + + + + − − −

⇔ − = + + + + − − − − + +

⇔ = − = − − = − − ⇒ = − − = ∈ℤ

 

Thay 
2 6

' '
,

q r
q r= =  vào (*), ta được: 

3 2 1 3 2 1
0 6 6 3 0

2 6

' '
'

n n n n n n n n

q r
S pS S S S pS qS r S+ + + + + ++ + + = ⇔ + + + = . 

Từ đây suy ra: 
3 2 1

3 2 2 3' ( ' ) ,
n n n n

r S S pS q S n+ + += + + ∀⋮ . 

Giả sử 'r  không chia hết cho 3, suy ra 3,
n

S n∀⋮ . Gọi 
n
γ  là số mũ cao nhất của 3 trong phân tích 

tiêu chuẩn của 
n

S . Từ đẳng thức trên, ta thấy rằng 
1 1 1

1, ,
n n n

n n nγ γ γ γ+ +≥ + ∀ ⇒ ≥ + ∀ . Giả sử 

1
0kγ = >  thì ta phải có điều kiện sau luôn được thỏa: 

1
,

n
k n nγ +≥ + ∀ . Điều vô lí này dẫn đến 

điều giả sử ở trên là sai, tức là 3'r ⋮ , đặt 3' ,  r s s= ∈ℤ , thay lại vào đẳng thức (*), ta có: 

3 2 1 3 2 1
6 6 3 3 0 2 2 0' '

n n n n n n n n
S pS q S sS S pS q S sS+ + + + + ++ + + = ⇔ + + + = . 

Đến đây, ta xét các trường hợp: 
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-Nếu s  là số chẵn thì 'q  cũng phải chẵn vì nếu  ngược lại thì 
2

2,
n

S n+ ∀⋮  và cũng dẫn đến mâu 

thuẫn tương tự trên. Khi , 's q  cùng chẵn thì ta thấy ngay rằng ,q r  là các số nguyên. 

-Nếu s  là số lẻ thì 'q  cũng phải lẻ, đồng thời tổng 
2

'
n n

q S sS+ +  là số chẵn với mọi n.  

Đến đây ta cũng nhận được điều vô lí tương tự. 

Vậy tồn tại các số nguyên p, q, r thỏa mãn a, b, c là các nghiệm của phương trình 
3 2 0x px qx r+ + + = . Đây chính là đpcm. 

 

III.Giải hệ phương trình. 

Bài 1.1. Giải hệ phương trình sau. 

5

5

5

6

a b

ab c d

ad bc

bd

 + =

+ + =


+ = −

 =

 

Lời giải. Giả sử ( , , , )a b c d  là một nghiệm của hệ. Xét khai triển sau: 

2 2 4 3 2( )( ) ( ) ( ) ( )x ax b x cx d x a b x ab c d x ad bc x bd+ + + + = + + + + + + + + . 

Từ hệ đã cho, ta suy ra: 

2 2 4 3 25 5 5 6( )( )x ax b x cx d x x x x+ + + + = + + − − . 

Mặt khác, phương trình bậc 4 này có các nghiệm nguyên mà ta dễ dàng nhẩm được là 
1 1 2 3, , ,x x x x= − = = = . Ta dễ dàng phân tích được đa thức bậc 4 trên thành nhân tử là: 

4 3 25 5 5 6 1 1 2 3( )( )( )( )x x x x x x x x+ + − − = − + + + . 

Dễ thấy đa thức này có thể phân tích thành hai tam thức bậc hai như sau: 

2 2

2 2

2 2

1 1 2 3 1 5 6

2 4 3

2 3 3 2

( )( )( )( ) ( )( )

                                        ( )( )

                                        ( )( )

x x x x x x x

x x x x

x x x x

− + + + = − + +

= + − + +

= + − + +

 

Với các phân tích này, ta được các nghiệm của hệ đã cho là: 
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0 1 5 6 1 2 4 3 2 3 3 2( , , , ) ( , , , ),( , , , ),( , , , )a b c d = − −  và các hoán vị của các nghiệm trong mỗi bộ. 

Nhận xét. Trên thực tế, bài này có thể giải trực tiếp bằng cách dùng phương pháp thế rồi giải 
phương trình bậc bốn, tuy nhiên, với ý tưởng này, ta có thể sáng tạo ra thêm nhiều bài hệ tương 
tự với hình thức thú vị và cách giải bất ngờ hơn. 

Bài 1.2. Tìm các số thực , , , ,a b c d e  thỏa mãn các đẳng thức sau: 

4 9 9 2 8, , , ,a b c ab d ac e ad ae+ = − + = + = − + = = − . 

Bài 2.1. Cho a, b, c là các số thực phân biệt, giải hệ phương trình sau. 

2

2

2

0

0

0

x ay a z

x by b z

x cy c z

 + + =

+ + =

 + + =

 

Lời giải. Ta thấy hệ này có nghiệm 0 0 0( , , ) ( , , )x y z = . Xét trường hợp 0 0 0( , , ) ( , , )x y z ≠ , giả sử 

hệ đã cho có nghiệm là 
0 0 0

( , , ) ( , , )x y z x y z=  nào đó thì đa thức: 2
0 0 0

( )P k x y k z k= + +   sẽ không 

đồng nhất với 0 và do nó có bậc không vượt quá 2 nên nó có không quá hai nghiệm phân biệt.  

Theo điều kiện của hệ đã cho thì: 0( ) ( ) ( )P a P b P c= = =  nên đa thức này có ba nghiệm thực 

phân biệt, mâu thuẫn.  

Vậy hệ phương trình đã cho chỉ có nghiệm 0 0 0( , , ) ( , , )x y z = . 

Nhận xét. Đây chính là hệ phương trình Vandermonde, bằng ý tưởng xét quan hệ giữa bậc và 
nghiệm của một đa thức mà ta có thể xây dựng nhiều bài toán tương tự khác có nội dung khá thú 
vị và mới mẻ. 

Bài toán 2.2. Cho hai bộ số 
1 2 3 1 2 3
( , , ,..., ),( , , ,..., )

n n
a a a a b b b b  đôi một khác nhau.  

Giải hệ phương trình sau: 

31 2

1 1 1 2 1 3 1

31 2

2 1 2 2 2 3 2

31 2

1 2 3

1

1

1

...

...

...

...

n

n

n

n

n

n n n n n

x xx x

a b a b a b a b

x xx x

a b a b a b a b

x xx x

a b a b a b a b


+ + + = − − − −


+ + + =

− − − −




+ + + =
− − − −
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IV.Tính giá trị biểu thức. 

Bài 1. Cho a, b, c là các số thực khác 0 và có tổng khác 0 thỏa mãn: 

1 1 1 1 *,
m m m m m m

m
a b c a b c
+ + = ∈

+ +
ℕ . 

Tính giá trị của biểu thức 
1 1 1

( )( )n n n

n n n n
S a b c

a b c
= + + + +  với n là số nguyên dương lẻ nào đó. 

Lời giải. Trước hết, ta thấy m phải là số lẻ vì nếu ngược lại thì 0, ,m m ma b c > ; theo bất đẳng thức 

AM – GM thì 
1 1 1

9( )( )m m m

m m m
a b c

a b c
+ + + + ≥ , tức là đẳng thức đã cho không thể xảy ra. 

Gọi 3 2( )P X X pX qX r= + + +  có ba nghiệm là , ,m m ma b c . Theo định lí Viete, ta có: 

,  ,  m m m m m m m m m m m ma b c p a b b c c a q a b c r+ + = − + + = = − . 

Từ đẳng thức đã cho, ta có: 

( )( )m m m m m m m m m m m ma b c a b b c c a a b c pq r pq r+ + + + = ⇔ − = − ⇔ = . 

Đa thức ( )P X  đã cho có thể viết lại là: 3 2 2( ) ( )( )P X X pX qX pq X p X q= + + + = + + . 

Từ đây suy ra trong ba nghiệm của ( )P X , có một nghiệm là p− , ta giả sử đó là a; suy ra: 

0 0m m m m m ma p a b c b c b c= − = + + ⇒ + = ⇒ + = . 

Do đó: 
1 1 1 1 1 1 1

1( )( ) ( ( ) )( ) .
( )

n n n n n n n

n n n n n n n n
S a b c a b b a

a b c a b b a
= + + + + = + + − + + = =

−
. 

Vậy giá trị của biểu thức cần tính là 1 *,
n

S n= ∈ℕ . 

Bài 2.1. Chứng minh đẳng thức sau 

3
33 3 3

2 4 6 5 3 7

7 7 7 2

.
cos cos cos

π π π −
+ + =  

Lời giải. Ta biết rằng các nghiệm của những phương trình bậc ba, bậc bốn thường có mang các 
yếu tố lượng giác. Rõ ràng bài toán trên không thể dùng các biến đổi lượng giác trực tiếp được, 
ta sẽ vận dụng các công thức đại số quen thuộc và sự tương ứng giữa các hệ số của một đa thức 
với nghiệm lượng giác của nó để giải quyết bài toán.  

Xét phương trình lượng giác 4 3cos cosx x= . Ta có: 
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4 2 3

3 2

3 2

4 3 8 8 1 4 3

1 8 4 4 1 0

1

8 4 4 1 0

cos cos cos cos cos cos

(cos )( cos cos cos )

cos

cos cos cos   (*)

x x x x x x

x x x x

x

x x x

= ⇔ − + = −

⇔ − + − − =

 =
⇔ 

+ − − =

 

Nếu đặt 2cost x=  thì từ (*), ta có: 3 2 2 1 0t t t+ − − =  và dễ thấy là 

1 2 3

2 4 6
2 2 2

7 7 7
cos , cos , cost t t

π π π
= = =  là các nghiệm phân biệt của chúng.  

Theo định lí Viete, ta có: 
1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 3

1 2 1, ,t t t t t t t t t t t t+ + = − + + = − =  

Đặt 3 3 33 3 3
1 2 3 1 2 2 3 3 1,A t t t B t t t t t t= + + = + + . Ta có: 

( )
3

3 3 3 3 3 33 3 3 3 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 3

3 3 3 4( ) ( )( )A t t t t t t t t t t t t t t t t t t AB= + + = + + + + + + + − = −  

( )33 3 3 3
1 2 2 3 3 1

233 3 33 3 3 3
1 2 2 3 3 1 1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 3 1 2 3

3 3 3 5( ) ( )( ) ( )

B t t t t t t

t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t AB

= + + =

= + + + + + + + − = −
 

Do đó: 3 3 2 2 3 33 4 3 5 9 27 20 3 7 3 7( )( ) ( )A B AB AB A B AB AB AB= − − = − + ⇔ − = − ⇔ = − .  

Từ đó ta tính được: 33 3 3 33 4 3 3 7 4 5 3 7 5 3 7( )A AB A= − = − − = − ⇔ = − . 

Vậy 
3

333 3 3
2 4 6 5 3 7

7 7 7 2 2

.
cos cos cos

Aπ π π −
+ + = = . Ta có đpcm. 

Bài 2.2. Chứng minh rằng 
3

33 3 3
2 4 8 3 9 6

9 9 9 2

.
cos cos cos

π π π −
+ + = . 

Bài 2.3. Chứng minh rằng với mọi n là số tự nhiên thì tổng 2 2 22 4

7 7 7
tan tan tann n n

n
A

π π π
= + +  

cũng là một số tự nhiên. 

Bài 2.4. Chứng minh rằng 
2 76

7
20

1 1
7

2 11 2
7

.cosk

x x

k x
x x

π=

− +
= ⋅

−− +
∑  với mọi 1 1( , )x∈ − . 
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V.Xác định đa thức. 

Bài 1.1. Tìm tất cả các đa thức thỏa mãn điều kiện: 2 1 7 6 0 0 6( ) ( ) , , ( )P x P x x P= + − + ∀ ≥ = . 

Lời giải. Từ giả thiết, ta có 2 21 6 7( ) ( ( ) ) ,P x P x x+ = − + ∀ . Ta có: 

2 20 6 0 1 6 6 7 7( ) ( ) ( )P P= ⇒ + = − + = .  

Đặt 2
0 1

0 1 0 1 2 3, , , , , ,...
n n

u u u n+= = + =  thì 
1 1

6( )P u u= + . 

Tiếp theo 2 2 2
1 1 2 1 2

1 6 7 7 6( ) ( ( ) ) ( )P u P u P u u u+ = − + ⇔ = + = + .  

Bằng quy nạp, ta chứng minh được rằng 6( ) ,
k k

P u u k= + ∀ ∈ℕ . Khi đó, đa thức 

6( ) ( ) ( )Q x P x x= − +  có vô hạn nghiệm nên nó đồng nhất với 0, tức là 6( ) ,P x x x= + ∀ . 

Thử lại ta thấy thỏa. Vậy đa thức cần tìm là 6( ) ,P x x x= + ∀ . 

Nhận xét. Việc ứng dụng tính hữu hạn của đa thức để chứng minh không tồn tại đa thức hoặc 
chứng minh đa thức là hằng số thường được sử dụng để xem xét các bài toán về đa thức. Dưới 
đây là một bài tương tự. 

Bài 1.2. Chứng minh rằng đa thức ( )P x  thỏa mãn hệ thức sau: 

2 5 32 2011 2010( ). ( ) ( ),P x P x P x x x x= + + ∀ ∈ℝ  sẽ không có nghiệm thực. 

 

Bài 2. Tìm tất cả các đa thức không hằng số ( )P x  sao cho 

21 1( ) ( ) ( )P x P x P x x+ = + + . 

Lời giải: Giả sử a là một nghiệm của ( )P x , khi đó 2 1a a+ + cũng là nghiệm.  

Trong đẳng thức đã cho, thay x bằng 1x − , ta có 21 1( ) ( ) ( )P x P x P x x− = − + . 

Vì 0( )P a =  nên ta cũng suy ra 2 1a a− +  cũng là nghiệm của ( )P x .  

Giả sử a  là nghiệm có modulo lớn nhất của ( )P x . Từ cách chọn ta suy ra 2 1a a a+ + ≤ và  

2 1a a a− + ≤ . Ta có: 2 22 1 1 2 2a a a a a a a≤ + + + − + − ≤ = . 

Đẳng phải xảy ra, tức là  2 1( )a a+ +  và 2 1( )a a− + −  phải cùng dấu.  (1) 
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Nếu 2 21 1a a a a+ + < − + −  thì 2 2 2 22 1 1 1 2 1a a a a a a a a a a− + > − + + + + = ⇒ − + > , 

mâu thuẫn với cách chọn a . Tương tự nếu 2 21 1a a a a+ + > − + −  cũng có mâu thuẫn. 

Do đó: 2 21 1a a a a+ + = − + .       (2)  

Từ (1) và (2) suy ra 2 2 21 1 1 0a a a a a a i+ + = − + − ⇔ + = ⇔ = ± . 

Như thế 2 1x +  là một thừa số của ( )P x . Đặt 2 1( ) ( ) . ( )mP x x Q x= + , trong đó ( )Q x  là đa thức nào 

đó không chia hết cho 2 1x + . 

Thay đẳng thức này vào giả thiết đã cho, ta cũng thấy rằng ( )Q x cũng thỏa mãn. Lập luận tương 

tự cũng có được nghiệm có modulo lớn nhất của ( )Q x  là i± , nhưng điều này không thể xảy ra 

do 2 1x +  không chia hết ( )Q x . Suy ra ( )Q x  là hằng số.  

Thay trực tiếp vào giả thiết, ta thấy 1( )Q x ≡ . 

Vậy tất cả các đa thức cần tìm là 2 1( ) ( ) ,mP x x m += + ∈ℤ . 

 

VI.Các bài toán khác. 

Bài 1. Cho S là tập hợp các số nguyên x biểu thị được dưới dạng 3 3 3 3x a b c abc= + + −  với a, b, 
c  là các số nguyên nào đó. Chứng minh rằng: nếu ,x y S xy S∈ ⇒ ∈ . 

Lời giải. Trước hết, ta có phân tích sau: 

3 3 3 2 23 ( )( )( )a b c abc a b c a b c a b cω ω ω ω+ + − = + + + + + +  trong đó 
1 3

2

i
ω

−
= . 

Xét đa thức sau: 2( )P X a bX cX= + + , suy ra: 3 3 3 23 1( ). ( ). ( )a b c abc P P Pω ω+ + − =  là một đa 

thức có bậc không vượt quá 2. 

Từ đó ta thấy x S∈  khi và chỉ khi tồn tại đa thức P có bậc không quá 2 thỏa mãn 
21( ). ( ). ( )x P P Pω ω= . 

Ta xét ,x y S∈ , khi đó, tồn tại hai đa thức P, Q thỏa mãn: 
2 21 1( ). ( ). ( ),  ( ). ( ). ( )x P P P y Q Q Qω ω ω ω= = . Đặt ( ) ( ). ( )R X P X Q X=  thì: 21( ). ( ). ( )xy R R Rω ω=  

là một đa thức có bậc không vượt quá 4. Xét phép chia đa thức R này cho 3 1X − , giả sử được 

thương là ( )S X , dư là 
1
( )R X , trong đó 

1
( )R X  là đa thức có bậc không vượt quá 2, ta có đẳng 
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thức sau: 3
1

1( ) ( ). ( ) ( )R X X S X R X= − + . Rõ ràng 21,  ,  ω ω  là các nghiệm của 3 1X −  nên 

2 2
1 1 1

1 1( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )R R R R R Rω ω ω ω= = = . Từ đây ta có được: 2
1 1 1

1( ). ( ). ( )xy R R Rω ω=  nên theo 

điều giả sử ở trên, ta thấy xy S∈ .  

Đây chính là đpcm. 

Bài 2. Cho đa thức 8 414 1( )P x x x= + + . Chứng minh rằng có thể chia 8 nghiệm phức của đa 

thức này thành hai bộ rời nhau sao cho với mỗi bộ đó, giả sử là , , ,a b c d  thì các giá trị 

, , ,a b c d ab bc cd da ac bd abc bcd cda bcd abcd+ + + + + + + + + + +  đều là các số thực. 

Lời giải. Ta có phân tích sau: 

8 4 4 2 4

4 2 2 4 4 4 2 4

4 2 2 2 4 2

4 2 2 2 2 2

4 3 2 4 3 2

14 1 1 12

1 4 1 4 8 4 1

1 2 4 1 2

1 2 4 1

2 2 2 1 2 2 2 1

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )( )

x x x x

x x x x x x x

x x x x x

x x x x

x x x x x x x x

+ + = + + =

= + + + + + − + =

= + + − + − =

= + + − − =

= − + + + + + − +

 

Đến đây ta thấy rằng mỗi đa thức bậc bốn trong phân tích trên có 4 nghiệm phức , , ,a b c d  thì 

theo định lí Viete  , , ,a b c d ab bc cd da ac bd abc bcd cda bcd abcd+ + + + + + + + + + +  đều là các 

số thực. Ta có đpcm. 

Nhận xét. Thực ra điều duy nhất cần làm ở bài này là phân tích đa thức đã nêu thành nhân tử, 
tuy nhiên với phát biểu khác lạ một chút, bài toán có vẻ thú vị hơn nhiều. Câu hỏi vẫn đúng với 

đa thức sau 8 498 1( )P x x x= + + . 

Bài 3.1. Cho phương trình bậc ba: 3 3 1 0x x− + = . 

1. Chứng minh rằng phương trình có 3 nghiệm phân biệt là a b c< < . 

2. Chứng minh rằng: 2 2 2 2a c c b b a− = − = − = . 

Lời giải. Xét hàm số: 3 3 1( )f x x x= − + . Ta có: 

2 1 0 0 1 0 1 1 0 2 1 0( ) , ( ) , ( ) , ( )f f f f− = − < = > = − < = > ; đồng thời hàm này liên tục nên phương 

trình 3 3 1 0x x− + =  có ba nghiệm phân biệt thuộc các khoảng 2 0 0 1 1 2( , ),( , ),( , )− . 

Đến đây ta còn cần chứng minh: 2 2 2 2a c c b b a− = − = − = . Trên thực tế, cách giải quen thuộc 
của bài toán này là dùng lượng giác, dựa theo công thức Cardono, tìm chính xác ba nghiệm của 
phương trình rồi thay vào biểu thức. Cụ thể là: 
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Đặt 2 0cos , [ , ]x t t π= ∈ , thay vào phương trình đã cho: 

3 1 2 2
8 6 1 0 3

2 9 3
cos cos cos . ,t t t t k k

π π−
− + = ⇔ = ⇔ = + ∈ℤ . Ta tìm được các nghiệm là: 

1 2 3

8 4 2
2 2 2

9 9 9
cos , cos , cosa t b t c t
π π π

= = = = = = . 

Việc còn lại là áp dụng công thức nhân đôi là hoàn tất. 

Tuy nhiên, đối với các bài toán không thể tìm được các nghiệm thì lời giải trên không còn giá trị 
nữa. Ta sẽ xem xét một lời giải khác dựa trên các biến đổi đại số trực tiếp từ phương trình ban 
đầu như sau. 

Rõ ràng, ta cần chứng minh: 2 2 22 2 2, ,a b b c c a= − = − = − ; tức là nếu a b c< <  là nghiệm của 

phương trình 3 3 1 0x x− + =  thì 2 2 22 2 2b c a− < − < −  cũng là nghiệm của phương trình 
3 3 1 0x x− + = .  

Ta có: 3 2 2 2 4 6 4 23 1 0 3 1 9 6 1 6 9 1 0( ) ( )x x x x x x x x x x− + = ⇔ − = ⇒ − + = ⇔ − + − = , tức là nếu 

0
x  là nghiệm của 3 3 1 0x x− + =  thì 2

0 0
y x=  là nghiệm của 3 26 9 1 0y y y− + − = . Đặt 

2
0 0 0 0 0

2 2 2z y x z y= − = − ⇔ + = . Ta lại có biến đổi sau: 

3 2 3
0 0 0 0 0

2 6 2 9 2 1 0 3 1 0( ) ( ) ( )z z z z z+ − + + + − = ⇔ − + = , tức là 2
0 0

2z x= −  là nghiệm của 

phương trình 3 3 1 0z z− + = . Đến đây, ta đã có đpcm. 

 

Nhận xét. Lời giải vừa nêu thực ra cũng tương tự như ý tưởng dùng định lí Viete thuận và đảo ở 
trên nhưng trong phần này, ta đã cải tiến một chút là sử dụng các biến đổi hằng đẳng thức, dùng 
các tính toán đơn giản hơn. Từ bài toán này, ta cũng có thể nêu ra một số bài tương tự như sau. 

Bài 3.2. Giải hệ phương trình sau với , ,a b c  phân biệt. 

2

2

2

2

2

2

a b

b c

c a

 = −

= −

 = −

 

Bài 3.3. Tìm các số thực ,p q  sao cho phương trình bậc ba 3 0x px q+ + =  có ba nghiệm phân 

biệt là a b c< <  thỏa mãn: 2 2 2 2a c c b b a− = − = − = . 
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D.Các bài toán rèn luyện. 

Bài 1. Cho đa thức ( )P x  bậc 6 thỏa mãn 1 1 2 2 3 3( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )P P P P P P= − = − = − . 

Chứng minh rằng ( )P x  là một hàm số chẵn. 

Bài 2. Cho đa thức 3 2( )P x ax bx cx d= + + +  có , , ,a b c d ∈ℝ  và có ba nghiệm thực (phân biệt 

hoặc trùng nhau). Biết rằng 0 0( )P < , chứng minh bất đẳng thức 3 22 9 7 0b a d abc+ − ≤ . 

Bài 3. Cho đa thức 3 2( )P x x ax bx c= + + +  có ba nghiệm phân biệt. Chứng minh rằng phương 

trình sau cũng có ba nghiệm phân biệt 

3 2 2 24 3 3 2( )( ) ( )x ax bx c x a x ax b+ + + + = + + . 

Bài 4. Cho đa thức 4 3 2 4
1 2 3

0( ) ,P x x a x a x a x k k= + + + + >  có bốn nghiệm âm. Chứng minh rằng 

với mọi 0p > , ta luôn có bất đẳng thức 4( ) ( )P p p k≥ + . 

Bài 5. Cho đa thức 4 3 2( )P x x ax bx cx d= + + + +  không có nghiệm thực. Chứng minh rằng: 

4 0( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,P x P x P x P x P x x′ ′′ ′′′+ + + + > ∀ ∈ℝ . 

Bài 6. Giả sử hai số ,a b  là hai trong bốn nghiệm (thực hoặc phức) của đa thức 4 3 1( )P x x x= + − . 

Chứng minh rằng tích ab  là nghiệm của đa thức 6 4 3 2 1( )Q x x x x x= + + − − . 

Bài 7. Cho các số thực 
1 2 3
, , ,...,

n
x x x x  thỏa mãn 

1 2 3
0 1...

n
x x x x< < < < < < , đặt 

0 1
0 1,

n
x x += = . 

Giả sử các số này thỏa mãn đẳng thức: 
1

0

1
0 1 2 3

,

, , , ,...,
n

j i j i j

i n
x x

+

= ≠

= ∀ =
−∑ . 

Chứng minh rằng 
1

1 2 3, , , ,...,
n j j

x x j n
+ −
= ∀ = . 

Bài 8. Cho đa thức 
0

( )
n

i

i
i

P x a x
=

=∑  thỏa mãn đẳng thức 2 32 2( ). ( ) ( ),P x P x P x x x= + ∀ ∈ℝ . 

1. Chứng minh rằng đa thức này không có nghiệm thực. 

2. Chứng minh rằng 2 1( ) ( ) ,kP x x k += + ∈ℤ  là tất cả các đa thức thỏa mãn đề bài. 
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