KHAO SAT SU BIEN
THIEN VA VE BO THI
CUA HAM SO

‘ A. CHUAN KIEN THUC
SO PO KHAO SAT HAM SO
1. Tap xac dinh
Tim tdp xac dinh ctia ham so
2. Sw bién thién
* Xét chiéu bién thién cia ham so :
+ Tinh dao ham y’;
+ Tim céc diém tai d6 dao ham y’ bang 0 hoac khéng xéc dinh ;
+ Xét dau dao ham y’ va suy ra chiéu bién thién ctia ham s6
* Tim cuec tri
* Tim cac gidi han tai vo cuc ,cac giéi han v6 cuc va tim tiém can (néu
co)
* Lap bang bién thién. (Ghi cac két qua tim dwoc vao bang bién thién )
3. Tim cac khoang 16i ,16m va diém uén cta dé thi ham (budc nay
chi thyc hién v6i ham béc ba )
+ Tinh y”’
+ Giai phuong trinh y’=0
+ Lap bang xét dau y”’
4. Po thi
Dua vao bang bién thién va céac yéu té xac dinh & trén dé vé
CHUY.

1. Néu ham s6 tuan hoan véi chu ki T thi chi can khao sat sw
bién thién va vé do6 thi trén mot chu ki ,sau dé tinh ti€n do thi
song song voi truc Ox

2. Nén tinh thém toa d6 mot s6 diém ,dac biétla giao di€ém cla
do6 thi véi cac truc toa do

3. Nén luu y den tinh déi xu'ng cua do thi d€ vé cho chinh xéc

B. LUYEN KI NANG GIAI CAC DANG BAI TAP.

Dang 1: Ham sé6 bac ba va van dé lién quan.
HAM SO BAC BA : y =ax® + bx? + cx +d
1. Tap xac dinh: D =;
2. Pao ham: y'=3ax?+2bx+c , A'=b?- 3ac
A">0: Ham s6 cé 2 cuc tri.
A"<0: Ham so6 lu6n tang hoac lu6én giam trén ; .
b

3. Pao ham cap 2:y"=6ax+2b, y"=0e x =- =
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X =- % la hoanh d6 di€m uén, d6 thi nhan diém uén lam tdm déi xung.

4. Giéi han: Néu a>0 thi: M y=-o0; lim y =+

X— -0 X— +00

Né&u a<0 thi; My =+o; im y =-oo
5. Bang bién thién va d6 thi:
Truong hop a>0:
* A"=Db?- 3ac>0: Ham s6 co6 2 cuc tri
* A"=b%- 3ac<0= y =0,vxe; : Ham s6 ludn tang trén ; .
Truong hop a<0:
*A"=b?- 3ac>0: Ham sé co 2 cuc tri.
* A'=b?- 3ac<0= y <0,vxe; : Ham s6 ludn gidm trén; .
Mot so tinh chat cua ham s6 bac ba
1. Ham s6 c6 cuc dai va cuc tiéu khi va chi khi: A’ =p2- 3ac>0.

a>0
2. Ham s6 lu6én doéng biéntrén i <,
A"=b*- 3ac=<0
’ ’ a<0
3. Ham s6 lu6n nghich bién trén; < { =,
A"=b"- 3ac=<0

4. DEé tim gia cuc tri ta 1y f(x) chia cho f(x): f(x) =f'(x).g(x)+x+q

Néu X;,X, la hai nghiém cta f(x) thi: f(x;) =rx; + f(x,) =1x5 +

Khi d6 duong thang di qua cac diém cuc trilay =1X+d.

5. PO thiludn c6 di€m udn I va la tdm d6i xting ctia do6 thi.

6. b6 thi cat Ox tai 3 diém phan biét © ham s6 c6 hai cuc tri trdi dau
nhau.

7. D6 thi cat Ox tai hai diém phéan biét < d6 thi ham sé cé hai cuc tri va
mot cuc tri nam trén Ox.

8. D6 thi cat Ox tai mot diém < hodac ham sé khéng cé cuc tri hoac ham
sO ¢6 hai cuc tri cung dau.

9. Tiép tuyén: Goi I 1a diém uén. Cho Me(C)

* Néu M =I thi ta cé ding mot tiép tuyén di qua M va ti€p tuyén nay cé
hé s6 géc nho nhat (néu a>0), 16n nhat (néu a<0).

* Néu M Kkhéc I thicé diang 2 tiép tuyén di qua M.

Cac vi du
Vi du 1. Khao sat sy bién thién va vé doé thi ( C ) ctia ham sé:
1. y:-x3+3x2-4. 2.y:-x3+3x2 3.

y:%x3+2x2+4x

Loi giai.
1. Tap xac dinh: D =j
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* Chiéu bién thién :

o y =3x%>+6x=-3x(x-2); y =0 -3x(x- 2) =0« x =0 hodc x=2
Ham s6 nghich bién trén cac khoang (- »;0) va (2;+»), déng bién
trén khoang (0;2).

Ham s6 dat cuc dai tai diém x =2; gia tri cuc dai ctia ham sé 1a y(2) =0

Ham sé dat cuc tiéu tai diém x=0; gid tri cyc ti€u cha ham sé la
y(0)=-4

o Giéi han ctia ham s6 tai vé cuc : lerpwy =t Xhm v=- Ty
. Bang bién thién :
x| - 0 2
+ _ X
¥ 0 + 0 ——I -

yf*l\ _— \0‘ "4

= DO thi:

o Cho x=-1=>y=0;x=3=>y=-4
2. Tapxacdinh: D=
= Chiéu bién thién:

o y =-3%+6x=-3x(x-2); y=0e -3x(x- 2)=0s x=0 hodc x =2

Ham s8 nghich bién trén céc khoang (- «;0) va (2;+x), déng bién
trén khoang (0; 2).
Ham s6 dat cuc dai tai di€m x =2; gia tri cuc dai ciia ham sé 1a y(2)=4
Ham s6 dat cuc ti€u tai di€ém x=0; gid tri cuc tiéu cta ham sé la
y(0) =0,

o Gi6i han clia ham s6 tai v6 cyc: My =+e ; lm y=-c

Bang bién thién:
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* DO thi:
Cho x=-1= y=4;x=3= y =0.
3. Tap xac dinh: D =;
= Chiéu bién thién:
lim y=-0 ; lim y:

X— - © X— +©

e Gidi han ctia ham sé tai vo cuec:

e Tacé: y'=x?+4x+4=(x+2)" >0, vxe;

Ham s6 déng bién trén khoang (- o0 ;+x),

ham s6 khong c6 cuyc tri .
e Bang bién thién:

E |=oo =2 +oo

— 00

= PO thi: Cho x=0=y =0

Vidu 2. Chohamsé y=-x3+3x?+1c6 dbthi(C)
1. Khdo sat sw bién thién va vé do thi ( C ) cua ham so;
2. Viét phuong trinh tiép tuyén cta dé thi (C) tai A(31).

Loi giai.
1. Khao séat sy bién thién va vé do thi:
= Tap xac dinh: D =;
» Chiéu bién thién :
Ta cé : y'=-3x? +6x =- 3x(x- 2)
y'=0e -3x(x- 2)=0e x =0 hoac x =2
y'>0e x€(0;2);y <0 xe(-%;0)uU(2; +x).
Ham s6 nghich bién trén mbi khoang (- «; 0) va (2; +»), déng bién
trén khoang (0; 2).
Ham s6 dat cuc dai tai diém x =2; gia tri cuc dai ciia ham sé 1a y(2)=5
. Ham s6 dat cuc tiéu tai diém x =0; gia tri cuc ti€u clia ham s6 la
y(0)=1.

o Gi6i han clia ham s6 tai vo cyc : 1M ¥ =+ ; lem y ==

X— - © ]\Y
o Bang bién thién:

X | -0 0 2
+ o0

y' - 0 + 0
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Y+00\ / \5‘

=00
o Do thi:
Chox=-1=y=25;
x=3=y=1.

2. Phuong trinh tiép tuyén cta (C) tai diém A(3;1) c¢6 dang :
y-1=y'(3).(x- 3) = y=-9(x- 3)+1e y=-9x+28

Vi du 3. Cho ham s6 y =x3 + 3x? - mx- 4, trong d6 m la tham s
1. Khao sat sw bién thién va vé do thi cua ham s6 da cho véi m =0;
2. V6i gia tri nao ciia m thi ham s6 nghich bién trén khoang (-« ; 0).

Loi giai.
1. Khi m=0 thi ham sé1a: y=x3+3x2- 4.
= Tap xac dinh: D=
* Chiéu bién thién:
o Giéi han clia ham s6 tai vo cyc: MM ¥y =" ; lmy =+
o Bang bién thién:
+ y =3x?+6x =3x(x+2),y =0 3x(x+2)=0= x=0 hodc x=-2
Ham s6 déng bién trén céc khoang (- ;- 2) va (0;+w), nghich bién
trén khodng (- 2;0).
Ham s6 dat cuc dai tai diém x=-2; gid tri cuc dai cla ham sé la
y(-2)=0
Ham s& dat cuc ti€u tai diém x=0; gid tri cuc ti€u ctua ham s6 |
1a y(0)=-4

o Giéi han cua ham s6 tai vo cuc : XEr_nwy =+ ;
o Bang bién thién:
X T ~2 0
+-
\ R + 0 = 0
y 0
+—-—|/ \ /
A L
= DO thi:

Cho x=-3=y=-4;x=1=y=0
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2. Hams6 y=x3+3x%- mx- 4 déng bién trén khodng (- »;0)
oy =3%+6x- m =0, vxe(- «;0).
Xét: g(x)=3x%+6x- m ,xe(- ;0)
g (x)=6x+6= g'(x) =0 x=-1

Bang bién thién :
X | -0 -1 0
g'(x) - 0 +
g(x) | +o
-m \ /
-3-m

Nhin vao bang bién thién ta thay:
y'=g(x) =3x* + 6x- m =20 , vVxe(- 0;0)= -3- m=0< m <-3
Vay khi m <- 3 thi yéu cau ctia bai toan dwoc thdoa man .

Vi du 4. Cho ham sGy =2x3- 9x? +12x- 4 c6 d6 thi (C)
1. Khdo sat sw bién thién va vé do thi cua ham sé;
2. Tim m dé phuong trinh sau c6 6 nghiém phéan biét: 2‘x‘3 - 0x% + 12]x| =m

Loi giai.
+ Bang bién thién: y
X | o0 1 2 +
~+00
y' + 0 - 0 1
+
y 1
+OO/' \ /
-0 0
+ DO thi %
2. Tacé: 2x°- x?+12x =m & 2/x°- 9P+1" 9 =

Goi (C):y=2¢*- o +12x- 4 va (C):y=2d" .l .

Ta thdy khi x>0 thi: (C):y =2x3- 9x%+12x- 4

Mat khac ham s6 cta d6 thi (C’) la ham s6 chan nén (C’) nhén Oy la

truc doi ximg . Tw do6 thi (C) ta suy ra do thi (C’) nhu sau:

o Gilr nguyén phan doé thi (C) bén phai truc Oy, ta duoc
(c)

o L&y d6i xting qua truc Oy phan(C;), ta duoc(C5)

o(C)=(cpu(cy) o

S6 nghiém cua phuong trinh: ( /
(d)

NN
\ [/
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2x>- 9 +12)x =m
o 2x’- 9 +124- 4=m- 4
la s6 giao diém cua d6 thi (C’) va
duong thing (d):y =m- 4,

Tl d6 thi (C’), ta thay yéu cau bai toan
o 0<m-4<1e 4<m<5.

Vi du 5. Cho ham s6 y =x®+mx? +2 ¢6 d6 thila (Cy),m la tham sé

1. Khao sét sy bién thién va vé dé thi (C) khi m=-3

2. Tuy theo k giai va bién luan phuong trinh: - ‘X‘B +3x%2+k =0

3. Goi A va B 14 hai diém cuc tri ctia (C), tim diém M trén (C) sao cho
tam gidc MAB can tai M

4. Tim m dé d6 thi ham s6 (C,,) cét truc hoanh tai diém duy nhét.

Loi giai.

* Ham s6 da cho xac dinh trén ;

* Ta c6: y'=3x?- 6x =3x(x- 2) va y'=0< x=0 hoac x=2.
* Gidi han: Xlirpwy =-0 gy lIm y =+

X— +00

* Bang bién thién:

X - 00 0 2
+00
\A + o - 0 +
2
y +oo/ \ /
- 00 _2

Ham déng bién trén mbi khoang (- ©;0) va(2;+»), nghich bién trén (0;2).
Ham s6 dat cuc dai tai diém x =0 véi gia tri cuc dai ctia ham s6 1a y(0) =2
va ham sé dat cuc ti€u tai diém x =2 véi gid tri cuc ti€u cua ham s6 la
y(2)=-2.

* Do thi
* Pi€mudn:: y"'=6x-6 va y"=0e x=1
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Ta thay y" d6i ddu khi X qua diém x=1.
vay I1(10) 1a diém uén caa dé thi.

* Giao diém ctua d6 thi véi truc toa do
Giao diém cua do6 thi véi truc Oy 1a diém
(0:2)

D6 thi cat Ox tai ba diém (1,0), (1 i\/§;0)
* Chon x=3=y=2, x=-1=2y=-2,
Nhdn xét: D6 thi nhan 1(1;0)1am tAm d6i
xung.

2. - |x|3 +3x°+k=0e ‘x‘s - 3x% +2=k- 2, day la phuong trinh hoanh d6 giao

diém ctia d6 thi (C): y :|x‘3 - 3x2 +2 va duong thang (d): y=k-2 = s§
nghiém clia phuwong trinh cho chinh 1a sé giao diém cua hai dé thi
‘y :‘X’3 -3x%+2 (CY)
y =k- 2 (d) '
* k- 2<-2 k<0= d khong cat Ay

d6 thi (C') nén phuong trinh cho \ . /
vO nghiém. X /

k‘2:'2 k:0 <
d cat (¢
k- 252 ©[k>4:> )

tai hai di€ém phan biét nén phuong
trinh cho c6 hai nghiém phan biét.

|
|
|
|
L
e k-2=2e k=4=d cat (C) tai :3\
ba diém phan biét nén phuong \/
|

trinh cho cé ba nghiém phan biét.

e .2<k-2<2< 0<k<4= g cat - = — =9
(C") tai bén diém phan biét nén

phuong trinh cho cé bén nghiém

phéan biét.

3. Gia st A(0;2) va B(2:-2)1a hai diém cuc tri cta (C)

Tam gidc MAB can tai M < MA =MB va M,A,B khong thdng hang.
MA =MBe M thudc trung truc AB:x - 2y - 1 =0

3 2
Toa d0 M thda nghiém hé phuong trinh: y=X"- X" +2
x-2y-1=0
= (X- 1)(2)(2_ 4x - 5):0:> M 11%;1%
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Loai M(%0) vi M,A,B thang hang.

4. Cach 1: Phuong trinh hoanh dé giao diém ctia d6 thi ham sé (c,,) véi

2
truc Ox: x> +mx+2=0e x>+ =-m
X

, 2
Xét ham s6 f(x) =x2 +g . Ta c6: f'(x)=2x- — va f'(x)=0o x=1
X X

Lap bang bién thién suy ra -m<3< m>-3 la nhiing gia tri can tim.

Céch 2: D& d6 thi ham s6 (C,,) cét Ox tai duy nhat mot diém ta cé cac
treong hop sau:

TH 1: D6 thi ham s6 (C,,) khéng c6 cuc tri hay 1a ham s6 (C,) luén dong

bién (do a=1>0) trén ; @y':3x2+m20 Vxe; © m=0

TH 2: D6 thi ham s6 (C,,) c6 hai cuc tri cung dau

y':O@ X2 :-%@ X =+ -% voi m<0

C s . 2m | m 2m | m
Hai gia tri cuc tri la: y; =2+— |- —, y, =2- =— |- —
g 1 CL 1 Y1 3 3 Yo 3 3

3

= yl_y2 :4+4{[21; >0 -3<m<0.

Vay m>-3 la nhitng gia tri can tim.

CAC BAI TOAN LUYEN TAP

Bai 1: Cho ham s6 y=-x3+3x?+9x- 1 c6 d6 thila .(C)

1. Tim m dé duong thdng d,, :y =(2m- Dx- 1 ¢4t d@6 thi (C,,) tai ba diém
phan biét A(0;-1),B,C sao cho BC =J/82.

2. Tim nhimmg diém ndm trén (C) ma qua dé vé duoc duy nhat mot tiép
tuyén dén (C).

Bai 2. Cho ham s6 y =-x3- 3x? + mx+4, trong d6 m 1a tham s6 .

1. Khao sat sw bién thién va vé do thi cua ham so déa cho, v6i m=0

2. Tim tat ca céc gié tri cia tham s6 m dé ham sé da cho nghich bién
trén khoang (0;+wx).

3. Tim m dé d6 thi ham s6 da cho cat Ox tai ba diém phéan biét cé hoanh
d6 1ap thanh moét cap sé cong.
Bai 3: Tim tat ca céc gid tri cia tham s6 m dé do thi (C,,)clia ham s6

y =x° + 3x% +(4m- 1)x+2m?- 3 cit Ox tai ba diém A,B,C sao cho AB=BC.
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Bai 4. Tim m dé dé thi (C,): y=x3- 3(m+1)x? + 3mx- m+1 c&t Ox tai ba
di€m phan biét trong dé cé it nhat mot di€m cb hoanh dé am.

Bai 5. Tim m dé& d6 thi (C,):y =x>- 2x*- (3m- Dx+m+3 cat duong
thdng d:y =(1- m)x+m- 5 tai ba diém phan biét cé hoanh d6

X) <Xy <1l<Xj,

Bai 6. Cho ham s6 (C) y=x3- 5¢% +6x+ 3.

1. Tim trén d6 thi (C,) nhimmg cap diém déi xtmg qua O

2. Tim m dé trén O tén tai mot cap diém déi ximg nhau qua Oy

Bai 7. Cho ham s6 y =x°- (2m + 1)x% +mx+3m- 2 c6 dé thi (C,,).

1. Tim trén (C;) nhiing cap diém d6i xtng nhau qua géc toa dd

2. Tim m dé trén (C,,) tén tai it nhat mot cap diém déi xtng nhau qua
truc tung.
3. Tim t4t ca cac diém c¢6 dinh ho duwong cong (C,,) luén di qua.

4.Tim nhiing diém c6 dinh ma khéng c6 dé thi nao cta ho (C.,) di qua.
Bai 8. Cho ham s6 (C):y :-§ c6 d6 thi (C). Trén @6 thi (C)cé bao nhiéu

bd bon diém A,B,C,D sao cho t& gidc ABCD 1a hinh vuéng tam I1(3-1).
Bai 9. Trén mp Oxy cho d6 thi (C):y =x3- 2y2x. Chimg minh ring néu
mdt hinh binh hanh c¢6 tat ca cac dinh déu n&m trén (C)thi tAm cla hinh
binh hanh dé la géc toa do O.

Bai 10. Biét d6 thi ham s6 y =x> +ax” + bx + ¢ cat Ox tai ba diém phan

biét. Chimg minh rang [27c-+2a® - 9ab{<2,[(a’ - 3b)’ -

Bai 11: Cho ham s6 : y =é(x3- 3x2- 9x- 5) ¢6 dé thila (C).

1. Khao sat sy bién thién va vé do thi (C).

2. Viét phuong trinh tiép tuyén caa dé thi (C), biét tiép tiép tuyén c6 hé
s6 goc nho nhat.
Bai 12: Cho ham s6 y =f(x) =- x3- x+2, ¢6 d6 thi la (C).

1. Khao sat su bién thién va vé (C).
2. Bién luan theo m s6 nghiém cua phwong trinh: ‘X?’ +X- 2’ =m (1)
Bai 13: Cho ham s6 y =x3- 3x*+2 c6 d6 thila (C)

1. Khao sat su bién thién va vé dé thi (C)
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2. Tim m dé phuong trinh x3- 3x% =m (1) c6 ba nghiém phén biét.
3. Tir d6 thi (C) hay suy ra dé thi (C): y =g(x) :|x‘3 - 3% +2.
4. Bién luéan s6 nghiém cua phwong trinh : - ‘x‘?’ +3x%+m =0 (2).

Bai 14: Cho ham s6 y =2x>- 3x? +1 c6 d6 thila (C).

1. Khao sat sw bién thién va vé do thi (C)

2. Viét phuong trinh ti€p tuyén cua (C), biét ti€p tuyén song song v6i
duong thang d :y =36x+1.

2

3. Tim m dé phuong trinh sau cé bén nghiém phan biét : ]x[g - l;)x +m =0.

4. Bién luén theo m s6 nghiém cta phuong trinh : ’2XZ - X- q Im.
Bai 15: Cho ham s6 y =x3- 3mx? (Cy,), v6i tham s6 thyc m.
Gia su tiép tuyén cua (C) tai A, B song song v6i nhau.
1. Khao sat sy bién thién va vé do6 thi ham s6 da cho khi m =1
2. Chimg minh rang trung diém I ctua AB nam trén (C,).
3. Tim gi& tri cia m dé phuong trinh dudng thang AB 14 y =-x- 1. Khi d6
viét phuwong trinh tiép tuyén cta (C,) tai A.
Bai 16: Cho ham s6 y =x3 - 3x? + 4 ¢6 d6 thi la (C)
1.Khdo sat sy bién thién va vé do thi (C) cua ham sé6 .
2.Tim phuong trinh tiép tuyén cua (C) tai diém c6 hoanh d6 x = 3.
3. Tim phuong trinh tiép tuyén cta (C) cé hé s6 goc nhd nhat.
3
Bai 17: Cho ham s6 y =- ’%+ 2(m+1)x?- 3m+Dx+1 (1) (m latham sd ).

1. Khao sat sy bién thién va vé dé thi ciia ham sé (C) ctia ham so6 (1) khi
m = 0.

2. Tim céc gié tri clla tham sé m dé ham sé (1) nghich bién trén ; .

3. Tim céc gia tri clla tham s6 m dé trén doé thi ciia ham s6 (1) tén tai mot
cap diém M, N ( M khéc N) d6i xtmg véi nhau qua goc toa do O.

Bai 18: Cho ham s6 y =-x3- 3x? + mx +4, trong d6 m1a tham s6 .

1. Khao sat sw bién thién va vé do thi cia ham sé da cho, vdéi m =0

2. Tim tat ca céc gid tri cla tham s6 m dé ham sé da cho nghich bién
trén khoang (0;+w).

3. Tim m dé€ d6 thi ham sé da cho cat Ox tai ba di€ém phéan biét c6 hoanh
d6 1ap thanh moét cap sé cong.

Bai 19: Choham s6y = 2x3+(m- Dx? +(m+2x+1 (1).

1. Khao sat sw bién thién va vé doé thi (C) ciia ham s6 khim = 1.

2.Viét phuong trinh tiép tuyén cua (C) biét ti€p tuyén song song vé6i
duong thdng y = 9x - 3.
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3. Tim tat ca céc gia tri cua tham s6 m dé do6 thi ham s6 (1) cé diém cuc
dai va diém cuc ti€u c6 hoanh do6 1é6n hon % .
Bai 20: Cho ham s6 y =-x>+3x% + 9x- 1 ¢6 db thi la (C).

1. Khéao sat sy bién thién va vé do thi (C)

2. Viét phuong trinh tiép tuyén cua (C), biét ti€p tuyén c6 hé sé gbc 1ém
nhat.

3. Tim m dé duong thdng d,, :y =(2m- Dx- 1 cit d6 thi (C,) tai ba diém
phéan biét A(G;-1),B,C sao cho BC =/82.

4. Tim nhimg diém nam trén (C) ma qua d6 vé duoc duy nhat mot tiép
tuyén dén (C).

Bai 21: Cho ham s6 y =-x3+3x? +1 c6 do thi (C). Tim m dé phuong trinh
x5 - 3x%2 = m3- 3m?2 cO ba nghiém phéan biét.

Bai 22:

1 Cho ham s6 y =-x3- 3x? + mx+4, trong d6 mla tham sé thyc.

a. Khao sat sw bién thién va vé do thi cia ham s6 da cho, véi m =0

b. Tim tat ca céc gia tri cia tham s6 m dé€ ham sé da cho nghich bién
trén khoang (0;+wx).

3

2.Khao sat sy bién thién va vé dé thi (C) cia ham s6 y =-x +§x2 +6x- 3.

Ching minh rang phuong trinh - x5 + ;XZ +6x- 3=0c6 ba nghiém phan

biét , trong d6 cé mot nghiém dwong nhd hon %

3. Khao sat sy bién thién va vé dé thi (C) clia ham s6 v :%x?’ - 2x? +1—37.

Chimg minh rang phwong trinh ¥ =0 c¢é 3 nghiém phén biét.

4. Khdo sat sy bién thién va vé dé thi (C) clia ham s6 y=-x+3x%+0x+2.
Viét phuong trinh tiép tuyén ctia dé thi (C)tai diém cé hoanh dd Xy, biét
rang y"(xy) =- 6. Giai bat phuong trinh y'(x- )>0

5. Khdo sat sy bién thién va vé d6 thi ham s6 y =x3- 6x? +9x.Tim tt ca
cac dudng thang di qua diém M(44)va cat d@é thi (C)tai 3 diém phan
biét.

6. Tim hé s6 a,b,csao cho d6 thi cia ham s6 y =x3 + ax? + bx + c cét truc
tung tai diém c6 tung do bang 2 va tiép xic véi duong thdng y =1 tai

diém cé hoanh d6 1a - 1. Khado sat suw bién thién va vé do thi ctia ham sé
v6i gid tri a,b,c vira tim duoc .
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. LA ) . ~ 1
7. Tim cac hé s6 m,n,pE sao cho ham s6 y =- §X3 +mx> +nx+p dat cuc

dai tai diém x =3 va dé thi (C)tiép xtc véi duong thang (d): y=3x- % tai

giao diém caa (C)véi truc tung .

Dang 2: Ham so bac trung phuong va van deé lién
quan.

Phuong phap giai
HAM SO TRUNG PHUONG : y =ax* + bx? +C
1. TXP: D =

2. Pao ham: y’ =4ax®+ 2bx =2x(2ax? +b) = ¥ =0« x =0 hodc x* =-

¥|o

* Néu ab>0 thiy c6 mot cyc tri Xy =0

* Néu ab<0 thiy c6 3 cuc tri x, =0; X; 5 =%- %

3. Pao ham cdp 2: y" =12ax’> +2b, y" =0 x° =- %

* Néu ab >0 thi d6 thi khéng cé diém uén.

* Néu ab<0 thi dé thi cé 2 diém uén.

4. Bang bién thién va do thi:

*a>0,b<0: Ham s6 c6 3 cuc tri.

X +00 X 0 Xy

+0o0

y' - 0 + 0o - 0 +

* a<0,b>0: Ham so ¢0 3 cuc tri.
X +00 Xq 0 Xy

+0o0

y' + 0 - 0 + 0 -
Ccb Cb
y \
-0
*a>0,b=0: Ham s6 co 1 cuc tri.
X -0 0

+00

y' ) 0 ¥
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+00

Tt~

CT
* a<0,b<0: Ham so ¢6 1 cuec tri.
X -0 0
+00
y' * 0 )
Cb
y
- 00 / \
=00

Tinh chat:

* P6 thi cia ham s6 y =ax* + bx? + ¢ (a #0) cat truc hoanh tai 4 diém phan
biét 1ap thanh cap s6 cong khi phuong trinh: gx2 + bX +c=0 c6 2 nghiém
dwong phén biét théa X; =9X, .

* Néu d6 thi ham s6 c6 ba diém cyc tri thi ba diém cyc tri tao thanh mot
tam giac can c6 dinh nam trén Oy.

* Néu duong thang d 13 ti€p tuyén ctia dé thi thi duong thdng d' d6i xing
véi d qua Ox cling la tiép tuyén cua do thi.

Cac vi du

Vi du 1. Cho ham s6 y =x*- 2x2- 1 ¢6 dd thi (C).

1. Khéo sat sw bién thién va vé do thi (C) ciia ham so;

2. Dung d6 thi (C), hay bién ludn theo m s6 nghiém thuc ctia phuong
trinh

x*-2%%- 1=m (*)

Loi giai.
1. Khao sat sw bién thién va vé do thi:

» Tap xdc dinh: D= .

» Chiéu bién thién :

Tacé: v =4x3- 4x =4x(x?- 1); y' =0 4x(x*- 1)=0© x =0 hoac x=+1

y >0 xe(-1;0)uU (1;+oo);y'<0=> xe(-o ;- Dul(0:1)

Ham s6 nghich bién trén cac khoang (- «;- 1) va (0; 1), déng bién trén
cac khoang (- 1;0) va (1; +w).

Ham s6 dat cuc dai tai diém x=0; gid tri cuc dai cia ham sé la
y(0)=-1.

Ham s6 dat cuc tiéu tai diém X==1; gi4 tri cuc tiéu cta ham s6 la
y(+1)=-2
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o Gi6i han clia ham s6 tai vo cyc; LM y=+w ; lim y =+

X— - 0 X— +0o0

o Béang bién thién :

X |-oo -1 0 1 +oo
y' - 0 + 0 - 0 +
+ oo +oo
-1
Y
-2 —2

o P6thi: Cho y=-1=x=0;x=+/2.
2 . Bién luan theo m s6 nghiém

thuc cua phuwong trinh:

S6 nghiém cua (*) la s6 giao di€ém

cta (C) va (d):y=m,

Dua vao do thi, ta thay :
+ Khi m<-2 thi (*) vO nghiém.

>-1
+ Khi -2<m<-1 thi (*) c6 4 nghiém.
+ Khi m =-1 thi (*) c6 3 nghiém.

+ Khi thi (*) c6 2 nghiém.

Vi du 2. Cho ham s6 y =%x4- mx? +323 c6 d6 thi (C).

1. Khao séat sw bién thién va vé do thi (C) cia ham s6 m =3

2. Xac dinh m dé€ d6 thi ciia ham sé cé cuc tiéu ma khéng cé cuc

dai.

Loi giai.
1. Khi m=3thi hamsola:y :%X4- 3x> +g.
= Tapxacdinh: D= .
= Chiéu bién thién :
o Bang bién thién :

+Taco: y'=23- 6x=2x(x*- 3)

y' =00 (- 3) =0 | X
X==x

J3

Ham sé dong bién trén céc khoang ( J3; 0) va (\/fg ; +00) , nghich bién

trén cac khoang (- ;- \/5) va (0; \/5)
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Ham s6 dat cuc dai tai diém x=0 ; gi4 tri cuc dai cia ham s6 la
3
0)==.
y(0) S

Ham s6 dat cuc tiéu tai cac diém x =++/3; gia tri cuc tiéu ctia ham s6
1a y(+/3)=-3.

o Gi6i han ctia ham s6 tai vo cuc : 1M y =+ ; lim y=+c.

X— - © X— +0

Bing bién thién:

X | " -J3 0
/3 4

y' - 0 + 0 B
0 +

y +- \
+ I / \ —~
"3

= DO thi:

3 14 .2 x=0
Choyv== = —x*- 3x* =0«
° y 2 2 x =+/6
o Vi ham s6 da cho la ham s6 chan,
nén do thi ctia né nhén truc tung
lam truc doi xing .
o Do thi (hinh vé):
2. Tap xac dinh: D =;
Pao ham: y' =2x3- 2mx; ¥ =0 x=0 hodc x2 =
Ham sé c6 cuc tiéu ma khong c6 cuc dai
=y =0 cé mdt nghiém duy nhat va y’ déi dau tir Am sang duong khi x
di qua nghiém dé
< Phuong trinh (*) vé6 nghiém hoac c6 nghiém kép x =0 < m <0
Vay gia tri can tim la: m <0.

Vi du 3 Cho ham s6 y =x*-2(m+1)x?+m c6 dé thi (C).

1. Khao séat sw bién thién va vé do thi (C) cua ham s6 khim = 1;

2. Tim m dé d6 thi ham s6 (1) cé ba diém cuc tri A, B, C sao cho OA = BC;
trong d6 O la géc toa dd, A la diém cuec tri thudc truc tung, B va C la hai
diém cuc tri con lai.

Loi giai.

1. y=x'- 4x*+1

e Tap xdc dinh D = |
e Sy bién thién :
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o Chiéu bién thién : y' =4x%-8x;y' =0 @ x = 0 hodc x = +/2
Ham s6 nghich bién trén céc khoang (-«; -/2) va (0; /2); dong bién
trén cac khoang (- \/5;0) va (\/§;+00).

Cuc tri: Ham s6 dat cuc ti€u tai x = +./2; yer = -3, dat cuc dai tai x = 0;
Yep = 1

o Giéi han: lim y = lim y =+w
’ X— - 0 X— +00 Vi

= Bang bién thién:

X | -0 -2 0 V2 1
+ 0 - 0 I

40
y' - 0 .
+ -2 O 12 X
y |+ | !
+OO\ / \ / : !
-3 -3 ! i
- Do thi: ! |

2. Xéty=x*-2(m + 1)x* + m (Cy)
>y =4x3-4(m + 1)x
D6 thi ctia ham s6 (Cn) ¢ ba cuc tri khi va chi khi phwong trinh y’ = 0
co
ba nghiém phéan biét.
Taco:y =0<4x[x*-m-1]=0< x=0 hoac x2 =—m+1
Vi thé dé€ théa man diéu kién trén thi phuwong trinh x> = m + 1
Can c6 hai nghiém phéan biét khac 0. biéu dé xay ra khi va chi khi :
m+1>0em>-1 (1)
Két luan thoa man (1), (Cn) c6 ba cuc tri tai cac diém

A0, m), B(-vm+L-m?- m- 1), c(Vm+1;-m?- m- 1)

Luc d6: OA = OB & OA? =BC?(do OA > 0; BC > 0)
em’=4m+1)em?’-4m-4=0em=2 +2/2

Vi du 4. Cho ham s6 y =x*- mx?+m- 1 (1) ¢6 dé thi (C).

1. Khao séat sw bién thién va vé do thi (C) cua ham s6 khi m =8;
2. X4c dinh m sao cho d6 thi clia ham sé (1) cat truc hoanh tai bén diém
phéan biét.

Loi giai.
1. Khi m=8= y=x*- 8x*+7.
» Tap xac dinh: D=j.
= Chiéu bién thién :
+Tacé: y =4x>- 16x :4X(x2 - 4),-
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y' =0 4x(x?- 4)=0 & x =0 hoac x==2

Ham s6 déng bién trén céc khoang (-2;0) va (2;+x), nghich bién
trén cac khoang (- « ;- 2) va (0;2).

Ham s6 dat cuc dai tai diém x=0 ; gid tri cuc dai ciia ham s6 la
y(0)=7.

Ham s6 dat cuc tiéu tai cadc diém X==*2; gia tri cuc ti€u cia ham s6 la
y(£2)=-9,

o Giéi han clia ham sé tai vo cyc : LM Y=+ ; lim y =+,

X— - © X— + 0
o Bang bién thién :
x| "2 0
2 + -
y' - 0 + 0 )
0 +
y +--| 7
+-'-|\ / \ /
‘9
‘9
= Do thi (hinh vé):
o Cho y=7= xt.8x2 =0 < x=0 -2\/2l
XIiZ\/E.

o Viham s6 da cho la ham s6 chan nén d6 thi
cua no6 nhan truc tung lam truc déi xing.

2. Goi(C,):y=x*- mx*+m- 1.
Phuong trinh hoanh d6 giao diém cta(C,,)va truc Ox :

x*-mx?+m-1=0 (1).

Pat t=x%, t>0,suyra ()= t?- mt+m-1=0  (2).

Yéu cau bai toan < phuong trinh (1) cé 4 nghiém phan biét
< phuwong trinh (2) c6 2 nghiém dwong phan biét

A=m?- 4m+4>0
< {S=m>0 = {
P=m-1>0
CAC BAI TOAN LUYEN TAP
Bai 1: Cho ham s6 y =x*+3m+1)x? +3m+2, c6 db thila (Cy)
1. Khao sét su bién thién va vé dé thi (C;) khi m =1

m>1
m #2.
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2. Tim céc gid tri cia m dé (C,,) c6 ba di€m cuc tri 1a ba dinh cia mot
tam giac vudng.

Bai 2: Cho ham s6 y =x*- 2x%- 2¢6 d6 thila (C).

1. Khdao sat sy bién thién va vé do thi (C).

2. Viét phuong trinh tiép tuyén cua (C), biét ti€p tuyén vuéng goc voi
duong thang x+24y+1=0,

3. Tim a dé Parabol (P): y =2x* +a tiép xtic véi (C).

Bai 3: Cho ham s6 y =-x*+6x%- 5 ¢6 d6 thi (C)

1. Khdo sat sy bién thién va vé do thi (C).

2. Viét phuong trinh tiép tuyén cua (C) tai cdc di€m udn.

3. Tim m dé phwong trinh (x2- 5)‘)(2 - q =m c6 6 nghiém phan biét.

Bai 4: Cho ham s6 y =x*- 2(m + 1)x? +2m+1 c6 d6 thila (Cy)

1. Khéo sat ham sé va vé do thi (3) cua ham sé khi =1.

2. Tim gia tri cila m dé d6 thi (C,)cat truc hoanh tai 4 diém phan biét
A,B,C,D sao cho AB=BC =CD.

3. Tim m dé€ (C.) c6 ba diém cuec tri tao thanh mot tam gidc vudng.

Bai 5: Cho ham s6 y =x*- 2mx? +2m- 5 (1) (m la tham sé ).

1. Khéo sat sy bién thién va vé do6 thi cia ham sé (1) khim = 1.

2. Tim céc gia tri ciia tham s6 m dé€ d6 thi ham s6 (1) c6 ba diém cyc tri
va ba diém nay la ba dinh cua mét tam giac cé dién tich bang 32.

Bai 6: Cho ham s6 y =x*+2(m + 1)x°- 4m- 4 (1).

1. Tim céc diém trén mat phang toa do ma doé thi ham §6 (1) luén di qua
du m 148y bat cit gid tri nao (cdc diém nay goi la cdc diém cé dinh ctia dé
thi ham sé6 (1).

2. X4c dinh céc gié tri clia tham s6 m dé ham s6 chi cé diém cuc ti€u ma
khéng c6 di€ém cuc dai .

3. Khao séat sy bién thién va vé do thi (C) cua ham s6 (1) khim = 0.

4. Cho hai diém A(0;- 16) va B(- ;- 8) Tim diém M thudc dé thi (C) sao cho
tam gidc MAB c6 dién tich nho nhat.

Bai 7:

1. Cho ham s6: y=x*- 2x?+1 ¢6 d6 thj (C). Bién luan theo m s¢ nghiém
clia phuong trinh: x*- 2x? +1+log, m =0.

2. Cho ham s6 y =8x*- 9x?+1 c6 d6 thi (C). Dya vao dé thi (C) hay bién
luan theo
m s6 nghiém cua phuong trinh:  8cos*x- 9cos?x+m =0 VOi x€[0;n]

3. Cho ham s6 y _3x-4 c6 d6 thi (C). Tim céc gia tri cia m dé phuong
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6 6

02 Cm (cind 4
; : sin°xX+cos°X =m (Sin* X + cos™X)

3

trinh sau c6 2 nghiém trén doan

Bai 8: Ching minh ring phuong trinh: x*- 2(m2 + 2)X2 +m*+3=0 1luén c6

4 nghiém phan biét X;,X,,X3,X, v&i moi gia tri cia m . Tim gid tri me;
sao cho X% + X% + X% + Xi +X1X,X3X, =11.

Bai 9: Tim m dé duong thdng y =-1 cat (C.,): y=x*-(Bm+2)x*+3m tai
4 diém phan biét déu c6 hoanh d6 nhé hon 2.

Bai 10: Cho ham s6 y =x*- 2(m+1)x? +2m+1 c6 dé thi (C,,)

1. Khao sat ham so va vé do thi cua ham s6 khi m =1.

2. Tim gid tri cia m dé dé thi (C,,)cét truc hoanh tai 4 diém phan biét
A,B,C,D sao cho AB=BC=CD.

3. Tim m dé (C,,)cé ba diém cuc tri tao thanh mdt tam gidc vudng.

Dang 3: Ham s6 hiru ty va van deé lién quan.

Phuong phap giai

HAM SO NHAT BIEN: y =2 ac 0.
cx+d

1. TXb: D=j \ {- %}

. ,_ad- bc 5 i
2. bao ham:Y == . Dat m =ad- bc, ta cé:
(cx+d)
* Néu m >0 thi ham s6 tang trén tung khoang xac dinh.
* Néu m<0 thi ham s6 giam trén tung khoang xac dinh.

. R n R d .. ... R . . a . ,.a R
3. Cac duong tiém can : x=- — la tiém can dung va y =— la tiém can
C C

ngang. ‘
4. Bang bién thién va do thi :
*m>0 m<0 :
X d X d
- - = - -—
C C
+00 +00
y' + Il + y' - Il -
+ a
y a y E +00
a a
—_ - 00 —_
C C
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5. Do thi cia ham s6 nhat bién goi la mot hypebol vudéng goc cé tam doi
ximg

dal .. . o . A a
I[ - E;E , la giao diém cua 2 duong tiém can.
2
HAM SO PHAN THUC y :Lb’;*c, a0 #0
oXx +

Thuc hién phép chia da thirc ta duwoc: ¥ =Ax+B+ (@.0.C #0).

oxX+p
1. TXD: D=j \ {- E}
a

Co :A(OLX + [3)2 - Ca
(ox + [3)2 (ox + [3)2

=y =0 (ox+p)* :%

2. bao ham: y =A-

* Néu % <0 thi ham s6 khéng cé cuc tri, ham s6 tang hoac gidm trén
timg khoang xéac dinh.

* Néu % >0 thi ham so c6 2 cuc tri.

3. Cac duong tiém can: Tiém can ding: x =- B va Tiém can xién:
o

y =Ax+B,

4. Bang bién thién

*A >0, ACa>0: Ham s0 ¢6 2 cuc tri

X - 00 X1 'E X2
o
+00
T
+ / .
Ch oo
y +00
-0 - 00 CT
* A >0, Ca<0: Ham s6 khong co cuc tri
X p
- P
(03
+00
y' * I *
/ o0
y o /
-0 -

*A <0, Ca<0: Ham sb ¢o 2 cuc trj.
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X p
- o0 Xl -— X2
o

+00
i R I
+oo\ /' +oo/ CR
y T -
=00
*A <0, ACa<0: Ham sékh(‘)ngcc')cl_rctri.
X B
- _b
o
+00
y' - “II )
+00 +o0
Yy
o0
= 00

Mot so6 tinh chat cua ham sé hiru ti bac 2 trén bac 1.

2 2 4 (X) 7 a n 7 A ’ A ~
Giasuw Y :giz voi g(x) la moét tam thuc bac 2 co biét s6 A.
(ax+B)
1. Ham s6 c6 cuc dai va cuc ti€u < ¢g(X) ¢ 2 nghiém phan biét khac - B
(04
A>0
= gl- B #0
[0
, . 2 2 . N Ao
2. Céc cyc trila:y, = | +b;y2 _ 2y +b véi X{,X, 1a 2 nghiém cta y'=0.
o o

Puong thang di qua 2 diém cuc tri clia d6 thi cé phuong trinh :
y :i(2ax +Db)

o
3. biéu kién dé€ 2 cuc tri trdi ddu la : g(x) =0 c6 hai nghiém phan biét
khac - E va ax2 +bx+c=0 vO thlém

o

4. Gid str M 1a diém thudc d6 thi ham s6. Néu tiép tuyén véi do thi tai M
cat 2 tiém cén tai A, B thi ta c6 :
* M 1a trung diém clia AB va S, khong déi (I la giao diém 2 duong tiém
can, cling la tam doi xtmg cua doé thi). )
* Tich cac khoang cach tir M dén 2 duong tiém cén la 1 hang sé.
Cac vi du

Vi du 1.Cho ham s()'y:mXJr4
X+m

, trong d6 m la tham sé thuc.
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1. Khao sat sw bién thién va vé do thi (©) cua ham s,6 voi m =1
2. Vi gia tri nao ctia m thi ham sé nghich bién trén khoang

(-0 ;1)

Loi giai.
1. Khi m=1thi ham s6la: y =22
x+1
» Tap xac dinh: D =j \{-1}.
» Chiéu bién thién:
+ Taco: Y = 5 <0, vx#-1

(x+1)

Ham s6 nghich bién trén méi khodng (- ;- 1),(- 1;+x)
o Gidi han vo6 cuc, gidi han tai vo cuc va cac duong tiém can:
lim y=-0, lim y=+wx

+Ta co: | (yy o (D

, do d6 duong thang x=-1 1a
tiém cén ding cta do6 thi ham sé da cho (khi x— (-1) va khi
x— (D).

+ Ta cé: AmYy=UImy=1"rsn quong thing y=1 la tiém cén

ngang cua do thi ham sé da cho (khi X +®© va khi X - %)
o Bang bién thién:

X | -0 -1
+ o0 ‘Y
y' - - \
y|1 4o 4
\ -0 \ 1 ¥
1

= DO thi: (hinh vé)

Y.

o y=0=x=-4;x=0=>y=4, tic -4 o
la do6 thi cia ham sé cat truc
hoanh tai diém (-4;0), cét
truc tung tai (0;4)

o DO thi cia ham s6 nhan giao
diém I(-1;1) cia hai duong
tiém céan lam tdm déi xing .

2. Véigia tri ndo clia m thi ham s nghich bién trén khoang (- ; 1)
Tap xac dinh: D = \{- m}
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m2- 4

y =
(x+m)2
Yéu cau bai toan < y'<0,vxe(-o; 1)
m2-4<0 -2<m<?2 -2<m<?2
And S o -2<m<-1.
x=-m¢(-0;1) -m=>1 m<-1

Vay gia tri can tim la: -2<m <-1.

Vidu 2 Cho ham so y :2X—+11 , goi do thi cia ham s61a ( C)

1. Khdo sat sw bién thién va vé do thi (C) cua ham so;

2. Tim m dé duong thidng (d):y =-x+m cét (C) tai hai diém phan biét.

Loi giai.

1. Khéo sat sy bién thién va vé do thi
» Tap xac dinh: D=/ \{1}.
= Su bién thién:

o Chiéu bién thién: ¥ =05 <0, VxeD,
(x-1)

Suy ra, ham s6 nghich bién trén méi khodng (- ;1) va (1 ; +wx).

o Cuec tri: Ham s6 khong cé cuc tri.

lim y= lim y=2, limy=+wo va limy:-oo'

= Gioi han D xo - X— +00 7 x— 1t x= 1T

Suy ra d6 thi ham s6 c6 mot tiém can ding 1a dudong thang x = 1, va

mot tiém cdn ngang la duong thdng y = 2.
* Bang bién thién:

X | -0 1
+o0
y' - - 'Y
y|2 +o0
\ -00 \ 2
= PO thi:
D6 thi cat truc tung tai A(0;- 1) )
. N
, cat truc hoanh tai B 5 0 \1/2 o x
D6 thi nhén giao diém cua 2 N
duong tiém can I(1;2)1am tam

doi xing .

2. Puong thidng (d):y =-x+m ¢t (C) tai hai diém phan biét
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2x+1
=
X_

=-x+m c6 hai nghiém phéan biét
o x%- (m- 2)x+m+1=0 c6 hai nghiém phan biét khac 1 .

m<0

A =(m- 2)2' 4m+1)>0 [m2-8m>0
m>8

1?2-(m- 2).1+m+1+0 4+#0

Vay, véi m<0 hodc m>8 thi duong thdng (d) ct do6 thi ( C ) tai hai
diém phan biét.

Vi du 3 Cho ham séy :%, goi d6 thi ctia ham sé1a ( C )

1. Khao sat sw bién thién va vé do thi (C) Cf}a ham so;
2. Tim k dé duong thang y = kx + 2k + 1 cét d6 thi (C) tai hai di€m phan
biét A, B sao cho khodng cach tir A va B dén truc hoanh bang nhau.

Loi giai.
1. Xétham s6 y = 21 (C)
x+1
e Tapxac dinh:D = ; \{-1}.
Su bién thién :

1 _>0,vxeD
x+1)

Ham so dong bién trén cac khoang (- ; -1) va (-1 ; +x)
o Giéi han va tiém can:

o Chiéu bién thién : ¥ =

lim y = lim y =2; tiém can ngang: y = 2.

X— -0 X— +00
lim y=+w, lim y=-o;,.x4 n , e
(1) o (1 tiém can dung : x = -1
= Bang bién thién:
X -00 -1 +o0
yl + A Yy
y T -2
2 -00 /
e Do thi:

1//

>
>

O , X

d6 giao diém cua
a8
1
a'nghiém)

-1
2. Goi (d) 14 duwong thdng v = kx + 2k + 1. Khi d6 ho¢
(d) va (C) la nghiém cta phuong trinh : kx+2k+1=

osx+1Dkx+2k+1)=2x+1 (dox=-1khon
ok +Bk-)x+2k=0 (1)
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Dé (d) va (C) cat nhau tai hai diém phan biét A, B thi (1) can c6 hai
nghiém phéan biét. Piéu do6 xay ra khi va chi khi
k=0 |k#0 k#0 k #0
p—t = =
A>0 " |(3k- 1D%- 8k>0 |K2- (k+1)>0  |k<3- 242" k>3+2/2
Khi k théa man (2) ta c6: Alx;; kxy+2k+1) va B(x,; kxy +2k+1), & day
Xy, X5 la hai nghiém phén biét cta (1).
Ta c6 : d(A, Ox) = d(B, Ox) & [ky + 2k + 1| =[kx, + 2k + 1)
ke, + 2k +1=-kx, - 2k- 1 k(x, +Xy) + 4k +2=0
X; =X, (dok #0)
k(x, +x,)+4k+2=0

=

o k(x; +%,)+4k+2=0 (do x| #X,)

Theo dinh li Viet, ta c6 x;4x, :1-_k3k, tir d6 ta co :

1- 3k

k +4k+2=0ok+3 =0k =-3.

RO rang k = -3 thda mén (2), nén la gia tri duy nhat can tim cua tham
so k.

Vi du 4 Cho ham s3y :%, goi d6 thi cha ham s61a (C )

1. Khao sat sy bién thién va vé do thi (C) cua ham so. T d6 suy ra do thi

2 (cy)

cua ham so: y :|x|- 1

2. Bién luan theo m s6 nghiém Xe€ [- 1; 2] cua phuong trinh:
(m- 2)jx]- m=0

Loi giai.
1. + Bang bién thién :

¥
X | e 1 oo A
y’ _ _

2 Hoo
y 2
1 - X
-0 2 [5) -
+ Do thi (C)
2|x

* Tacod: (C):y= L :% khi x 0.

-1
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e e ¢
Mat khac y=|X—1 la ham so6
chdn nén (C;) nhan Oy lam truc
doi xting. Vay do thi cia ham so
_ 2
-1
+ Phéan 1: Phan cua (C) khi x=>0.
+ Phéan 2: Doi ximg cua phan 1 qua Oy . v

2 ! i
2. Tacé : (m- 2)‘x‘- m=0e ‘X“X’1 =m (1). J“ i \e,
i . (a)

y (C;) gém hai phan:

S6 nghiém x€[-1;2| cha (1) las6 Toee------ e oo

giao diém cta (Cy) va (d):y=m =
trén doan [-1; 2. Nhin vao d6 thi |
ta thay:
m >4 '
m =0

" Khi thi phuong trinh (1) c6

mot nghiém xe€[-1;2] .
. Khi m <0 thi phwong trinh (1) cé hai nghiém xe€ [- 1; 2] .
Khi 0<m <4 thi phuwong trinh (1) khong c6 nghiém

2
Vi du 5 Cho ham sdy :L?;*“l, goi d6 thi ctia ham sé 1a ( C )
X+

1. Khao séat su bién thién va vé do thi (C) cua ham s6 ;

va tiép xuc vdi do

2. Viét phuong trinh duong thang di qua diém M [ 0; 2
thi.

Loi giai.
1.« TapxdcdinhD=j \{ 1}

2 _
. n -X%- 2x x =0
e Sy bién thién: y’ =X72 =0e .
(x+1) X=-2
o Giéi han va tiém can: XE“} y =+ XEI_I},Y %5 x =-11atiém can
ding.
S 2
y=_% +x+1:_X+2_ 1 (
x+1 x+1 Ay
Jim y- (x+2)=lm y- (x+2)=05y = x + 2 1048m can|kien.
-1 Bang bién thién: R :
--15

N |
http://vnteach.com — Website danh cho gido vién va hoc sinh Vié'}\ am

I

| 2

| N

| AN

! /\\
O

|
|
-1
|
|
|
|

X =—1:



http://vnteach.com/

X | -0 -2 1 0
Y - 0 + I + 0 B ;
). 4
y ; \ / ; I Circ \
5 dai
Cgc - -
tiéu 0 00

b6 thi nhan diém I(-1; 3) lam
tam d6i xtmg; cat truc Oy tai
(0, 1), cat truc Ox tai
[ 1- \/3 0 1+\/§

;0
2 2

2. Goi (d) 1a dudng thang y = kx+§.

Dé (d) ti€p xtc v6i do6 thi (C) tai diém c6 hoanh d0 X khi hé :

2
-X5+X,+1 5
Tl oty @
c6 nghiém X
-x%- 2x
0 20 =k (2)
(xp+1)
N . -x%+x0+1 -X%-ZXO 5
Thé k tw (2) vao (1): < 71 =( 1)2 .x0+7L
0 X0+

XO ;ﬁ'].

(-Xg +Xo+ 1%y +1) :-X(Z)- ng +2(XO +1)?

(=1 2 = 1
3X0'2X0'].:O X0:'§
. 3 . . 3 5
e TaiXg=1=>k=-=,cotiéptuyén (T1):y= - =x+—.
i X = 4 iép tuyén (Ty): y 25"
e Tai Xy = -?13 >k = Z cO tiép tuyén (Ty): y = §X+Z

2
Vi du 6 Cho ham séy :Lz’;’l , goi do6 thi cia ham s61a (C)
X+

1. Khao sat sw bién thién va vé do thi (C) cua ham sé ;
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x% +2/x/- 1
x| +1

va tur do thi cia ham sé nay, bién luén vé s6 nghiém cua phuong trinh

x% +2/x- 1

2. Dua vao do6 thi cia ham sé & cau 1, vé do thi cha ham séy =

=a theo céc gia tri ciia tham s6 a.

Ix|+1
Loi giai.
2
1. l.y= sz_l:x+1- 2 .
x+1 x+1
e TapxadcdinhD = j \ {1}
x? +2x+3

>0 véi moi x thudc D: ham so lubén
4

e Sy bién thién: y’ = 5

x+1

ludn déng bién trén D, khong cé cuc dai va cuc tiéu.
lim y =+400; lim y =-o

x- 11 x-11%

= x = -1 la tiém can dung.

lim y- (x+1) = lim y- (x+1D)=0 5 y = x + 1 13 tiém can xié

X— -0 X— +o0

-1 Bang bién thién:

o Gidi han va tiém can:

]
I
]
]
]
]
!
[}
il
I
:
]
-2/
1
]
I
]
]
]
I
]
I
]
]

X | -0 . +
1 0
y // —1
) + I + p 1
y +0 I /' +
o0
- —00
o0
x=-1!

D6 thi nhan diém I(-1; 0) lam tAm d6i xtv &t truc Oy tdi/(0, -1),
cét truc Ox tai (- 1- J2; O), (- 1+2; 0).

x% +2/x/- 1
x| +1

lam truc doi xung.

e Vé phan d6 thi cua (1) ing

voix > 0.

e Lay d6i ximg cua phan do
thi trén qua truc Oy sé duoc
do thi cua ham sé

2.y= la mot ham s6 chan (do f(-x)= f(x)) nén do6 thi nhan Oy

2
y= X2 1o pen),  --------

7
7

X +1 |
S6 giao diém clia duwong thang -1 5
y = a va do thi nay la soé ot X/ . X
nghiém clla phwong trinh: ~ ______ Lo Tyt S 2
// ! \\\
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x?+2x-1_
Xl +1
Xét qua 3 vi tri ciia duong thang y = a:
(1): a < -1: vo nghiém;
(2): a = -1: m6t nghiém x = 0;
(3): a > -1: thoa nghiém.
CAC BAI TOAN LUYEN TAP

-1 6 d6 thila (C).
x-1

Bai 1. Choham s6 y=

1. Chtng minh rang d6 thi (C) c6 it nhét hai truc déi xtmg

2. Tim tdt ca nhitng cdp diém M,N nim vé hai nhanh caa (C) sao cho

MN c¢6 do dai nho nhat.

3. Tim t4t ca nhing diém K thudc (C) sao cho tiép tuyén cta (C) tai A

tao véi hai truc toa do mét tam gidc cé chu vi nhd nhat.

Bai 2. Cho ham s§ y :% c6 d6 thi1a (C). Tim trén d6 thi (C) hai diém
X-

phan biét A,B sao cho AB d6i xing qua duong thang d:2x+y- 4=0,

Bai 3. Ching minh ring véi moi me(-11) d6 thi (C): y :r;Dj;ll

luén cat
duong tron (C):x? +y? =12 tai bon diém phan biét.

Bai 4. Cho ham s6 y =>*2 6 dé thila (C).

X+
1. Tim a,b d€ duong thdng A:y =ax+2b- 4 c4t (C) tai hai diém phan biét
M, N sao cho M, N d6i xtirmg nhau qua O.
2. Puong thdng ¥ =X cét (C) tai hai diém A, B. Tim m dé duong thing
y=x+m ¢4t (C) tai C, Dsao cho ABCD la hinh binh hanh.

Bai 5. Chohamso y 2% c6 dé thi (C).
1. Tim nhitmg diém M thudc (C), sao cho khoang céach tirt M dén duong
thdng A:2x+y- 2=0
. 6 .
* Bang —= * Nho nhat
NG
2. Tim hai diém A,B thudc hai nhanh ctia (C) sao cho AB nhé nhat.

3. Tim Ne(C) sao cho khoang cach tit N dén Oy gap déi khodng cach tir
N dén Ox.

4. Tim A<€(C) sao cho t8ng khodng cach tir A dén hai truc toa d6 nhé
nhat.
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Bai 6. Chimng minh rang véi cac diém A,B,C phan biét thudc dé thi
(C):y =- 2 thi tam gidc ABC ciing c6 truc tam H thudc dé thi (C).
X

3"’21cé d6 thila (C).

Bai 7. Cho ham sé y =

1. Tim nhitg diém nam trén (C) céch déu hai truc toa dod

2. Tim nhiing diém M ndm trén (C), sao cho téng khodng céch tir M dén
hai truc toa dd nho nhat.
3. Tim hai diém A, B ndm vé hai nhéanh cta (C) sao cho AB nho nhat.

4. Tim M thuéc (C) sao cho khoang cach tit M dén duong thang
A:3x- 4y +1=0 bang %

Bai 8. Cho ham s8 y :&3 c6 d6 thila (C) . Tim diém M trén dé thi
X-

(C) sao cho khoang céch tir M:

1. Pén dudng thdng (d): 2x+y- 2=0 bang %

2. bén Oy gdp d6i khoang cach tir M dén Ox.

Bai 9 Ching minh A,B,C thuoc (C):y :z_—Jr; thi truc tAm H cua tam
gidc ABC ciing thudc (C).

c6 dé thila (C,)

Bai 10 Cho ham so y _Iox+2
2X+m

1. Tim nhimg diém cé dinh ma ho dé thi (C,,) luén di qua.

2. Tim tap hop nhiing diém ma khéng c6 dudng cong nao cta ho (C,,)di

qua.

s . . x+1 .0

Bai 11: Cho ham séy = — c6 do thi la (C).
X-

1. Khéo sat sw bién thién va vé do thi (C) ctia ham so da cho.

2. Tim céc di€m trén (C) c6 céc toa do x, y déu la s6 nguyén.

3. Chting minh rang tich cdc khoang céch tir mot diém M tuy y trén (C)

dén hai duong tiém cén clia (C) 1a moét s6 khong déi.

4. Tim cé4c diém trén (C) sao cho téng cac khoang céach tir diém d6 dén

hai duong tiém can cua (C) nho nhat.

2 2
Bai 12: Cho ham s§ y =X +(3m"- 2)x- 2
X+ 3m
1. Khdo sat sy bién thién va vé do6 thi ham s6 khi m =1.
2. Tim m d€ goc gitra hai tiém cén cua doé thi ham sé (1) bang 450

(1), véi m 1a sé6 thuec.
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Bai 13: Cho ham s6 y = 1
2X+m

c6 d6 thila (C,,),m1a tham sé .

1. Khao sat sw bién thién va vé do6 thi ham so6 khi m =2
2. X4c dinh tham s6 m dé tiém can dung cua d6 thi di qua diém A(- 1;\/5)

3. Chimg minh réng véi moi gia tri ciia tham s6 m, ham s6 luén dong
bién trén moi khoang xac dinh cta né .

2
Bai 14: Cho ham s6 f(x) =X~ *6 | ¢4 d6 thi (C)

X-

1. Khdo sat sy bién thién va vé do thi (C)
2. Cho Mla m6t diém bat ki ndm trén (C), tiép tuyén cua (C) tai M cat
hai duong tiém cén ctia (C) tai hai diém A,B. Ching minh dién tich tam
gidc IAB( Ila giao cua hai tiém cén) khong phu thudéc vao M va M la
trung diém doan AB.

Bai 15: Cho ham s6 y =x+ 2+X—11 c6 d6 thi la (C)

1. Khéo sat va vé do thi ham so (C) ctia ham so.

2. Tim trén (C) nhitng diém cé toa d6é déu la céc s6 nguyén.

3. Goi I la giao diém cua hai duwong tiém cén. Chimg minh rang khéng cé
tiép tuyén nao cua (C) di qua I.

4. Chimg minh rang tich khoang céch tir mot diém bat ki thudc (C) dén
hai tiém can khong déi.

Bai 16: Cho ham s6 y =2x- 1+

2 646 thi1a (C)
x-1

1. Khao sat va vé do thi (C)clia ham sé.

2. Ching minh rang d6 thi (C)nhan giao diém Icta hai duong tiém can
lam tdm déi xing.

3. Chtmg minh rang tich cac khodng céch tir mot diém bat ky thudc (C)
dén hai tiém can cta (C)1a mét s6 khoéng ddi.

Bai 17: Cho ham s6 y = = 11 c6 do thila (C).
1. Khao sat sy bién thién va vé (C).
2. Viét phuong trinh ti€p tuyén cua (C), biét ti€p tuyén tao véi hai truc
toa dd mot tam giac vudng can.
3. Chimg minh rang moi tiép tuyén cua (C) déu tao véi hai tiém can mot
tam gidc cé dién tich khong déi.

2 2
Bai 18: Cho ham s6 y =+ - 2m- 4 (q),

X_

1. Khdo sat sy bién thién va vé do6 thi cia ham sé (1) khim = 1.
2. Tim m d€ d6 thi ham sé (1) c6 hai diém cuc tri va hai diém cuc tri cach
déu duong thadng A:2x+y+1=0.
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Bai 19: Chohamso y= 11 c6 do thi (C).

1. Khao sat sy bién thién va vé do thi (C).

2. Chimg minh rang dé thi (C) c6 it nhat hai truc déi xing

3. Tim tat cd nhitng cap diém M,N nam vé hai nhénh cta (C) sao cho
MN c6 d6 dai nho nhat.

4. Tim tat cd nhimg diém K thudc (C) sao cho tiép tuyén cua (C) tai K
tao véi hai truc toa do mét tam gidc c¢é chu vi nhd nhat.

Bai 20: Cho ham s y = n c6 do thi (C).
- X

1. Khao sat sy bién thién va vé dé6 thi (C)ctua ham sé .
2. Goi M la mot di€ém bat ky cua (C) , d 1a ti€p tuyén cua (C) tai M, d cat
hai duong tiém can ctia (C) tai hai di€m A, B va goi I 1a giao diém cua hai
duong tiém can cua (C).

a) Ching minh M la trung di€ém cta doan AB.

b) Chimg minh tam gidc IAB c6 dién tich khong doi.

c) Tim diém M sao cho tam giac IAB cé chu vi nho nhat.

Bai 21: Cho ham s6 y = 2’“11 ¢ dé thi (C).

1. Khdao sat sy bién thién va vé d6 thi (C)cua ham so .

2. Tim céc diém thudc (C) cdch déu hai truc toa do .

3. Tim céc diém thudc hai nhédnh khéc nhau cta (C) sao cho khoang céch
gitra hai diém d6 ngan nhat.

Bai 22:

2 - -
1. Cho ham so y:rnx +(2m- 1)x- 1

c6 d6 thila (C,),me; .

X+2

a. Chimg minh rang véi moi m>0 ham sé ludn cé cuc dai , cuc tiéu .

b. .Khao séat sy bién thién va vé dé thi (C)cta ham s6 véi m =1.

c. Viét phuong trinh tiép tuyén véi dé thi (C) cta ham sé biét tiép tuyén
di qua A(10).

2
x-1

2. Chohams6 y=

a. Khao sat va vé do thi ciia ham s6 (1)

b. Tim trén duong thdng y =4céc diém ma tir dé ké duoc ding 2 tiép
tuyén dén do thi ham sé.

_x2 +x-1
B

Bai 23 Tim m d€ duong thdng y =-2x+m cat d6 thi ham s6 y

tai hai diém A,B sao cho trung diém doan AB thudc Oy.
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Bai 24 . Tim tat cd céc gid tri cha m dé duong thdng ¥ =-X+m cit d6 thi
2

x“-1
X

ham s6 y = tai hai di€m phén biét A,B sao cho AB=/6.

o 2
Bai 25. Tim k dé dudng thing d: y =kx+1 c4t d thi (C):y :L‘ﬂ;?’
X+
tai 2 di€ém phéan biét A,B. Tim quy tich trung diém I cta A,B.
2
X“- 2x- 2

c6 dé thila (C).
x+1

Bai 26. Cho ham s6 y =

1. Tim hai diém thudc hai nhanh ctia (C)sao cho khoang cach gifta ching
nho nhat

2. Tim m dé trén d6 thi (C) tén tai hai diém A(x,;y,), B(xg;yg) thoa

2Xy +Yp =

man: .
2XB +yp =m

2
Bai 27 . Cho ham sé : y :X'ixlﬂ‘l c6 d6 thila (C). Goi (C") 1a d6 thi doi
X-

xtmg véi (C) qua diém A(3:4). Tim phuong trinh dé thi (C').
:X2 +4x+5
X+ 2
dén duong thdng 3x+y+6=0 nho nhat.
x%- 3x+6
xX- 2

Bai 28 . Tim trén d6 thi (C): y nhiing diém M c6 khoang céch

Bai 29 . Tim trén d6 thi (C): y=

1;1].
2
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tat ca céc cap diém déi ximg

nhau qua diém I
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