
1. Góc giữa hai vectơ

2. Tích vô hướng hai vectơ

Chương 
05

Bài 4. TÍCH VÔ HƯỚNG HAI VECTƠ

Lý thuyết
A

» Cho hai vectơ  và  đều khác vectơ  

» Từ một điểm  bất kì ta vẽ  và  

Góc  với số đo từ  đến  được gọi là góc

giữa hai vectơ  và  

» Kí hiệu góc giữa hai vectơ  và  là . 

♨ Nếu  thì ta nói rằng  và  vuông góc với

nhau, kí hiệu là  hoặc 

▶ Chú ý. Từ định nghĩa ta có 

Định nghĩa

» Cho hai vectơ  và  đều khác vectơ . Tích vô hướng của  và  là một số.

▶ Kí hiệu là  được xác định bởi công thức .

» Trường hợp ít nhất một trong hai vectơ  và  bằng  ta quy ước .

Định nghĩa

Chú ý

Với  và  khác vectơ  ta có .

Khi  thì  được kí hiệu là  và gọi là bình phương vô hướng của vectơ

.

 Ta có 
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3. Tính chất của tích vô hướng

▶ Nhận xét: Từ các tính chất của tích vô hướng của hai vectơ ta suy ra:

▶ Chú ý:

Người ta chứng minh được các tính chất sau đây của tích vô hướng:

Với ba vectơ  bất kì và mọi số thực  ta có:

 ⑴  ( tính chất giao hoán).  ⑵  (tính chất phân phối)
.

 ⑶ .  ⑷ .

 ⑸  là góc nhọn.

 ⑹  là góc tù.

 ⑺  là góc vuông.

Các tính chất:

.

.

.

TVH

.

.

.
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 Dạng 1. Tính tích vô hướng hai vectơ

 Lời giải

 ⑴

.

⑵ 

⑶ 

.

Các dạng bài tập
B

Phương 
pháp

⑴ Dựa vào định nghĩa:

Cho hai vectơ  và  đều khác vectơ . Tích vô hướng của  và  là một số.

▶ Kí hiệu là  được xác định bởi công thức .

» Trường hợp ít nhất một trong hai vectơ  và  bằng  ta quy ước .
⑵ Tính chất:

Với ba vectơ  bất kì và mọi số thực  ta có:

1.  ( tính chất giao hoán). 2.  (tính chất phân phối).

3. . 4. .
⑶ Chú ý:

Với  và  khác vectơ  ta có .

Khi  thì  được kí hiệu là  và gọi là bình phương vô hướng của vectơ .

 Ta có 

Cho ,  với , , . Tính 

 ⑴ ⑵ ⑶ 

Ví dụ 1.1.
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 Lời giải

 Ta có:  ;

 ⑴

 .

⑵ 

 .

⑶ 

 .

 Lời giải

 ⑴

 

⑵ 

 

.

Cho tam giác  vuông tại  có , . Tính các tích vô hướng
sau

 ⑴ ⑵ ⑶ 

Ví dụ 1.2.

Cho tam giác  đều cạnh . Tính các tích vô hướng sau

 ⑴  ⑵

Ví dụ 1.3.
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 Dạng 2. Xác định góc giữa hai vectơ

 Lời giải

 ⑴

 Ta có: .

⑵ 

 Ta có: .

 ⑶

 Ta có: .

⑷ 

Ta có: .

 Lời giải

Phương 
pháp

⑴ Tính góc: 

⑵ Tính độ dài:  

Cho . Định góc giữa hai vectơ  biết:

 ⑴  ⑵

 ⑶ ⑷ 

Ví dụ 2.1.

Cho tam giác đều  Tính 

Ví dụ 2.2.
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Vẽ . Khi đó 

 Lời giải

 ⑴ Tính 

 Áp dụng định lý Cosin trong tam giác, ta có: .

⑵ Tính 

 Ta có 

 Do đó: 

.
 ⑶ Tính độ dài đường trung tuyến ứng với cạnh  của tam giác .

 Áp dụng công thức độ dài đường trung tuyến, ta có:

Cho tam giác  có . 

 ⑴ Tính 

⑵ Tính 
 ⑶ Tính độ dài đường trung tuyến ứng với cạnh  của tam giác .

Ví dụ 2.1.
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 Dạng 3. Chứng minh đẳng thức liên quan tích vô hướng

 Lời giải

 Ta có .

.

 Lời giải

 Ta có: 

 , (do  là trung điểm của đoạn thẳng
).

 Lời giải

Đẳng thức cần chứng minh được viết lại là 

Sử dụng quy tắc ba điểm: 

Phương 
pháp

⑴ Dựa vào định nghĩa: Tích vô hướng của  và  là một số.

▶ Kí hiệu là  được xác định bởi công thức .
⑵ Tính chất:

Với ba vectơ  bất kì và mọi số thực  ta có:

1.  ( tính chất giao hoán). 2.  (tính chất phân phối).

3. . 4. .

⑶ Chú ý: 

Cho tam giác Chứng minh rằng: với điểm tuỳ ý ta có: 

Ví dụ 3.1.

Cho  là trung điểm của  và  là một điểm tùy ý. Chứng minh rằng:

Ví dụ 3.2.

Cho  là trung điểm của đoạn thẳng  và  là điểm tùy ý. Chứng minh
rằng:

Ví dụ 3.3.
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 (đpcm).

 Lời giải

 Do  có 3 trung tuyến  nên ta có:

.

.

.

 Lời giải

Ta có 

Vì  là đường kính nên  

Suy ra 

Do đó  (đpcm).

Cho  có 3 trung tuyến . Chứng minh rằng:

Ví dụ 3.4.

Cho nửa đường tròn đường kính . 

Có  và  là hai dây thuộc nửa đường tròn cắt nhau tại . 

Ví dụ 3.5.
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 Dạng 4. Tập hợp điểm

 Lời giải

 ⑴

Phương 
pháp

 Loại 1:  cố định)

 Với : Tập hợp các điểm là đường tròn đường kính  

 Với : Gọi  là trung điểm :

⑴ Nếu  .  Tập  hợp  các  điểm   là  đường  tròn  tâm  ;

.

⑵ Nếu . Tập hợp các điểm là một điểm 

⑶ Nếu : Tập hợp các điểm là  .

 Loại 2:   cố định,  có hướng, độ dài xác định)

 Với : Tập hợp các điểm  là đường thẳng qua , có giá vuông góc với giá của

 Với :  với  là hình chiếu của  trên giá của   cố định
.

Tập hợp các điểm  là đường thẳng qua , có giá vuông góc với giá của

.

 Loại 3:   cố định; hằng số, )

 Gọi  thoả  cố định.

 

⑴ Nếu  .  Tập  hợp  các  điểm   là  đường  tròn  tâm  ;

.

Cho . Tìm tập hợp các điểm  sao cho 

 ⑴  ⑵

Ví dụ 4.1.
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Ta có: 

Do  cố định nên tập hợp các điểm  là đường thẳng qua  và vuông góc
với đường thẳng  .

 ⑵

Ta có: 

 (với  là trung điểm )

đường tròn đường kính .

 Lời giải

 ⑴
Gọi  là trung điểm của  

Ta có: 

(Do )
Vậy tập hợp điểm  là đường tròn tâm  bán kính .

 ⑵

Vậy tập hợp điểm  là đường thẳng vuông góc với đường thẳng  tại .

 Lời giải

Ta có 

Cho hai điểm  cố định có độ dài bằng , vectơ  khác  và số thực  cho

trước. Tìm tập hợp điểm  sao cho

 ⑴  ⑵

Ví dụ 4.2.

Cho hình vuông  tâm . 

Tìm tập hợp các điểm  thỏa mãn .

Ví dụ 4.3.
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.
Vậy tập hợp điểm  là đường thẳng .
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 Dạng 5. Chứng minh vuông góc dùng tích vô hướng

 Lời giải

 Ta có 

 Với .

 Lời giải

Do đó 

Phương 
pháp

⑴ Dựa vào định nghĩa: Tích vô hướng của  và  là một số.

▶ Kí hiệu là  được xác định bởi công thức .
⑵ Tính chất:

Với ba vectơ  bất kì và mọi số thực  ta có:

1.  ( tính chất giao hoán). 2.  (tính chất phân phối).

3. . 4. .

⑶ Chú ý:  

Cho . Biết . Chứng minh rằng: 

.

Ví dụ 5.1.

Cho tứ giác  Chứng minh rằng:

Ví dụ 5.2.
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 Lời giải

 Ta có 

 Do đó 

  và  vuông góc với nhau .

 

 .

Tài liệu được chia sẻ bởi Website VnTeach.Com
https://www.vnteach.com

Cho tam giác đều  cạnh . Lấy các điểm  lần lượt trên các cạnh

 sao cho , , . . Xác định  để  và

 vuông góc với nhau. 

Ví dụ 5.3.
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