Tích phân xác định: 
41/ Bài toán diện tích hình thang cong:


52/ Định nghĩa tích phân xác định:


53/ Điều kiện khả tích (intergrability condiction):


84/ Các tính chất của tích phân xác định:



5/  Công thức Newton – Leibnitz:  
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136/  Tính gần đúng tích phân xác định:


13a/  Đa thức nội suy:


14Công thức hình thang:


15Công thức Simpson:


177/  Ứng dụng hình học của tích phân xác định:


177.1/  Tính diện tích hình phẳng:
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217.2/  Trường hợp biên của hình phẳng cho trong tọa độ cực


227.3/  Tính độ dài đường cong phẳng


247.4/  Tính thể tích vật thể


257.5/  Tính thể tích vật thể tròn xoay


267.6/  Tính diện tích mặt tròn xoay


278/  Sơ đồ ứng dụng tích phân


289/  Tích phân suy rộng


289.1/  Trường hợp cận lấy tích phân là vô hạn:


299.2/  Trường hợp hàm số lấy tích phân ko bị chặn


299.3/  Tiêu chuẩn so sánh:


319.4/  Hội tụ tuyệt đối


31Cách đưa tích phân suy rộng loại 2 về tích phân suy rộng loại 1


32Bài tập
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331/ Xét sự hội tụ của các tích phân suy rộng:
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12/ Xét sự hội tụ của tích phân: 
37


13/ Xét sự hội tụ của tích phân:  
38

392/ Tính các tích phân sau
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493/ Dùng định nghĩa tính các tích phân:


514/ Tính các đạo hàm:


515/ Tính các giới hạn
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1/ Bài toán diện tích hình thang cong:  

Cho hàm số y 
[image: image30.wmf]=

 f(x), xác định, liên tục trên khoảng đóng [a, b]. Xét hình thang cong AabB là hình giới hạn bởi đồ thị hàm số f(x) trên [a, b], các đường thẳng x 
[image: image31.wmf]=

 a, x
[image: image32.wmf]=

 b và trục hoành Ox. Ta định nghĩa diện tích S của hình thang cong AabB. 

Ta chia đoạn [a, b] thành n đoạn nhỏ bởi các điểm chia:
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 ta gọi cách chia đó là 1 phân điểm P
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Về mặt hình học: tích số 
[image: image35.wmf]ii

m.x
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 chính là diện tích của hình chữ nhật trong có chiều rộng là 
[image: image36.wmf]i

x
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 và chiều dài là 
[image: image37.wmf]i

m

. Tích số 
[image: image38.wmf]ii
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 chính là diện tích của hình chữ nhật ngoài có chiều rộng là 
[image: image39.wmf]i
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 và chiều dài là 
[image: image40.wmf]i

M

, hình thang cong nhỏ thứ i 
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 luôn bị các hình chữ nhật trong và ngoài kẹp

Gọi 
[image: image42.wmf]*

*
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 là tổng các diện tích của các hình chữ nhật trong và ngoài, để cho gọn, gọi 
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 là tổng trong  and 
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 là tổng ngoài, luôn có bdt:
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2/ Định nghĩa tích phân xác định:

Define

Cho hàm số f(x) xác định và bị chặn trong khoảng đóng [a, b], chia [a, b] thành những khoảng nhỏ bởi 1 phân điểm P, trong mỗi khoảng nhỏ 
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 lấy 1 điểm 
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Khi đó, ta cũng nói rằng hàm số f(x) khả tích (intergrable) in [a, b]
Diện tích (area) hình thang cong AabB là: 
[image: image49.wmf](
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3/ Điều kiện khả tích (intergrability condiction): 
 * Định lí (theorem): dk (condiction) để (of) hàm số (function) f(x) khả tích (intergrability) trên [a, b] là: 
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* Định lí 2 (theorem 2nd): If f(x) liên tục (continuous) in [a, b] thì (derive) f(x) khả tích (intergrable) trên [a, b]
Cm: because f(x) continuous in closed interval (khoảng đóng) [a, b] derive (suy ra) f(x) liên tục đều (uniformly continuous) in [a, b] do đó (therefore) with any (bất kì) ε ( 0 luôn (always) tìm được (found) 
[image: image54.wmf]1
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 sao cho (so that) 
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Do đó (therefore) f(x) khả tích in [a, b] 

* Theorem 3 third:  If f(x) bị chặn (bounded) and đơn điệu (monotone) in [a, b] derive f(x) khả tích (intergrable) in [a, b]:
Cm: giả sử f(x) đơn điệu tăng in [a, b], 
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* Examples (VD): 
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4/ Các tính chất của tích phân xác định:

1/ Trong định nghĩa ta giả thiết a ( b, if a ( b thì ta hiểu là hướng lấy tích phân thay đổi. Khi ấy ta có phân hoạch: 
[image: image60.wmf](

)

(

)

ab

o1nii1i

ba

axx...xbxxx0fxdxfxdx

+

=>>>=ÞD=-<Þ=-

òò


2/ Tích phân xác định ko phụ thuộc biến:   
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3/ 
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7/ Định lí trung bình 1: cho f(x) khả tích trên [a, b], and m ( f(x) ( M with x ( [a, b], khi đó tồn tại c sao cho:
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8/ Định lí trung bình 2: Giả sử:  1/ f(x) và tích f(x).g(x) khả tích trên [a, b]
2/ m ( f(x) ( M

3/ g(x) ko đổi dấu trên [a, b]  (g(x) ( 0 or g(x) ( 0)

4/ f(x) liên tục in [a, b].
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9/  Cho 
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If f(t) khả tích trên đoạn [a, b] thì G(x) liên tục đối với x ( [a, b]
Cm: cho x 1 số gia ∆x ( h sao cho x + h  ( [a, b], khi đó ta có:

[image: image70.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

(

)

[

]

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

xhxxhxh

aaxx

xh

x

x,xh

x,xh

h0h0

h0

GxhftdtftdtftdtGxftdt

GxhGxftdtd.h

withmdM,minfft,Msubft

limGxhGxlimd.h0

limGxhGxGxlientuctrendoana,b

+++

+

+

+

®®

®

+==+=+

Þ+-==

££==

Þ+-==

éù

ëû

Þ+=Þ

òòòò

ò


If f(t) liên tục tại t ( x thì G(x) có đạo hàm tại x và 
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5/  Công thức Newton – Leibnitz:  
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If f(x) continuous in [a, b], and if F(x) là 1 nguyên hàm của f(x) thì: 
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6/  Tính gần đúng tích phân xác định:

a/  Đa thức nội suy: 
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Đa thức 
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 được gọi là đa thức nội suy của hàm f(x).
Định lí: nếu tồn tại đa thức nội suy 
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 của hàm f(x) thì đa thức đó là duy nhất.
Cm:  Giả sử có 2 đa thức 
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 cùng là đa thức nội suy của f(x).Lúc đó theo định nghĩa, ta có:
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 là 1 đa thức có bậc ≤ n và triệt tiêu tại n + 1 giá trị khác nhau 
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Đa thức nội suy Larrange:
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The second putting
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Tính gần đúng tích phân xác định:
Công thức hình thang: 


[image: image93.wmf](

)

(

)

[

]

[

]

(

)

(

)

(

)

(

)

b

a

12i1nii1i

x

xx

b

3

2n

axxx

12n1

TínhIfxdxfxxácdinhvàlientuctrêna,b

Dùnghephândiemdeu,chiaa,b

thànhndoanconbangnhauboicácdiemchia:

ba

xa,xah,...,xai.h,...,xb,hxxx

n

Ifxdxfxdxfxdx...fxdx

D

++

-

=

-

==+=+==D=-=

Þ==+++

ò

òòòò

(

)

[

]

[

]

[

]

[

]

(

)

(

)

(

)

(

)

1223n1n

1211122

etínhI,tathayfxbangcácdathucnoisuybacnha

tLarrangetrongcácdoan

x,x,x,x,...x,x,

on interval x,x:fxLxy.pxy.px

-

»=+



[image: image94.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

21

12

1221

1121

1211

1

111

11112212

21

xxxx

px,px,

xxxx

doibien:xxh.t,khixxt0,khixxxht1

xh.txxh.txh

dxh.dt,pxt1,

hh

xxxh.tx

pxtLxy.pxy.pxy1ty.t

xxh

--

==

--

=+=Þ===+Þ=

+-+--

====--

--

-+-

===Þ=+=-+

-



[image: image95.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

xx

1

22

112

xx0

11

11

12

00

1

1

2

2

12

o1

0

0

fxdxLxdxhy1ty.tdt

hy1td1ty.t.dt

1thyy

t

hyy

222

Þ»=-+

éù

ëû

æö

ç÷

=---+

ç÷

èø

æö

éù

éù

-+

ç÷

êú

=-+=

êú

ç÷

êú

êú

ç÷

ëû

ëû

èø

òòò

òò



[image: image96.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

x

x

3

n

23

n1n

xx

2n1

b

n1

1n1n

23n1i

i2

a

hyy

hyy

Tuong tu:fxdx,...,fxdx

22

yybayy

Ifxdxhyy...yy

2n2

-

-

-

-

=

+

+

==

æö

+-+

æö

Þ=»++++=+

ç÷

ç÷

ç÷

èø

èø

òò

å

ò


Script tính gần đúng tích phân xác định 
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b

2

a

sinx.dx

ò

theo công thức hình thang:
a = input('nhap vao can duoi a: ');

b = input('nhap vao can tren b: ');

x = a:10^(-3):b;

y = sin(x.^2);

y1 = 0; 

for i = 2 : 1 : length(x) - 1
    y1 = y1+y(i);

end

   I = ((b - a)/length(x))*( y1 + y(1)/2 + y(length(x))/2)

Công thức Simpson:
Khi xây dựng công thức hàm thang chúng ta đã xấp xỉ f(x) bằng các đa thức nội suy bậc nhất, bây giờ ta sẽ xấp xỉ f(x) bằng các đa thức nội suy bậc 2, do đó trong mỗi khoảng chia cần 3 nút, vì thế phải chia đoạn [a, b] thành 2n khoảng bằng nhau bởi các điểm chia:
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Script tính gần đúng tích phân xác định 
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b

2

a

sinx.dx

ò

theo công thức Simson

a = input('nhap vao can duoi a: ');

b = input('nhap vao can tren b: ');

x = a:10^(-3):b;

y = sin(x.^2);

y1 = 0; y2 = 0;

for i = 2 : 2 : length(x) - 2
    y1 = y1+y(i);

end

for j = 3 : 2 : length(x) - 1
        y2 = y2+y(j);

end

   I = (b - a)/(3*length(x))*(4*y1 + 2*y2 + y(1) + y(length(x)))

7/  Ứng dụng hình học của tích phân xác định:

7.1/  Tính diện tích hình phẳng: 
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7.2/  Trường hợp biên của hình phẳng cho trong tọa độ cực 
Giả sử đường cong của hình phẳng cho trong tọa độ cực. Để tính diện tích của hình quạt cong giới hạn bởi 2 tia φ ( a, φ ( b (a ( b) và cung 
[image: image118.wmf]»
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 của đường cong r ( r(φ), ta chia góc 
[image: image119.wmf]·
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 thành n góc nhỏ, kí hiệu là 
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, như thế hình quạt 
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 được chia thành n hình quạt nhỏ có diện tích 
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 xấp xỉ bằng diện tích hình quạt tròn 
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7.3/  Tính độ dài đường cong phẳng 

 Cho hàm số y ( f(x) liên tục và có đạo hàm liên tục trên đoạn [a, b], 
[image: image126.wmf]»

AB

 là đồ thị của f(x).

Lấy trên cung 
[image: image127.wmf]»

AB

 những điểm 
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Ta gọi độ dài s của cung 
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 là giới hạn của độ dài đường gấp khúc 
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7.4/  Tính thể tích vật thể 
 Cho 1 vật thể A giới hạn bởi 1 mặt cong và 2 mặt phẳng x ( a, x ( b, a ( b

Giả sử ta biết diện tích S thiết diện của vật thể trên mặt phẳng vuông góc với trục Ox là S ( S(x), trong đó x là hoành độ giao điểm mặt phẳng cắt trục Ox, S(x) liên tục trong đoạn [a, b], a ≤ x ≤ b . Ta sẽ định nghĩa thể tích vật thể trên. Chia đoạn [a, b] thành n đoạn nhỏ bởi các điểm chia: 
[image: image138.wmf]o1n
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Qua mỗi điểm chia 
[image: image139.wmf]i

x

 ta dựng 1 mặt phẳng vuông góc trục Ox, các mặt phẳng đó chia vật thể A thành n vật thể nhỏ. Trên mỗi đoạn 
[image: image140.wmf][
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, dựng hình hộp giới hạn bởi các mặt phẳng 
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Thể tích của hình hộp đó là 
[image: image142.wmf](
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7.5/  Tính thể tích vật thể tròn xoay

Giả sử phải tìm thể tích vật thể tròn xoay tạo bởi hình thang cong AabB giới hạn bởi đường y ( f(x), x ( [a, b], và trục Ox  khi quay nó quanh trục Ox.
Giả sử f(x) liên tục trong [a, b], khi đó mọi thiết diện vuông góc trục Ox đều là mặt tròn có tâm nằm trên Ox và có bán kính là y ( f(x), nên diện tích f(x) của thiết diện ứng với hoành độ x là:  
[image: image146.wmf](
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Tương tự, nếu hình thang cong CcdD giới hạn bởi đường x ( g(y), y ( [c, d], trục Oy, thì thể tích vật thể tròn xoay tạo bởi hình thang cong khi cho nó quay quanh trục Oy được tính theo công thức: 
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7.6/  Tính diện tích mặt tròn xoay
Xét cung 
[image: image149.wmf]»

AB

, đồ thị của hàm số y ( f(x), x ( [a, b], với f(x), 
[image: image150.wmf](
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fx

 liên tục trong [a, b], cho cung 
[image: image151.wmf]»

AB

 quay quanh trục Ox và tính diện tích mặt tròn xoay này.
Lấy trên cung 
[image: image152.wmf]»

AB

 những điểm  
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)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ooo111nnno12n

Mx,fx,Mx,fx,...,Mx,fx,axxx...xb

=<<<<=



[image: image154.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ii1

22

ii1ii1ii1ii

'

ii1iiiiii1

'2

ii1ii

khiquayquanhOx,dâycungMM

sinhra1matnóncutcódientíchxungquanhlà:

.MMfxfx,trongdó:MMxy.

TheocongthucLarrange:

yfxfxfc.xxcx

MM1fc.x

+

+++

++

+

p+=D+D

D=-=D££

Þ=+D

 

[image: image155.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

n

'2

iii1i

n

i1

b

n

'2'2

iii

n

i1

a

iii1

Dodódiêntíchcuamattrònxoaylà:

Slim1fc.fxfx.x

lim2.fc1fc.x2fx1fx.dx

2fcfxfx

+

®+¥

=

®+¥

=

+

=p++D

=p+D=p+

»+

å

å

ò


Trường hợp đường cong có pt x ( g(y), g(y) liên tục trong [c, d] thì điện tích mặt tròn xoay sinh ra bởi cung của đồ thị x ( g(y) quay quanh trục Oy là: 
[image: image156.wmf](
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Area of vòng xuyến bằng tổng diện tích sinh bởi 2 nửa đường tròn khi quay quanh Ox.
Ex: Calculate area of hình vòng xuyến sinh bởi đường tròn 
[image: image157.wmf](
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 quay quanh trục Ox

Nửa đường tròn trên có pt: 
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Và nửa đường tròn dưới có pt: 
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8/  Sơ đồ ứng dụng tích phân
a/  Sơ đồ tích phân:

giả sử cần tính 1 đại lượng A(x) phụ thuộc x, x biến thiên trong đoạn [a, b], ngoài ra A(x) thỏa tính chất cộng:
nếu chia [a, b] thành 2 khoảng [a, c] và [c, b] 

thì A(x) trên đoạn [a, b] (  A(x) trên đoạn [a, c] + A(x) trên đoạn [c, b] 

Sơ đồ tích phân:  chia đoạn [a, b] thành n phần bởi phân điểm: 
[image: image162.wmf]o12n
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Phân tích A thành tổng của n số hạng:  

[image: image163.wmf](
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b/  Sơ đồ vi phân:

[image: image164.wmf](
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Ex:  Lực đẩy giữa 2 điện tích cùng dấu 
[image: image165.wmf]12

eande

 đặt cách nha 1 khoảng r dc cho bởi công thức: 
[image: image166.wmf]12
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Giả sử điện tích 
[image: image167.wmf]1

e

 dc đặt ở gốc tọa độ O, hãy tính công của lực F sinh ra do điện tích 
[image: image168.wmf]2
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 (có hoành độ a) đến điểm 
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Gọi A(x) là công của lực đẩy F sinh ra do 
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 có hoành độ x đến điểm M có hoành độ x + dx sao cho dx rất bé. Vì dx bé nên có thể coi lực đẩy F trong đoạn [x, x + dx] ko đổi
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Vậy công của lực đẩy F sinh ra khi 
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 đến 
[image: image176.wmf]2

M

 là:


[image: image177.wmf]bb

b

12

1212

2

a

aa

e.e

111

AdA.dxe.e.e.e

xab

x

æöæö

===-=-

ç÷ç÷

èøèø

òò


9/  Tích phân suy rộng 
9.1/  Trường hợp cận lấy tích phân là vô hạn:
Nếu tồn tại 
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 thì giới hạn đó được gọi là tích phân suy rộng của hàm số f(x) trong khoảng [a, +∞]

Khi đó ta nói tích phân suy rộng hội tụ, và kí hiệu là:  
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Nếu ko tồn tại giới hạn thì ta nói tích phân phân kì
Tương tự: 
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9.2/  Trường hợp hàm số lấy tích phân ko bị chặn
Xét hàm số f(x) ko bị chặn tại điểm b trong đoạn [a, b], f(b) ko xác định và b được gọi là điểm bất thường của f(x). Nếu tồn tại giới hạn 
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 thì giới hạn đó được gọi là tích phân suy rộng của hàm f(x) trên đoạn [a, b] và tích phân 
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Nếu f(x) ko bị chặn tại điểm c ( [a, b] thì ta định nghĩa:
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9.3/  Tiêu chuẩn so sánh:

Cho f(x) ≥ 0, điều kiện để tích phân 
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Định lí: cho 2 hàm số f(x) và g(x) khả tích trên mọi khoảng hữu hạn [a, b] (a < b) và 
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c/  If tồn tại giới hạn 
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 sẽ cùng hội tụ or cùng phân kì
Cm:  Theo định nghĩa giới hạn:  
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Cho 0 ≤ f(x) ≤ g(x), f(x) and g(x) khả tích trên (a, b] với x ( a là điểm bất thường. Khi đó
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9.4/  Hội tụ tuyệt đối

If tích phân 
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 hội tụ thì tích phân 
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Cho a là điểm bất thường của f(x), If tích phân 
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 hội tụ thì tích phân 
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Cách đưa tích phân suy rộng loại 2 về tích phân suy rộng loại 1
Cho tích phân suy rộng 
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 với a là 1 điểm bất thường. Đổi biến:
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1/ Xét sự hội tụ của các tích phân suy rộng:
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khi p < 0 thì tích phân J có điểm bất thường là x ( 0, khi p > 0 thì tích phân J có điểm bất thường là 
[image: image215.wmf]x

2

p

=



[image: image216.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

pp

pp

x0

x

2

p

p

p

ppp

xx

22

11

Tacó:limtanx0limtanx

x

x

2

sinx.x

sinx

1

2

limlim1

cosx

x

sinx

2

2

p

®

®

pp

®®

éù

êú

éù

êú

¸=¸

êú

êú

ëû

p

æö

êú

-

ç÷

êú

èø

ëû

éù

éù

p

æö

êú

-

êú

ç÷

êú

èø

êú

=¸==

êú

êú

p

æöæpö

æö

êú

êú

-

-

ç÷

ç÷

ç÷

êú

êú

èø

ëûèø

èø

ëû



[image: image217.wmf](

)

(

)

p

p

pp

t0

x

2

222

p

pp

000

dattx,khix,t0

22

x

t

2

limlim1

sint

sinx

2

dxdx

màtíchphânandhoituItanx.dxhoitu

x

x

2

p

®

®

ppp

pp

æö

=-®®

ç÷

ç÷

éù

ç÷

p

æö

êú

ç÷

-

ç÷

éù

êú

èø

ç÷

êú

Þ==

êú

ç÷

êú

æpö

æö

êú

ëû

ç÷

-

ç÷

ç÷

ç÷

êú

èø

èø

ëû

èø

Þ=

p

æö

-

ç÷

èø

òòò



[image: image218.wmf](

)

1

b1

a1

0

10/Ix1x.dx

-

-

=-

ò

 
with a > 1 and b > 1 thì I hội tụ, with a < 1 điểm x ( 0 là điểm bất thường, with b < 1 điểm x ( 1 là điểm bất thường. Phân tích I thành 2 tích phân: 
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12/ Xét sự hội tụ của tích phân: 
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13/ Xét sự hội tụ của tích phân:  
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2/ Tính các tích phân sau
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3/ Dùng định nghĩa tính các tích phân:
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4/ Tính các đạo hàm: 
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5/ Tính các giới hạn
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1/  Cho (give) hình phẳng (plane figure) D giới hạn bởi (limit of) các đường 
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. Tính thể tích của khối tròn xoay tạo thành khi quay hình D xung quanh trục Oy
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2/ Cho parabol (P) 
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 và đường thẳng d qua M(1, 5) có hệ số góc là k. Tìm k để hình phẳng giới hạn bởi (P) và d có diện tích nhỏ nhất.
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3/ Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường : y = x2, trục Ox, tiếp tuyến tại điểm M có hoành độ bằng 3.
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4/ Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị (C) : 
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5/ Cho hình giới hạn elip : 
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 quay quanh trục hoành. Tính thể tích của khối tròn xoay được tạo nên.
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6/ Tính thể tích của khối tròn xoay được tạo thành do quay xung quanh trục Oy hình phẳng giới hạn bởi đường tròn tâm I (3;0), bán kính R = 2.
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7/ Tính diện tích của hình phẳng giới hạn bởi các đường : 
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(Đại học khối B – 2002)
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8/ Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường : 
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