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Lời nói đầu

Hình học tạo nên cuộc sống!
Hình học luôn luôn tuyệt vời!!

. . .
Có rất nhiều câu tôi muốn nói ra, chạy đến khắp ngõ ngách phố phường hét to lên để thể hiện niềm yêu
thích môn hình học sơ cấp của bản thân. Bạn là người đang xem cuốn tài liệu này? Vậy có thể chính bạn
cũng rất hiểu những cảm xúc trong tôi vậy. Và chắc hẳn bạn cũng đồng ý rằng cứ hét oang oang lên rằng
ta yêu một cô gái sẽ chẳng thể ý nghĩa bằng ta làm một điều gì đó cho cô ấy, giúp cô ấy có những niềm
vui nho nhỏ. . .
Vâng, nói sẽ chẳng bằng làm. Chính vì vậy chúng tôi đã bắt tay làm, làm ra cuốn tài liệu này để thể hiện
tình cảm của mình với hình học. Trong cuốn sách, các tác giả đã đề cập tới hơn một trăm định lý, kết
quả tiêu biểu và cực kì ấn tượng của hình học phẳng. Từ những kết quả rất quen thuộc như các định lý:
Menelaus, con bướm, Ptolemy,. . . , cho tới các kết quả còn ít phổ biến tại Việt Nam như những định lý
Blaikie, Gossard,. . . Các định lý, kết quả đều được phát biểu chi tiết cùng hướng dẫn chứng minh đầy đủ
và nhiều khi kèm theo những nhận xét hữu ích.
Khi bắt đầu thực hiện biên soạn trên diễn đàn MathScope.org, tôi đã nhận được rất nhiều sự quan tâm
của các thành viên, các quản trị viên. Nhiều bạn đã góp sức trực tiếp vào quá trình biên soạn, góp ý bổ
sung,. . . hay gửi email trao đổi với tác giả về các chi tiết liên quan. Sự quan tâm của các bạn, hay chính
là những thầy cô tâm huyết và các bạn học sinh ham hiểu biết chứng tỏ rằng việc biên soạn cuốn tài liệu
này là cần thiết,đáng viết đáng làm. Và sự quan tâm lớn lao ấy cũng chính là một nguồn động viên rất có
ý nghĩa với tác giả để có thể "sản xuất" ra một cuốn tài liệu hay và đẹp lên từng ngày.
Bây giờ đây, khi mà mọi công việc biên soạn đã coi như được hoàn tất, bạn đang sở hữu nó trong tầm
tay. Chúng tôi hy vọng tập tài liệu nhỏ này sẽ thỏa mãn phần nào nhu cầu tra cứu, hoàn thiện kiến thức
của bản thân cũng như tăng thêm sự hứng thú, vui thích khi học tập hình học nói riêng và toán học nói
chung của các bạn.
Tập tài liệu chưa hoàn hảo, đó là một sự thật chắc chắn mà mỗi chúng ta đều cảm nhận được. Một phần
là do sự hạn chế của người viết nên sẽ tồn tại những sai sót, cũng như còn rất rất nhiều kết quả hay và đẹp
chưa được nói tới. Chính vì thế, các tác giả luôn luôn mong muốn nhận được sự cộng tác, góp ý thiết thực
từ bạn đọc. Bạn có thể góp ý trực tiếp tại http://forum.mathscope.org/showthread.php?t=4986 hoặc liên
hệ email riêng tới hòm thư khanh29ma@gmail.com.
Thay mặt nhóm biên soạn, tôi xin chân thành cảm ơn!

Hoàng Quốc Khánh - ma 29

http://forum.mathscope.org/showthread.php?t=4986
mailto:khanh29ma@gmail.com


CÁC THÀNH VIÊN THAM GIA BIÊN SOẠN 7

Các thành viên tham gia biên soạn

Nội dung

1. Hoàng Quốc Khánh - ma 29

2. Phan Đức Minh - novae

3. Phạm Minh Khoa - nbkschool

4. Lê Phúc Lữ - huynhcongbang

5. Đinh Trung Anh - trung anh

6. Lê Đức Tâm - thamtuhoctro, leductam

7. Lê Bảo Long - long14893

8. Phạm Quốc Bảo - bali

9. Chu Thanh Tùng - chu t tung

LATEX

1. Thầy Châu Ngọc Hùng - hungchng

2. Phan Đức Minh - novae
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1 Một số định nghĩa, định lý, điểm và đường đặc biệt không

duy nhất

1.1 Định lý Menelaus

Trong ∆ABC, cho các điểm D,E, F theo thứ tự nằm trên các đường thẳng BC,CA,AB. Khi đó

D,E, F thẳng hàng ⇔ FA

FB
.
DB

DC
.
EC

EA
= 1.

Chứng minh:

Thuận:
Giả sử D,E, F thẳng hàng. Từ C, kẻ CI//AB (I ∈ DF ), áp dụng định lý Thales, ta có:
EC

EA
=
IC

FA
;
DB

DC
=
FB

IC
⇒ FA

FB
.
DB

DC
.
EC

EA
= 1

Đảo:

Giả sử các điểm D,E, F thỏa mãn
FA

FB
.
DB

DC
.
EC

EA
= 1, lấy F ′ ∈ AB sao cho D,E, F ′ thẳng hàng. Theo

chiều thuận định lý Menelaus, ta có:
F ′A

F ′B
.
DB

DC
.
EC

EA
= 1, suy ra

F ′A

F ′B
=
FA

FB
hay 2 điểm F và F ′ cùng chia

đoạn AB theo cùng tỉ số. Vậy F ≡ F ′, hay D,E, F thẳng hàng (đpcm)

1.2 Mở rộng định lý Menelaus theo diện tích

Cho tam giác ABC, các điểm M,N,P lần lượt nằm trên các đường thẳng BC,CA,AB. Khi đó
S[MNP ]

S[ABC]

=
BM.CN.AP − CM.AN.BP

AB.BC.CA
.

Chứng minh:

Ta có S[ABC] = S[MAB]+S[MCA] = S[PMA]+S[PBM ]+S[NMC]+S[NAM ] = S[MNP ]+S[BMP ]+S[CNM ]+S[APN ]

Mặt khác
S[BMP ]

S[ABC]

=
BM.BP

BC.BA
;
S[CNM ]

S[ABC]

=
CN.CM

CA.CB
;
S[APN ]

S[ABC]

=
AP.AN

AB.AC

Suy ra
S[MNP ]

S[ABC]

= 1−
S[BMP ]

S[ABC]

−
S[CNM ]

S[ABC]

−
S[APN ]

S[ABC]

=
BM.CN.AP − CM.AN.BP

AB.BC.CA
(đpcm)
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1.3 Định lý Menelaus cho tứ giác

Cho tứ giác ABCD và đường thẳng d cắt AB,BC,CD,DA lần lượt ở M,N,P,Q. Khi đó
MA

MB
.
NB

NC
.
PC

PD
.
QD

QA
= 1.

Chứng minh:

Trên d lấy I, J sao cho AI//BJ//CD.

Theo định lý Thales, ta có
MA

MB
=
IA

JB
;
NB

NC
=
JB

PC
;
QD

QA
=
PD

IA
. Từ đó suy ra đpcm.

Chú ý: dạng đảo của định lý trên không đúng và định lý trên có thể mở rộng ra cho đa giác bất kì.

1.4 Định lý Céva

Cho tam giác ABC, các điểm E,F,G tương ứng nằm trên BC,CA,AB. Ba đường thẳng AE,BF,CG

đồng quy tại một điểm O khi và chỉ khi
GA

GB
.
EB

EC
.
FC

FA
= −1.

Chứng minh:

Thuận:
Giả sử ba đường thẳng AE,BF,CG đồng quy tại một điểm O. Từ A và C, kẻ các đường thẳng song song
với BF , lần lượt cắt CG và AE tại K, I tương ứng.

Áp dụng định lý Thales, ta có:
CF

FA
=
CO

OK
;
CI

AK
=
CO

OK
⇒ CF

FA
=

CI

AK
.

Các cặp tam giác đồng dạng IEC và OEB, AKG và BOG:
BE

CE
=
BO

CI
;
AG

BG
=
AK

BO

Do đó:
GA

GB
.
EB

EC
.
FC

FA
=
AK

BO
.
BO

CI
.
−CI
AK

= −1 (đpcm)

Đảo: chứng minh tương tự định lý Menelaus.

1.5 Định lý Céva dạng sin

Cho tam giác ABC, các điểm E,F,G tương ứng nằm trên BC,CA,AB. Ba đường thẳng AE,BF,CG

đồng quy tại một điểm O khi và chỉ khi
sin ÂBF

sin ĈBF
.
sin B̂CG

sin ÂCG
.
sin ĈAE

sin B̂AE
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Chứng minh:

Ta có:
BE

CE
=
SABE
SACE

=
AB. sin B̂AE

AC. sin ĈAE
;
CF

AF
=
BC. sin ĈBF

BA. sin ÂBF
;
AG

BG
=

CA. sin ÂCG

CB. sin B̂CG
. Nhân theo vế 3 đẳng

thức trên, ta có đpcm.

1.6 Định lý Desargues

Cho 2 tam giác ABC và MNP có AM,BN,CP đồng quy tại O. Gọi I, J,K theo thứ tự là giao điểm
của các cặp đường thẳng (AB,MN), (BC,NP ), (CA,PM). Khi đó 3 điểm I, J,K thẳng hàng.
Chứng minh:

Áp dụng định lý Menelaus cho các tam giác OAB,OBC,OCA, ta có:
IA

IB
.
NB

NO
.
MO

MA
= 1;

JB

JC
.
PC

PO
.
NO

NB
= 1;

KC

KA
.
MA

MO
.
PO

PC
= 1

Nhân theo vế 3 đẳng thức trên, ta có
IA

IB
.
JB

JC
.
KC

KC
= 1⇒ I, J,K thẳng hàng (đpcm)

Định lý đảo của định lý Desargues được phát biểu như sau: Cho 2 tam giác ABC vàMNP có AB∩MN =
I, BC ∩NP = J,CA ∩ PM = K và I, J,K thẳng hàng. Khi đó AM,BN,CP đồng quy tại O.
Chứng minh:

Gọi O là giao điểm của AM và CP . Áp dụng định lý Menelaus cho các tam giác CPK,PKJ, JKC, ta có:
OC

OP
.
MP

MK
.
AK

AC
= 1;

NP

NJ
.
IJ

IK
.
MK

MP
= 1;

BJ

BC
.
AC

AK
.
IK

IJ
= 1

Nhân theo vế 3 đẳng thức trên, ta có
OC

OP
.
NP

NJ
.
BJ

BC
= 1 ⇒ O,N,B thẳng hàng ⇒ AM,BN,CP đồng

quy tại O (đpcm)

1.7 Định lý Pappus

Cho 2 đường thẳng a, b. Trên a lấy các điểm A,B,C; trên b lấy các điểm X, Y, Z. Gọi M là giao điểm
của AX và BY , N là giao điểm của AZ và CX, P là giao điểm của BZ và CY . Khi đó M,N,P thẳng
hàng. Định lý Pappus là một trường hợp riêng của định lý Pascal khi conic suy biến thành cặp đường
thẳng (xem mục 1.11).
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Chứng minh:

Gọi D,E, F là giao điểm của các cặp đường thẳng (AZ,CY ), (AZ,BX), (BX,CY ). Áp dụng định lý

Menelaus cho tam giác DEF với cát tuyến CNX, ta có
ND

NE
.
XE

XF
.
CF

CD
= 1 ⇒ ND

NE
=
CD

CF
.
XF

XE
. Tương

tự, ta có
PF

PD
=
ZE

ZD
.
BF

BE
,
ME

MF
=
AE

AD
.
Y D

Y F
⇒ ND

NE
.
ME

MF
.
PF

PD
=
CD

CF
.
XF

XE
.
ZE

ZD
.
BF

BE
.
AE

AD
.
Y D

Y F

Mặt khác, áp dụng định lý Menelaus cho tam giácDEF với các cát tuyếnABC,XY Z, ta có
AE

AD
.
CD

CF
.
BF

BE
=

XF

XE
.
ZE

ZD
.
Y D

Y F
= 1. Suy ra

ND

NE
.
ME

MF
.
PF

PD
= 1. Do đó M,N,P thẳng hàng (đpcm)

1.8 Một trường hợp đặc biệt của định lý Pappus qua góc nhìn hình học xạ
ảnh

Ở phần này chỉ dùng hình học xạ ảnh để dẫn dắt đến kết quả, còn cách chứng minh hoàn toàn phù
hợp với THCS. Ta có kết quả sau liên quan đến hình xạ ảnh: Các đường thẳng song song với nhau thì gặp
nhau tại một điểm ở vô cực và ngược lại .
Vận dụng vào định lý Pappus ở trên, cho các điểm A,B,C ra vô cực thì theo kết quả về hình xạ ảnh ta
có YM//ZN (vì cùng đi qua điểm A ở vô cực), XN//Y P,XM//ZP . Và khi ấy M,N,P vẫn thẳng hàng.
Ta phát biểu lại được một định lý đơn giản và hữu dụng sau đây:
Định lý: Trên mặt phẳng cho 3 điểmX, Y, Z thẳng hàng và 3 điểmM,N,P thỏa mãnXN//Y P, Y M//ZN,
XM//ZP . Khi đó M,N,P thẳng hàng.
Chứng minh:

Trường hợp MP//XY Z thì đơn giản, bạn đọc tự chứng minh. Ta sẽ xét khi MP không song song với
XY Z. Gọi S là giao điểm của MP với XY Z. Đường thẳng qua X song song với Y P cắt MP ở N ′. Bài
toán sẽ được gải quyết nếu ta chứng minh được rằng ZN ′//YM (Vì khi ấy N ′ trùng N). Thật vậy, chú

ý Y P//XN ′, ZP//XM nên theo Thales ta có:
SY

SZ
=
SY

SX
.
SX

SZ
=

SP

SN ′
.
SM

SP
=
SM

SN ′
. Theo định lý Thales

đảo, ta suy ra đpcm.
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1.9 Bất đẳng thức Ptolemy

Cho tứ giác lồi ABCD bất kỳ, ta có bất đẳng thức sau: AB.CD+BC.AD ≥ AC.BD. Đẳng thức xảy
ra ⇔ ABCD là tứ giác nội tiếp.
Chứng minh:

Trong tứ giác ABCD, lấy điểm E sao cho ÊAB = D̂AC; ÊBA = ÂCD

⇒ B̂AC = ÊAD. Khi đó ∆ABE ∼ ∆ACD nên AB
AC

=
BE

CD
=

AE

AD
⇒ AB.CD = AC.BE và

∆AED ∼ ∆ABC. Suy ra
AD

AC
=
AD

BC
⇒ AD.BC = AC.ED

Do đó AB.CD + AD.BC = AC.(BE + ED) ≥ AC.BD.

Đẳng thức xảy ra ⇔ E ∈ BD ⇔ ÂBD = ÂBE = ÂCD ⇔ ABCD là tứ giác nội tiếp.
Từ đó suy ra định lý Ptolemy: Tứ giác lồi ABCD là tứ giác nội tiếp ⇔ AB.CD +BC.AD = AC.BD

1.10 Định lý Pascal

Cho 6 điểm bất kì A,B,C,D,E, F cùng nằm trên một conic bất kì. Gọi G,H,K theo thứ tự là giao
điểm của các cặp đường thẳng (AB,DE), (BC,EF ), (CD,FA). Khi đó 3 điểm G,H,K thẳng hàng.
Chứng minh:
• Trước hết, ta xét với trường hợp conic là đường tròn
Cách 1: Sử dụng góc định hướng của 2 đường thẳng.
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Gọi I là giao điểm thứ 2 của 2 đường tròn (DBG) và (DFK) . Ta có:
(IB, IF ) ≡ (IB, ID) + (ID, IF ) ≡ (GB,GD) + (KD,KF ) (mod π)
Mặt khác:

(KD,KF ) ≡ 1

2
((OC,OA)− (OF,OD)) ≡ ((OC,OB) + (OB,OA)− (OF,OE)− (OE,OD)) (mod π)

(GB,GD) ≡ 1

2
((OA,OE)− (OD,OB)) ≡ ((OA,OF ) + (OF,OE)− (OD,OC)− (OC,OB)) (mod π)

(HB,HF ) ≡ 1

2
((OB,OF )− (OE,OC)) (mod π)

⇒ (HB,HF ) ≡ (KD,KF ) + (GB,GD) ≡ (IB, IF ) (mod π)⇒ B,H, I, F đồng viên.
Lại có (IB, IG) ≡ (DB,DG) ≡ (FB,FE) (mod π)
4 điểm B,H, I, F đồng viên ⇒ (FB,FE) ≡ (IB, IH) (mod π)
Do đó (IB, IG) ≡ (IB, IH) (mod π) hay 3 điểm I,G,H thẳng hàng. Tương tự, ta có I,H,K thẳng hàng,
suy ra đpcm

Cách 2: Áp dụng định lý Menelaus

Gọi các giao điểm như hình vẽ. Áp dụng định lý Menelaus cho tam giác MNP với cát tuyến KCD, ta có:
KM

KN
.
DN

DP
.
CP

CM
= 1⇒ KM

KN
=
CM

CP
.
DP

DN

Tương tự, ta có:
HP

HM
=
FN

FM
.
EP

EN
;
GN

GP
=
AN

AM
.
BM

BP
.

Nhân theo vế các đẳng thức trên, kết hợp với các biểu thức phương tích sau:
BM.CM = AM.FM ;DN.EN = FN.AN ;BP.CP = DP.EP

Ta suy ra
KM

KN
.
GN

GP
.
HP

HM
= 1⇒ G,H,K thẳng hàng (đpcm)

• Ta xét với trường hợp conic bất kì:
Giả sử 6 điểm A,B,C,D,E, F nằm trên conic (C) là giao tuyến của mặt phẳng (P ) với mặt nón N trục
∆, đỉnh S. Xét mặt phẳng (Q) vuông góc với trục ∆ của mặt nón. Khi đó thiết diện của (Q) và N là
đường tròn (T ). Xét phép chiếu xuyên tâm S từ (P ) lên (Q). Gọi ảnh của điểm X qua phép chiếu trên
là X ′. Ta có các điểm A′, B′, C ′, D′, E ′, F ′ nằm trên đường tròn (T ) ⇒ G′, H ′, K ′thẳng hàng theo chứng
minh trên. Gọi δ là đường thẳng đi qua 3 điểm G′, H ′, K ′. Ta có các điểm K,H,G tương ứng nằm trên
các đường thẳng SK ′, SH ′, SG′ nên K,H,G cùng nằm trên mặt phẳng (S, δ). Mà K,H,G cùng nằm trên
mặt phẳng (P ); (P ) và (S, δ) là hai mặt phẳng phân biệt ⇒ G,H,K cùng nằm trên giao tuyến của (P )
và (S, δ). Do đó K,H,G thẳng hàng (đpcm)
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Định lý đảo của định lý Pascal là định lý Braikenridge-Maclaurin, khẳng định rằng nếu 3 cặp cạnh đối
của một lục giác cắt nhau tại 3 điểm thẳng hàng thì 6 đỉnh của lục giác đó nằm trên một conic (có thể
suy biến thành một cặp đường thẳng)

1.11 Định lý Brianchon

Cho lục giác ABCDEF ngoại tiếp một conic bất kì. Chứng minh rằng ba đường chéo lớn AD,BE,CF
đồng quy.
Chứng minh:

• Xét với trường hợp conic là đường tròn:
Ta kí hiệu các tiếp điểm của (O) trên AB,BC,CD,DE,EF, FA lần lượt làM,N,P,Q,R, S. Xét cực và đối
cực đối với (O). GọiK, I, J lần lượt là giao điểm của các cặp đường thẳng (SM,PQ), (MN,QR), (NP,RS).
Vì SM và PQ là đường đối cực của A và D nên AD là đường đối cực của K. Tương tự BE và FC lần
lượt là đường đối cực của I và J .
Dùng định lý Pascal cho lục giác nội tiếpMNPQRS ta có I, J,K thẳng hàng. Nên ta có các đường đối cực
của I, J,K (lần lượt là BE,CF,AD) cùng đi qua cực của đường thẳng này (đường thẳng đi qua I, J,K)
nên AD,BE,CF đồng quy (đpcm).
• Với trường hợp conic bất kì: Giả sử lục giác ABCDEF ngoại tiếp conic (C) là giao tuyến của mặt phẳng
(P ) với mặt nón N trục δ, đỉnh S. Xét mặt phẳng (Q) vuông góc với trục δ của mặt nón. Khi đó thiết
diện của (Q) và N là đường tròn (T ). Xét phép chiếu xuyên tâm S từ (P ) lên (Q). Gọi ảnh của điểm X
qua phép chiếu trên là X ′. Ta có lục giác A′B′C ′D′E ′F ′ ngoại tiếp đường tròn (T ) ⇒ A′D′, B′E ′, C ′F ′

đồng quy tại G⇒ AD,BE,CF đồng quy tại giao điểm của SG và (P ).

1.12 Định lý Miquel

Cho tam giác ABC và ba điểm M,N,P lần lượt nằm trên BC,CA,AB. Khi đó các đường tròn ngoại
tiếp các tam giác APN,BPM và CMN đồng quy.
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Chứng minh:

Gọi S là giao điểm của (BPM) và (CMN).Ta có:
(SN, SP ) ≡ (SN, SM) + (SM,SP ) ≡ (CN,CM) + (BM,BP ) ≡ (CA,CB) + (BC,BA) ≡ (CA,BA) ≡
(AN,AP ) (mod π)
⇒ S ∈ (ANP ), suy ra đpcm.

1.13 Công thức Carnot

Cho ∆ABC nhọn nội tiếp (O,R), r là bán kính nội tiếp. Kí hiệu da, db, dc theo thứ tự là khoảng cách
từ O đến các cạnh BC,CA,AB. Khi đó ta có hệ thức sau: da + db + dc = R + r.
Chứng minh:

Gọi D,E, F theo thứ tự là trung điểm BC,CA,AB ⇒ OD,OE,OF ⊥ BC,CA,AB. Áp dụng định lý
Ptolemy cho tứ giác nội tiếp AEOF , ta có OA.EF = AF.OE + AE.OF ⇒ aR = c.db + b.dc; tương tự:
bR = a.dc + c.da, cR = a.db + b.da. Suy ra R(a+ b+ c) = a(db + dc) + b(dc + da) + c(da + db).
Mặt khác, r(a+ b+ c) = 2SABC = a.da + b.db + c.dc.
Do đó (a+ b+ c)(R + r) = (a+ b+ c)(da + db + dc), suy ra da + db + dc = R + r. (đpcm)

Nếu tam giác ABC có Â > 90o thì ta có −da + db + dc = R + r

Chú ý rằng định lý Carnot tương đương với hệ thức quen thuộc sau: cosA+ cosB + cosC = 1 +
r

R

1.14 Định lý Carnot

Cho tam giác ABC, gọi M,N,P lần lượt là các điểm trên các cạnh BC,CA,AB; dM , dN , dP là
các đường thẳng đi qua M,N,P và vuông góc với các cạnh tương ứng. Khi đó dM , dN , dP đồng quy
⇔MB2 +NC2 + PA2 = MC2 +NA2 + PB2

Chứng minh:
Thuận: Gọi O là giao điểm của 3 đường thẳng. Ta có:
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MB2 +NC2 + PA2 = MC2 +NA2 + PB2

⇔MB2 +OM2 +NC2 +ON2 + PA2 +OP 2 = MC2 +OM2 +NA2 +ON2 + PB2 +OP 2

⇔ OB2 +OC2 +OA2 = OC2 +OA2 +OB2

Đẳng thức này luôn đúng nên ta có điều phải chứng minh.

Đảo: Gọi O là giao điểm của dM , dN . Qua O, hạ đường vuông góc xuống AB tại P ′. Áp dụng định thuận,
ta có P ′A2 − P ′B2 = PA2 − PB2 ⇒ P ≡ P ′ ⇒ đpcm

1.15 Khái niệm về hai tam giác trực giao

Cho tam giác ABC và tam giác A1B1C1 như hình vẽ. Nếu các đường thẳng qua A1, B1, C1 và vuông
góc với BC,CA,AB đồng quy thì các đường thẳng qua A,B,C và vuông góc B1C1, C1A1, A1B1 đồng quy
và ngược lại. Khi đó 2 tam giác ABC và A1B1C1 được gọi là 2 tam giác trực giao.
Chứng minh:

Gọi M,N,P,M1, N1, P1 là chân các đường vuông góc như hình vẽ. Áp dụng định lý Carnot, ta có:
AM1, BN1, CP1 đồng quy
⇔ (M1C

2
1 −M1B

2
1) + (P1B

2
1 − P1A

2
1) + (N1A

2
1 −N1C

2
1) = 0

⇔ (AC2
1 − AB2

1) + (CB2
1 − CA2

1) + (BA2
1 −BC2

1) = 0
⇔ (A1B

2 − A1C
2) + (B1C

2 −B1A
2) + (C1A

2 − C1B
2) = 0

⇔ (MB2 −MC2) + (NC2 −NA2) + (PA2 − PB2) = 0
⇔ A1M,B1N,C1, P đồng quy (đpcm)

1.16 Định lý Brocard

Cho tứ giác lồi ABCD nội tiếp đường tròn tâm O. AD giao BC tại M , AB giao CD tại N , AC giao
BD tại I. Chứng minh rằng O là trực tâm của tam giác MIN .
Chứng minh:
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Cách 1:
Gọi H là giao thứ 2 của hai đường tròn ngoại tiếp các tam giác AID,BIC. Xét tứ giác DOHC, ta có:

D̂HC = 360o − D̂HI − ĈHI = D̂AC + D̂BC = D̂OC
Từ đó suy ra tứ giác DOHC nội tiếp. Tương tự, ta suy ra tứ giác AOHB nội tiếp. Mặt khác MA.MD =
MB.MC, suy ra M nằm trên trục đẳng phương của hai đường tròn (AIHD), (BIHC)⇒ M, I,H thẳng
hàng.

Ta có ÎHO = ÎHD − ÔHD = ÂDC + ÂCD − ÔCD = ÂDC + ÔCA = 90o

Từ đó suy ra IM ⊥ ON . Tương tự, ta có IN ⊥ OM , suy ra đpcm.
Cách 2:
Ta chứng minh bổ đề sau, từ đó suy trực tiếp ra khẳng định của bài toán: Cho 4 điểm A,B,C,D nằm trên
đường tròn tâm (O), gọi P,Q,R lần lượt là giao điểm của các cặp đường thẳng (AB,CD), (AD,BC), (AC,BD),
khi đó đường đối cực của P đối với (O) là đường thẳng QR
Chứng minh:
Gọi E,F lần lượt là cực của AB,CD đối với (O), suy ra EF là đường đối cực của P đối với (O)

Áp dụng định lý Pascal cho lục giác ADDCCB (CC là tiếp tuyến tại điểm C), ta có Q,F,R thẳng
hàng.Tương tự, ta có Q,E,R thẳng hàng, suy ra 4 điểm E,F,Q,R thẳng hàng, do đó P là cực của đường
thẳng QR đối với (O) (đpcm)

1.17 Định lý Euler về khoảng cách giữa tâm 2 đường tròn nội, ngoại tiếp
của tam giác

Cho ∆ABC, nội tiếp (O,R), ngoại tiếp (I, r). Khi đó OI2 = R2 − 2Rr.
Chứng minh:

Gọi D,E theo thứ tự là trung điểm các cung nhỏ BC và AC thì OD ⊥ BC; B̂AD =
Â

2
. Gọi H là

chân đường vuông góc kẻ từ I xuống OD. J là trung điểm BC. Theo một kết quả quen biết, ta có

ID = BD = 2R. sin
A

2
.

Trong ∆OID, có OI2 = ID2 +OD2 − 2.
−→
ID.
−−→
OD = 4R2. sin2 A

2
+R2 − 2.

−−→
DO.
−−→
DH (công thức hình chiếu).

Mặt khác,
−−→
DO.
−−→
DH = DO.(DJ + JH) = R.

(
BD. sin

A

2
+ r

)
= 2R2 sin2 A

2
+Rr. Từ đó suy ra đpcm.
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1.18 Định lý Euler về khoảng cách giữa tâm 2 đường tròn nội, ngoại tiếp
của tứ giác (Định lý Fuss)

Cho tứ giác ABCD vừa nội tiếp (O,R), vừa nội tiếp (I, r). Đặt d = OI. Khi đó ta có hệ thức
1

(R− d)2
+

1

(R + d)2
=

1

r2

Chứng minh:

Gọi tiếp điểm của (I) trên AB,BC,CD,DA lần lượt là M,N,P,Q. BI,DI cắt (O) lần lượt ở E,F . Ta
thấy:

(DE,DF ) ≡ (DE,DC) + (DC,DF ) ≡ (BE,BC) + (DC,DF ) ≡ (BA,BC) + (DC,DA)

2
≡ π

2
(mod π)

Do đó E,O, F thẳng hàng, nên O là trung điểm của EF . Theo công thức đường trung tuyến trong tam

giác IEF ta có: d2 =
IE2 + IF 2

2
− EF 2

4
=
IE2 + IF 2

2
−R2. Suy ra:

1

(R− d)2
+

1

(R + d)2
=

2 (R2 + d2)

(R2 − d2)2
=
IE2 + IF 2(
PI/(O)

)2 =
IE2(
PI/(O)

)2 +
IF 2(
PI/(O)

)2 =
IE2

(IE.IB)2
+

IF 2

(IF.ID)2

=
1

IB2
+

1

ID2
=

sin2 B

2
IM2

+
sin2 D

2
IP 2

=
1

r2

1.19 Định lý Casey (định lý Ptolemy mở rộng)

Cho tứ giác ABCD nội tiếp (O,R). Đặt các đường tròn α, β, γ, δ là các đường tròn tiếp xúc với (O)
tại các đỉnh A,B,C,D. Đăt tαβ là độ dài đoạn tiếp tuyến chung của hai đường tròn α, β. Trong đó tαβ là
độ dài tiếp tuyến chung ngoài nếu hai đường tròn α, β cùng tiếp xúc trong hoặc cùng tiếp xúc ngoài với
(O), và là độ dài đoạn tiếp xúc trong với trường hợp còn lại. Các đoạn tαγ, tβγ, . . . được xác định tương
tự. Khi đó ta có tαβ.tγδ + tβγ.tαδ = tαγ.tβδ.
Chứng minh:
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Ta chứng minh cho trường hợp α, β, γ, δ cùng tiếp xúc ngoài với (O), các trường hợp khác chứng minh
tương tự. Gọi tâm các đường tròn trên là A′, B′, C ′, D′ và bán kính lần lượt là x, y, z, t. Đặt độ dài các

đoạn thẳng như hình vẽ và AC = m,BD = n. Theo định lý Pythagore: t2αβ = A′B′2 − (x− y)2. Áp dụng

định lý cosin, ta có:

A′B′2 = (R+x)2+(R+y)2−2(R+x)(R+y) cos Â′OB′ = (R+x)2+(R+y)2−2(R+x)(R+y)

(
1− a2

2R2

)
= (R + x)2 + (R + y)2 − 2(R + x)(R + y) + (R + x)(R + y)

a2

R2
= (x− y)2 + (R + x)(R + y)

a2

R2

⇒ tαβ =
a

R

√
(R + x)(R + y)

Tương tự với các đoạn thẳng còn lại, ta có tαβ.tγδ + tβγ.tαδ = tαγ.tβδ ⇔ ac + bd = mn (luôn đúng theo
định lý Ptolemy)
Cho x = y = z = t = 0, ta có định lý Ptolemy.

1.20 Định lý Stewart

Cho 3 điểm A,B,C thẳng hàng và điểmM bất kì. Ta có hệ thức sau:MA2.BC+MB2.CA+MC2.AB+
BC.CA.AB = 0
Chứng minh:
Qua M , hạ MH ⊥ ABC, ta có
MA2.BC +MB2.CA+MC2.AB +BC.CA.AB
= (MH2 +HA2)BC + (MH2 +HB2)CA+ (MH2 +HC2)AB +BC.CA.AB
= MH2

(
BC + CA+ AB

)
+HA2.BC +HB2.CA+HC2.AB +BC.CA.AB

= HA2.BC +HB2.CA+HC2.AB +BC.CA.AB
= HA2

(
HC −HB

)
+HB2

(
HA−HC

)
+HC2

(
HB −HA

)
+
(
HC −HB

) (
HA−HC

) (
HB −HA

)
= 0

1.21 Định lý Feuerbach–Luchterhand

Cho tứ giác ABCD nội tiếp, M là điểm bất kì trong mặt phẳng tứ giác. Ta có hệ thức:
MA2.BC.CD.DB −MB2.CD.DA.AC +MC2.DA.AB.BD −MD2.AB.BC.CA = 0
Chứng minh:

Gọi I là giao điểm AC và BD. Áp dụng định lý Stewart, ta có:
MA2.IC +MC2.IA− IA.IC.AC = MI2.AC;MB2.ID +MD2.IB − IB.ID.BD = MI2.BC
⇒ MA2.IC.BD + MC2.IA.BD − IA.IC.AC.BD = MI2.AC.BD = MB2.ID.AC + MD2.IB.AC −
IB.ID.BD.AC
⇒MA2.IC.BD +MC2.IA.BD = MB2.ID.AC +MD2.IB.AC(1)

Mặt khác, ta có
IA

IC
=
SABD
SCBD

=
AD,AB

CB.CD
⇒ IC =

CB.CD

AD.AB
.IA. Tương tự: ID =

DA.DC

BA.BC
.IB

Thay vào (1), ta có:

MA2.
CB.CD

AD.AB
.IA.BD +MC2.IA.BD = MB2.

DA.DC

BA.BC
.IB.AC +MD2.IB.AC
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⇔ IA

AB.AD
(MA2.BC.CD.DB +MC2.AB.BD.DA) =

IB

AB.AC
(MB2.AC.DC.CA+MD2.AB.BC.CA) (2)

Lại có ∆IAD ∼ ∆IBC ⇒ IA

AD
=
IB

IC
, thay vào (2), ta có đpcm.

1.22 Định lý Lyness

Cho tam giác ABC, đường tròn ngoại tiếp (O,R), đường tròn nội tiếp (I, r). Đường tròn (O1, ρ) tiếp
xúc trong với (O) và tiếp xúc với các cạnh AB,AC theo thứ tự tại D,E. Khi đó I là trung điểm DE.
Chứng minh:

Ta có AI =
r

sin
A

2

;AO1 =
ρ

sin
A

2

⇒ IO1 =
ρ− r

sin
A

2

⇒ IO1

AO1

=
ρ− r
ρ

= 1− r

ρ
. Áp dụng định lý Stewart cho

tam giác AOO1, ta có: OO2
1.AI + OA2.O1I − OI2.AO1 = AI.O1I.AO1. Chú ý rằng OO1 = R − ρ,OI2 =

R2 − 2Rr,OA = R, ta tính được sin2 A

2
= 1 − r

ρ
. Suy ra

IO1

AO1

= sin2 A

2
=

ρ2

AO2
1

⇒ IO1.AO1 = ρ2. Do

đó I nằm trên đường đối cực của A đối với (O1)⇒ I ∈ DE ⇒ I = AO1∩DE ⇒ I là trung điểm DE (đpcm)

1.23 Định lý Lyness mở rộng (Bổ đề Sawayama)

Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). M thuộc BC (có cách phát biểu khác là: cho tứ giác
ABDC và M là giao của BC và AD . . .; nhưng hai cách phát biểu này là tương đương). Một đường tròn
(O′) tiếp xúc với hai cạnh MA và MC tại E và F đồng thời tiếp xúc trong với đường tròn (O) tại K. Khi
đó ta có tâm đường tròn nội tiếp của tam giác ABC nằm trên đường thẳng EF .
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Chứng minh:

Gọi G là giao điểm khác K của KF và (O). Phép vị tự biến (O′) → (O) biến F,BC → tiếp tuyến của
(O) song song với BC tại G ⇒ G là trung điểm cung BC ⇒ GC2 = GF.GK. Gọi I là giao AG và EF .

Ta có ÎEK = ÎAK(= F̂KD)⇒ AEIK nội tiếp

⇒ ÂIK = ÊFK(= ÂEK)⇒ ∆AIK ∼ ∆IFK (g.g)

⇒ ĜKI = ĜIF (= ÊKA)⇒ ∆GIF ∼ ∆GKI (g.g) ⇒ GI2 = GF.GK ⇒ GI = GC ⇒ I là tâm nội tiếp
∆ABC

1.24 Định lý Thébault

Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). D là một điểm nằm trên cạnh BC. Đường tròn tâm P
tiếp xúc với 2 đoạn AD,DC và tiếp xúc trong với (O). Đường tròn tâm Q tiếp xúc với 2 đoạn AD,DB
và tiếp xúc trong với (O). Gọi I là tâm nội tiếp tam giác ABC. Ta có P, I,Q thẳng hàng.
Chứng minh:

Gọi E,F là tiếp điểm của (P ) với BC,AD; G,H là tiếp điểm của (Q) với BC,AD. Gọi I là giao điểm
của EF và GH ⇒ I là tâm nội tiếp ∆ABC. Gọi X là giao điểm GH và QD; Y là giao điểm EF và PD.

Ta thấy IXDY là hình chữ nhật ⇒ IX

PD
=
Y D

PD
=
QX

QD
⇒ P, I,Q thẳng hàng (đẳng thức thứ 2 có là do

∆QGD ∼ ∆DEP )
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1.25 Công thức Jacobi liên quan đến tâm tỉ cự, định lý Leibniz

Nếu I là tâm tỉ cự của hệ điểm Ai ứng với các hệ số ai thì với mọi điểm M trên mặt phẳng ta có
n∑
i=1

aiMA2
i =

n∑
i=1

aiIA
2
i +MI2

n∑
i=1

ai

Chứng minh:

Vì I là tâm tỉ cự của hệ điểm nên
n∑
i=1

ai.
−→
IAi = ~0. Do đó:

n
i=1aiMA2

i =
n∑
i=1

ai(
−−→
MI +

−→
IAi)

2 =
n∑
i=1

aiIA
2
i + 2

−−→
MI

n∑
i=1

ai
−→
IAi +MI2

n∑
i=1

ai

=
n∑
i=1

aiIA
2
i +MI2

n∑
i=1

ai

Định lý Leibniz: Gọi G là trọng tâm tam giác ABC, M là một điểm bất kì trong mặt phẳng. Ta có:

MG2 =
1

3
(MA2 +MB2 +MC2)− 1

9
(AB2 +BC2 + CA2)

1.26 Định lý Newton cho tứ giác ngoại tiếp

Cho tứ giác ABCD ngoại tiếp đường tròn (O). Khi đó trung điểm 2 đường chéo của tứ giác thẳng hàng
với O.
Chứng minh:
Cách 1:

Gọi P,Q,R, S lần lượt là các tiếp điểm của các đoạn thẳng AB,BC,CD,DA đối với đường tròn (O). Đặt

SA = AP = a,BP = BQ = b, CQ = CR = c,DR = DS = d. Áp dụng định lý con nhím cho tứ giác
ABCD ta có:
(a+ b)

−→
OP + (b+ c)

−→
OQ+ (c+ d)

−→
OR + (d+ a)

−→
OS = ~0

⇔
∑

(a+ b)

(
b

a+ b

−→
OA+

a

a+ b

−−→
OB

)
= ~0

⇔ (b+ d)
(−→
OA+

−→
OC
)

+ (a+ c)
(−−→
OB +

−−→
OD

)
= ~0

⇔ (b+ d)
−−→
OM + (a+ c)

−−→
ON = ~0

Suy ra 2 vector
−−→
OM,

−−→
ON cùng phương ⇒ O,M,N thẳng hàng (đpcm)

Cách 2:
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Gọi M,N theo thứ tự là trung điểm của hai đường chéo AC,BD. Ta xét trường hợp AB cắt CD tại G.
Ta có:

SOAB +SOCD =
1

2
r(AB+CD);SOBC +SODA =

1

2
r(AD+BC) (r là bán kính đường tròn nội tiếp tứ giác).

Mà tứ giác ABCD ngoại tiếp⇒ AB+CD = AD+BC ⇒ SOAB +SOCD =
1

2
SABCD. Trên các tia GA,GD

lấy các điểm H, I theo thứ tự sao cho GH = AB,GI = CD. Khi đó SOAB = SOHG, SOCD = SOIG.

⇒ SOHI = SOHG + SOIG − SGHI = SOAB + SOCD − SGHI =
1

2
SABCD − SGHI .

Mặt khác, ta cũng có SMAB + SMCD = SNAB + SNCD =
1

2
SABCD. Suy ra SOHI = SMHI = SNHI ⇒

d(O,HI) = d(M,HI) = d(N,HI)⇒ O,M,N thẳng hàng.
Với trường hợp AB//CD thì d(O,AB) = d(M,AB) = d(N,AB) = r ⇒ O,M,N thẳng hàng (đpcm)

1.27 Định lý Breichneider

Cho tứ giác lồi ABCD,AB = a,BC = b, CD = c,DA = d,AC = m,BD = n. Khi đó m2n2 =
a2c2 + b2d2 − 2abcd cos(A+ C)
Chứng minh:

Trên cạnh AB ra phía ngoài dựng tam giác ABN đồng dạng với tam giác CAD, và dựng ra phía ngoài cạnh

AD tam giác ADM đồng dạng với tam giác CAB. Khi đó dễ thấy AN =
ac

m
,AM =

bd

m
,NB = DM =

ad

m
và BDMN là hình bình hành. Đồng thời có N̂AM = Â+ Ĉ.

Áp dụng định lý cosin cho tam giác AMN , ta có n2 =
(ac
m

)2
+

(
bd

m

)2

− 2.
ac

m
.
bd

m
. cos(A + C), suy ra

đpcm.
Vì 0o < Â + Ĉ < 360o nên ta có mn ≤ ac + bd, do đó bất đẳng thức Ptolemy là một hệ quả của định lý
Breichneider.

1.28 Định lý con nhím

Cho đa giác A1A2 . . . An bất kỳ, điểm M bất kỳ nằm trong đa giác. Gọi −→ei là các vector đơn vị có

gốc tại M , hướng ra ngoài đa giác và −→ei ⊥ AiAi+1 (coi An+1 ≡ A1 ). Khi đó ta có
n∑
i=1

AiAi+1.
−→ei = ~0. Các

vector AiAi+1.
−→ei được gọi là các “lông nhím”.

Chứng minh:
Giả sử đa giác A1A2 . . . An có hướng dương (tức là chiều đi theo thứ tự chỉ số các đỉnh đa giác tăng dần
ngược chiều kim đồng hồ). Gọi f là phép quay 90o ngược chiều kim đồng hồ.

Ta có f(AiAi+1.
−→ei ) =

−−−−→
AiAi+1 ⇒

n∑
i=1

f(AiAi+1.
−→ei ) =

n∑
i=1

−−−−→
AiAi+1 = ~0⇒

n∑
i=1

AiAi+1.
−→ei = ~0 (đpcm).
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1.29 Định lý Gergonne–Euler

Cho tam giác ABC và điểm S trong mặt phẳng tam giác. AS,BS,CS cắt BC,CA,AB lần lượt tại

D,E, F . Khi đó
SD

AD
+
SE

BE
+
SF

CF
= 1.

Chứng minh:

Ta có
SD

AD
=
S[SBD]

S[ABD]

=
S[SDC]

S[ADC]

=
S[SBD] + S[SDC]

S[ABD] + S[ADC]

=
S[SBC]

S[ABC]

Tương tự:
SE

BE
=
S[SCA]

S[ABC]

;
SF

CF
=
S[SAB]

S[ABC]

. Cộng theo vế 3 đẳng thức trên, ta có đpcm.

1.30 Định lý Peletier

Ta nói ∆ABC nội tiếp trong ∆A2B2C2 (nghĩa là A ∈ B2C2, B ∈ C2A2, C ∈ A2B2) đồng thời ngoại
tiếp ∆A1B1C1 (nghĩa là A1 ∈ BC,B1 ∈ CA,C1 ∈ AB) nếu A2B2//A1B1, B2C2//B1C1, C2A2//C1A1. Khi
đó S2 = S1.S2.
Chứng minh:

Ta quy ước chỉ số 1 cho ∆A1B1C1, chỉ số 2 cho tam giác ∆A2B2C2. Vì ∆A1B1C1 ∼ ∆A2B2C2 nên
c1
c2

=
h1
h2

.

Do đó S1.S2 =
1

4
(c1h2)

2. Trong đó hi là đường cao xuất phát từ đỉnh C của các tam giác.

Mặt khác S = SAB1C1 +SBC1A1 +SCA1B1 +SA1B1C1 . Lại có SAB1C1 = SC2B1C1 ;SBA1C1 = SC2A1C1 ;SC2A1B1 =

SC2B1C1 + SC2A1C1 + SA1B1C1 , suy ra S = SCA1B1 + SC2A1B1 =
1

2
c1(h

′ + h′′), trong đó h′ và h′′ tương ứng là

khoảng cách từ c và c2 đến A1B1, mà h′ + h′′ = h2 nên S =
1

2
c1h2. Từ đó suy ra đpcm.

1.31 Định lý Viviani

Trong tam giác đều ABC ta lấy 1 điểm S. Khi đó tổng các khoảng cách từ điểm S tới ba cạnh sẽ có
độ dài bằng 1 đường cao của tam giác.
Chứng minh:
Gọi khoảng cách từ S đến BC,CA,AB lần lượt là x, y, z; gọi độ dài cạnh tam giác đều là a, độ dài đường
cao của tam giác là h. Ta có ah = 2SABC = 2 (SSBC + SSCA + SSAB) = ax+ay+az ⇒ x+y+z = h (đpcm)

1.32 Công thức Lagrange mở rộng

Gọi I là tâm tỉ cự của hệ điểm Ai ứng với các hệ số ai thì với mọi điểm M ta có

n∑
i=1

ai.MA2
i =

∑
1≤i<j≤n

aiajAiA
2
j

n∑
i=1

ai

+MI2
n∑
i=1

ai
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Chứng minh:

Do I là tâm tỉ cự của hệ nên

(
n∑
i=1

ai.
−→
IAi

)2

= 0⇔
n∑
i=1

a2i IA
2
i + 2

∑
1≤i<j≤n

aiaj
−→
IAi
−−→
IAj = 0

⇔
n∑
i=1

a2i IA
2
i +

∑
1≤i<j≤n

aiaj
(
IA2

i + IA2
j − AiA2

j

)
= 0⇔

(
n∑
i=1

ai

)(
n∑
i=1

aiIA
2
i

)
−

∑
1≤i<j≤n

aiajAiA
2
j = 0

⇔

∑
1≤i<j≤n

aiajAiA
2
j

n∑
i=1

ai

=
n∑
i=1

ai.IA
2
i ⇔

n∑
i=1

aiMA2
i =

∑
1≤i<j≤n

aiajAiA
2
j

n∑
i=1

ai

+MI2
n∑
i=1

ai

1.33 Đường thẳng Simson

Cho ∆ABC và điểm M nằm trên đường tròn ngoại tiếp tâm O của tam giác. Gọi N,P,Q lần lượt là
hình chiếu vuông góc của M trên các đường thẳng BC,CA,AB thì chúng cùng thuộc một đường thẳng
(gọi là đường thẳng Simson của điểm M đối với ∆ABC)
Chứng minh:

(PN,PQ) ≡ (PN,PM) + (PM,PQ) ≡ (CN,CM) + (AM,AQ) ≡ (BC,MC) + (MA,BA) ≡ 0 (mod π)

1.34 Đường thẳng Steiner

Cho tam giác ABC và điểm D trên đường tròn ngoại tiếp tam giác. Gọi A2, B2, C2 lần lượt là các điểm
đối xứng với D qua các đường thẳng BC,CA,AB thì chúng cùng nằm trên một đường thẳng được gọi là
đường thẳng Steiner ứng với điểm D của tam giác ABC. Đường thẳng Steiner của một tam giác thì đi
qua trực tâm của tam giác đó. Điểm D được gọi là điểm anti-Steiner.
Chứng minh:
Dựa vào định nghĩa đường thẳng Simson, ta suy ra A2, B2, C2 thẳng hàng và đường thẳng Steiner là ảnh
của đường thẳng Simson qua phép vị tự tâm D, tỉ số 2. Để chứng minh đường thẳng Steiner đi qua trực
tâm tam giác, ta có 2 cách sau:
Cách 1:
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Gọi HA, HB, HC lần lượt là các điểm đối xứng với trực tâm H qua BC,CA,AB ⇒ HA, HB, HC nằm trên
đường tròn ngoại tiếp tam giác. Gọi E,F là giao của CH,BH với AB,AC. Ta có:
(HC2, HB2) ≡ (HC2, HB) + (HB,HC) + (HC,HB2) ≡ (HCB,HCD) + (HF,HE) + (HBD,HBC) ≡
(AB,AD) + (AC,AB) + (AD,AC) ≡ 0 (mod π)
⇒ H nằm trên đường thẳng Steiner của D đối với ∆ABC.
Cách 2:

Không mất tính tổng quát, giả sử D nằm trên cung AC không chứa B của (ABC).
Gọi E,F là chân đường vuông góc từ D xuống BC,AB; N là giao điểm AH và EF ; K là giao điểm khác
A của AH với (ABC).
Vì H là trực tâm ∆ABC nên NK ⊥ BC ⇒ NK//DE (1)

D̂EB = D̂FB = 90o nên D,E, F,B đồng viên ⇒ N̂ED = ÂBD.

N̂KD = ÂBD (vì ABKD là tứ giác nội tiếp), do đó N̂ED = N̂KD ⇒ NKED là tứ giác nội tiếp. (2)

Từ (1) và (2) suy ra NKED là hình thang cân. Do đó N̂KE = D̂NK. (3)

Vì H là trực tâm ∆ABC nên H và K đối xứng với nhau qua BC. Suy ra N̂KE = K̂HE. (4)

Từ (3) và (4), ta suy ra D̂NK = ÊHK. Do đó DN//EH, kết hợp với (1), suy ra DNHE là hình bình
hành.
Vậy EF đi qua trung điểm DH. Suy ra H nằm trên đường thẳng Steiner của D đối với ∆ABC (vì EF
là đường thẳng Simson của D đối với ∆ABC).

1.35 Định lý Collings

Cho tam giác ABC và đường thẳng d đi qua trực tâm H của tam giác. Gọi da, db, dc lần lượt là các
đường thẳng đối xứng với d qua BC,CA,AB. Các đường thẳng đó đồng quy tại một điểm nằm trên đường
tròn (ABC) (điểm anti-Steiner của d). Và d là đường thẳng Steiner của điểm đó.
Chứng minh:
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Gọi HA, HB, HC lần lượt là điểm đối xứng của H qua 3 cạnh ⇒ HA, HB, HC cùng nằm trên (O) ngoại
tiếp ABC và HA, HB, HC lần lượt thuộc da, db, dc. Ta có:
(da, db) ≡ (da, BC) + (BC,CA) + (CA, db) ≡ (BC, d) + (BC,CA) + (d, CA) ≡ 2(BC,CA) ≡ (CHA, CHB)
(mod π)
Gọi giao điểm của da, db là G thì G ∈ (O). Tương tự, ta suy ra da, db, dc đồng quy tại G. Mặt khác, dễ
thấy d chính là đường thẳng Steiner của G (đpcm)
Ta có một tính chất khác của điểm anti-Steiner như sau: Gọi P là một điểm bất kì trên d. PA, PB, PC lần
lượt là các điểm đối xứng với P qua các cạnh tam giác. Ta có các đường tròn (APBPC), (BPCPA), (CPAPB)
cùng đi qua G.

Chứng minh: (APC , APB) ≡ 2(AB,AC) ≡ (dc, db) (mod π)⇒ G ∈ (APBPC). Tương tự, ta có đpcm.

1.36 Định lý Napoleon

Cho tam giác ABC, về phía ngoài tam giác dựng các tam giác đều BCA′, CAB′, ABC ′. Gọi A0, B0, C0

theo thứ tự là tâm của các tam giác đều trên. Khi đó A0B0C0 là tam giác đều
Chứng minh:

Đặt Z1 = Z
(
C, 30o,

√
3
)
, Z2 = Z

(
B, 30o,

1√
3

)
. Xét tích Z2 ◦ Z1. Ta thấy Z1 : A0 → A′, B0 → A và

Z2 : A′ → A0, A → C0. Do đó Z2 ◦ Z1 : B0 → C0 và A0 → A0. Mặt khác, k1.k2 = 1, α1 + α2 = 60o nên
Z2 ◦ Z1 là một phép dời hình, cụ thể là phép quay tâm A0 biến B0 → C0. Mà góc quay bằng 60o nên
A0B0C0 là tam giác đều (đpcm)
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1.37 Định lý Morley

Những đường chia ba của những cặp góc kề nhau của một tam giác bất kì cắt nhau tại ba điểm xác
định một tam giác đều.
Chứng minh:

Cách 1:
Đặt Â = 3α, B̂ = 3β, Ĉ = 3γ. Lấy điểm K trong tam giác sao cho K̂BA = β, K̂CA = γ. Gọi D
là giao điểm các đường phân giác của tam giác DBC. Lấy E,F theo thứ tự trên KB,KC sao cho

K̂DE = K̂DF = 30o ⇒ ∆KED = ∆KFD ⇒ DE = DF . Lại có ÊDF = 60o nên tam giác DEF đều.
Gọi M,N theo thứ tự là điểm đối xứng với D qua KB,KC. Vì KD là phân giác của góc BKC nên
ta chứng minh được DM = DN . Tam giác cân DMN có DK là phân giác góc MDN (dễ thấy) nên
DK ⊥MN . Tam giác đều DEF có DK là phân giác góc EDF nên DK ⊥ EF . Suy ra MN//EF .

Ta có M̂EF = 360o − 60o − 2D̂EB = 300o − 2D̂EB, D̂EB = 30o +
1

2
B̂KC, B̂KC = 180o − 2(β + γ) =

180o − 2(60o − α) = 60o+ 2α. Từ đó suy ra M̂EF = 180o − 2α

Lại có ME = ED = EF nên ∆MEF cân có góc ở đỉnh bằng 180o − 2α nên M̂FE = 2α. Suy ra

M̂FN = ÊFN−M̂FE = 180o−3α. Lại có Â = 3α⇒ tứ giác AMFN nội tiếp. Mặt khác,MEFN là hình
thang cân nên MEFN là tứ giác nội tiếp. Vậy năm điểm A,M,E, F,N đồng viên. Vì ME = EF = FN

nên M̂AE = ÊAF = F̂AN . Suy ra D,E, F là các giao điểm của các đường chia ba các góc của tam giác
ABC ⇒ đpcm.
Cách 2:
Đặt AE = n,AF = m. Ta có α + β + γ = 60o ⇒ α + β = 60o − γ. Áp dụng định lý sin cho tam giác

AEB, ta có
n

c
=

sin β

sin(α + β)
⇒ n =

c sin β

sin(60o − γ)
. Tương tự: m =

b sin γ

sin(60o − β)
. Áp dụng định lý sin cho

tam giác ABC, ta có
b

c
=

sin 3β

sin 3γ
⇒ m

n
=

sin 3β. sin γ. sin(60o − γ)

sin 3γ. sin β. sin(60o − β)
.

Mặt khác, ta có hệ thức sin 3x = 4 sin x. sin(60o+x). sin(60o−x). Suy ra
m

n
=

sin(60o + β)

sin(60o + γ)
. Do đó ÂEF =

60o +β, ÂFE = 60o +γ. Tương tự, ta có B̂ED = 60o +α⇒ F̂EA+ ÂEB+ B̂ED = 300o ⇒ D̂EF = 60o.
Tương tự, ta suy ra tam giác DEF có các góc bằng 60o ⇒ tam giác DEF đều.
Sau đây là bài toán mở rộng nhất về định lý Morley: Nếu chia n (n ≥ 3) tất cả các góc của một đa giác

m cạnh, thì tất cả các giao của các đường thẳng là các đỉnh phân biệt của một hệ
1

2
m(m − 1)n(n − 1)2

đa giác đều n cạnh, có thể phân chia làm
1

2
m(m− 1) họ, mỗi họ có n(n− 1)2 đa giác có tâm thẳng hàng.

1.38 Định lý con bướm với đường tròn

Cho đường tròn (O) và dây cung AB. I là trung điểm của AB. Qua I vẽ hai dây cung tùy ý MN và
PQ sao cho MP và NQ cắt AB tại E,F . Khi đó I là trung điểm của EF .
Chứng minh:
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Gọi K,T là trung điểm MP và NQ. Ta có OIEK,OIFT là tứ giác nội tiếp ⇒ (OE,OI) ≡ (KE,KI),
(OI,OF ) ≡ (TI, TF ) (mod π)
Lại có ∆MIP ∼ ∆QIN ⇒ (KE,KI) ≡ (TI, TF ) (mod π)⇒ (OE,OI) ≡ (OI,OF ) (mod π)⇒ ∆EOF
cân tại O ⇒ I là trung điểm EF (đpcm)

1.39 Định lý con bướm với cặp đường thẳng

Cho tam giác ABC. Gọi I là trung điểm của BC. Qua I kẻ các đường thẳng ∆ cắt AB,AC tại N,Q,
đường thẳng ∆′ cắt AB,AC tại P,M . Gọi MN,PQ cắt BC tại F,E. Khi đó ta có I là trung điểm của
EF .
Chứng minh:

Áp dụng định lý Menelaus cho tam giác ABC, ta có các hệ thức sau:
IB

IC
.
QC

QA
.
NA

NB
= 1⇒ QC

QA
.
NA

NB
= 1;

IC

IB
.
PB

PA
.
MA

MC
= 1⇒ PB

PA
.
MA

MC
= 1

⇒ QC

QA
.
PA

PB
=
NB

NA
.
MA

MC

Lại có
EB

EC
.
QC

QA
.
PA

PB
= 1;

FC

FB
.
NB

NA
.
MA

MC
= 1⇒ EB

EC
=
FC

FB
⇒ I là trung điểm EF (đpcm)

Bài toán con bướm mở rộng cho các đường conic còn lại (ellip, parabol, hyperbol) xem trong quyển Tuyển
chọn theo chuyên đề Toán học và Tuổi trẻ quyển 3, trang 133-136.

1.40 Định lý Blaikie

Cho tam giác ABC và đường thẳng d sao cho d cắt BC,CA,AB lần lượt ở M,N,P . Gọi S là 1 điểm
bất kì trên d. Gọi M ′, N ′, P ′ lần lượt là điểm đối xứng của M,N,P qua S. Khi đó AM ′, BN ′, CP ′ đồng
quy tại một điểm D và ta gọi D là điểm Blaikie của d và S đối với tam giác ABC.
Chứng minh:
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Gọi D là giao điểm AM ′ và BN ′. Áp dụng định lý Menelaus, ta có:

Xét ∆PBN ′ với cát tuyến ADM :
AP

AB
.
DB

DN ′
.
M ′N ′

M ′P
= 1

Xét ∆MBP với cát tuyến CAN :
CM

CB
.
AB

AP
.
NP

NM
= 1

Nhân theo vế 2 đẳng thức trên, chú ý rằng M ′N ′ = NM , ta có
DB

DN ′
.
NP

M ′P
.
CM

CB
= 1

Lại có NP = P ′N ′,M ′P = P ′M ⇒ DB

DN ′
.
P ′N ′

P ′M
.
CM

CB
= 1⇒ D,C, P ′ thẳng hàng ⇒ AM ′, BN ′, CP ′ đồng

quy tại D (đpcm)

1.41 Đường tròn Apollonius

Cho 2 điểm A,B cố định. Khi đó quỹ tích các điểm M sao cho
MA

MB
= k 6= 1 là một đường tròn cố

định được gọi là đường tròn Apollnius của hai điểm A và B với tỉ số K.
Chứng minh:

Lấy D,E trên đường thẳng AB sao cho
DA

DB
= −EA

EB
= k ⇒ (DEAB) = −1.

Thuận: Ta có
MA

MB
=
EA

EB
=
DA

DB
= k ⇒ MD,ME là phân giác ngoài và trong của ÂMB ⇒ D̂ME =

90o ⇒M nằm trên đường tròn đường kính DE.

Đảo: Lấy M ′ trên đường tròn đường kính DE ⇒ D̂M ′E = 90o ⇒ M ′E là phân giác trong của ÂMB (vì
(DEAB) = −1) ⇒ đpcm.

1.42 Định lý Blanchet

Cho tam giác ABC có AH là đường cao ứng với cạnh BC. Gọi I là một điểm tùy ý thuộc đoạn AH.

Các đoạn thẳng BI,CI cắt các cạnh tam giác tại E và F . Chứng minh rằng HA là phân giác của ÊHF .
Chứng minh:
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Qua I kẻ đường thẳng song song với BC cắt AB,HF,HE,AC lần lượt tại M,N,P,Q. Áp dụng định lý

Thales, ta có
IN

IM
=
CH

CB
,
IQ

IP
=

BC

BH
,
CH

BH
=

IQ

BM
. Nhân theo vế 3 đẳng thức trên, ta có IN = IP ⇒

∆HNP cân tại H ⇒ đpcm.

1.43 Định lý Blanchet mở rộng

Cho tam giácABC, lấyD,E, F lần lượt thuộc các đoạnBC,CA,AB sao cho 3 đường thẳngAD,BE,CF
đồng quy tại một điểm I.Gọi L là giao điểm của AD và EF .Gọi H là hình chiếu của L xuống BC. Khi

đó HL là phân giác của ÊHF .
Chứng minh:

Áp dụng định lý Céva cho tam giác ABC, ta có
DB

DC
= −EA

EC
.
FB

FA

Áp dụng định lý Menelaus cho tam giác ABC với cát tuyến KEF , ta có
KB

KC
=
EA

EC
.
FB

FA
⇒ (KDBC) = −1⇒ (KFLE) = −1. Lại có L̂HK = 90o ⇒ HL là phân giác của F̂HE (đpcm)

1.44 Định lý Jacobi

Cho ∆ABC và các điểm A1, B1, C1 trên mặt phẳng sao cho B̂AC1 = ĈAB1 = α, ÂBC1 = ĈBA1 =

β, B̂CA1 = ÂCB1 = γ. Khi đó AA1, BB1, CC1 đồng quy tại điểm Jacobi J .
Chứng minh:
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Ta có AA1, BA1, CA1 đồng quy tại A1. Áp dụng định lý Céva sin, ta có:

sin ĈBA1. sin B̂AA1. sin ÂCA1

sin ÂBA1. sin ĈAA1. sin B̂CA1

= 1⇒ sin β. sin B̂AA1. sin(C + γ)

sin(B + β). sin ĈAA1. sin γ
= 1

Xây dựng 2 đẳng thức tương tự cho B1, C1 rồi nhân theo vế 3 đẳng thức trên, ta có

sin B̂AA1. sin ÂCC1. sin ĈBB1

sin ĈAA1. sin B̂CC1. sin ÂBB1

= 1⇒ AA1, BB1, CC1 đồng quy (đpcm)

1.45 Định lý Kiepert

Dựng ra phía ngoài tam giác ABC các tam giác cân đồng dạng BCM, CAN, ABP (cân ở M, N, P).
Khi ấy ta có AM, BN, CP đồng quy.
Chứng minh:
Dễ thấy định lý Kiepert là hệ quả trực tiếp của định lý Jacobi khi α = β = γ.

1.46 Định lý Kariya

Cho tam giác ABC có (I) là đường tròn nội tiếp. Ở phía ngoài tam giác lấy các điểm M,N,P sao cho
IM = IN = IP và IM, IN, IP tương ứng vuông góc BC,CA,AB. Khi đó ta có AM,BN,CP đồng quy.
Chứng minh:

Ta thấy ∆BIM = ∆BIP (c.g.c) ⇒ ÎBM = ÎBP ⇒ M̂BC = ÂBP . Tương tự: B̂AP = ĈAN, ÂCN =

B̂CM . Theo định lý Jacobi ta có đpcm.

1.47 Cực trực giao (khái niệm mở rộng của trực tâm tam giác)

Cho tam giác ABC; d là một đường thẳng bất kì trong mặt phẳng. Gọi A1, B1, C1 lần lượt là hình
chiếu của A,B,C trên d. Gọi A2, B2, C2 lần lượt là hình chiếu của A1, B1, C1 trên BC,CA,AB. Khi đó
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A1A2, B1B2, C1C2 đồng quy tại một điểm gọi là cực trực giao của đường thẳng d đối với tam giác ABC.
Chứng minh:

Áp dụng định lý Carnot, ta có:
A1A2, B1B2, C1C2 đồng quy
⇔ (A2B

2 − A2C
2) + (B2C

2 −B2A
2) + (C2A

2 − C2B
2) = 0

⇔ (A1B
2 − A1C

2) + (B1C
2 −B1A

2) + (C1A
2 − C1B

2) = 0
⇔ (A1B

2 − C1B
2) + (B1C

2 − A1C
2) + (C1A

2 −B1A
2) = 0

⇔ (A1B
2
1 − C1B

2
1) + (B1C

2
1 − A1C

2
1) + (C1A

2
1 −B1A

2
1) = 0 (hiển nhiên đúng)

Trực tâm là trường hợp riêng của cực trực giao khi d trùng với một trong ba cạnh của ∆ABC.

1.48 Khái niệm tam giác hình chiếu, công thức Euler về diện tích tam giác
hình chiếu

Cho ∆ABC nội tiếp trong (O;R), M là điểm bất kỳ nằm trong tam giác. Gọi A1, B1, C1 theo thứ tự
là hình chiếu của M trên BC,CA,AB. ∆A1B1C1 được gọi là tam giác hình chiếu của M đối với ∆ABC,

ta có SA1B1C1 =
1

4

(
1− d2

R2

)
SABC , trong đó d = MO.

Chứng minh:

Gọi D là giao điểm của AM với (O), D 6= A. Ta thấy M̂C1A1 = M̂BA1 và M̂C1B1 = M̂AB1 = D̂BC nên

Â1C1B1 = M̂BD. Áp dụng định lý sin cho tam giác MBD, ta có
MB

sin ÂDB
=

MD

sin M̂BD
. Do đó:

SA1B1C1 =
1

2
.B1C1.C1A1. sin Â1C1B1 =

1

2
MA. sinA.MB. sinB. sin M̂BD =

1

2
MA.MD. sinA. sinB. sinC.

Mặt khác, MA.MD = PM/(O) = R2 −OM2 và sinA. sinB. sinC =
abc

8R3
=
SABC
2R2

. Từ đó suy ra đpcm.

1.49 Khái niệm hai điểm liên hợp đẳng giác

Cho tam giác ABC. M là một điểm nằm trong tam giác.
1. Khi đó các đường thẳng đối xứng với AM,BM,CM qua tia phân giác đồng quy tại M ′. M ′ được gọi
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là điểm liên hợp đẳng giác của M trong tam giác ABC.
2. Lần lượt đặt D,E, F và D′, E ′, F ′ là chân các đường cao hạ từ M và M ′ xuông BC,AC,AB.
a. Khi đó D,E, F,D′, E ′, F ′ cùng thuộc một đường tròn tâm O. Và O là trung điểm của M và M ′.
b. Khi đó cũng có AM ′ ⊥ EF,BM ′ ⊥ FD,CM ′ ⊥ DE;AM ⊥ E ′F ′, BM ⊥ F ′D′, CM ⊥ D′E ′.

3.
AM.AM ′

AB.AC
+
BM.BM ′

BC.BA
+
CM.CM ′

CA.CB
= 1.

Chứng minh:
1.

BI

CJ
=
SABI
SACJ

=
AB.AI

AC.AJ
;
BJ

CI
=
SABJ
SACI

=
AB.AJ

AC.AI
(vì B̂AI = ĈAJ, B̂AJ = ĈAI)

⇒ IB

IC
.
JB

JC
=
AB2

AC2
. Ta có 2 đẳng thức tương tự, kết hợp với định lý Céva ta có đpcm.

Một cách chứng minh khác xem bài tập 28, chương 1, SBT hình học 11 nâng cao.
2.

a.

(BA,BM) ≡ (BM ′, BC)⇔ (DF,DM) ≡ (F ′M ′, F ′D′)⇔ (DF,DM) +
π

2
≡ (F ′M ′, F ′D′) +

π

2
(mod π)

⇔ (DF,DM) + (DM,DD′) ≡ (F ′M ′, F ′D′) + (F ′F, F ′M ′) (mod π)
⇔ (DF,DD′) ≡ (F ′F, F ′D) (mod π)
⇒ FF ′DD′ nội tiếp. Dễ thấy tâm đường tròn ngoại tiếp tứ giác này chính là trung điểm O của MM ′.
Tương tự, ta suy ra 6 điểm D,D′, E, E ′, F, F ′ cùng nằm trên một đường tròn tâm O.
b.

M̂AF = M̂ ′AE, ÂMF = ÂEF ⇒ ∆AMF ∼ ∆AEG⇒ ÂGE = ÂFM = 90o. Tương tự, ta suy ra đpcm.
3.
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Trên tia BM ′, lấy điểm K sao cho B̂CK = B̂MA. B̂MA > B̂CA⇒ K nằm ngoài ∆ABC.

Có M̂BA = ĈBK ⇒ ∆ABM ∼ ∆KBC ⇒ AB

BK
=
BM

BC
=
AM

CK
. Ta có ÂBK = M̂BC,

AB

BK
=
BM

BC

⇒ ∆ABK ∼ ∆MBC ⇒ AB

BM
=
BK

BC
=
AK

CM
. Mặt khác, ĈKM ′ = M̂AB = M̂ ′AC ⇒ A,M ′, C,K đồng

viên.
Áp dụng định lý Ptolemy, ta có AC.M ′K = AM ′.CK + CM ′.AK ⇒ AC(BK − BM ′) = AM ′.CK +

CM ′.AK. Lại có CK =
AM.BC

BM
,AK =

AB.CM

BM
,BK =

AB.BC

BM

⇒ AC

(
AB.BC

BM
−BM ′

)
=
AM ′.AM.BC

BM
+
CM ′.AB.CM

BM
. Từ đó suy ra đpcm. newline

1.50 Định lý Reim

Cho hai đường tròn (O1), (O2) cắt nhau tại A,B. Một đường thẳng qua A cắt (O1), (O2) tại M,N ;
một đường thẳng qua B cắt (O1), (O2) tại P,Q. Khi đó MP//NQ.
Chứng minh:

(MP,MN) ≡ (MP,MA) ≡ (BP,BA) ≡ (NQ,NA) ≡ (NQ,NM) (mod π)⇒ đpcm.

1.51 Khái niệm tứ giác toàn phần

Một tứ giác toàn phần là một hình được tạo nên bởi bốn đường thẳng, từng đôi một cắt nhau nhưng
không có ba đường nào đồng qui. Một hình tứ giác toàn phần có 4 cạnh là 4 đường thẳng đã cho, có 6
đỉnh là 6 giao điểm của chúng và 3 đường chéo là 3 đoạn đi qua đỉnh đối diện (chú ý hai đỉnh này không
cùng thuộc một cạnh). Chúng ta có một kết quả cơ bản và thú vị về tứ giác này như sau: Trong hình tứ
giác toàn phần cặp đỉnh đối diện nằm trên một đường chéo và cặp giao điểm của đường chéo đó với hai
đường chéo còn lại lập thành một hàng điểm điều hòa.
Chứng minh:
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Kí hiệu như hình vẽ. Áp dụng định lý Menelaus, ta có:
IA

IC
.
DC

DE
.
BE

BA
= 1

JA

JC
.
FC

FB
.
EB

EA
= 1

⇒
(
IA

IC
:
JA

JC

)
.
DC

DE
.
FB

FC
.
AE

AB
= −1.

Mặt khác, ta có
FB

FC
.
DC

DE
.
AE

AB
= 1 (∆BCE với cát tuyến ADF ). Do đó

IA

IC
:
JA

JC
= −1 ⇒ A,C, I, J là

hàng điểm điều hòa.

1.52 Đường thẳng Droz–Farny

Cho hai đường thẳng bất kì vuông góc với nhau tại trực tâm của tam giác ABC. Chúng tương ứng
cắt các cạnh BC,AC,AB tại X,X ′;Y, Y ′;Z,Z ′. Khi đó ta có Ma,Mb,Mc tương ứng là các trung điểm của
XX ′, Y Y ′, ZZ ′ thẳng hàng.
Chứng minh:

Đặt (C) là đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Ca là đường tròn ngoại tiếp HXX ′ và Ha là điểm đối
xứng với H qua BC. Tương tự với các đường tròn khác.
⇒ Ca, Cb, Cc có tâm lần lượt là Ma,Mb,Mc. XX

′ là đường kính của đường tròn Ca, Ha nằm trên đường
tròn Ca ⇒ Ha là giao của (C) và Ca và HHa ⊥ BC.

Áp dụng định lý Collings với đường thẳng XY Z đi qua H, ta có HaX,HbY,HcZ đồng quy tại N trên C.

Áp dụng định lý Miquel cho tam giác XNY với các điểm Ha, Hb, H ⇒ (C), Ca, Cb cùng đi qua M . Tương
tự Cc cũng đi qua M . Như vậy Ca, Cb, Cc cùng đi qua H và M suy ra tâm của chúng thẳng hàng.
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1.53 Đường tròn Droz–Farny

Cho điểm P bất kì và tam giác ABC. Điểm Q là điểm liên hợp đẳng giác với P đối với tam giác ABC.
Chân các đường vuông góc với các cạnh BC,AC,AB của P là Pa, Pb, Pc. Lấy Pa làm tâm vẽ đường tròn
đi qua Q cắt BC tại A1, A2; B1, B2, C1, C2 được định nghĩa tương tự. Khi đó 6 điểm A1, A2, B1, B2, C1, C2

cùng nằm trên một đường tròn tâm P .
Chứng minh:

Gọi O là trung điểm PQ. Ta đã biết O cách đều Pa, Pb, Pc. Áp dụng công thức trung tuyến, ta có:

PC2
1 = PP 2

C + PCC
2
1 = PP 2

C +QP 2
C =

PQ2

2
+ 2PCO

2, Tương tự, ta suy ra đpcm.

1.54 Định lý Van Aubel về tứ giác và các hình vuông dựng trên cạnh

Về phía ngoài tứ giác ABCD ta dựng các hình vuông ABEF,BCGH,CDIJ,DAKL với các tâm tương
ứng là 4M, N, P, Q.Khi đó ta có MP và NQ vuông góc và bằng nhau.
Chứng minh:

Gọi O là trung điểm đoạn AC. Ta thấy Z
(
C,
√

2, 45o
)

: N → B;Z

(
A,

1√
2
, 45o

)
: B → M . Do

đó F = Z
(
C,
√

2, 45o
)
◦ Z

(
A,

1√
2
, 45o

)
: N → M . Mặt khác, F là phép đồng dạng thuận, có góc

quay bằng 90o, tỉ số 1 và có O là điểm bất động nên F là phép quay tâm O, góc quay 90o. Lại có
F (N) = M,F (Q) = P ⇒ đpcm.

1.55 Hệ thức Van Aubel

Cho ∆ABC và một điểm S nằm trong tam giác, 3 đường AD,BE,CF đồng quy tại S (D,E, F tương

ứng nằm trên các cạnh BC,CA,AB của tam giác). Khi đó ta có hệ thức
AS

SD
=
AF

FB
+
AE

EB
.
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Chứng minh:

Áp dụng định lý Gergonne–Euler cho điểm A với ∆ABC, ta có
AD

SD
+
AF

BF
+
AE

CE
= 1⇒ AF

FB
+
AE

EC
=
AD

SD
− 1 =

AS

SD
(đpcm)

1.56 Định lý Pithot

Tứ giác lồi ABCD là tứ giác ngoại tiếp khi và chỉ khi: AB + CD = BC +DA.
Chứng minh:

Thuận: Tứ giác ABCD ngoại tiếp ⇒ AB + CD = BC +DA. (dễ chứng minh)
Đảo: AB + CD = BC +DA⇒ tứ giác ABCD ngoại tiếp.
Không giảm tổng quát, giả sử AB ≤ AD ⇒ BC ≤ CD. Khi đó tồn tại M,N trên CD,DA sao cho
AN = AB,CM = CB. Suy ra DN = DM .
Do đó các đường phân giác của các góc tại đỉnh A,D,C sẽ là ba đường trung trực của tam giác BMN
nên chúng đồng quy tại một điểm O.
Dễ thấy O cách đều 4 cạnh tứ giác nên ta có điều cần chứng minh.

1.57 Định lý Johnson

Cho ba đường tròn có cùng bán kính R với tâm lần lượt là M,N,P và cùng đi qua một điểm A. Khi
ấy ba giao điểm khác A của ba đường tròn ấy cùng nằm trên một đường tròn có bán kính là R.
Chứng minh:

Kí hiệu các giao điểm như hình vẽ. Dễ thấy các tứ giác AMBN,APCN là hình thoi, suy ra
−−→
MB =

−→
PC

(=
−−→
AN)⇒MPCB là hình bình hành ⇒ M và C, P và B đối xứng với nhau qua trung điểm O của MC.

Tương tự, ta có D và N đối xứng với nhau qua O. Do đó phép đối xứng tâm O biến (MNP )→ (CBD)
⇒ đpcm.

1.58 Bài toán Langley

Cho ∆ABC cân tại A có góc ở đỉnh bằng 20o. Trên các cạnh AB,AC lấy D,E sao cho B̂CD =

50o, ĈBE = 60o. Tính góc B̂ED.
Lời giải:
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Đặt B̂ED = x, trên cạnh AC, lấy điểm F sao cho BF = BC.

Mặt khác tam giác BDC cân tại (vì B̂CD = B̂DC = 50o) ⇒ BD = BC ⇒ BD = BF .

Ta tính được D̂BF = 60o ⇒ ∆DBF đều ⇒ DF = BF .
∆BFE cân tại F (B̂EF = B̂FE = 40o) ⇒ EF = BF

⇒ DF = EF ⇒ ∆DFE cân tại F ⇒ x+ 40o =
180o − 40o

2
⇒ x = 30o

Các cách giải khác xem trên tạp chí Toán học và Tuổi trẻ, số 377, 11/2008.

1.59 Định lý Eyeball

Cho hai đường tròn (O) và (O′) ngoài nhau. 2 tiếp tuyến kẻ từ O đến (O′) cắt (O) tại A và B. 2 tiếp
tuyến kẻ từ O′ đến (O) cắt (O′) tại C và D. Khi đó ABCD là hình chữ nhật.
Chứng minh:

Đặt bán kính của (O) và (O′) lần lượt là R và R′. Ta có AB = 2R sin ÎOO′ =
2R.R′

OO′
. Tương tự, ta suy ra

AB = CD.
Mặt khác, ta có A và B, C và D đối xứng với nhau qua OO′. Suy ra ABCD là hình chữ nhật (đpcm)

1.60 Bổ đề Haruki

Cho AB và CD là hai dây cung không cắt nhau của cùng một đường tròn và P là một điểm bất kì
trên cung AB không chứa CD của đường tròn ấy. Gọi E và F lần lượt là giao điểm của PC, PD với AB.

Khi đó giá trị biểu thức
AE.BF

EF
không phụ thuộc vào vị trí điểm P .

Chứng minh:
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Gọi G là giao điểm khác E của (PDE) với AB. Ta có ÂGD = ĈPD không đổi ⇒ G cố định ⇒ BG
không đổi. Mặt khác: AF.FB = PF.FD = EF.FG⇒ (AE + EF )FB = EF (FB +BG)

⇒ AE.FB = EF.BG⇒ AE.BF

EF
= BG không đổi (đpcm)

1.61 Định lý Paul Yiu về đường tròn bàng tiếp

Cho ∆ABC, các đường tròn bàng tiếp trong các góc tiếp xúc với các cạnh như hình vẽ. Các đường
thẳng MN,PQ,RS cắt nhau đôi một tại A1, B1, C1. Khi đó AA1, BB1, CC1 đồng quy tại trực tâm H của
tam giác ABC.
Chứng minh:

Gọi I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC, D là tiếp điểm của (I) với BC. Ta sẽ chứng minh
AA1 ⊥ BC.
Ta biết rằng: CR = p, CD = p− c nên RD = c. Suy ra RB = RD−BD = c− (p− b) = p− a. Hoàn toàn
tương tự thì ND = bvNC = p− a. Ta thấy
RI2 −RC2 + AC2 − AB2 +NB2 −NI2
= (RI2 −NI2) + b2 − c2 = (DR2 −DN2) + b2 − c2 = c2 − b2 + b2 − c2 = 0
Từ đó theo định lí Carnot thì đường thẳng đi qua A vuông góc với BC, đường thẳng đi qua A vuông góc
với CI và đường thẳng đi qua N vuông góc với BI đồng quy.
Do đó AA1 vuông góc với BC, hay AA1 đi qua H.
Hoàn toàn tương tự, ta có BB1, CC1 đi qua H. Như vậy ta có đpcm.
Ta có kết quả sau: Các đường thẳng NP,RQ,MS cắt nhau đôi một tại A2, B2, C2. Khi đó các bộ 3 điểm
(A,A1, A2), (B,B1, B2), (C,C1, C2) thẳng hàng và các đường thẳng qua chúng đồng quy.
Chứng minh:
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Gọi H,K là giao điểm của PQ và MS với BC. Áp dụng định lí Menelaus cho ∆MBK với cát tuyến

C2RQ) và ∆BMN với cát tuyến QC1H ta có:
QB

QM
.
C1M

C1N
.
HN

HB
= 1;

C2K

C2M
.
QM

QB
.
RB

RK
= 1. Nhân theo vế 2

đẳng thức trên, suy ra
C1M

C1N
.
C2K

C2M
.
RB

RK
.
HN

HB
= 1 (1). Áp dụng định lí Menelaus cho ∆ABC với cát tuyến

MSK và QPH, ta có
MA

MB
.
KB

KC
.
SC

SA
= 1 =

HC

HB
.
QB

QA
.
PA

PC
.

Mặt khác, ta tính được MA = BQ = p− c, SA = CP = p− b

⇒ SC

SA
=
PA

PC
,
MA

MB
=
QB

QA
⇒ KB

KC
=
HC

HB

⇒ KB(HC + CB) = HC(KB +BC)⇒ HC = BK ⇒ HB = CK,HN = RK,
RB

HB
=
CN

CK
(vì NC = BR = ±(p− a))

Thay vào (1), ta có
C2K

C2M
.
C1M

C1N
.
CN

CK
= 1 ⇒ C,C1, C2 thẳng hàng. Hai bộ 3 điểm còn lại chứng minh

tương tự.

1.62 Định lý Maxwell

Cho ∆ABC và một điểm P , các cạnh của ∆A′B′C ′ song song với các đường thẳng đi qua một đỉnh
∆ABC và điểm P . Qua A′, B′, C ′ kẻ các đường thẳng song song với các cạnh của ∆ABC. Khi đó ta có
các đường thẳng này đồng quy tại một điểm P ′.
Chứng minh:

Dễ kiểm tra được các góc bằng nhau nên áp dụng định lý Céva sin thuận và đảo, ta có đpcm. Trường hợp
tương tự cũng xảy ra nếu đổi ’song song’ thành ’vuông góc’.

1.63 Định lý Brahmagupta về tứ giác nội tiếp có hai đường chéo vuông góc

Cho tứ giác nội tiếp ABCD có AC vuông góc với BD tại S. Khi đó đoạn nối trung điểm một cạnh
với S sẽ vuông góc với cạnh đối diện.
Chứng minh:



42 MATHSCOPE.ORG

Ta chứng minh đại diện,chẳng hạn gọi M là trung điểm BC ta cần chứng minh MS vuông góc với AD.

Thật vậy, MS cắt AD ở H. Ta có B̂SC = 90o, M là trung điểm BC nên MS = MC ⇒ tam giác SMC
cân tại M .
⇒ ÂSH = M̂SC = M̂CS = ÂCB = ÂDB. Từ đây dễ suy ra đpcm.

1.64 Định lý Schooten

Cho tam giác đều ABC nội tiếp (O). Khi đó với mọi điểm S nằm trên (O) thì một trong 3 đoạn
SA, SB, SC có một đoạn có độ dài bằng tổng độ dài hai đoạn còn lại.
Chứng minh:

Gọi độ dài cạnh tam giác đều là a. Không giảm tính tổng quát, giả sử S nằm trên cung nhỏ BC. Áp
dụng định lý Ptolemy, ta có BS.AC+CS.AB = AS.BC ⇒ a.BS+a.CS = a.AS ⇒ BS+CS = AS (đpcm)

1.65 Định lý Bottema

Cho 2 điểm B,C cố định, điểm A di động trong nửa mặt phẳng bờ BC. Về phía ngoài tam giác ABC,
ta dựng hai hình vuông ABDE,ACFG. Gọi M là trung điểm DF . Khi đó trí điểm M không phụ thuộc
vào vị trí điểm A và tam giác MBC vuông cân tại M .
Chứng minh:

Ta có Q
(
C,
π

2

)
: F → A và Q

(
B,

π

2

)
: A → D. Do đó F = Q

(
C,
π

2

)
◦ Q

(
B,

π

2

)
: F → D. Mặt khác,

F phép quay góc π nên F là phép đối xứng tâm có tâm là trung điểm DF . Gọi Bx,Cy là 2 đường thẳng

được xác định bởi (Cy,CB) ≡ (BC,By) ≡ π

4
(mod π), D(∆) là phép đối xứng trục ∆ thì ta có

F = Q
(
C,
π

2

)
◦ Q

(
B,

π

2

)
= (D(Cy) ◦D(CB)) ◦ (D(BC) ◦D(Bx)) = D(Cy) ◦ D(Bx) nên M là giao

điểm của Bx và Cy hay MBC là tam giác vuông cân (đpcm)

1.66 Định lý Pompeiu

Cho tam giác ABC đều, và một điểm D trên mặt phẳng tam giác. Khi đó luôn tồn tại một tam giác
(có thể suy biến) với độ dài các cạnh là DA,DB,DC.
Chứng minh:
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Áp dụng bất đẳng thức Ptolemy, ta suy ra 3 BĐT sau:DA+DB ≥ DC,DB+DC ≥ DA,DC+DA ≥ DB.
Do đó tồn tại một tam giác với độ dài 3 cạnh là DA,DB,DC, kí hiệu là T(DA,DB,DC). Nếu một (và chỉ
một) trong 3 bất đẳng thức trên trở thành đẳng thức thì tam giác T suy biến thành một đoạn thẳng. (đpcm)

1.67 Định lý Zaslavsky

Cho tam giác ABC và điểm O. Tam giác A1B1C1 là ảnh của tam giác ABC qua phép đối xứng tâm
O. Từ A1, B1, C1 kẻ các đường thẳng song song với nhau cắt BC,CA,AB tại N,P,M . Khi đó M,N,P
thẳng hàng.
Chứng minh:

Từ B kẻ đường thẳng song song với C1M cắt AC1, CA1, A1C1 tại H,K, P1. Vì BK,A1C1 là ảnh của

B1P,AC qua phép đối xứng tâm O nên P1 là ảnh của P qua phép đối xứng tâm O, suy ra
−−−→
P1C1 =

−
−→
PC,
−−−→
P1A1 = −

−→
PA. Suy ra

MB

MA
.
PA

PC
.
NC

NB
=
C1H

C1A
.
PA

PC
.
A1C

A1K
= −C1H

A1K
.
PA

PC
= −C1P1

A1P1

.
PA

PC
= 1. Do đó

M,N,P thẳng hàng (đpcm)

1.68 Định lý Archimedes

Cho đường tròn (O) và 2 điểm A,B cố định trên (O). M là trung điểm cung AB của (O), điểm C
chuyển động tùy ý trên cung AB chứa M . Từ M kẻ MD ⊥ AC. Ta có AD = BC + CD.
Chứng minh:

Lấy điểm E đối xứng với B qua MC. MC cắt BE tại H.

Ta có B̂CH = M̂AB ⇒ B̂CE = 2M̂AB ⇒ ÂCB + B̂CE = ÂMB + 2M̂AB = 180o ⇒ A,C,D,E thẳng
hàng. Có ME = MB = MA⇒ ∆AME cân tại M ⇒ D là trung điểm AE ⇒ AD = DE = DC + CE =
DC + CB (đpcm)
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1.69 Định lý Urquhart

Cho 2 bộ 3 điểm thẳng ABB1 và ACC1, D là giao điểm BC và B1C1. Chứng minh rằng AB +BD =
AC1 + C1D ⇔ AB1 +B1D = AC + CD.
Chứng minh:

Bổ đề: Với mọi ∆ABC, ta có a = p

(
1− tan

B

2
tan

C

2

)
Chứng minh: Áp dụng định lý sin, ta có

a

sinA
=

2p

sinA+ sinB + sinC
=

p

2 cos
A

2
cos

B

2
cos

C

2

⇒ a

p
=

sin
A

2

cos
B

2
cos

C

2

=
cos

B

2
cos

C

2
− sin

B

2
sin

C

2

cos
B

2
cos

C

2
⇒ đpcm

Áp dụng bổ đề, ta có

AB +BD = AC1 + C1D ⇔ tan
B̂AD

2
tan

ÂDB

2
= tan

ĈAD

2
tan

Ĉ1DA

2
⇔

tan
ĈAD

2

tan
B̂AD

2

=
tan

ÂDB

2

tan
ÂDC1

2

AB1 +B1D = AC + CD ⇔ tan
B̂AD

2
tan

ÂDB1

2
= tan

ĈAD

2
tan

ĈDA

2
⇔

tan
ĈAD

2

tan
B̂AD

2

=
tan

ÂDB1

2

tan
ÂDC

2

Mặt khác, ÂDB + ÂDC = ÂDC1 + ÂDB1 = 180o ⇒
tan

ÂDB

2

tan
ÂDC1

2

=
tan

ÂDB1

2

tan
ÂDC

2

. Suy ra đpcm.

1.70 Định lý Poncelet về bán kính đường tròn nội tiếp, bàng tiếp trong tam
giác vuông

Cho tam giác ABC có r là bán kính nội tiếp; ra, rb, rc là các bán kính bàng tiếp. Tam giác ABC vuông
tại A khi và chỉ khi ra = r + rb + rc.
Chứng minh:

ra = r+ rb + rc ⇔
S

p− a
=
S

p
+

S

p− b
+

S

p− c
⇔ 1

p− a
− 1

p
=

1

p− b
+

1

p− c
⇔ a

p(p− a)
=

a

(p− b)(p− c)
⇔ p(p− a) = (p− b)(p− c)⇔ a2 = b2 + c2 (đpcm)

1.71 Định lý Marion Walter

Cho tam giác ABC và D,E, F,G,H, I là các điểm chia 3 các cạnh, các giao điểm được xác định như

hình vẽ. Ta có SPQRSTU =
1

10
SABC .

Chứng minh:
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Bổ đề: Cho ∆ABC, các điểm N,M trên đường thẳng AB,AC sao cho
−−→
MA = m

−−→
MC,

−−→
NA = n

−−→
NB. Gọi P

là giao điểm BM và CN , ta có
PN

PC
=

m

1− n
Chứng minh:

Gọi Q là giao điểm của AP và BC, áp dụng định lý Céva, ta có
QB

QC
=
−m
n

Áp dụng định lý Van Aubel, ta có:
CP

PN
=
CM

MA
+
CQ

QB
=
−1

m
+
n

m
⇒ đpcm

Áp dụng bổ đề nhiều lần, ta tính được

SBIPFC =
7

15
SABC , SAQF =

1

6
SABC , SAHR =

2

15
SABC , SHIOS =

5

42
SABC , SOUT =

1

70
SABC

⇒ SPQRSTU =
1

10
SABC (đpcm)

Cùng với giả thiết trên, ta có kết quả sau: Các bộ 3 điểm (A, S, P ), (B,U,R), (C,Q, T ) thẳng hàng và các
đường thẳng đi qua chúng đồng quy tại trọng tâm tam giác ABC.
Chứng minh:

Ta tính được
AG

AF
=

1

2
,
PF

PB
= −2

3
,
SB

SG
= −3⇒ AG

AF
.
PF

PB
.
SB

SG
= 1⇒ A,P, S thẳng hàng. Gọi X là trung

điểm BC, ta có
XC

XB
= −1,

SB

SG
= −3,

AG

AC
=

1

3
⇒ XC

XB
.
SB

SG
.
AG

AC
= 1 ⇒ A, S,X thẳng hàng ⇒ đường

thẳng ASP là trung tuyến của ∆ABC. Tương tự, ta suy ra đpcm.

1.72 Định lý Hansen

Cho tam giác ABC có r là bán kính nội tiếp; ra, rb, rc là các bán kính bàng tiếp. Khi đó các khẳng
định sau là tương đương:
1. ∆ABC vuông.
2. r + ra + rb + rc = a+ b+ c
3. r2 + r2a + r2b + r2c = a2 + b2 + c2

Chứng minh:
Ta có các bổ đề sau:

a. r = 4R sin
A

2
sin

B

2
sin

C

2

b. ra = 4R sin
A

2
cos

B

2
cos

C

2

d.
∑

sinA = 4
∏

cos
A

2

e.
∑

tan
A

2
tan

B

2
= 1

c.
∑

sin2A = 2 + 2
∏

cosA
Các bổ đề trên tương đối đơn giản nên không nêu ra chứng minh ở đây.
Ta có:

r + ra + rb + rc = a+ b+ c⇔ 4R

(∏
sin

A

2
+
∑

sin
A

2
cos

B

2
cos

C

2

)
= 2R

∑
sinA

⇔
∏

sin
A

2
+
∑

sin
A

2
cos

B

2
cos

C

2
= 2

∏
cos

A

2
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Chia cả 2 vế cho
∏

cos
A

2
, đặt x = tan

A

2
, y = tan

B

2
, z = tan

C

2
, ta có

(2)⇔ xyz + x+ y + z = 2 = 1 + xy + yz + zx⇔ (1− x)(1− y)(1− z) = 0⇔ (1)

r2 + r2a + r2b + r2c = a2 + b2 + c2 ⇔ (4R)2
(∏

sin2 A

2
+
∑

sin2 A

2
cos2

B

2
cos2

C

2

)
= (2R)2

(∑
sin2A

)
⇔ 4

(∏
sin2 A

2
+
∑

sin2 A

2
cos2

B

2
cos2

C

2

)
= 2 (1 +

∏
cosA)

⇔ 4

(∏
cos2

A

2

)(∏
tan2 A

2
+
∑

tan2 A

2

)
= 2 (1 +

∏
cosA)

Chú ý rằng cos
A

2
=

1

1 + x2
, cosA =

1− x2

1 + x2
, ta có:

(3)⇔ 2 ((xyz)2 +
∑
x2)∏

(1 + x2)
= 1 +

∏ 1− x2

1 + x2
⇔ 2 ((xyz)2 +

∑
x2) =

∏
(1 + x2) +

∏
(1− x2)

⇔ (xyz)2 +
∑
x2 = 1 +

∑
(xy)2 ⇔ (1− x2)(1− y2)(1− z2) = 0. Vì x, y, z > 0 nên (3)⇔ (1) (đpcm)

1.73 Định lý Steinbart suy rộng

Cho tam giác ABC nội tiếp (O). Các tiếp tuyến của đường tròn tại A,B,C giao nhau tại A1, B1, C1.
Trên (O) lấy các điểmA2, B2, C2. Chứng minh rằngA1A2, B1B2, C1C2 đồng quy khi và chỉ khiAA2, BB2, CC2

đồng quy hoặc các giao điểm của AA2, BB2, CC2 với 3 cạnh tam giác thẳng hàng.
Chứng minh:

Ta có
S[A1BA2]

S[A1CA2]

=
BA2.BA1. sin

(−−→
BA2;

−−→
BA1

)
CA2.CA1. sin

(−−→
CA2;

−−→
CA1

) =
A1B.A1A2. sin

(−−→
A1B;

−−−→
A1A2

)
A1C.A1A2. sin

(−−→
A1C;

−−−→
A1A2

)
⇒

BA2. sin
(−−→
BA2;

−−→
BA1

)
CA2. sin

(−−→
CA2;

−−→
CA1

) =
sin
(−−→
A1B;

−−−→
A1A2

)
sin
(−−→
A1C;

−−−→
A1A2

)
Áp dụng định lý sin, ta có −BA2

CA2

=
sin
(−−→
AA2;

−→
AB
)

sin
(−−→
AA2;

−→
AC
) =

sin
(−−→
BA2;

−−→
BA1

)
sin
(−−→
CA2;

−−→
CA1

) .
Do đó

sin
(−−→
A1B;

−−−→
A1A2

)
sin
(−−→
A1C;

−−−→
A1A2

) = −

sin
(−−→
AA2;

−→
AB
)

sin
(−−→
AA2;

−→
AC
)
2

. Ta xây dựng được 2 đẳng thức tương tự, suy ra

sin
(−−→
AA2;

−→
AB
)

sin
(−−→
AA2;

−→
AC
) sin

(−−→
BB2;

−−→
BC
)

sin
(−−→
BB2;

−→
BA
) sin

(−−→
CC2;

−→
CA
)

sin
(−−→
CC2;

−−→
CB
)
2

= −
sin
(−−→
A1B;

−−−→
A1A2

)
sin
(−−→
A1C;

−−−→
A1A2

) . sin
(−−→
C1A;

−−−→
C1C2

)
sin
(−−→
C1B;

−−−→
C1C2

) .sin
(−−→
B1C;

−−−→
B1B2

)
sin
(−−→
B1A;

−−−→
B1B2

) .
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Đặt biểu thức trong ngoặc ở vế trái là E, biểu thức ở vế phải (không tính dấu - là F ). Khi AA2, BB2, CC2

đồng quy hoặc các giao điểm của AA2, BB2, CC2 với 3 cạnh tam giác thẳng hàng thì ta có E = ±1 ⇔
F = −1⇔ A1A2, B1B2, C1C2 đồng quy (đpcm)

1.74 Định lý Monge & d’Alembert 1

Cho 3 đường tròn (A,R1), (B,R2), (C,R3) có bán kính khác nhau và ngoài nhau. Tiếp tuyến chung
ngoài của mỗi đường tròn giao nhau lần lượt tại M,N,P . Chứng minh rằng M,N,P thẳng hàng.
Chứng minh:

Vì M,N,P là tâm vị tự ngoài của các cặp đường tròn (B) và (C), (C) và (A), (A) và (B) nên ta có
PA

PB
=
R1

R2

,
MB

MC
=
R2

R3

,
NC

NA
=
R3

R1

. Nhân theo vế 3 đẳng thức trên và áp dụng định lý Menelaus, ta có

đpcm.

1.75 Định lý Monge & d’Alembert 2

Cho 3 đường tròn (A,R1), (B,R2), (C,R3) có bán kính khác nhau và ngoài nhau. Tiếp tuyến chung
trong của (A) và (C), (B) và (C) giao nhau lần lượt tại N,M ; tiếp tuyến chung ngoài của (A) và (B) giao
nhau tại (P ).Chứng minh rằng M,N,P thẳng hàng.
Chứng minh:

Cách chứng minh hoàn toàn tương tự với cách chứng minh định lý 1. Ngoài ra, ta còn suy ra rằng nếu cả
3 cặp là tiếp tuyến chung trong hoặc 1 cặp tiếp tuyến chung trong và 2 cặp tiếp tuyến chung ngoài thì
AM,BN,CP đồng quy.
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1.76 Định lý Steiner về bán kính các đường tròn

Trong tam giác bất kì ta có hệ thức sau ra + rb + rc = 4R + r.
Chứng minh:

ra + rb + rc = 4R + r ⇔ S

p− a
+

S

p− b
+

S

p− c
=
abc

S
+
S

p
⇔ S2

(
1

p− a
+

1

p− b
+

1

p− c
− 1

p

)
= abc

⇔ p (
∑

(p− a)(p− b))− (p− a)(p− b)(p− c) = abc Khai triển vế trái và rút gọn ta có đpcm.

1.77 Định lý Steiner-Lehmus

Một tam giác có 2 đường phân giác trong bằng nhau là tam giác cân.
Chứng minh: (R.W.Hogg-1982)

Giả sử ∆ABC có 2 đường phân giác trong BN,CM bằng nhau. Dựng hình bình hành BMDN và kí hiệu
các góc α, β, γ, δ như hình vẽ. ∆CMD cân tại M nên α + γ = δ (1)

Nếu α > β, ta xét hai tam giác BCN và CBM có BC chung, BN = CM, ĈBN > B̂CM ⇒ CN >
BM = ND ⇒ γ > δ ⇒ α + γ > δ, mâu thuẫn với (1).
Tương tự, trường hợp α < β cũng không thể xảy ra. Do đó α = β, suy ra đpcm.

1.78 Bất đẳng thức Erdös – Mordell

Cho tam giác ABC và điểm M nằm trong tam giác (M không nằm trên biên của tam giác). Gọi
da, db, dc là khoảng cách từ M đến các cạnh tam giác; Ra, Rb, Rc là khoảng cách từ M đến các đỉnh tam
giác. Khi đó ta có bất đẳng thức sau Ra +Rb +Rc ≥ 2 (da + db + dc)
Chứng minh:

Gọi A1, B1, C1 theo thứ tự là hình chiếu của M trên các cạnh BC,CA,AB. Lấy M ′ đối xứng với M qua
phân giác trong của góc A, gọi B′1, C

′
1 là hình chiếu của M ′ trên AC,AB. Gọi D là giao điểm AM ′ và BC;

H,K là hình chiếu của B,C trên AM ′.
Ta có a = BD + DC ≥ BH + CK ⇒ a.M ′A ≥ BH.M ′A + CK.M ′A = 2SM ′AB + 2SM ′CA = c.M ′C ′1 +
b.M ′B′1. Vì M

′ và M đối xứng với nhau qua phân giác trong góc A nên Ra = M ′A,M ′C ′1 = MB1 =
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db,M
′B′1 = MC1 = dc. Do đó a.Ra ≥ c.db + b.dc ⇒ Ra ≥

c

a
db +

b

a
dc. Tương tự, ta có 2 bất đẳng thức

tương tự: Rb ≥
a

b
dc +

c

b
da, Rc ≥

b

c
da +

a

c
db. Cộng theo vế các bất đẳng thức trên và áp dụng bất đẳng

thức Cauchy, ta có Ra +Rb +Rc ≥
(
a

b
+
b

a

)
dc +

(
b

c
+
c

b

)
da +

( c
a

+
a

c

)
db ≥ 2 (da + db + dc) (đpcm)

Đẳng thức xảy ra ⇔ ∆ABC đều và M là tâm của tam giác.

1.79 Định lý Bellavitis

Cho ABCD là một "balanced quadrilateral" (tứ giác có tích các cặp cạnh đối bằng nhau); kí hiệu các
góc như hình vẽ, khi đó ta có αB + βC + γD + δA = αD + βA + γB + δC = 180o

Chứng minh:

Gọi các góc của tứ giác là α, β, γ, δ, góc giữa hai đường chéo là ε. Áp dụng định lý sin và định nghĩa
"balanced quadrilateral", ta có:
sin γD. sinαD = sinαB. sin γD
⇒ cos (γB + αD)− cos (γB − αD) = cos (αB + γD)− cos (αB − γD)
⇒ cos (γB + αD)− cos (γB − α + αB) = cos (αB + γD)− cos (αB − γ + γB)
⇒ cos (γB + αD) + cos (α + δ) = cos (αB + γD) + cos (γ + δ)
Hoán vị đẳng thức trên, ta có
cos (δC + βA) + cos (α + β) = cos (βC + δA) + cos (α + δ)
Cộng các đẳng thức trên, chú ý rằng cos (α + β) = cos (γ + δ), ta có
cos (γB + αD) + cos (δC + βA) = cos (αB + γD) + cos (βC + δA)

⇒ cos
1

2
(αD + βA + γB + δC) . cos

1

2
(αD − βA + γB − δC)

= cos
1

2
(αB + βC + γD + δA) . cos

1

2
(αB − βC + γD − δA)

Chú ý rằng αD−βA+γB−δC = 360o−2ε−β−δ, αB−βC+γD−δA = 2ε−β−δ và 1

2
(αD + βA + γB + δC)+

1

2
(αB + βC + γD + δA) = 180o. Ta suy ra

cos
1

2
(αD + βA + γB + δC) . cos

(
ε+

1

2
(β + δ)

)
= − cos

1

2
(αD + βA + γB + δC) . cos

(
ε− 1

2
(β + δ)

)
⇒ cos

1

2
(αD + βA + γB + δC) . cos ε. cos

1

2
(β + δ) = 0

1. Nhân tử đầu tiên bằng 0, ta có ngay đpcm.
2. Nhân tử thứ 2 bằng 0, ta suy ra ABCD là tứ giác có hai đường chéo vuông góc, suy ra AB2 + CD2 =
AD2 +BC2. Kết hợp với AB.CD = AD.BC (định nghĩa), suy ra mỗi cạnh tứ giác bằng với một trong 2
cạnh kề với nó. Dễ thấy định lý Bellavitis đúng trong trường hợp này.
3. Nhân tử thứ 3 bằng 0, khi đó ABCD là tứ giác nội tiếp, theo tính chất góc nội tiếp, ta có đpcm.
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1.80 Định lý Gossard

Cho tam giác ABC, đường thẳng Euler l của tam giác cắt các cạnh tại A′, B′, C ′. Gọi la, lb, lc là đường
thẳng Euler của các tam giác AB′C ′, BC ′A′, CA′B′. Khi đó tam giác được tạo bởi các đường thẳng la, lb, lc
là ảnh của tam giác ABC qua một phép đối xứng tâm có tâm đối xứng nằm trên đường thẳng Euler của
tam giác ABC.
Chứng minh:
Ta có 2 bổ đề sau:
1. Đường thẳng Euler của tam giác AB′C ′ song song với BC.

Đặt (BC,OH) ≡ α (mod π), k =
R(AB′C′)

R(ABC)

, fα = Qα◦Vk, hα = Qα◦V 1
k
,M là giao điểm khác A của (ABC)

và (AB′C ′). Ta có fαM : (MBC)→ (MB′C ′)⇒ (MO,MO′) ≡ α (mod π). Do A đối xứng với M qua OO′

nên (AO,AO′) ≡ α (mod π). Suy ra f−αA : O → O′ (1)

Gọi δ là phân giác trong của B̂AC, ta có Dδ ◦V2 cosA : H → O,H ′ → O′. Suy ra ∆AOO′ đồng dạng ngược
hướng với ∆AHH ′.
Gọi H2 là điểm đối xứng với H ′ qua AH, ta có ∆AOO′ đồng dạng cùng hướng với ∆AHH2. Do đó
f−αA : H → H2 (2)
Từ (1) và (2), ta có f−αA : OH → O′H2 ⇒ (OH,O′H2) ≡ −α (mod π). Mà (BC,OH) ≡ α (mod π) nên
ta có (O′H2, BC) ≡ 0 (mod π)⇒ O′H2//BC ⇒ O′H2 ⊥ AH ⇒ O′, H ′, H2 thẳng hàng ⇒ O′H ′//BC
2. Cho tam giác ABC nội tiếp (O), đường thẳng d bất kì qua O cắt BC,CA,AB tại A′, B′, C ′. Gọi
A1, B1, C1 là các điểm đối xứng với A′, B′, C ′ qua O, khi đó AA1, BB1, CC1 đồng quy tại một điểm trên
(O).
Chứng minh đơn giản bằng cách sử dụng góc định hướng.
Trở lại bài toán:

Gọi A1, B1, C1 là giao điểm của la, lb, lc với l. Ta sẽ chứng minh AA1, BB1, CC1 đôi một song song.
Gọi B2, C2 là giao điểm của MB,MC với (AB′C ′). Đặt J = B2C2 ∩ la.
Ta chứng minh được f−αA : B → B1, C → C1 ⇒ f−αA : BC → B1C1. Mặt khác f−αA : l → la;A

′ =
l ∩BC; J = la ∩B2C2 ⇒ f−αA : A′ → J . Ta chứng minh được B′C2C

′B2 là hình thang cân và OA là trung
điểm A1J . Gọi A3 = hαA(A1)⇒ A3 ∈ l. Ta có hαA : A1 → A3, J → A′, OA → O, suy ra O trung điểm A′A3.
Tương tự ta xác định các điểm B3, C3. Theo bổ đề 2, ta có AA3, BB3, CC3 đồng quy tại P nằm trên (O).
Từ đó suy ra (A1A,AB) ≡ (B1B,BA) ≡ (CC1, AB) (mod π). Suy ra AA1, BB1, CC1 đôi một song song
với nhau.
Do AA1//BB1 nên (AA1, l) ≡ (BB1, l) (mod π)⇒ tam giác A′B1B đồng dạng cùng hướng với tam giác



1 MỘT SỐ ĐỊNH NGHĨA, ĐỊNH LÝ, ĐIỂM VÀ ĐƯỜNG ĐẶC BIỆT KHÔNG DUY NHẤT 51

AA1A3. Suy ra
A′B

A′B1

=
R

R′
, tương tự, ta có

A′C

A′C1

=
R

R′
⇒ BC

B1C1

=
R

R′
=

BC

B′C ′
⇒ B′C ′ = B1C1. Chứng

minh tương tự, ta có A′B′ = A1B1, B
′C ′ = B1C1, C

′A′ = C1A1 ⇒ các đoạn A′A1, B
′B1, C

′C1 có cùng
trung điểm X. Suy ra 2 tam giác ABC và tam giác ∆(la, lb, lc) đối xứng với nhau qua X (đpcm)

1.81 Định lý Möbius

Cho ngũ giác ABCDE có diện tích S. Đặt SABC = a, SBCD = b, SCDE = c, SDEA = d, SEAB = e. Ta
có đẳng thức: S2 − S(a+ b+ c+ d+ e) + (ab+ bc+ cd+ de+ ea) = 0
Chứng minh:

Bổ đề: Với 4 vector bất kì ~x, ~y, ~z,~t, ta có (~x ∧ ~y)
(
~z ∧ ~t

)
+ (~x ∧ ~z)

(
~t ∧ ~y

)
+
(
~x ∧ ~t

)
(~y ∧ ~z) = 0

Chứng minh:
Trước hết, với 3 vector bất kì, ta có ~x.(~y∧~z)+~y.(~z∧~x)+~z.(~x∧~y) = ~0. Mặt khác (~x∧~y)(~z∧~t) = ~x∧

(
~y.(~z ∧ ~t)

)
.

Suy ra:
(~x ∧ ~y)(~z ∧ ~t) + (~x ∧ ~z)(~t ∧ ~y) + (~x ∧ ~t)(~y ∧ ~z) = ~x ∧

(
~y.(~z ∧ ~t)

)
+ ~x ∧

(
~z.(~t ∧ ~y)

)
+ ~x ∧

(
~t.(~y ∧ ~z)

)
=

~x ∧
(
~y.(~z ∧ ~t) + ~z.(~t ∧ ~y) + ~t.(~y ∧ ~z)

)
= ~x ∧~0 = 0

Trở lại bài toán, đặt ~x =
−→
AB, ~y =

−→
AC, ~z =

−−→
AD,~t =

−→
AE. Khi đó

SACD =
1

2
~y ∧ ~z ⇒ S = a+

1

2
~y ∧ ~z+ d⇒ ~y ∧ ~z = 2(S− a− d). Do đó (~x∧~t)(~y ∧ ~z) = 4(S− a− d)e. Tương

tự: (~x ∧ ~y)(~z ∧ ~t) = 4ad, (~x ∧ ~z)(~t ∧ ~y) = −4(S − b− d)(S − a− c).
Áp dụng bổ đề, ta suy ra (S − a− d)e− (S − a− c)(S − d− b) + ad = 0⇒ S2 − S(a + b + c + d + e) +
(ab+ bc+ cd+ de+ ea) = 0 (đpcm)

1.82 Đường tròn Hagge

Cho tam giác ABC nội tiếp (O), P là một điểm bất kì trong tam giác. Các tia AP,BP,CP cắt (O)
tại A1, B1, C1. Gọi A2, B2, C2 lần lượt là điểm đối xứng với A1, B1, C1 qua BC,CA,AB. Khi đó trực tâm
H của ∆ABC nằm trên đường tròn ngoại tiếp ∆A2B2C2

Chứng minh:
Ta có 3 bổ đề sau:
1. Cho ∆ABC nội tiếp (O), D là một điểm trên (O). Đường thẳng qua D vuông góc với BC cắt (O) tại
G. Khi đó AG song song với đường thẳng Simson của D.
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Gọi E,F là chân các đường vuông góc kẻ từ D lên BC,AC, ta có EF là đường thẳng Simson của D.
Ta có (AG,AC) ≡ (DG,DC) ≡ (FE,FA) (mod π)⇒ AG//EF (đpcm)
2.Cho ∆ABC nội tiếp (O), E,F là hai điểm trên(O). Khi đó góc giữa hai đường thẳng Simson của E và
F bằng một nửa số đo cung EF .

Gọi I, J là hình chiếu vuông góc của E trên AB,BC, G,H là hình chiếu vuông góc của F trên BC,AC,
K = IJ ∩GH, L là hình chiếu vuông góc của L trên BC.
Ta có (KJ,KL) ≡ (JE, JI) ≡ (BE,BA) (mod π); (KL,KG) ≡ (GK,GF ) ≡ (CA,CF ) (mod π)
⇒ đpcm.
3. Cho ∆ABC nội tiếp (O), J là một điểm bất kì trong tam giác. AJ,BJ,CJ cắt (O) tại D,E, F . Gọi
D′, E ′, F ′ là điểm đối xứng với D,E, F qua BC,CA,AB. Khi đó ∆D′E ′F ′ ∼ ∆DEF .

Gọi M,N là điểm đối xứng với F ′, D′ qua AC; R = D′N ∩ AC,Q = D′D ∩ BC, S = BC ∩ ED,L =
BE ∩ AC,P = FF ′ ∩ AB, T = MF ′ ∩ AC.

Ta có RQ//ND ⇒ N̂DE = R̂UE = Q̂DS−D̂′QR = 90o−B̂SD−D̂′CR = 90o−B̂SD−(ÂCB−B̂CD) =

90o − ÂCB − ÊDC = 90o − ÂCB − ÊCB = 90o − (AC,BE) ((AC,BE) là kí hiệu góc giữa hai đường
thẳng AC và BE).

Tương tự, ta có M̂FE = 90o − (AC,BE)⇒ N̂DE = M̂FE (1)

Mặt khác,
ND

MF
=

2RQ

2TP
=
D′C. sinC

F ′A sinA
=
DC. sinC

FA sinA
=
JC. sinC

JA sinA
(2)

Gọi D′′E ′′F ′′ là tam giác hình chiếu của J trong ∆ABC, khi đó ∆DEF ∼ ∆D′′E ′′F ′′ ⇒ DE

FE
=
D′′E ′′

F ′′E ′′
=

JC. sinC

JA sinA
(3)

Từ (1), (2) và (3), ta suy ra ∆DNE ∼ ∆FME ⇒ DE

NE
=

FE

ME
⇒ DE

D′E ′
=

FE

F ′E ′
. Tương tự, suy ra

DE

D′E ′
=

EF

E ′F ′
=

FD

F ′D′
⇒ đpcm.

Trở lại với bài toán:
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Gọi A3, C3 là điểm đối xứng với H qua BC,AB, khi đó A3, C3 ∈ (O);A4 = A1A2∩(O), C4 = C1C2∩(O).
Ta có AA3//A1A4 và A,A1, A3, A4 đồng viên⇒ AA4A1A3 la hình thang cân. Mặt khác, HA2A1A3 là hình
thang cân ⇒ HA2 ⇒ AA4. Tương tự, ta có HC2//CC4.

⇒ Ĉ2HA2 = (AA4, CC4). Áp dụng bổ đề 1, ta có (AA4, CC4) = (da, dc), trong đó da, dc là đường thẳng
Simson của A1, C1.

Áp dụng bổ đề 2, (da, dc) = Ĉ1B1A1 ⇒ Ĉ2HA2 = Ĉ1B1A1.

Áp dụng bổ đề 3, ∆A1B1C1 ∼ ∆A2B2C2 ⇒ Ĉ1B1A1 = Ĉ2B2A2 ⇒ Ĉ2HA2 = Ĉ2B2A2 ⇒ H,A2, B2, C2

đồng viên (đpcm)
Một số tính chất của đường tròn Hagge: http://nguyenvanlinh.wordpress.com/2009/10/10/hagge-circle/

http://nguyenvanlinh.wordpress.com/2009/10/10/hagge-circle/
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2 Một số điểm và đường đặc biệt được xác định duy nhất với

tam giác và tứ giác

2.1 Đường thẳng Euler của tam giác

Cho tam giác ABC, tâm ngoại tiếp O, trọng tâm G, trực tâm H. Khi đó O,G,H thẳng hàng và
OH = 3OG.
Chứng minh:

Gọi D,E, F là trung điểm các cạnh của tam giác ABC, dễ thấy O là trực tâm tam giác DEF . Ta có phép

vị tự tâm G, tỉ số −2 biến tam giác DEF thành tam giác ABC. Do đó biến O thành H ⇒
−−→
GH = −2

−→
GO.

Từ đó suy ra đpcm.

2.2 Đường tròn và tâm Euler

∀∆ABC, 3 trung điểm các cạnh, 3 chân đường cao, 3 trung điểm của 3 đoạn thẳng nối 3 đỉnh tam
giác với trực tâm cùng nằm trên đường tròn Euler của ∆ABC. Đường tròn Euler của ∆ABC có bán kính

bằng
R

2
(R là bán kính ngoại tiếp của ∆ABC) và tâm E của nó là trung điểm OH.

Chứng minh:

Đặt tên các điểm như hình vẽ. Dễ thấy O và H là 2 điểm đẳng giác trong ∆ABC, suy ra các điểm
Ma,Mb,Mc, Ha, Hb, Hc cùng nằm trên một đường tròn tâm là trung điểm E của OH. Mặt khác, ta chứng
minh được AH = 2OMa, suy ra A′HMaO là hình bình hành ⇒ Ma đối xứng với A′ qua E, do đó
Ma,Mb,Mc, Ha, Hb, Hc, A

′, B′, C ′ cùng nằm trên (E).

Ta có EA′ là đường trung bình của ∆AOH ⇒ R(E) = EA′ =
1

2
OA =

1

2
R (đpcm)

2.3 Đường đối trung, điểm Lemoine

Trong tam giác, đường thẳng đối xứng với trung tuyến qua phân giác tại cùng một đỉnh được gọi là
đường đối trung của tam giác. 3 đường đối trung của tam giác đồng quy tại điểm Lemoine của tam giác.
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Điểm Lemoine còn được gọi là điểm symmedian (symmedian point) hoặc điểm Grebe.
Chứng minh:

Đây là một trường hợp riêng của hai điểm liên hợp đẳng giác và điểm Lemoine là điểm liên hợp đẳng giác
của trọng tâm giác. Ta có một số kết quả sau liên quan đến đường đối trung và điểm Lemoine (Gọi trung
điểm các cạnh tam giác là D,E, F ; chân các đường đối trung là X, Y, Z; điểm Lemoine là L)
1. Đường đối trung xuất phát từ một đỉnh là quỹ tích các điểm có tỉ số khoảng cách đến hai cạnh kề của
tam giác tỉ lệ thuận với độ dài hai cạnh. Quỹ tích này còn một đường thẳng nữa là tiếp tuyến của đường
tròn ngoại tiếp tại đỉnh xuất phát của đường đối trung.
2. Đường đối trung xuất phát từ một đỉnh tam giác đi qua giao điểm của 2 tiếp tuyến với đường tròn
ngoại tiếp tại 2 đỉnh còn lại.
3. Đường đối trung chia cạnh tam giác thành 2 đoạn tỉ lệ với bình phương 2 cạnh kề.

4.
AX

AD
=

2bc

b2 + c2

5. Tổng bình phương các khoảng cách từ một điểm bất kì nằm trên một cạnh của tam giác đến 2 cạnh
kia nhỏ nhất khi điểm đó trùng với chân đường đối trung ứng với cạnh đó.
6. Tổng bình phương các khoảng cách từ một điểm bất kì trong tam giác đến 3 cạnh của nó nhỏ nhất khi
điểm đó trùng với điểm Lemoine.
7. Điểm Lemoine là trọng tâm của tam giác hình chiếu ứng với nó trong tam giác ABC.

8. Diện tích tam giác hình chiếu của điểm Lemoine bằng
12S3

ABC

(a2 + b2 + c2)2
.

9/.Trong tất cả các tam giác nội tiếp trong một tam giác thì tam giác hình chiếu ứng với điểm Lemoine
có tổng bình phương các cạnh nhỏ nhất.

10. a2
−→
LA+ b2

−→
LB + c2

−→
LC =

−→
0

2.4 Điểm Gergonne, điểm Nobb, đường thẳng Gergonne

Tam giác ABC với đường tròn nội tiếp (I). Tiếp điểm của (I) trên BC,CA,AB lần lượt là D,E, F .
Khi đó AD,BE,CF đồng quy tại điểm Gergonne của tam giác ABC.
Kết quả về điểm Nobb và đường thẳng Gergonne (vẫn với các kí hiệu trên): Một tam giác không cân có
3 điểm Nobb tương ứng là giao điểm của các cặp đường thẳng EF và BC, DE và AB, DF và AC. Và 3
điểm Nobb cùng nằm trên một đường thẳng gọi là đường thẳng Gergonne của tam giác ABC.
Chứng minh:

1. Áp dụng định lý Céva và các kết quả đơn giản: DB = DC,EA = EC,FA = FB ta có ngay đpcm.
2. Xét cực và đối cực đối với (I): đường đối cực của A là EF đi qua G, nên đường đối cực của G đi qua
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A. Mặt khác dễ thấy đường đối cực của G đi qua D nên suy ra đường đối cực của G là AD. Hoàn toàn
tương tự ta có đường đối cực của H là BE và đường đối cực của K là CF . Mà AD,BE,CF đồng quy
nên ta có điều phải chứng minh. Ngoài ra ta có kết quả sau: (BCDG) = (CAEH) = (BAFK) = −1; gọi
M,N,P là trung điểm của các đoạn GD,HE,KF thì M,N,P thẳng hàng và đường thẳng đi qua chúng
là trục đẳng phương của 2 đường tròn nội tiếp và ngoại tiếp tam giác.
Kết quả trên có thể mở rộng như sau:
Cho tam giác ABC và 3 điểm D,E, F theo thứ tự thuộc BC,CA,AB sao cho AD,BE,CF đồng quy
và D,E, F khác trung điểm đoạn thẳng. Gọi M,N,P lần lượt là giao điểm của các cặp đường thẳng
(EF,BC), (DF,CA), (DE,AB). Khi đó M,N,P thẳng hàng. Kết quả này chính là hệ quả của định lý
Desargues.

2.5 Điểm Nagel

Cho tam giác ABC, các đường tròn bàng tiếp tiếp xúc với các cạnh tương ứng tại D,E, F . Ta có 3
đường thẳng AD,BE,CF đồng quy tại điểm Nagel của tam giác.
Chứng minh:

Áp dụng định lý Céva, chú ý rằng FA = CD = p− b, AE = BD = p− c, CE = BF = p− a, ta có đpcm.

2.6 Điểm Brocard

Trong tam giác ABC, tồn tại 2 điểm M và N thỏa mãn M̂AB = M̂BC = M̂CA = α và N̂AC =

N̂CB = N̂BA = α. Mỗi điểm này được gọi là điểm Brocard của ∆ABC. Trong một tam giác thì 2 điểm
Brocard liên hợp đẳng giác với nhau. Ta có hệ thức cotα = cotA+ cotB + cotC.
Chứng minh:

Đặt MA = x,MB = y,MC = z, ta có cotα =
c2 + x2 − y2

4SMAB

=
a2 + y2 − z2

4SMBC

=
b2 + z2 − x2

4SMCA

=

a2 + b2 + c2

4SABC
.

Mặt khác, cotA+ cotB+ cotC =
b2 + c2 − a2

4SABC
+
c2 + a2 − b2

4SABC
+
a2 + b2 − c2

4SABC
=
a2 + b2 + c2

4SABC
, suy ra đpcm.

Một số tính chất của hai điểm Brocard:
1. Đường thẳng OL (O là tâm ngoại tiếp, L là điểm Lemoine) là trung trực của MN và 4 điểm O,L,M,N
cùng nằm trên đường tròn Brocard.

2.
1

sin2 α
=

1

sin2A
+

1

sin2B
+

1

sin2C
3. sin3 α = sin(A− α) sin(B − α) sin(C − α)
4. MA.MB.MC = 8R3 sin3 α
5. Tam giác hình chiếu của 2 điểm Brocard đồng dạng với tam giác ABC và diện tích của chúng bằng nhau.

2.7 Điểm Schiffler

Cho tam giácABC có I là tâm nội tiếp. Khi đó 4 đường thẳng Euler của 4 tam giác IAB, IBC, ICA,ABC
đồng quy tại điểm Schiffler của tam giác.
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Chứng minh:

Gọi O là tâm ngoại tiếp tam giác, G là trọng tâm tam giác ABC, M là trung điểm BC, G1 là trọng tâm
tam giác IBC, AI cắt BC tại D, cắt (O) tại J , (I) tiếp xúc với BC tại K, JG1 cắt AM tại E, OG tại S.

Dễ thấy J là tâm ngoại tiếp tam giác IBC. Do đó JG1 là đường thẳng Euler của tam giác IBC. Áp dụng

định lý Menelaus cho tam giác GOM với cát tuyến SEJ , ta có
SG

SO
.
JO

JM
.
EM

EG
= 1 ⇒ SG

SO
=
JM

R
.
EG

EM
.

Áp dụng định lý Menelaus cho tam giác IAM với cát tuyến JG1E, ta có
JI

JA
.
EA

EM
.
G1M

G1I
= 1 ⇒ EA

EM
=

2
JA

JI
= 2

JI

JD
(vì JI2 = JB2 = JA.JD)

Do đó
EG

EM
=
GM

EM
− 1 =

1

3
.
AM

EM
− 1 =

1

3

(
EA

EM
+ 1

)
− 1 =

2

3

(
JI

JD
− 1

)
=

2

3
.
ID

JD
=

2

3

IK

JM
=

2r

3JM
⇒

SG

SO
=
JM

R
.
EG

EM
=

2r

3R
. Tương tự ta thấy các đường thẳng Euler của các tam giác IAC, IAB cũng đi qua

điểm S được xác định như trên, suy ra đpcm.

2.8 Điểm Feuerbach

Trong một tam giác, đường tròn Euler tiếp xúc trong với đường tròn nội tiếp của nó, và tiếp điểm đó
được gọi là điểm Feuerbach của tam giác trên, ngoài ra đường tròn Euler còn tiếp xúc ngoài với 3 đường
tròn bàng tiếp của tam giác.
Chứng minh:

Ta có nhận xét sau:(
m
−→
OA+ n

−−→
OB + p

−→
OC
)2

= R2 (m2 + n2 + p2) +mn.
−→
OA.
−−→
OB + np.

−−→
OB.
−→
OC + pm.

−→
OC.
−→
OA

= R2 (m2 + n2 + p2) +mn (2R2 − c2) + np (2R2 − a2) + pm (2R2 − b2)
= R2 (m+ n+ p)2 − (mn.c2 + np.a2 + pm.b2)

Từ các hệ thức vector quen thuộc:

{ −−→
OH =

−→
OA+

−−→
OB +

−→
OC;

a
−→
IA+ b

−→
IB + c

−→
IC = ~0

, ta có:

{
2p
−→
OI = a

−→
OA+ b

−−→
OB + c

−→
OC;

2p
−−→
OE = p

−→
OA+ p

−−→
OB + p

−−→
OC.

Do đó
−−→
OE −

−→
OI =

−→
IE =

p− a
2p

−→
OA+

p− b
2p

−−→
OB +

p− c
2p

−→
OC, áp dụng nhận xét, ta có:

EI2 =
R2

4
− (p− b)(p− c)a2 + (p− c)(p− a)b2 + (p− a)(p− b)c2

4p2
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Mặt khác, ta có
4 ((p− b)(p− c)a2 + (p− c)(p− a)b2 + (p− a)(p− b)c2)
= a4 + b4 + c4 − 2 (a2b2 + b2c2 + c2a2) + 4pabc
= 4pabc− 16S2 = 16pSR− 16p2r2 = 16p2r(R− r)
(khai triển công thức Hérone S =

√
p(p− a)(p− b)(p− c))

Vậy EI2 =
R2

4
−Rr + r2 =

(
R

2
− r
)2

⇒ EI =
R

2
− r, suy ra đpcm.

Để chứng minh đường tròn Euler tiếp xúc ngoài với đường tròn bàng tiếp, ta sử dụng hệ thức vector

−a
−−→
IaA+ b

−−→
IaB + c

−−→
IaC =

−→
0 , (Ia,ra) là đường tròn bàng tiếp trong góc A của tam giác.

Tương tự như trên, ta có
−−→
IaE =

−−→
OE −

−−→
OIa =

p

2(p− a)

−→
OA+

p− a− b
2(p− a)

−−→
OB +

p− a− c
2(p− a)

−→
OC

Suy ra IaE
2 =

R2

4
− 1

4 (p− a)2
(p(p− a− b).c2 + p(p− a− c).b2 + (p− a− b)(p− a− c).a2)

=
R2

4
− 1

4 (p− a)2
(−4S2 + abc (a− p)) =

R2

4
− 1

4 (p− a)2
(
−4 (p− a)2 .r2a −R (p− a)2 .ra

)
=
R2

4
+ r2a +Rra =

(
R

2
+ ra

)2

⇒ IaE =
R

2
+ ra ⇒ đpcm.

Gọi M,N,P là trung điểm các cạnh tam giác ABC thì trong số 3 đoạn thẳng FM,FN,FP có một đoạn
độ dài bằng tổng độ dài hai đoạn còn lại (F là điểm Feuerbach của tam giác)

2.9 Điểm Kosnita

Cho tam giácABC, tâm ngoại tiếpO.X, Y, Z theo thứ tự là tâm ngoại tiếp các tam giácBOC,COA,AOB.
Khi đó các đường thẳng AX,BY,CZ đồng quy tại điểm Kosnita của tam giác ABC.
Chứng minh:
Ta xét bài toán tổng quát sau: Cho tam giác ABC, tâm ngoại tiếp O. Các tiếp tuyến tại A,B,C của (O)
cắt nhau tạo thành các giao điểm A′, B′, C ′. Gọi X, Y, Z lần lượt là các điểm chia đoạn OA′, OB′, OC ′

theo tỉ số
OX

OA′
.
OY

OB′
.
OZ

OC ′
. Khi đó các đường thẳng AX,BY,CZ đồng quy.

Gọi H là trực tâm tam giác ABC, M là trung điểm BC. Giả sử đường đẳng giác của AX trong góc BAC
cắt OA′ tại X ′ và L là giao điểm của AX ′ và OH. Do O và H là 2 điểm liên hợp đẳng giác trong tam giác

ABC nên ÔAX ′ = ĤAX = ÂXO, ÔX ′A = ĤAX ′ = X̂AO ⇒ ∆AOX ′ ∼ ∆XOA⇒ OM.OA′ = OA2 =

OX.OX ′. Suy ra
OX ′

OM
=
OA′

OX
=

1

t
⇒ OL

LH
=
OX ′

AH
=

OX ′

2OM
=

1

2t
⇒ L cố định ⇒ AH đi qua điểm liên

hợp đẳng giác L′ của L trong tam giác ABC cố định. Tương tự các đường thẳng BY,CZ đi qua L′. Khi

t =
1

2
thì X, Y, Z là tâm ngoại tiếp các tam giác BOC,COA,AOB thì AX,BY,CZ đồng quy tại điểm

Kosnita là điểm liên hợp đẳng giác của tâm Euler trong tam giác ABC.
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2.10 Điểm Musselman, định lý Paul Yiu về điểm Musselman

Cho tam giác ABC nội tiếp (O), các điểm A′, B′, C ′ lần lượt đối xứng với A,B,C qua các cạnh đối
diện. Khi đó các đường tròn (AOA′), (BOB′), (COC ′) có một giao điểm chung (khác O) là ảnh của điểm

Kosnita qua phép nghịch đảo đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC (tức là
−−→
OK.
−−→
OM = R2, K là điểm

Kosnita, M là điểm Musselman)
Chứng minh:

GọiM và E lần lượt là ảnh của điểm KosnitaK và A′ qua phép nghịch đảo đường tròn (ABC). Khi đó ta có

OK.OM = OA2 = OE.OA′ ⇒ ∆OAK ∼ ∆OMA,∆OAE ∼ ∆OA′ ⇒ ÔMA = ÔAK, ÔA′A = ÔAE. Ta

có điểm Kosnita K và tâm Euler N , O và trực tâm H là 2 cặp điểm liên hợp đẳng giác⇒ ÔAK = N̂AH.
Mặt khác, nếu gọi O′ là điểm đối xứng với O qua BC thì AHO′O là hình bình hành ⇒ A,N,O′ thẳng

hàng ⇒ N̂AH = Ô′AH = ÔA′A⇒ ÔAK = ÔA′A⇒ ÔMA = ÔA′A⇒ O,A,A′,M đồng viên. Tương tự
với 2 đường tròn còn lại ta suy ra đpcm.
Định lý Paul Yiu về điểmMusselman:Với giả thiết như trên thì 3 đường tròn (AB′C ′), (BC ′A′), (CA′B′)
cũng đi qua điểm M .

Ta có (MB′,MC ′) ≡ (MB′,MO) + (MO,MC ′) ≡ (BB′, BO) + (CO,CC ′) ≡ (BB′, BC) + (BC,BO) +

(CO,CB) + (CB,CC ′) ≡ π

2
− (CB,CA) +

π

2
− (BA,BC) + 2(AC,AB) ≡ 3(AC,AB) (mod π)

Mặt khác, (AB′, AC ′) ≡ (AB′, AC) + (AC,AB) + (AB,AC ′) ≡ 3(AC,AB) (mod π)
⇒ (MB′,MC ′) ≡ (AB′, AC ′) (mod π)⇒M,B′, C ′, A đồng viên (đpcm)

2.11 Điểm Gilbert

Cho tam giác ABC, điểm Musselman M . M1,M2,M3 là các điểm đối xứng với M qua các cạnh tam
giác. Khi đó các đường thẳng AM1, BM2, CM3 đồng quy tại một điểm trên đường tròn ngoại tiếp tam
giác.
Chứng minh:
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Gọi giao điểm của AM1 và BM2 là G. Ta có:
(GM1, GB) ≡ (AM1, AB) + (BA,BM2) ≡ (A′B,A′M) + (B′M,B′A) ≡ (C ′B,C ′M) + (C ′M,C ′A) ≡
(C ′B,C ′A) ≡ (CA,CB) (mod π)⇒ G nằm trên (ABC). Chứng minh tương tự, ta có đpcm.

2.12 Khái niệm đường tròn cực của tam giác tù

Cho tam giác tù ABC. Chân các đường cao đối diên các đỉnh là Ha, Hb, Hc. Khi đó đường tròn cực của
tam giác là đường tròn có tâm là H và bán kính r xác định bởi r2 = HA.HHa = HA.HHb = HA.HHc =

−4R2 cosA cosB cosC = 4R2 − 1

2
(a2 + b2 + c2)

Đường tròn cực của tam giác tù có tính chất: cho 3 điểm bất kì chuyển động trên các đường cạnh của
tam giác ABC dựng các đường tròn có đường kính là đoạn thẳng nối một đỉnh với điểm chuyển động trên
cạnh đối diện thì khi đó vòng cực của tam giác trực giao với tất cả các đường tròn đó (2 đường tròn được
gọi là trực giao với nhau nếu chúng có 2 giao điểm và tại mỗi giao điểm thì tiếp tuyến của 2 đường tròn
tại giao điểm đó vuông góc với nhau).

2.13 Trục Lemoine

Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). Tiếp tuyến tại A của đường tròn cắt đường thẳng BC
tại X. Định nghĩa tương tự cho Y, Z. Khi đó X, Y, Z thẳng hàng và đường thẳng đi qua X, Y, Z được gọi
là trục Lemoine của tam giác ABC.
Chứng minh:
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Cách 1:

Hai tam giác ABX và CAX đồng dạng ⇒ XB

XA
=
AB

AC
,
XA

XC
=
AB

AC
⇒ XB

XC
=
AB2

AC2
. Tương tự, ta có

Y C

Y A
=
BC2

BA2
,
ZA

ZB
=
CA2

CB2
. Nhân theo vế 3 đẳng thức trên và áp dụng định lý Menelaus, ta có đpcm.

Cách 2:
Gọi S là giao điểm của BY và CZ ⇒ BC là đường đối cực của S đối với (ABC) ⇒ đường đối cực của
X đi qua S. Mặt khác AX là tiếp tuyến của (ABC) tại A ⇒ đường đối cực của X đi qua A. Do đó
AS là đường đối cực của X đối với (ABC). Từ cách xác định điểm S, ta suy ra AS là đường đối trung
của tam giác ABC (xem mục 2.3). Suy ra 3 đường đối cực của X, Y, Z là 3 đường đối trung trong tam
giác ABC ⇒ X, Y, Z thẳng hàng và đường thẳng XY Z là đường đối cực của điểm Lemoine đối với (ABC).

2.14 Tâm Morley

Tâm Morley thứ nhất là tâm của tam giác Morley. Tâm Morley thứ hai là tâm phối cảnh của một tam
giác với tam giác Morley của nó (tâm phối cảnh, nếu có, của 2 tam giác là điểm đồng quy của 3 đường
thẳng nối các đỉnh tương ứng của 2 tam giác)
Chứng minh: (sự tồn tại tâm phối cảnh của 2 tam giác)

Trong tam giác ABC có AD,BD,CD đồng quy tại D, theo định lý Céva dạng sin, ta có

sin B̂AD. sin ĈBD. sin ÂCD

sin ĈAD. sin ÂBD. sin B̂CD
= 1 ⇒ sin B̂AD

sin ĈAD
=

sin
2B

3
. sin

C

3

sin
B

3
sin

2C

3

. Tương tự với 2 điểm E,F , ta suy ra

AD,BE,CF đồng quy (đpcm)

2.15 Tâm Spieker và đường thẳng Nagel

Cho tam giác ABC; A′, B′, C ′ là trung điểm các cạnh tam giác. Tâm Spieker được định nghĩa là tâm
nội tiếp tam giác A′B′C ′. Ta có 4 điểm trọng tâm, tâm nội tiếp, điểm Nagel, tâm Spieker cùng nằm trên
đường thẳng Nagel của tam giác ABC.
Chứng minh:

Trước hết, ta có nhận xét sau: cho các điểm M,N,P thuộc các đường thẳng BC,CA,AB và thỏa mãn{
α + β + γ 6= 0

β
−−→
MB + γ

−−→
MC = γ

−−→
NC + α

−−→
NA = α

−→
PA+ β

−−→
PB =

−→
0
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Khi đó AM,BN,CP đồng quy và α
−→
OA + β

−−→
OB + γ

−→
OC =

−→
0 . (chứng minh bằng cách sử dụng định lý

Céva và định lý Van Aubel).
Gọi M,N,P theo thứ tự là các tiếp điểm của các đường tròn bàng tiếp với các cạnh BC,CA,AB. Ta tính

được BM = p− c,MC = p− b, suy ra (p− b)
−−→
MB + (p− c)

−−→
MC =

−→
0 . Từ đó và 2 hệ thức vector tương

tự, ta có (p− a)
−−→
NA + (p− b)

−−→
NB + (p− c)

−−→
NC =

−→
0 ⇒ p

−−→
GN = (p− a)

−→
GA + (p− b)

−−→
GB + (p− c)

−→
GC.

Mặt khác, ta có a
−→
IA+ b

−→
IB + c

−→
IC = ~0⇒ 2p

−→
GI = a

−→
GA+ b

−−→
GB + c

−→
GC. Do đó 2p

−→
GI + p

−−→
GN = ~0⇒

−−→
GN =

2
−→
GI ⇒

−→
IN = 3

−→
IG.

Xét phép vị tự tâm G, tỉ số −2 biến tam giác A′B′C ′ thành tam giác ABC ⇒
−→
GI = 2

−→
GS, suy ra đpcm.

Ngoài ra ta còn có điểm Spieker là tâm đẳng phương của 3 đường tròn bàng tiếp tam giác ABC.

2.16 Hai điểm Fermat

Cho tam giác ABC. Dựng ra phía ngoài (vào trong) ∆ABC các tam giác đều BCM,CAN,ABP . Khi
đó tâm phối cảnh của hai tam giác ABC và MNP được gọi là điểm Fermat thứ nhất (thứ hai) hoặc còn
gọi là điểm Fermat dương (âm).
Chứng minh:

Gọi giao điểm củaAM,BN,CP vớiBC,CA,AB làX, Y, Z. Ta có
XB

XC
=
S[ABM ]

S[ACM ]

=
BM.BA. sin

(−−→
BM ;

−→
BA
)

CM.CA. sin
(−−→
CM ;

−→
CA
) .

Tương tự, ta suy ra
XB

XC
.
Y C

Y A
.
ZA

ZB
=

sin
(−−→
BM ;

−→
BA
)
. sin

(−−→
CN ;

−−→
CB
)
. sin

(−→
AP ;
−→
AC
)

sin
(−−→
CM ;

−→
CA
)
. sin

(−−→
AN ;

−→
AB
)
. sin

(−−→
BP ;

−−→
BC
) . Mặt khác:(−→

AP ;
−→
AC
)
≡
(−→
AP ;
−→
AB
)

+
(−→
AB;
−→
AC
)
≡
(−→
AC;
−−→
AN

)
+
(−→
AB;
−→
AC
)
≡
(−→
AB;
−−→
AN

)
(mod π). Từ đó suy ra

đpcm.
Trong trường hợp tam giác ABC không có góc nào quá 120o, điểm Fermat dương còn được gọi là điểm
Torricelli và là cực tiểu của hàm điểm f(X) = XA + XB + XC với mọi điểm X trong mặt phẳng tam
giác.
Hai điểm Fermat cùng với tâm ngoại tiếp O, tâm đường tròn Euler E nằm trên đường tròn Lester, đường
tròn này trực giao với đường tròn đường kính GH (orthocentroidal circle). Trung điểm của 2 điểm Fermat
nằm trên đường tròn Euler của tam giác ABC.

2.17 Điểm Parry reflection

Cho tam giác ABC. Kẻ qua A,B,C các đường thẳng α, β, γ song song với đường thẳng Euler của tam
giác. Gọi α′, β′, γ′ là các đường thẳng đối xứng với α, β, γ qua BC,CA,AB. Khi đó các đường thẳng này
đồng quy tại điểm Parry reflection của tam giác ABC.
Chứng minh:
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Gọi H,O là trực tâm, tâm ngoại tiếp tam giác ABC. Phép vị tự tâm O, tỉ số 2 biến tam giác ABC thành
tam giác A1B1C1 ⇒ đường thẳng Euler của 2 tam giác này trùng nhau. A2, B2, C2 là các điểm đối xứng
với A,B,C qua các cạnh đối. Gọi giao điểm của AA2 với BC,B1C1 là D,F . E là trung điểm BC.
Ta có HA2 = AA2−AH = 2

(
AD −OE

)
= 2

(
AH +HD −OE

)
= 2

(
HD +DF

)
= 2HF . Do đó A2 đối

xứng với H qua B1C1. Từ đó suy ra α′ đối xứng với đường thẳng Euler của tam giác A1B1C1 qua B1C1.
Tương tự với các đường thẳng còn lại, ta suy ra α′, β′, γ′ đồng quy tại một điểm trên đường tròn ngoại
tiếp tam giác A1B1C1 (định lý Collings)

2.18 Đường tròn Taylor, tâm Taylor

Cho tam giác ABC, các đường cao AD,BE,EF . Ta có 6 chân các đường vuông góc hạ từ D,E, F
xuống các cạnh tam giác cùng nằm trên đường tròn Taylor của tam giác và tâm của đường tròn này được
gọi là tâm Taylor của tam giác.
Chứng minh:

Ta có (SM,SP ) ≡ (DA,DP ) ≡ (HA,HE) ≡ (FA, FE) ≡ (NM,NA) (mod π)⇒M,N, S, P đồng viên.
Tương tự cho các bộ 4 điểm (R, S,M,Q), (P,Q,R,N). Lại có (RM,RQ) ≡ (SM,SQ) ≡ (SM,SP ) +
(SP, SQ) ≡ (NM,NA) + (NP,NQ) ≡ (NM,NQ) (mod π)
⇒M,N,Q,R đồng viên, suy ra đpcm.

2.19 Điểm Bevan

Cho tam giác ABC. Ia, Ib, Ic là các tâm bàng tiếp. Khi đó tâm ngoại tiếp tam giác IaIbIc được gọi là
điểm Bevan của tam giác ABC.
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Một số tính chất của điểm Bevan:
1. Ta thấy tâm nội tiếp I của tam giác ABC là trực tâm của tam giác IaIbIc, tâm ngoại tiếp O của tam
giác ABC là tâm đường tròn 9 điểm của tam giác IaIbIc. Suy ra O là trung điểm của I và Be.
2. Tâm Spieker là trung điểm của trực tâm H và điểm Bevan.
3. Điểm Bevan là trung điểm của điểm Nagel và điểm de Longchamps, trong đó điểm deLongchamps là
điểm đối xứng với trực tâm qua tâm đường tròn ngoại tiếp.

2.20 Điểm Vecten

Cho tam giác ABC, dựng ra phía ngoài (vào trong) 3 hình vuông trên các cạnh tam giác. Khi đó
đường nối một đỉnh của tam giác với tâm hình vuông dựng trên cạnh đối diện đồng quy tại điểm Vecten
của tam giác ABC.
Chứng minh:

Theo định lý Kiepert thì điều này hiển nhiên và cũng dễ dàng suy ra có 2 điểm Vecten trong (ngoài) hay
dương (âm). Ta có tính chất sau về điểm Vecten: 2 điểm Vecten thẳng hàng với tâm đường tròn Euler của
tam giác ABC.

2.21 Điểm Mittenpunkt

Cho tam giác ABC, Ia, Ib, Ic là các tâm bàng tiếp. D,E, F là trung điểm các cạnh tam giác ABC. Khi
đó các đường IaD, IbE, IcF đồng quy tại điểm Mittenpunkt của tam giác ABC.
Chứng minh:
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Ta có 2
−−→
IaD =

−−→
IaB +

−−→
IaC =

sin Ic. cos Ia
sin Ib

−−→
IaIc +

sin Ib. cos Ia
sin Ic

−−→
IaIb. Chiếu hệ thức trên theo phương IaD lên

trục IbIc, ta có
sin Ic. cos Ia

sin Ib
XIc +

sin Ib. cos Ia
sin Ic

XIb = 0 ⇒ XIb

XIc
= −

(
sin Ic
sin Ib

)2

(X là giao điểm của IaD

với IbIc). Tương tự, ta suy ra đpcm. Ta có một số tính chất sau về điểm Mittenpunkt:
1. Gọi M,N,P là các tiếp điểm của đường tròn nội tiếp tam giác với các cạnh thì IaM, IbN, IcP đồng quy
tại điểm liên hợp đẳng giác với điểm Mittenpunkt trong tam giác ABC.
2. Điểm Mittenpunkt, trực tâm và tâm Spieker thẳng hàng.
3. Điểm Mittenpunkt, tâm nội tiếp và điểm Lemoine thẳng hàng.
4. Điểm Mittenpunkt, trọng tâm và điểm Gergonne thẳng hàng với GeG : GMt = 2 : 1.
5. Điểm Mittenpunkt là điểm Lemoine của tam giác IaIbIc.

2.22 Điểm Napoleon

Cho tam giác ABC, dựng ra phía ngoài (hay vào trong) các tam giác đều trên các cạnh BC,CA,AB.
Khi đó đường nối một đỉnh của tam giác với trọng tâm tam giác đều dựng trên cạnh đối diện đồng quy
tại điểm Napoleon của tam giác ABC.
Chứng minh:

Áp dụng định lý Kiepert, ta có ngay đpcm.

2.23 Đường tròn Adam

Cho tam giác ABC với điểm Gergonne J . Gọi (I) là đường tròn nội tiếp tam giác ABC, tiếp điểm
của (I) trên BC,CA,AB lần lượt là D,E, F . Đường thẳng qua J song song với EF cắt AB,AC ở S, P .
Đường thẳng qua J song song với DE cắt AC,BC ở Q,M . Đường thẳng qua J song song với DF cắt
BA,BC ở R,N . Khi đó các điểm M,N,P,Q,R, S cùng thuộc một đường tròn gọi là đường tròn Adam
của tam giác ABC.
Chứng minh:
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Đường thẳng qua A và J song song với BC tương ứng cắt DE,DF ở (H,K), (V, T ). Ta thấy:
AK

AH
=
AK

BD
.
BD

DC
.
C

AH
=
AF

FB
.
BF

EC
.
EC

AE
= 1⇒ AK = AH ⇒ JT = JV

Để ý rằng JTDN và JV DM là hai hình bình hành nên ta cũng có DM = DN . Kết hợp với ID ⊥ BC
ta có IM = IN . Tương tự IP = IQ, IR = IS. Ta có IC ⊥ DE ⇒ IC ⊥ MQ; IC đi qua trung điểm
DE ⇒ IC đi qua trung điểm MQ (theo Thales), do đó tam giác IMQ cân tại I ⇒ IM = IQ. Tương tự
ta cũng có IN = IR. Từ các khẳng định trên ta suy ra điều cần chứng minh.
Gọi X, Y, Z là các giao điểm của các cặp đường thẳng (MS,NP ), (NP.RQ), (RQ,MS) thì điểm Gergonne
của ∆ABC là điểm Lemoine của ∆XY Z.

2.24 Tam giác Fuhrmann, đường tròn Fuhrmann

Cho tam giác ABC nội tiếp (O). Gọi D,E, F là trung điểm các cung BC,CA,AB không chứa đỉnh
đối diện. Lấy các điểm trên đối xứng qua các cạnh tương ứng ta được 3 điểm M,N,P . Tam giác MNP
được gọi là tam giác Fuhrmann của tam giác ABC và đường tròn ngoại tiếp tam giác MNP được gọi là
đường tròn Fuhrmann. Đường tròn Fuhrmann là một trường hợp riêng của đường tròn Hagge.

Tính chất:

1. SMNP =
(a+ b+ c)OI2

4R
=

(∑
a3 + 3abc−

∑
sym

a2b

)
SABC

(b+ c− a) (c+ a− b) (a+ b− c)

2.NP =

√
(a+ b+ c) (b+ c− a)

bc
OI;PM =

√
(a+ b+ c) (c+ a− b)

ca
OI;MN =

√
(a+ b+ c) (a+ b− c)

ab
OI

3. Trực tâm của tam giác Fuhrmann trùng với tâm đường tròn nội tiếp của tam giác ABC.
4. Tâm đường tròn chín điểm của tam giác Fuhrmann và tam giác ABC trùng nhau. Bán kính đường tròn
ngoại tiếp tam giác Fuhrmann bằng OI.
5. Trực tâm và điểm Nagel của ∆ABC nằm trên đường tròn Fuhrmann và đoạn thẳng nối chúng là một
đường kính của đường tròn Fuhrmann.
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2.25 Hình lục giác và đường tròn Lemoine thứ nhất

Cho tam giác ABC, điểm Lemoine L. Qua L kẻ các đường thẳng song song với các cạnh cắt các cạnh
còn lại tại M,N,P,Q,R, S. Lục giác MNPQRS được gọi là lục giác Lemoine thứ nhất của tam giác
ABC. Lục giác Lemoine thứ nhất nội tiếp trong đường tròn Lemoine thứ nhất của tam giác.
Chứng minh:

Gọi T là giao điểm của AL và RQ; m,n lần lượt là khoảng cách từ T đến AB,AC. Tứ giác AQLR là hình
bình hành nên T là trung điểm RQ⇒ SATR = SATQ ⇒ m.AR = n.AQ

Do đó
AQ

AR
=
m

n
=
AB

AC
⇒ ∆ABC ∼ ∆AQR⇒ ÂQR = ÂBC.

Tương tự, ta có ∆CBA ∼ ∆CPN ⇒ ĈBA = ĈPN . Suy ra ÂQR = ĈPN ⇒ QPNR là hình thang
cân. Do đó 4 điểm N,P,Q,R đồng viên. Tương tự, ta có 4 điểm Q,R, S,M đồng viên. Mặt khác, ta có

ÂQR = ÂBC = ÂSP ⇒ P,Q,R, S đồng viên. Suy ra lục giác MNPQRS nội tiếp (đpcm)
Tính chất:
1. MN : PQ : RS = a3 : b3 : c3

2. NP = QR = SM
3. BM : MN : NC = c2 : a2 : b2

4. Tâm của lục giác Lemoine thứ nhất là trung điểm đoạn OL.

5. Bán kính R1 =
abc
√
a2b2 + b2c2 + c2a2

(a2 + b2 + c2) .4SABC
=
R2 +R2

2

4
, trong đó R2 là bán kính đường tròn Lemoine thứ hai.

2.26 Hình lục giác và đường tròn Lemoine thứ hai

Khái niệm về đường đối song (antiparallel): Cho tam giác ABC. Chọn 2 điểm D,E trên AB,AC sao
cho tam giác AED đồng dạng với tam giác ABC. Khi đó DE và BC được gọi là các đường đối song trong
góc A.
Tính chất của đường đối song: Đường đối trung luôn đi qua trung điểm của các đường đối song tương ứng
với cùng một đỉnh.
Kết quả về hình lục giác và đường tròn Lemoine thứ hai: Cho tam giác ABC và điểm Lemoine
L. Qua L kẻ các đường đối song tương ứng với các cạnh của tam giác ABC cắt các cạnh còn lại tại
M,N,P,Q,R, S. Khi đó lục giác MNPQRS được goi là lục giác Lemoine thứ hai của tam giác ABC. Lục
giác Lemoine thứ hai nội tiếp trong đường tròn Lemoine thứ hai của tam giác, còn được gọi là đường tròn
cosin (cosine circle).
Chứng minh:
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Vì SP,RN là các đường đối song trong ∆ABC nên ta có ÂSL = ÂCB = B̂RL ⇒ ∆LRS cân tại
L⇒ LR = LS. Tương tự, ta có LM = LN,LP = LQ.
Mặt khác, L là trung điểm SP (tính chất đường đối song), suy ra LM = LN = LP = LQ = LR = LS.
Do đó 6 điểm M,N,P,Q,R, S cùng nằm trên một đường tròn tâm L.
Tính chất:

1. Bán kính R2 =
abc

a2 + b2 + c2

2. Các cặp đoạn thẳng (MN,QR), (PN,RS), (PQ, SM) song song và bằng nhau. Độ dài của các đoạn
thẳng MN,PQ,RS tỉ lệ với cosin của các góc của ∆ABC, điều này giải thích cho tên gọi đường tròn
cosin.

2.27 Hình bình hành Varignon của tứ giác

Cho tứ giác ABCD có M,N,P,Q lần lượt là trung điểm của AB,BC,CD,DA. Khi đó M,N,P,Q là
bốn đỉnh của một hình bình hành gọi là hình bình hành Varignon của tứ giác ABCD.
Chứng minh:

MN,PQ tương ứng là đường trung bình của các tam giác ABC và ACD ⇒MN//PQ,MN = PQ =
AC

2
.

Do đó MNPQ là hình bình hành (đpcm)

2.28 Điểm Euler của tứ giác nội tiếp

Cho tứ giác nội tiếp ABCD. Ha, Hb, Hc, Hd lần lượt là trực tâm các tam giác BCD,CDA,DAB,ABC.
Khi đó các đường thẳng AHa, BHb, CHc, DHd đồng quy tại điểm Euler của tứ giác ABCD.
Chứng minh:

Ta có AHc và CHa song song và cùng bằng 2 lần khoảng cách từ O đến BD nên tứ giác ACHaHc là hình
bình hành, suy ra AHc và CHa giao nhau tại trung điểm của mỗi đường. Tương tự ta suy ra đpcm.
Ta có một số tính chất sau về điểm Euler:
1. Điểm Euler đối xứng với tâm O của đường tròn ngoại tiếp tứ giác qua trọng tâm G của tứ giác.
2. Điểm Euler nằm trên đường vuông góc hạ từ trung điểm một cạnh tới cạnh đối diện (hoặc trung điểm
đường chéo tới đường chéo còn lại).
3. Điểm Euler nằm trên đường thẳng Simson của đỉnh A với tam giác BCD, tương tự với 3 đỉnh còn lại.
4. Đường tròn 9 điểm của 4 tam giác ABC,BCD,CDA,DAB đồng quy tại điểm Euler.
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2.29 Đường thẳng Steiner của tứ giác toàn phần

Cho tứ giác toàn phần ABCDEF . Khi đó trực tâm của các tam giác AEF,DCE,ABC,BDF cùng
nằm trên đường thẳng Steiner của tứ giác toàn phần.
Chứng minh:

Gọi H1, H2, H3, H4 lần lượt là trực tâm các tam giác AEF,DCE,ABC,BDF . Gọi X,Z là trung điểm các
đường chéo BE,AD. Ta có PH2/(X,XB) = H2P.H2E = H2Q.H2D = PH2/(Z,ZD). Do đó H2 nằm trên trục
đẳng phương của hai đường tròn (X,XB) và (Z,ZD). Tương tự với 3 điểm còn lại, ta suy ra đpcm.

2.30 Đường thẳng Gauss của tứ giác toàn phần

Cho tứ giác toàn phần ABCDEF . Khi đó trung điểm các đường chéo cùng nằm trên một đường thẳng
được gọi là đường thẳng Gauss của tứ giác toàn phần.
Chứng minh:

Gọi M,N,P là trung điểm các đường chéo BE,CF,AD; IJK là tam giác trung bình của tam giác ABC.

Khi đó các điểm M,N,P nằm trên các cạnh của tam giác IJK. Áp dụng định lý Thales, ta có:
MK

MI
=
EA

EC
;
NI

NJ
=
FB

FA
;
PJ

PK
=
DC

DB
⇒ MK

MI
.
NI

NJ
.
PJ

PK
=
EA

EC
.
FB

FA
.
DC

DB
= 1⇒ đpcm.

Kết hợp với mục 2.29, ta suy ra trong 1 tứ giác toàn phần thì đường thẳng Steiner vuông góc với đường
thẳng Gauss.

2.31 Điểm Miquel của tứ giác toàn phần

Cho tứ giác toàn phầnABCDEF . Khi đó các đường tròn ngoại tiếp các tam giácAEF,DCE,ABC,BDF
đồng quy tại điểm Miquel của tứ giác toàn phần.
Chứng minh:
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Gọi M là giao điểm khác E của (AEF ) và (CDE). Áp dụng định lý Miquel cho tam giác DBF và 3 điểm
C,E,A ta có (ABC) đi qua M .
Vậy M nằm trên đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Tương tự, ta suy ra đpcm.

2.32 Đường tròn Miquel của tứ giác toàn phần

Cho tứ giác toàn phần ABCDEF , ta có điểm Miquel M và tâm ngoại tiếp các tam giác AEF,CDE,
ABC,BDF cùng nằm trên đường tròn Miquel của tứ giác toàn
Chứng minh:

Gọi O1, O2, O3, O4 là tâm ngoại tiếp các tam giác AEF,CDE,ABC,BDF . Gọi X, Y, Z là trung điểm
các đoạn thẳng MD,MC,MB. Ta có MD là giao của (O4) và (O2) nên O4O2 ⊥ MD. Tương tự, ta có
MY ⊥ O3O2,MZ ⊥ O3O4. Mặt khác, X, Y, Z thẳng hàng (theo Thales). Do đó theo định lí đảo về đường
thẳng Simson ta có M,O2, O3, O4 đồng viên. Tương tự, ta suy ra đpcm.
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