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A.KIẾN THỨC CẦN NHỚ

- Hai đỉnh cùng nhìn một cạnh
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A và B là hai đỉnh kề nhau cùng nhìn cạnh CD

Đặc biệt
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A, B là 2 đỉnh kề nhau cùng nhìn cạnh CD.

- Hai góc đối bù nhau
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Đặc biệt
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Góc trong = góc ngoài tại đỉnh đối diện
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 là góc ngoài tại C

Cùng cách đều một điểm
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Phương pháp giải

a) Phương pháp 1. Chứng minh cho bốn đỉnh của tứ giác cách đều một điểm nào đó.

Cho một điểm I cố định và tứ giác ABCD. Nếu chứng minh được 4 điểm A, B, C, D cách đều điểm I, tức là 
[image: image14.wmf]IAIBICID
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 thì điểm I chính là tâm đường tròn đi qua 4 điểm A, B, C, D. Hay nói cách khác tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn tâm I bán kính IA.

b) Phương pháp 2. Chứng minh tứ giác có tổng 2 góc đối bằng 180º

Cho tứ giác ABCD. Nếu chứng minh được 
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 hoặc 
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 thì tứ giác ABCD nội tiếp trong một đường tròn.

c) Phương pháp 3. Chứng minh từ hai đỉnh cùng kề một cạnh cùng nhìn một cạnh dưới hai góc bằng nhau.

Cho tứ giác ABCD, nếu chứng minh được rằng 
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 và 
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DBC

 bằng nhau và cùng nhìn cạnh DC thì tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn.

d) Phương pháp 4: Nếu một tứ giác có tổng số đo hai cặp góc đối diện bằng nhau thì tứ giác đó nội tiếp được trong một đường tròn.

Cho tam giác ABCD. Nếu chứng minh được 
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 thì tứ giác ABCD cũng nội tiếp trong một đường tròn.

e) Phương pháp 5: Tứ giác có góc ngoài tại một đỉnh bằng góc trong tại đỉnh đối diện đỉnh đó thì nội tiếp được trong một đường tròn.

Nếu cho tứ giác ABCD và chứng minh được góc ngoài tại đỉnh A mà bằng góc trong tại đỉnh C (tức là góc C của tứ giác đó) thì ABCD cũng nội tiếp đường tròn.

f) Phương pháp 6: Chứng minh bằng phương pháp phản chứng

Chú ý:  Có thể chứng minh tứ giác ABCD là một trong những hình đặc biệt sau: Tứ giác ABCD là hình thang cân, hình chữ nhật, hình vuông.

Định lí Pto-lê-mê:

Trong một tứ giác nội tiếp, tích của hai đường chéo bằng tổng các tích của hai cặp cạnh đối diện.
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Chứng minh

	GT
	Tứ giác ABCD nội tiếp (O)
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Láy 
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 ∆DAE ~ ∆CAB (g.g) 
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Tương tự: ∆BAE ~ ∆CAD (g.g)
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Từ (1) và (2) 
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 (điều phải chứng minh)

B.BÀI MINH HỌA

I.MỘT SỐ TIÊU CHUẨN NỘI TIẾP
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Tiêu chuẩn 1. Điều kiện cần và đủ để bốn đỉnh của một tứ giác lồi nằm trên cùng một đường tròn là tổng số đo của hai góc tứ giác tại hai đỉnh đối diện bằng 
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Điều kiện để tứ giác lồi 
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 nội tiếp là: 
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Hệ quả: Tứ giác 
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 nội tiếp được 
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	Ví dụ 1. Cho tam giác 
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 vuông tại 
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. Kẻ đường cao 
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 và phân giác trong 
[image: image39.wmf]AD

 của góc 
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. Phân giác trong góc 
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cắt 
[image: image42.wmf]AH,AD

 lần lượt tại 
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. Chứng minh rằng: 
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Phân tích và hướng dẫn giải:

Ta có 
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. Nếu 
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thì tứ giác 
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 nội tiếp. Vì vậy 

thay vì trực tiếp chỉ ra góc 
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 ta sẽ đi chứng minh 

tứ giác 
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 nội tiếp. Tức là ta chứng minh 
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.                                                          Thật vậy ta có 
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 do cùng phụ với góc 
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 từ đó suy ra 
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 hay tứ  giác 
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	Ví dụ 2. Cho tam giác 
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 có 3 góc nhọn nội tiếp đường tròn 
[image: image60.wmf](O)

 có trực tâm là điểm 
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. Gọi 
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 là điểm trên dây cung 
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 không chứa điểm 
[image: image64.wmf]A

( 
[image: image65.wmf]M

 khác 
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 theo thứ tự là các điểm đối xứng của 
[image: image68.wmf]M

 qua các đường thẳng 
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a) Chứng minh 
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 là tứ giác nội tiếp

b) 
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 thẳng hàng.

c) Tìm vị trí của điểm 
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để độ dài đoạn 
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 lớn nhất.


Phân tích và hướng dẫn giải:
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a). Giả sử các đường cao của tam giác là 
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 . Để chứng minh 
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 là tứ giác nội tiếp ta sẽ chứng minh 
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.Mặt khác ta có 
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 ( đối đỉnh), 
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 ( do tính đối xứng và góc nội tiếp cùng chắn một cung). Như vậy ta chỉ cần chứng minh 
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 nhưng điều này là hiển nhiên do tứ giác 
[image: image80.wmf]BIHK

là tứ giác nội tiếp.

b). Để chứng minh 
[image: image81.wmf]N,H,P

 thẳng hàng ta sẽ chứng minh 
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 do đó ta sẽ tìm cách quy hai góc này về 2 góc đối nhau trong một tứ giác nội tiếp.                                                                                                     Thật vậy ta có: 
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 (tính chất góc nội tiếp), 
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  (1) (Tính chất đối xứng) . Ta thấy vai trò tứ giác 
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 giống với 
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 nên ta cũng dễ chứng minh được 
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 là tứ giác nội tiếp từ đó suy ra 
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 (2) (Tính chất đối xứng) . Từ (1), (2) ta suy ra chỉ cần chứng minh 
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 nhưng điều này là hiển nhiên do tứ giác 
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 nội tiếp. Vậy 
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 hay 
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 thẳng hàng.

Chú ý: Đường thẳng qua 
[image: image94.wmf]N,H,P

 chính là đường thẳng Steiners  của điểm 
[image: image95.wmf]M

. Thông qua bài toán này các em học sinh cần nhớ tính chất. Đường thẳng Steiners của tam giác thì đi qua trực tâm của tam giác đó . (Xem thêm phần “Các định lý hình học nổi tiếng’’).

c). Ta có 
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. Mặt khác ta có 
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 ta có: 
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. Như vậy 
[image: image103.wmf]NP

 lớn nhất khi và chỉ khi 
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	Ví dụ 3. Cho tam giác 
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 và đường cao 
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 gọi 
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 lần lượt là trung điểm của 
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. Đường tròn ngoại tiếp tam giác 
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 cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image112.wmf]CNH

 tại 
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. Chứng minh 
[image: image114.wmf]AMEN

 là tứ giác nội tiếp và 
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Phân tích, định hướng cách giải: 

Để chứng minh 
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là tứ giác nội tiếp ta sẽ 

chứng minh: 
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Ta cần tìm sự liên hệ của các góc 
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của những tứ giác nội tiếp khác. Ta có 
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. Hay tứ giác 
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 là cát tuyến của hai đường tròn 
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 (Tính chất trung tuyến tam giác vuông). Suy ra tam giác 
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Xem thêm phần: ‘’Các tính chất của cát tuyến và tiếp tuyến’’

	Ví dụ 4. Cho tam giác cân 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image143.wmf]=
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 là điểm trên cạnh đáy 
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. Kẻ các đường thẳng 
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 lần lượt song song với 
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 là điểm đối xứng với 
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. Chứng minh bốn điểm 
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 cùng thuộc một đường tròn.
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Phân tích định hướng giải:

Bài toán có 2 giả thiết cần lưu ý. 

Đó là các đường thẳng song song 

với 2 cạnh tam giác , và điểm 
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đối xứng với 
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 qua 
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Do đó ta sẽ có: 
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( Đây là chìa khóa để ta giải bài toán này) 

Từ định hướng đó ta có lời giải như sau: Do 
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 là tứ giác nội tiếp. Mặt khác ta có: 
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	Ví dụ 5. Cho tam giác 
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 nội tiếp đường tròn 
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Phân tích định hướng giải:

Ta thấy rằng 
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 cùng nằm trên đường tròn

đường kính 
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ra được một góc bằng 
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Điều này làm ta nghỉ đến tính chất

quen thuộc ‘’Đường kính đi qua trung 

điểm của một dây cung thì vuông góc  với dây đó’’. Vì vậy nếu ta gọi 
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Phân tích định hướng giải: 

Để chứng minh 
[image: image223.wmf]PQ//BC

 

ta chứng minh 
[image: image224.wmf]·

·

=

MPQMBC

 

nhưng  tứ giác 
[image: image225.wmf]BIMK

 nội tiếp

 nên 
[image: image226.wmf]·

·

=

MBCMKI

. Mặt khác 


[image: image227.wmf]AC

 là tiếp tuyến của 
[image: image228.wmf](O)

 nên 

ta có: 
[image: image229.wmf]·

·

=

ACKMBC

 và 
[image: image230.wmf]CIMH

 

nội tiếp nên 
[image: image231.wmf]·

·

=

ACKMIH

 .Như vậy để chứng minh 
[image: image232.wmf]PQ//BC

 ta cần chứng minh 
[image: image233.wmf]·

·

=

MIHMPQ

. Tức là ta cần chứng minh tứ giác 
[image: image234.wmf]MPIQ

 nội tiếp . Để ý rằng 
[image: image235.wmf]·

·

==

0

BMCKMH135

, 
[image: image236.wmf]·

·

·

=+

PIQPIMIMQ

 
[image: image237.wmf]·

·

¼

¼

(

)

=+=+=

0

1

KBMKCHs

đBMMC45

2

  suy ra  đpcm.(Các em học sinh tự hoàn thiện lời giải)                                                                                       

[image: image1649.emf] 

 

A

B

C

K

I

M

P

Q

O

H

 

Tiêu chuẩn 2: Tứ giác 
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	Ví dụ 1. Trên các cạnh 
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	Ví dụ 2. Cho điểm 
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	Ví dụ 3. Cho tam giác 
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Lời giải:
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định lý  Lyness được phát biểu 
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‘’Các định lý hình học nổi tiếng’’)
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Phân tích định hướng giải:
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 tứ giác 
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 thẳng hàng.                                                                                     Tứ giác 
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 nội tiếp 
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 nội tiếp.
	Ví dụ 7. Cho hai đường tròn 
[image: image475.wmf]12
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 cắt nhau tại 
[image: image476.wmf]A,B

. Kéo dài 
[image: image477.wmf]AB

 về phía 
[image: image478.wmf]B

 lấy điểm 
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qua 
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 kẻ hai tiếp tuyến 
[image: image481.wmf]ME,MF

 với đường tròn 
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[image: image483.wmf]E,F

 là các tiếp điểm) điểm 
[image: image484.wmf]2
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. Đường thẳng 
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cắt đường tròn 
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 tại 
[image: image488.wmf]P,Q

 gọi 
[image: image489.wmf]I

 là giao điểm của 
[image: image490.wmf]PQ

 và 
[image: image491.wmf]EF

. Chứng minh 
[image: image492.wmf]I

 là trung điểm của 
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.


Phân tích định hướng giải:
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Để ý rằng: Đường thẳng 
[image: image494.wmf]EFI

 cắt ba cạnh tam giác 
[image: image495.wmf]BPQ

 lần lượt tại 
[image: image496.wmf]I,E,F

. Theo định lý Menelauyt ta có: 
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EPFB
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 (*) thành các đại lượng tương đương để thông qua đó ta có thể quy về việc chứng minh tứ giác nội tiếp, hoặc tam giác đồng dạng. Xét đường tròn 
[image: image502.wmf]1

(O)

 với cát tuyến 
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 và hai tiếp tuyến 
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 nội tiếp) . Qua đó ta có kết quả cần chứng minh:

Các em học sinh tự hoàn chỉnh lời giải dựa trên những phân tích định hướng mà tác giải vừa trình bày.

Nếu không dùng định lý Menaleuyt ta có thể giải theo các khác như sau:

Vì 
[image: image512.wmf]MF

 là tiếp tuyến của đường tròn 
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[image: image516.wmf]Þ=

MFFB

MAFA

. Tương tự ta cũng có:  
[image: image517.wmf]DD

MEB,MAE

 đồng dạng suy ra 
[image: image518.wmf]Þ=

MEEB

MAEA

, mà 
[image: image519.wmf]=Þ=

FBEB

MEMF

FAEA

 (1) , mặt khác 
[image: image520.wmf]·

·

=

AFEABE

 (chắn cung 
[image: image521.wmf]AE

) và 
[image: image522.wmf]·

·

=

ABEAQP

 (do tứ giác 
[image: image523.wmf]ABPQ

 nội tiếp). Suy ra 
[image: image524.wmf]·

·

=Þ

AFEAQPAFIQ

 là tứ giác nội tiếp, suy ra 
[image: image525.wmf]·

·

·

·

=Þ=

AFQAIQAFBAIP

, ta cũng có:  
[image: image526.wmf]·

·

=

ABFAPQ

 suy ra 
[image: image527.wmf]DD

FBA,IPA

 đồng dạng suy ra 
[image: image528.wmf]=

BFPI

AFAI

 (2). Tương tự ta chứng minh được: 
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	Ví dụ 8.  Cho tam giác 
[image: image532.wmf]ABC

. Đường tròn 
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)

O

 đi qua 
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 cắt 
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 theo thứ tự tại 
[image: image537.wmf]K

 và 
[image: image538.wmf]N

. Đường tròn tâm 
[image: image539.wmf]I

 ngoại tiếp tam giác 
[image: image540.wmf]ABC

 và đường tròn tâm 
[image: image541.wmf]J

 ngoại tiếp tam giác 
[image: image542.wmf]KBN

 cắt nhau tại 
[image: image543.wmf]B

 và 
[image: image544.wmf]M

. Chứng minh 
[image: image545.wmf]BIOJ

 là hình bình hành từ đó suy ra 
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Phân tích định hướng giải:

Để chứng minh 
[image: image547.wmf]BIOJ

 là 

hình bình hành ta chứng minh 


[image: image548.wmf]BI//OJ,BJ//OI
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Mặt khác dễ thấy 
[image: image549.wmf]OI

 là trung 

trực của 
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 nên 
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Ta cần chứng minh 
[image: image552.wmf]^
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việc tìm liên hệ trực tiếp là tương đối khó vì vậy ta nghỉ đến hướng tạo một đường thẳng ‘’đặc biệt’’ vuông góc với 
[image: image553.wmf]BJ

 sau đó chứng minh đường thẳng này song song với 
[image: image554.wmf]AC

 từ đó ta nghỉ đến dựng tiếp tuyến 
[image: image555.wmf]Bx

 của đường tròn ngoại tiếp tam giác 
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.                                                                     Khi đó ta có : 
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.                                                                                                            Tương tự: Từ 
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 tứ giác 
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(Tính chất đường nối tâm của hai đường tròn cắt nhau).       
[image: image574.wmf]Þ=Þ==ÞD

QMQBQMQBQOBMO

 là tam giác vuông 
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	Ví dụ 9. Cho hai đường tròn 
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 (đường tròn 
[image: image579.wmf](

)

2

O

 nằm trong). Hai điểm 
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 và 
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. Chứng minh rằng tâm đường tròn nội tiếp các tam giác 
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 nằm trên 
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Phân tích định hướng giải:
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Vì giả thiết hai đường tròn tiếp xúc trong với nhau tại điểm 
[image: image595.wmf]M

 nên ta nghỉ đến việc tiếp tuyến chung 
[image: image596.wmf]Mx

 

để tận dụng các yếu tố về góc: 

Bài toán này làm ta nghỉ đến 

định lý Lyness nổi tiếng

( Xem thêm phần các định lý 

hình học nổi tiếng 

(Định lý Lyness mở rộng) và các

tínhchất quen thuộc liên quan đến chứng minh định lý này là: 
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Từ những định hướng trên ta suy ra cách giải  cho bài toán như sau: 
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 (Tính chất góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung) suy ra 
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 Tương tự ta cũng chứng minh được 
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Nhận xét: Đối với các bài toán có giả thiết hai đường tròn tiếp xúc trong với nhau thì việc kẻ tiếp tuyến chung để suy ra các góc bằng nhau và từ đó phát hiện ra các tứ giác nội tiếp là một hướng quan trọng để giải toán

	Ví dụ 10.Cho tam giác vuông 
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Phân tích định hướng giải:
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Để chứng minh một đường thẳng là tiếp tuyến của đường tròn thông thường ta chứng minh đường thẳng đó vuông góc với một bán kính tại tiếp điểm. Muốn làm được điều này điều kiện cần là phải xác định rõ tâm đường tròn. Nhưng việc làm này là không dễ nếu tâm đường tròn không phải là điểm đặc biệt. Để khắc phục khó khăn này ta thường chọn cách chứng minh  theo tính chất của góc nội tiếp và góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung. 

Trở lại bài toán: Để chứng minh 
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  (2)                                                            + Từ (1) và (2) suy ra 
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 nằm trên một đường tròn 
[image: image685.wmf]·
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 là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image686.wmf]ADK

.
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Tiêu chuẩn 3) Cho hai đường thẳng 
[image: image687.wmf]DD

12

,

 cắt nhau tại điểm 
[image: image688.wmf]M

. Trên hai đường thẳng  
[image: image689.wmf]DD

12

,

 lần lượt lấy các điểm 
[image: image690.wmf]A,B

 và 
[image: image691.wmf]C,D

khi đó 4 điểm 
[image: image692.wmf]A,B,C,D

 cùng thuộc một đường tròn khi và chỉ khi 
[image: image693.wmf]=
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	Ví dụ 1. Cho đường tròn tâm 
[image: image694.wmf](O)

 đường kính 
[image: image695.wmf]AB

 và đường thẳng 
[image: image696.wmf]D

 nằm ngoài đường tròn 
[image: image697.wmf](O)

 vuông góc với 
[image: image698.wmf]AB

 tại 
[image: image699.wmf]C

. Kẻ cát tuyến 
[image: image700.wmf]CMN

 với đường tròn 
[image: image701.wmf](O)

 , 
[image: image702.wmf]AM,AN

 cắt 
[image: image703.wmf]D

 tại 
[image: image704.wmf]D,E

. Chứng minh 
[image: image705.wmf]MNED

 nội tiếp được: 


Phân tích định hướng giải:

[image: image1661.emf]D
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Vì 
[image: image706.wmf]·
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AMB90BCDM

 là tứ giác nội tiếp , suy ra 
[image: image707.wmf]=
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 (1) . Tương tự vì góc 
[image: image708.wmf]·
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 hay tứ giác 
[image: image709.wmf]BCNE

nội tiếp, từ đó suy ra 
[image: image710.wmf]=

AB.ACAN.AE

 (2). Kết hợp (1), (2) ta có: 
[image: image711.wmf]=Þ

AM.ADAN.AEMNED

 là tứ giác nội tiếp.

	Ví dụ 2. Cho tam giác cân 
[image: image712.wmf]µ
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ABC(ABAC,A90)

 có đường cao 
[image: image713.wmf]BD

. Gọi 
[image: image714.wmf]M,N,I

 theo thứ tự là trung điểm của các đoạn 
[image: image715.wmf]BC,BM,BD

. Tia 
[image: image716.wmf]NI

 cắt cạnh 
[image: image717.wmf]AC

 tại 
[image: image718.wmf]K

. Chứng minh các tứ giác 
[image: image719.wmf]ABMD,ABNK

 nội tiếp và 
[image: image720.wmf]=
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Giải: 
 Do tam giác 
[image: image721.wmf]ABC

 cân tại 
[image: image722.wmf]A

 

nên 
[image: image723.wmf]^
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 mặt khác 
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 là tứ giác nội tiếp. 

Vì 
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, ta                                                                                                           cũng có 
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Ta có: 
[image: image729.wmf]=
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 mà 
[image: image730.wmf]=Þ=Û=
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	Ví dụ 3. Cho tứ giác lồi 
[image: image731.wmf]ABCD

 có giao điểm 2 đường chéo là 
[image: image732.wmf]M

. Đường phân giác trong góc 
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 cắt 
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 tại 
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.Giả sử 
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. Chứng minh 
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Phân tích định hướng giải: 

[image: image1663.emf]K
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Ta gọi 
[image: image738.wmf]N

 là giao điểm của 
[image: image739.wmf]CK

 và 
[image: image740.wmf]BD

 theo tính chất đường phân giác trong ta có: 
[image: image741.wmf]=Þ=
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thay vào biểu thức 
[image: image742.wmf]+=
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 ta có: 
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. Do 
[image: image744.wmf]M

 nằm trong tứ giác 
[image: image745.wmf]ABCN

 theo tiêu chuẩn 
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 ta có: 
[image: image747.wmf]ABNC

 là tứ giác nội tiếp nên 
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. Theo tiêu chuẩn 2 ta có: 
[image: image749.wmf]BCDK

 là tứ giác nội tiếp. Suy ra 
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	Ví dụ 4. Cho tam giác 
[image: image751.wmf]ABC

. Đường tròn 
[image: image752.wmf](
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 đi qua 
[image: image753.wmf]A

và 
[image: image754.wmf]C

 cắt 
[image: image755.wmf]AB,AC

 theo thứ tự tại 
[image: image756.wmf]K

 và 
[image: image757.wmf]N

. Đường tròn tâm 
[image: image758.wmf]I

 ngoại tiếp tam giác 
[image: image759.wmf]ABC

 và đường tròn tâm 
[image: image760.wmf]J

 ngoại tiếp tam giác 
[image: image761.wmf]KBN

 cắt nhau tại 
[image: image762.wmf]B

 và 
[image: image763.wmf]M

. Chứng minh 
[image: image764.wmf]·
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 vuông. .


Phân tích định hướng giải:

Gọi 
[image: image765.wmf]P

 là giao điểm của các đường thẳng 
[image: image766.wmf]AC

 và 
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.                                                        Ta có 
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 nên 4 điểm 
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 nằm trên một đường tròn. Ngoài ra ta cũng có 
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 (do
[image: image771.wmf]ACNK

 là tứ giác nội tiếp) nên ta suy ra điểm 
[image: image772.wmf]M

 nằm trên đoạn 
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.  Gọi 
[image: image774.wmf]R

 là bán kính của đường tròn 
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                                                                                  Ta có: 
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và 
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 cộng từng vế hai đẳng thức trên ta thu được: 
[image: image778.wmf]+=+-Û=+-
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. Khi đó ta có: 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image780.wmf]=-
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. Từ đó suy ra 
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Chú ý: Để chứng minh 
[image: image782.wmf]^

OMBP

 ta đã dùng kết quả: Cho tam giác 
[image: image783.wmf]ABC

 và điểm 
[image: image784.wmf]H

 nằm trên cạnh 
[image: image785.wmf]BC

. Khi đó 
[image: image786.wmf]AH

 là đường cao khi và chỉ khi 
[image: image787.wmf]-=-
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Thật vậy:

Nếu 
[image: image788.wmf]AH

 là đường cao thì ta luôn có: 
[image: image789.wmf]-=-

2222

ABACHBHC

 (Theo định lý Pitago). Ngược lại: Nếu ta có: 
[image: image790.wmf]-=-
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(*), gọi 
[image: image791.wmf]M

 là điểm trên 
[image: image792.wmf]BC

 sao cho 
[image: image793.wmf]-=-

2222

ABACMBMC

. Từ đó ta có: 
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 hay 
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[image: image796.wmf]Û-=-Ûº
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 suy ra điều phải chứng minh:

II.BÀI TỔNG HỢP

Ví dụ 1. Cho tam giác ABC cân tại A. Các đường cao AD, BE cắt nhau tại H.

a) Chứng minh tứ giác CEHD nội tiếp.

b) Chứng minh tứ giác AEDB nội tiếp.

Lời giải

[image: image797.png]/I




a) Xét tứ giác CEHD ta có: 
[image: image798.wmf]·

90

CEH
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 (vì BE là đường cao) và 
[image: image799.wmf]·

90

CDH
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(vì AD là đường cao)


[image: image800.wmf]·
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Mà 
[image: image801.wmf]·

·

,

CEHCDH

 là hai góc đối diện của tứ giác CEHD.

Do đó CEHD là tứ giác nội tiếp.

b) Theo giả thiết: BE là đường cao


[image: image802.wmf]·
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AD là đường cao 
[image: image803.wmf]·

90
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.

Do đó E và D cùng nhìn AB dưới một góc 90°, suy ra E và D cùng nằm trên đường tròn đường kính AB. Vậy bốn điểm A, E, D, B cùng nằm trên một đường tròn hay tứ giác AEDB nội tiếp.

Ví dụ 2. Cho tam giác ABC nhọn thỏa mãn 
[image: image804.wmf]µ
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. Đường tròn nội tiếp tâm I tiếp xúc với cạnh AB, AC tại M và N. Gọi P và Q lần lượt là các giao điểm của CI, BI với đường thẳng MN. Chứng minh rằng:                     a) Tứ giác INQC nội tiếp.                       b) Tứ giác BPQC nội tiếp.

Lời giải
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a) Vì đường tròn (I) tiếp xúc với AB, AC tại M và N nên 
[image: image806.wmf]AMAN
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.
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 (hai góc đối đỉnh)
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Tứ giác INQC có hai điểm liên tiếp I và N cùng nhìn cạnh QC dưới các góc bằng nhau nên tứ giác này nội tiếp được một đường tròn.

b) Vì INQC là tứ giác nội tiếp nên 
[image: image809.wmf]·

·
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.

Vì AC tiếp xúc với đường tròn (I) tại N nên 
[image: image810.wmf]INAC
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 hay 
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Suy ra 
[image: image812.wmf]·
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Chứng minh tương tự câu a) ta có tứ giác IMPB nội tiếp
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Từ (1) và (2) suy ra: 
[image: image814.wmf]·
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90
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 nên tứ giác BPQC nội tiếp đường tròn đường kính BC.

Ví dụ 3. Cho hình bình hành ABCD, có tâm là O. Gọi M, N, P lần lượt là hình chiếu vuông góc của C lên BD, AD, AB. Chứng minh tứ giác NMOP là tứ giác nội tiếp.
Lời giải
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Ta có: 
[image: image816.wmf]·
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 (gt) nên tứ giác ANCP nội tiếp đường tròn (O) đường kính AC.

Suy ra 
[image: image817.wmf]·
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Lại có 
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 (do AD // BC)

Do đó 
[image: image820.wmf]·
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Mặt khác 
[image: image821.wmf]·
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Mà tứ giác CDNM nội tiếp đường tròn đường kính CD nên:
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.

Lại có tứ giác BCMP nội tiếp đường tròn đường kính BC nên:
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Từ (1) và (2) suy ra: 
[image: image825.wmf]·

·

PONPMN
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 do đó tứ giác PMON nội tiếp.

Ví dụ 4. Cho hai đường tròn (O) và (O’) cắt nhau tại M, N. Tiếp tuyến tại M của (O) cắt (O’) tại B, tiếp tuyến tại M của (O’) cắt (O) tại A. Gọi P là điểm đối xứng của M qua N. Chứng minh tứ giác MAPB nội tiếp.

Lời giải

Cách 1:
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Ta có: 
[image: image827.wmf]·

·

·

·

,

AMNMBNMANBMN

==


Nên ∆AMN ~ ∆MBN (g.g)

Do đó 
[image: image828.wmf]ANMNANNP
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[image: image829.wmf]Þ

 ∆ANP ~ ∆PNB (c.g.c)
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 (hai góc tương ứng)

Từ đó suy ra 
[image: image831.wmf]·
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Vậy tứ giác AMBP là tứ giác nội tiếp.

Cách 2:

[image: image833.png]



Gọi K là điểm đối xứng của M qua trung điểm của OO’.

Ta có tứ giác OMO’K là hình bình hành nên OM // O'K, O'M // OK.

Mặt khác do 
[image: image834.wmf],

OMMBOMMA

¢

^^

 nên 
[image: image835.wmf],

OKMBOKMA

¢

^^

.

Vậy OK, O’K là các đường trung trực của MA, MB nên 
[image: image836.wmf]KAKBKM

==


(1)

Mà ta dễ dàng chứng minh được KN // OO’, 
[image: image837.wmf]OOMNKNMN

¢
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.

Do 
[image: image838.wmf]MNNP

=

 nên tam giác KMP cân tại K, suy ra 
[image: image839.wmf]KMKP
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(2)

Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image840.wmf]KAKBKMKP
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.

Vậy tứ giác AMBP là tứ giác nội tiếp.

Ví dụ 5. Hai đường tròn 
[image: image841.wmf](
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 và 
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 cắt nhau tại M và P. Vẽ dây MA của đường tròn 
[image: image843.wmf](
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O

 là tiếp tuyến của đường tròn 
[image: image844.wmf](
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O

. Vẽ dây MB của đường tròn 
[image: image845.wmf](
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O

 là tiếp tuyến của đường tròn 
[image: image846.wmf](
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O

. Trên tia đối của tia PM lấy điểm H sao cho 
[image: image847.wmf]PHPM

=

. Chứng minh rằng tứ giác MAHP nội tiếp.

Lời giải

Tìm cách giải.

- Khai thác giả thiết, ta có 
[image: image848.wmf]PHPM

=

. Do vậy nếu I, K là trung điểm MB, MA mà MIPK là tứ giác nội tiếp thì MAHB cũng là tứ giác nội tiếp.

- Ta biết rằng tâm đường tròn ngoại tiếp là giao điểm các đường trung trực của các cạnh và đường chéo. Dễ nhận biết đường trung trực của MB đi qua 
[image: image849.wmf]1

O

, đường trung trực của MA đi qua 
[image: image850.wmf]2

O

. Nếu giao điểm của hai đường trung trực này nằm trên đường trung trực của MH thì bài toán xong.

Với hai định hướng trên ta có hai cách giải sau: 

[image: image1665.emf]C
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Trình bày lời giải

Cách 1. Gọi I, K lần lượt là trung điểm của MB, MA.

Ta có: 
[image: image851.wmf]·
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 suy ra 
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Xét 
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Suy ra tứ giác MIPK nội tiếp, mà IP, KP lần lượt là đường trung bình của tam giác MBH, MAH 
[image: image859.wmf]//
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[image: image862.wmf]Þ

 Tứ giác MAHP nội tiếp
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Cách 2. Dựng hình bình hành 
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Suy ra 
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Mà 
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Do đó 
[image: image870.wmf]OMOB
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[image: image872.wmf](
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Gọi giao điểm 
[image: image873.wmf]12
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 với MO; MP là I, K

Ta có 
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OOMP

^

 và 
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[image: image876.wmf]KMKP

=


Do đó IK là đường trung bình của tam giác MOP

Suy ra 
[image: image877.wmf]//
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 mà 
[image: image878.wmf]MPPH

=



[image: image879.wmf]Þ

 OP là đường trung trực của 
[image: image880.wmf] 
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Từ 
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 và 
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Tứ giác MAHB nội tiếp.

Ví dụ 6. Cho tam giác ABC vuông tại C. Trên cạnh AB lấy điểm M (M khác A và B). Gọi O; 
[image: image886.wmf]1
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; 
[image: image887.wmf]2

O

 lần lượt là tâm của các đường tròn ngoại tiếp các tam giác ABC, AMC và BMC.

1) Chứng minh bốn điểm C, 
[image: image888.wmf]1

O

, M, 
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O

 cùng nằm trên một đường tròn 
[image: image890.wmf](

)

T

.

2) Chứng minh rằng đường tròn 
[image: image891.wmf](

)

T

 đi qua O.

3) Xác định vị trí của M trên đoạn AB sao cho đường tròn 
[image: image892.wmf](

)

T

 có bán kính nhỏ nhất.

(Tuyển sinh 10, chuyên toán ĐHSP Hà Nội, năm học 2008 - 2009)

Lời giải

Tìm cách giải.


[image: image893.wmf]1
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, 
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lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp nên 
[image: image895.wmf]·
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COM

 lần lượt hai góc ở tâm của hai đường tròn tròn tương ứng. Phân tích đi lên ta có bốn điểm C, 
[image: image897.wmf]1
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, M, 
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 cùng nằm trên một đường tròn 
[image: image899.wmf]·
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 từ đó ta tìm được cách giải.

• Để chứng minh đường tròn 
[image: image901.wmf](
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T

 đi qua điểm O, ta cần chứng minh tứ giác 
[image: image902.wmf]2
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 nội tiếp hoặc tứ giác 
[image: image903.wmf]1

COMO

 nội tiếp. Cả hai hướng trên đều cho lời giải đúng.

Trình bày lời giải

1) Sử dụng tính chất góc ở tâm đường tròn, ta có:
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Do tam giác ABC vuông nên:
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Suy ra 
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Vậy bốn điểm C, 
[image: image908.wmf]1
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, M, 
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O

 cùng thuộc một đường tròn

2) Do tam giác ABC vuông tại C nên O là trung điểm của AB,

Giả sử M thuộc đoạn OA.

Do tam giác COB cân tại O nên 
[image: image910.wmf]·
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Vậy O thuộc đường tròn 
[image: image911.wmf](
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3) Gọi R là bán kính của đường tròn 
[image: image912.wmf](
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Do 
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 đi qua C và O nên 
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 hay 
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Dấu bằng đạt được khi M là hình chiếu của C trên AB.

Vậy bán kính của đường tròn (T) nhỏ nhất bằng 
[image: image916.wmf]1

2

CO

 khi M là hình chiếu của C trên AB.

Ví dụ 7. Từ điểm A ở ngoài đường tròn 
[image: image917.wmf](
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, kẻ các tiếp tuyến AB, AC với đường tròn (B, C là các tiếp điểm). Trên tia đối của tia BC lấy điểm D. Gọi E là giao điểm của DO và AC. Qua E vẽ tiếp tuyến thứ hai với đường tròn 
[image: image918.wmf](
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, tiếp tuyến này cắt đường thẳng AB tại K. Chứng minh bốn điểm D, B, O, K cùng thuộc một đường tròn.
Lời giải

Tìm cách giải. Dựa vào hình vẽ ta có một số định hướng sau:

• Nếu gọi M là tiếp điểm của đường tròn 
[image: image919.wmf](
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O

 với EK, dễ thấy BOMK là tứ giác nội tiếp. Nên muốn chứng minh D, O, K, B cùng thuộc một đường tròn, ta chỉ cần chứng minh D, O, M, B cùng thuộc một đường tròn.

• Quan sát kỹ, ta có 
[image: image920.wmf]·
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. Vậy ta chỉ cần chứng minh 
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• Cũng dễ nhận thấy 
[image: image922.wmf]·
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Do đó ta cũng cần chứng minh 
[image: image923.wmf]·
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Trình bày lời giải

Cách 1. Gọi M là tiếp điểm của đường tròn 
[image: image924.wmf](
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 với EK.

Ta có EM, EC là tiếp tuyến của 
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 nên: 
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Vì 
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Mặt khác 
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Và 
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Suy ra 
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Vậy D, O, M, B cùng thuộc một đường tròn.

Mà 
[image: image931.wmf]·
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 nên tứ giác KMOB nội tiếp.

Vậy năm điểm D, K, O, M, B cùng thuộc một đường tròn

Suy ra D, O, K, B cùng thuộc một đường tròn.

Cách 2. Ta có
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Mà
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Suy ra D, O, K, B cùng thuộc một đường tròn.

Cách 3. Tam giác OEK có 
[image: image935.wmf]·
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 (tính chất góc ngoài tam giác). 

Suy ra 
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Mặt khác, ta có: 
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Do đó: 
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Vậy D, O, K, B cùng thuộc một đường tròn.

Ví dụ 8. Cho đường tròn tâm O đường kính 
[image: image939.wmf]2
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 và C là điểm chính giữa cung AB. Lấy điểm M tùy ý trên cung BC (M khác B). Gọi N là giao điểm của hai tia OC và BM; H, I lần lượt là trung điểm của các đoạn thẳng AO, AM; K là giao điểm các đường thẳng BM và HI.

a) Chứng minh rằng A, H, K và N cùng nằm trên một đường tròn;

b) Xác định vị trí của điểm M trên cung BC (M khác B) sao cho 
[image: image940.wmf]10
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(Thi học sinh giỏi lớp 9, TP. Hà Nội, năm học 2018 - 2019)

Lời giải

Tìm cách giải. Dễ dàng nhận thấy HI là đường trung bình của 
[image: image941.wmf]AOM
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 nên 
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 suy ra 
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. Do vậy để chứng minh A, H, K và N cùng nằm trên một đường tròn ta chỉ cần chứng minh 
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Từ đó ta có cách giải sau:

Trình bày lời giải

a) Ta có tam giác NAB cân tại N (ON là trung trực của AB)
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Lại có: 
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Do H, I là trung điểm của OA, AM nên HI là đường trung bình của tam giác AOM.

Suy ra 
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Từ 
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, suy ra:
[image: image958.wmf]·

·

NABHKB

=

.

Do đó tứ giác AHKN nội tiếp hay A, H, K, N cùng thuộc một đường tròn.

b) Ta có: 
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Đặt 
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Áp dụng định lí Py-ta -go trong các tam giác vuông AKM và AMB, ta có:
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C.BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 1. Cho hình hành ABCD có đỉnh D nằm trên đường tròn đường kính AB. Kẻ BN và DM cùng vuông góc với đường chéo AC. Chứng minh rằng:

a) Tứ giác CBMD là tứ giác nội tiếp.

b) Khi điểm D di động trên đường tròn thì 
[image: image966.wmf]·
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 không đổi.

c) 
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Bài 2. Cho hai đường tròn 
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 và 
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 cắt nhau tại A và B. Các tiếp tuyến tại A của đường tròn 
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 và 
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 cắt đường tròn 
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 và 
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 theo thứ tự tại C và D. Gọi P và Q lần lượt là trung điểm của các dây AC và AD. Chứng minh rằng:

a) Hai tam giác ABD và CBA đồng dạng.

b) 
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c) Tứ giác APBQ nội tiếp.

Bài 3. Cho tam giác ABC nhọn nội tiếp đường tròn 
[image: image975.wmf](
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. Đường tròn ngoại tiếp tam giác OBC cất AB và AC thứ tự tại D và E. Chứng minh AO vuông góc với DE.

Bài 4. Cho hai vòng tròn 
[image: image976.wmf](
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 và 
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 tiếp xúc ngoài nhau tại điểm T. Hai vòng tròn này nằm trong vòng tròn 
[image: image978.wmf](
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 và tiếp xúc với 
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 tương ứng tại M và N. Tiếp tuyến chung tại T của 
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 và 
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 cắt 
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 tại P. PM cắt vòng tròn 
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 tại điểm thứ hai A và MN cắt 
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 tại điểm thứ hai B. PN cắt vòng tròn 
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 tại điểm thứ hai D và MN cắt 
[image: image986.wmf](
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O

 tại điểm thứ hai C.

a) Chứng minh rằng tứ giác ABCD là tứ giác nội tiếp.

b) Chứng minh rằng các đường thẳng AB, CD và PT đồng quy.

Bài 5. Từ điểm A nằm ngoài đường tròn tâm O kẻ hai tiếp tuyến AB và AC (B và C là các tiếp điểm). Gọi M là điểm bất kì trên cung nhỏ BC của đường tròn 
[image: image987.wmf](
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 (M khác B và C). Tiếp tuyến qua M cắt AB và AC tại E và F. Đường thẳng BC cắt OE và OF ở P và Q. Chứng minh rằng:

a) Tứ giác OBEQ, OCFP là các tứ giác nội tiếp.

b) Tứ giác PQFE là tứ giác nội tiếp.

c) Tỉ số 
[image: image988.wmf]PQ

FE

 không đổi khi M di chuyển trên đường tròn.

Bài 6. Cho tam giác ABC, D và E là các tiếp điểm của đường tròn nội tiếp với các cạnh AB và AC. Chứng minh đường phân giác trong của góc B, đường trung bình của tam giác song song với cạnh AB và đường thẳng DE đồng quy.

Bài 7. Cho đưòng tròn 
[image: image989.wmf](
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OR

 đường kính AB cố định và đường kính CD quay quanh điểm O. Các đường thẳng AC và AD cắt tiếp tuyến tại B của đường tròn theo thứ tự tại E và F.

1. Chứng minh rằng tứ giác CDFE nội tiếp đường tròn.

2. Gọi I là tâm đường tròn ngoại tiếp tứ giác CDFE. Chứng minh rằng điểm I di động trên đường thẳng cố định khi đường kính CD quay quanh điểm O.

(Thi Học sinh giỏi lớp 9, tỉnh Trà Vinh, năm học 2009 - 2010)

Bài 8. Cho tam giác ABC vuông tại A và D là một điểm trên cạnh AC (Khác với A và C). Vẽ đường tròn tâm D tiếp xúc với BC tại E. Từ B kẻ tiếp tuyến thứ hai BF với đường tròn 
[image: image990.wmf](
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D

. Gọi M là trung điểm của BC, N là giao điểm của BF và AM. Chứng minh năm điểm A, B, E, D, F cùng nằm trên một đường tròn và 
[image: image991.wmf]ANNF
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(Thi Học sinh giỏi lớp 9, tỉnh Vĩnh Long, năm học 2019 -2020)

Bài 9. Cho hai đường tròn 
[image: image992.wmf](
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 và 
[image: image993.wmf](
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 cắt nhau tại hai điểm phân biệt A và B. Từ một điểm C thay đổi trên tia đối của tia AB, vẽ các tiếp tuyến CD, CE với đường tròn tâm O (D; E là các tiếp điểm và E nằm trong đường tròn tâm 
[image: image994.wmf]O

¢

). Hai đường thẳng AD và AE cắt đường tròn tâm 
[image: image995.wmf]O

¢

 lần lượt tại M và N (M, N khác với điểm). Đường thẳng DE cắt MN tại 1. Chứng minh rằng:

a) 
[image: image996.wmf]..

MIBEBIAE

=

.

b) Khi điểm C thay đổi thì đường DE luôn đi qua một điểm cố định.

(Thi Học sinh giỏi lớp 9, tỉnh Nghệ An, năm học 2009 - 2010)

Bài 10. Cho tam giác ABC vuông tại A. Đường tròn tâm I nội tiếp tam giác ABC, tiếp xúc với CA và CB lần lượt tại M và N. Đường thẳng MN cắt đường thẳng AI tại P. Chứng minh rằng góc IPB vuông.

(Thi Học sinh giỏi lớp 9, tỉnh Gia Lai, năm học 2009 - 2010)

Bài 11. Cho đường tròn 
[image: image997.wmf](
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 và dây AB cố định, 
[image: image998.wmf]2
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. Điểm P di động trên dây AB (P khác A và B). Gọi 
[image: image999.wmf](
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 là đường tròn đi qua P và tiếp xúc với đường tròn 
[image: image1000.wmf](
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OR

 tại A, 
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 là đường tròn đi qua P và tiếp xúc với 
[image: image1002.wmf](
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OR

 tại B. Hai đường tròn 
[image: image1003.wmf](
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 và 
[image: image1004.wmf](
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;

DR

 cắt nhau tại điểm thứ hai M.

a) Trong trường hợp P không trùng với trung điểm dây AB, chứng minh 
[image: image1005.wmf]//
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 và 4 điểm C, D, O, M cùng thuộc một đường tròn;

b) Chứng minh khi P di động trên dây AB thì điểm M di động trên đường tròn cố định và đường thẳng MP luôn đi qua một điểm cố định N;

c) Tìm vị trí của P để tích PM.PN lớn nhất? Diện tích tam giác AMB lớn nhất.

(Thi Học sinh giỏi lớp 9, tỉnh Phú Thọ, năm học 2009 - 2010)

Bài 12. Cho tam giác ABC 
[image: image1006.wmf](
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 nội tiếp đường tròn 
[image: image1007.wmf](
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 có AD là phân giác góc 
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, tia AD cắt đường tròn tại điểm E (E khác A). Kẻ đường kính EF của đường tròn 
[image: image1009.wmf](
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. Gọi P là một điểm nằm giữa A và D. Tia FP cắt đường tròn 
[image: image1010.wmf](
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 tại Q khác F. Đường thẳng qua P vuông góc với AD cắt CA, AB lần lượt tại M, N.

a) Chứng minh rằng các tứ giác PQBN, PQCM là tứ giác nội tiếp.

b) Giả sử QN và PC cắt nhau tại một điểm thuộc đường tròn 
[image: image1011.wmf](
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. Chứng minh rằng QM và PB cũng cắt nhau tại một điểm thuộc đường tròn 
[image: image1012.wmf](
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Bài 13. Cho tam giác ABC có 3 góc nhọn nội tiếp 
[image: image1013.wmf](
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;

OR

 có 
[image: image1014.wmf]ABAC
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. Vẽ 3 đường cao AD, BE, CF của tam giác ABC cắt nhau tại H, AD cắt 
[image: image1015.wmf](
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 tại K và cắt EF tại I.

a) Chứng minh rằng: BC là trung trực của HK và 
[image: image1016.wmf]..
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;

b) Chứng minh rằng : Các tứ giác DHEC, BFIK nội tiếp được;

c) Chứng minh rằng: 
[image: image1017.wmf]KCBKEF
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;

d) Đường thẳng qua E song song với AD cắt BK tại M. Chứng minh rằng: 3 điểm F, D, M thẳng hàng;

Bài 14. Cho tam giác ABC nhọn với 
[image: image1018.wmf]ABAC
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 có AD là đường phân giác. Đường thẳng qua C song song với AD cắt đường trung trực của AC tại E. Đường thẳng qua B song song với AD cắt đường trung trực của AB tại F.

a) Chứng minh rằng tam giác ABF đồng dạng với tam giác ACE.

b) Chứng minh rằng các đường thẳng BE, CF, AD đồng quy tại một điểm, gọi điểm đó là G.

c) Đường thẳng qua G song song với AE cắt đường thẳng BF tại Q. Đường thẳng QE cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác GEC và P khác E. Chứng minh rằng các điểm A, P, G, Q, F cùng thuộc một đường tròn.

Bài 15. Cho tam giác ABC có 
[image: image1019.wmf]·
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 là góc lớn nhất. Các điểm P, Q thuộc cạnh BC sao cho 
[image: image1020.wmf]·
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 và 
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. Gọi M, N lần lượt là các điểm đối xứng của A qua P; Q. Chứng minh rằng BN và CM cắt nhau tại một điểm thuộc đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC.

(Thi vô địch Toán Quốc Tế IMO, năm 2014)

Bài 16. Cho 19 điểm nằm trong hay trên cạnh của một lục giác đều cạnh bằng 4 cm. Chứng minh rằng luôn tồn tại 2 trong số 19 điểm đã cho mà khoảng cách giữa chúng không vượt quá 
[image: image1022.wmf]43
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 cm.

(thi học sinh giỏi lớp 9, tỉnh Hưng Yên, năm học 2013 - 2014)

Bài 17. Cho hình thang ABCD vuông góc tại A và B, M là trung điểm của AB. Đường thẳng qua A vuông góc với MD cắt đường thẳng qua B vuông góc với MC tại N. Chứng minh 
[image: image1023.wmf]MNCD

^

.

(tuyển sinh lớp 10 chuyên Toán. Đại học sư phạm TP. Hồ Chí Minh, năm học 2015 - 2016)

Bài 18. Cho tam giác ABC 
[image: image1024.wmf](
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 có các góc nhọn, nội tiếp trong đường tròn tâm O. Gọi M là trung điểm cạnh BC, E là điểm chính giữa của cung nhỏ BC, F là điểm đối xứng của E qua M.

a) Chứng minh rằng 
[image: image1025.wmf]2
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;

b) Gọi D là giao điểm của AE và BC. Chứng minh các điểm A, D, O, F cùng thuộc một đường tròn.

c) Gọi I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC và P là điểm thay đổi trên đường tròn ngoại tiếp tam giác IBC sao cho P, O, F không thẳng hàng. Chứng minh rằng tiếp tuyến tại P của đường tròn ngoại tiếp tam giác POF đi qua một điểm cố định.

(tuyển sinh lớp 10, trường phổ thông Năng khiếu Đại học Quốc gia TP. Hồ Chí Minh, năm học 2015-2016)

Bài 19. Cho tam giác nhọn ABC 
[image: image1026.wmf](
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, M là trung điểm cạnh BC, O là tâm của đưòng tròn ngoại tiếp tam giác. Các đường cao AD, BE, CF của tam giác ABC đồng quy tại H. Các tiếp tuyến với 
[image: image1027.wmf](
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 tại B và C cắt nhau tại S. Gọi X, Y lần lượt là giao điểm của đường thẳng EF với các đường thẳng BS, AO. Chứng minh rằng:

a) 
[image: image1028.wmf]MXBF

^

.

b) Hai tam giác SMX và DHF đồng dạng.

c) 
[image: image1029.wmf]EFBC
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.

(tuyển sinh lớp 10, THPT chuyên, Đại học sư phạm Hà Nội, năm học 2015 - 2016)

Bài 20. Cho tam giác đều ABC nội tiếp đường tròn 
[image: image1030.wmf](
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, H là trung điểm của BC. M là điểm bất kì thuộc đoạn thẳng BH (M khác B). Lấy điểm N thuộc đoạn thẳng CA sao cho 
[image: image1031.wmf]CNBM

=

. Gọi I là trung điểm của MN.

1) Chứng minh bốn điểm O, M, H, I cùng thuộc một đường tròn.

2) Gọi P là giao điểm của OI và AB. Chứng minh tam giác MNP là tam giác đều.

3) Xác định vị trí của điểm M để tam giác IAB có chu vi nhỏ nhất.

(tuyển sinh lớp 10, THPT chuyên, TP. Hà Nội, năm học 2014 - 2015)

Bài 21. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn 
[image: image1032.wmf](
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 và điểm P nằm trong tam giác thỏa mãn 
[image: image1033.wmf]PBPC
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. D là điểm thuộc cạnh BC (D khác B và D khác C) sao cho P nằm trong đường tròn ngoại tiếp tam giác DAB và đường tròn ngoại tiếp tam giác DAC. Đường thẳng PB cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác DAB tại E khác B. Đường thẳng PC cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác DAC tại F khác C.

1) Chứng minh bốn điểm A, E, P, F cùng nằm trên một đường tròn .

2) Giả sử đường thẳng AD cắt đường tròn 
[image: image1034.wmf](
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 tại Q khác A, đường thẳng AF cắt đường thẳng QC tại L. Chứng minh tam giác ABE đồng dạng với tam giác CLF.

3) Gọi K là giao điểm của đường thẳng AE và đường thẳng QB. Chứng minh:


[image: image1035.wmf]·
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(tuyển sinh lớp 10, THPT chuyên, ĐHKHTN, Đại học Quốc Gia Hà Nội, năm học 2014 - 2015)

Bài 22. Cho đường tròn 
[image: image1036.wmf](

)

;

OR

 và dây cung BC không đi qua tâm. Gọi A là điểm chính giữa của cung nhỏ BC. Góc nội tiếp 
[image: image1037.wmf]·

EAF

 quay quanh điểm A và có số đo bằng 
[image: image1038.wmf]a

 không đổi sao cho E, F khác phía với điểm A so với BC; AF và AE cắt đường thẳng BC lần lượt tại M và N. Lấy điểm D sao cho tứ giác MNED là hình bình hành.

a) Chứng minh MNEF là tứ giác nội tiếp.

b) Gọi I là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác MDF. Chứng minh rằng khi góc nội tiếp 
[image: image1039.wmf]·
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 quay quanh điểm A thì I chuyển động trên một đường thẳng cố định.

c) Tìm độ dài nhỏ nhất của đoạn thẳng OI khi 
[image: image1040.wmf]60
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 và 
[image: image1041.wmf]BCR

=

.

(thi hoc sinh giỏi lớp 9, tỉnh Phú Thọ, năm học 2013 - 2014)

Bài 23. Cho 3 điểm A, B, C cố định nằm trên một đường thẳng d (B nằm giữa A và C). Vẽ đường tròn tâm O thay đổi nhưng luôn đi qua B và C (O không thuộc đường thẳng d). Kẻ AM và AN là các tiếp tuyến với đường tròn tâm O tại M và N. Gọi I là trung điểm của BC, AO cắt MN tại H và cắt đường tròn tại các điểm P và Q (P nằm giữa A và O), BC cắt MN tại K.

1. Chứng minh 4 điểm O, M, N, I cùng nằm trên một đường tròn.

2. Chứng minh điểm K cố định khi đường tròn tâm O thay đổi.

3. Gọi D là trung điểm của HQ, từ H kẻ đường thẳng vuông góc với MD cắt đường thẳng MP tại E. Chứng minh P là trung điểm của ME.

(thi học sinh giỏi lớp 9, tinh Thanh Hóa, năm học 2017 - 2018)

Bài 24. Từ một điểm A ở ngoài đường tròn (O) ta vẽ hai tiếp tuyến AB, AC với đường tròn. Lấy điểm D nằm giữa B và C. Qua D vẽ một đường thẳng vuông góc với OD cắt AB, AC lần lượt tại E và F. Khi D di động trên BC, chứng minh rằng tứ giác AEOF luôn là tứ giác nội tiếp.

Bài 25. Tứ giác ABCD có hai đường chéo vuông góc với nhau tại O. M, N, P, Q lần lượt là hình chiếu của O trên AB, BC, CD, AD. Chứng minh tứ giác MNPQ nội tiếp.
Bài 26. Cho hai đường tròn (O) và (O’) ngoài nhau. Các tiếp tuyến chung ngoài AB và CD sao cho 
[image: image1042.wmf](
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. Nối AD cắt (O), (O’) lần lượt tại E và F. Chứng minh rằng tứ giác ABCD là tứ giác nội tiếp.

Bài 27. (Đề thi vào lớp 10 Chuyên Lê Quý Đôn - Bình Định năm học 2018-2019 vòng 1)

Cho tam giác ABC 
[image: image1043.wmf](
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 có các góc đều nhọn nội tiếp trong đường tròn tâm O. AD là đường kính của đường tròn (O), H là trung điểm BC. Tiếp tuyến tại D của (O) cắt đường thẳng BC tại M. Đường thẳng MO cắt AB, AC lần lượt tại E và F.

a) Chứng minh 
[image: image1044.wmf]2
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b) Qua B kẻ đường thẳng song song với MO cắt đường thẳng AD tại P. Chứng minh tứ giác BHPD là tứ giác nội tiếp.

c) Chứng minh O là trung điểm của EF.

Bài 28. Cho tam giác ABC nhọn thỏa mãn 
[image: image1045.wmf]ABAC
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.  Hai đường cao BD và CE cắt nhau tại H 
[image: image1046.wmf](
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. Gọi I là trung điểm của BC. Đường tròn ngoại tiếp ∆BEI và đường tròn ngoại tiếp ∆CDI cắt nhau tại K 
[image: image1047.wmf](
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a) Chứng minh rằng: 
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b) Đường thẳng DE cắt BC tại M. Chứng minh ba điểm M, H, K thẳng hàng.

c) Chứng minh rằng tứ giác BKMD nội tiếp.

Bài 29. (Đề thi vào lớp 10 Chuyên Ninh Bình năm học 2017- 2018)

Cho hai đường tròn (O) và (O’) cắt nhau tại hai điểm A, B (O, O’thuộc hai nửa mặt phẳng bờ AB). Tiếp tuyến chung gần B của hai đường tròn lần lượt tiếp xúc với (O) và (O’) tại C, D. Qua A kẻ đường thẳng song song với CD lần lượt cắt (O) và (O’) tại M, N (M, N khác A). Các đường thẳng CM, DN cắt nhau tại E. Gọi P và Q lần lượt là giao của đường thẳng MN với đường thẳng BC và đường thẳng BD. Chứng minh rằng:

a) Đường thẳng AE vuông góc với đường thẳng CD.

b) Tứ giác BCED nội tiếp.

c) Tam giác EPQ là tam giác cân.

Bài 30. (Đề thi vào lớp 10 Chuyên Bắc Giang năm học 2018-2019)

Cho tam giác ABC nhọn nội tiếp đường tròn (O) với 
[image: image1049.wmf]ABAC

<

. Gọi M là điểm thuộc cạnh BC (M không trùng với B và C), đường thẳng AM cắt đường tròn (O) tại điểm D khác A. Đường tròn ngoại tiếp tam giác MCD cắt đường thẳng AC tại điểm E khác C. Đường tròn ngoại tiếp tam giác MBD cắt đường thẳng AB tại điểm F khác B.

a) Chứng minh rằng tứ giác BECF nội tiếp được trong một đường tròn.

b) Chứng minh rằng hai tam giác ECD, FBD đồng dạng và ba điểm E, M, F thẳng hàng

Bài 31. (Đề thi vào lớp 10 Chuyên Sư phạm Hà Nội năm học 2017-2018 vòng 2)

Cho đường tròn (O) bán kính R và điểm M nằm bên ngoài đường tròn (O). Kẻ các tiếp tuyến MA, MB tới đường tròn (O) (A, B là các tiếp điểm). Trên đoạn thẳng AB lấy điểm C (C khác A, khác B). Gọi I, K lần lượt là trung điểm của MA, MC. Đường thẳng KA cắt đường tròn (O) tại điểm thứ hai D.

1. Chứng minh 
[image: image1050.wmf]222
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2. Chứng minh tứ giác BCDM là tứ giác nội tiếp.

3. Gọi E là giao điểm thứ hai của đường thẳng MD với (O) và N là trung điểm của KE. Đường thẳng KE cắt đường tròn (O) tại điểm thứ hai F. Chứng minh rằng tứ giác ANFI là tứ giác nội tiếp.

HƯỚNG DẪN
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a) AB là đường kính đường tròn 
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 (so le trong) 
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. Mặt khác 
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 suy ra: 
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 do đó tứ giác CBMD nội tiếp đường tròn đường kính CD.

[image: image1670.png]


Nhận xét. Ngoài cách giải trên, chúng ta có thể giải theo hướng sau:

• Ta có: 
[image: image1056.wmf]·
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Suy ra điều phải chứng minh.

• Ta có: 
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Mà
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Suy ra điều phải chứng minh.

b) Khi điểm D di động trên đường tròn 
[image: image1060.wmf](
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 thì tứ giác CBMD luôn là tứ giác nội tiếp

Suy ra 
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 (điều phải chứng minh).

c) Do 
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 thuộc 
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Ta có: 
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 (góc nội tiếp) mà 
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Mặt khác 
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 (cùng chắn cung DN)

Suy ra: 
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 (g.g) 
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2.

a) Áp dụng hệ quả góc tạo bởi tia tiếp tuvến và dây cung, ta có:
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Suy ra: 
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  (g.g).

b) Vì 
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, suy ra: 
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Mà 
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Lại có: 
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Suy ra: 
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c) Ta có: 
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, mà 
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Suy ra tứ giác APBQ nội tiếp.

3. Tia AO cắt DE tại H.

Vì O là tâm đường tròn nội tiếp AABC nên 
[image: image1083.wmf]·
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Suy ra 
[image: image1084.wmf]·
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[image: image1086.wmf](
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Tứ giác BDEC nội tiếp nên 
[image: image1087.wmf]·
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[image: image1088.wmf](
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Kết hợp 
[image: image1089.wmf](
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 và 
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 ta có:
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Suy ra: 
[image: image1092.wmf]·
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Hay AO vuông góc với BC.

[image: image1673.png]


4.

a) Gọi 
[image: image1093.wmf]1

O

; T; 
[image: image1094.wmf]2
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 thẳng hàng.

Các tam giác cân 
[image: image1095.wmf]1

OMB

 và 
[image: image1096.wmf]3
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 có chung góc M suy ra 
[image: image1097.wmf]13
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Tương tự suy ra 
[image: image1099.wmf]13
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Vậy 
[image: image1101.wmf]//

MBMA
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Tương tự ta có 
[image: image1102.wmf]//

CDPM

.

Gọi E là giao điểm AB và CD .

Tứ giác AEDP là hình bình hành.

Tacó: 
[image: image1103.wmf]·
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Ta có: 
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[image: image1109.wmf]·

MPT

 chung, nên 
[image: image1110.wmf]PATPTM
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[image: image1111.wmf]2
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Tương tự, ta có: 
[image: image1112.wmf]2
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[image: image1113.wmf]..
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 nên 
[image: image1114.wmf]PNMPAD
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[image: image1115.wmf](
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Mà APDE là hình bình hành nên 
[image: image1116.wmf]EDAPAD
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Từ 
[image: image1118.wmf](

)

1

, (2), 
[image: image1119.wmf](
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 suy ra: 
[image: image1120.wmf]·
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Do đó tứ giác ABCD nội tiếp,

b) Gọi giao điểm của PT và AB là I. Tia IC cắt 
[image: image1121.wmf](
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 tại 
[image: image1122.wmf]D
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Ta có: 
[image: image1123.wmf]2
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 suy ra 
[image: image1124.wmf]·
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Do đó tứ giác 
[image: image1125.wmf]ABCD

¢

 nội tiếp mà ABCD nội tiếp nên D trùng 
[image: image1126.wmf]D
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Vậy các đường thắng AB, CD và PT đồng quy.

5.

a) Ta có EB, EM là tiếp tuyến nên
[image: image1127.wmf]·
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;

Ta có FC, FM là tiếp tuyến nên 
[image: image1128.wmf]·
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Mặt khác 
[image: image1129.wmf]·
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Suy ra 
[image: image1130.wmf]·
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Từ đó ta có O và B là hai đỉnh liên tiếp cùng nhìn EQ dưới một góc bằng nhau

Vậy OBEQ là tứ giác nội tiếp.

Chứng minh tương tự ta có OCFP là tứ giác nội tiếp.

b) OBEQ là tứ giác nội tiếp nên

[image: image1674.png]
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OCFP là tứ giác nội tiếp nên 
[image: image1132.wmf]·
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Suy ra 
[image: image1133.wmf]·
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Vậy tứ giác PQFE là tứ giác nội tiếp.

c) Kẻ OH vuông góc với BC.

Ta có: PQFE là tứ giác nội tiếp

Suy ra 
[image: image1134.wmf]·
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Do đó 
[image: image1135.wmf]OPQOFE
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[image: image1136.wmf]PQOH
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Vì điểm A và 
[image: image1137.wmf](
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 cố định nên OH và OM không đổi do đó tỉ số 
[image: image1138.wmf]PQ
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 không đổi khi M di chuyển trên đường tròn.

6. Tứ giác ADOE nội tiếp 
[image: image1139.wmf]·
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Gọi tia BO cắt tia DE tại H thì:
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Mặt khác 
[image: image1141.wmf]·
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 nên tứ giác EOCH nội tiếp 
[image: image1142.wmf]·
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Hay BH vuông góc với CH.

Gọi M là trung điểm của BC

Suy ra 
[image: image1143.wmf]MBMCMHBHM
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[image: image1144.wmf]·
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Suy ra BH song song với AB.

Suy ra điều phải chứng minh.

7.

1. Ta có: 
[image: image1145.wmf]·
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 nên 
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Do đó tứ giác CDFE nội tiếp.

2. Gọi I là tâm đường tròn ngoại tiếp tứ giác CDFE.

[image: image1676.png]


Đường tròn 
[image: image1148.wmf](

)

I

 qua CD nên I thuộc trung trực của CD.

Đường tròn 
[image: image1149.wmf](
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 qua EF nên I thuộc trung trực của EF.

Gọi H là trung điểm của EF.

Do đó I là giao điểm hại đường trung trực của CD và EF


[image: image1150.wmf]//
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 hoặc trùng với HI (cùng vuông góc với EF) 
[image: image1151.wmf](
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Tam giác AEF vuông, có AH là trung tuyến ứng với cạnh huyền nên 
[image: image1152.wmf]HAHEHAE
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Mà 
[image: image1154.wmf]·
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 nên 
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Suy ra 
[image: image1156.wmf]AHCD
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Mà 
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Từ 
[image: image1160.wmf](

)

1

 và 
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, suy ra tứ giác AOIH là hình bình hành. Do đó
[image: image1162.wmf]IHOAR
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. Suy ra I cách EF một khoảng không đổi bằng R, nên I di động trên đường thẳng d song song với EF và cách EF một khoảng bằng R.
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5. Ta có: 
[image: image1163.wmf]·
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Do đó B, E, D, A, F cùng thuộc một đường tròn đường kính BD.

Trong tam giác vuông ABC có AM lcà cạnh huyền nên 
[image: image1164.wmf]MAMC
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[image: image1165.wmf]MAC
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 cân tại M


[image: image1166.wmf]·
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Xét đường tròn đi qua năm điểm A, B, E, D, F

Ta có 
[image: image1167.wmf]DEDF
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 nên 
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Xét: 
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 cân tại N 
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9.

a) Ta có 
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 (cùng chắn cung BE của đường tròn tâm O)
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 (cùng chắn cung BN của đường tròn tâm 
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 Tứ giác BDMI nội tiếp
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 (cùng chắn cung MI)

Mà 
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 (cùng chắn cung AE của đường tròn tâm O)
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Mặt khác: 
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b) Gọi Q là giao điểm của CO và DE.

Ta có 
[image: image1183.wmf]OCDE
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 tại Q


[image: image1184.wmf]OCD
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 vuông tại D , có đường cao là DQ nên 
[image: image1185.wmf]22

.

OQOCODR

==

 

[image: image1186.wmf](
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Gọi K là giao điểm của hai đường thẳng 
[image: image1187.wmf]OO
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 và DE, H là giao điểm của AB và 
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Ta có: 
[image: image1189.wmf]OOAB
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 tại H. 
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Từ 
[image: image1195.wmf](

)

1

 và 
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, suy ra: 
[image: image1197.wmf]2

2

.

R

KOOHROK

OH

=Þ=


Vì OH cố định và R không đổi nên OK không đổi. Do đó K cố định.
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10. Ta có: 
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Mặt khác 
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Từ 
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 và 
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, suy ra: 
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Do đó 4 điểm P, N, I, B cùng nằm trên một đường tròn.

Mặt khác 
[image: image1208.wmf]·
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 nên IB là đường kính của đường tròn này 
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11.

a) Nối CP, PD .

Ta có A, C, O thẳng hàng; B, D, O thẳng hàng.

Ta có: 
[image: image1210.wmf]ACP
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, 
[image: image1211.wmf]OAB
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 lần lượt cân tại C, O nên 
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Do đó 
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Tương tự, ta có 
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Từ 
[image: image1217.wmf](
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 và 
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 suy ra tứ giác ODPC là hình bình hành.

Gọi H là giao điểm của CD và MP, K là giao điểm của CD và OP.

Do đó K là trung điểm của OP.

Theo tính chất của hai đường tròn cắt nhau thì 
[image: image1219.wmf]CDMP
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[image: image1220.wmf]Þ

 H là trung điểm của MP.

Do đó 
[image: image1221.wmf]////
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Giả sử 
[image: image1222.wmf]APBP
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Vì tứ giác CDOM là hình bình hành nên 
[image: image1223.wmf]OCDP
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 nên tứ giác CDOM là hình thang cân.

Do đó 4 điểm C, D, O, M cùng thuộc một đường tròn.

b) Ta có:
[image: image1225.wmf]2222
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. Do đó 
[image: image1226.wmf]AOB
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 vuông cân tại O.

Vì 4 điểm C, D, O, M cùng thuộc một đường tròn (Kể cả M trùng O) nên 
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Ta có: 
[image: image1229.wmf]·
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 (cùng bằng 
[image: image1230.wmf]»

1

2

sdMP

 của đường tròn 
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Do đó 
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Do AB cố định nên điểm M thuộc đường tròn tâm I đường kính AB.

Ta có: 
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 (Góc nội tiếp và góc tâm của 
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Do đó MP là tia phân giác của 
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 tại N và N là trung điểm cung AB không chứa điểm O nên N cố định.

c) Ta có: 
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Vậy PM.PN lớn nhất là 
[image: image1250.wmf]2
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 khi 
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 hay P là trung điểm của dây AB. Tam giác AMB vuông tại M nên:
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Vậy 
[image: image1253.wmf]ABM
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 lớn nhất là 
[image: image1254.wmf]2
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 khi 
[image: image1255.wmf]PAPB
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 hay P là trung điểm của dây AB. 

12.

a) EF là đường kính nên 
[image: image1256.wmf]·
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Mà 
[image: image1257.wmf]AEMN
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 suy ra 
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Mà AFQB nội tiếp nên 
[image: image1259.wmf]·
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Suy ra tứ giác PQBN nội tiếp.

Lại có 
[image: image1261.wmf]·
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Suy ra tứ giác PQCM nội tiếp.

b) Giả sử QN và PC cắt nhau tại R thuộc 
[image: image1262.wmf](
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Từ tứ giác PQBN nội tiếp suy ra
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Từ tứ giác PMCQ nội tiếp ta có:
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Từ đó nếu QM cắt BP tại điểm S thì SBQC nội tiếp hay S thuộc đường tròn 
[image: image1265.wmf](
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a) Ta có: 
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 (2 góc nội tiếp cùng chắn cung AB)

Mà 
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 tam giác BHK cân 
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Lập luận tương tự ta có 
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 BC là trung trực của HK.

Ta có: 
[image: image1274.wmf]·

·

90

AEHAFH

==°



[image: image1275.wmf]Þ

 Tứ giác AFHE nội tiếp.

Xét tam giác AIE và tam giác FIH ta có:


[image: image1276.wmf]·

·

AIEFIH

=

 (2 góc đối đỉnh),


[image: image1277.wmf]·

·

IAEIFH

=

 (Tứ giác AFHE nội tiếp)


[image: image1278.wmf]AIEFIH

ÞDD

∽

 (g.g)
[image: image1279.wmf]..

AIFI

AIHIEIFI

EIHI

Þ=Þ=


b) Xét tứ giác DHEC ta có: 
[image: image1280.wmf]·

·

90

HDCBEC

==°Þ

 Tứ giác DHEC nội tiếp .

Xét tứ giác BFEC ta có: 
[image: image1281.wmf]·

·

90

BFCBEC

==°Þ

 Tứ giác BFEC nội tiếp


[image: image1282.wmf]·

·

AFEACB

Þ=

 mà 
[image: image1283.wmf]·

·

ACBAKB

=

 (chứng minh trên)


[image: image1284.wmf]·

·

AFEAKB

Þ=Þ

 Tứ giác KBFI nội tiếp . 

c) Theo như trên ta đã có: 
[image: image1285.wmf]·

·

BKHBHK

=

 mà 
[image: image1286.wmf]·

·

BHKIHE

=

 (2 góc đối đỉnh)
[image: image1287.wmf]·

·

BKHIHE

Þ=

.

Xét tam giác HEI và tam giác KAB ta có:


[image: image1288.wmf]·

·

BKHIHE

=

 (cmt), 
[image: image1289.wmf]·

·

IHEBAK

=

 (tứ giác AFHE nội tiếp)


[image: image1290.wmf]HEIKAB

ÞDD

∽

 (g.g) 
[image: image1291.wmf]KBHI

ABEI

Þ=


Chứng minh tương tự ta có: 
[image: image1292.wmf]KCHI

ACFI

=


Từ đó suy ra 
[image: image1293.wmf]11.

.

..

KBKCEIFIIHEFEF

IHIH

ABACEIFIEIFIAIHIAI

+

æö

+=+===
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(theo chứng minh ỏ câu a có 
[image: image1294.wmf]..

IFIEIHIA

=

).

d) Ta có: 
[image: image1295.wmf]·

·

BMEBKH

=

 (2 góc ở vị trí đồng vị do 
[image: image1296.wmf]//

HKME

)

[image: image1683.png]


Mà 
[image: image1297.wmf]·

·

BKHBHK

=

; 
[image: image1298.wmf]·

·

BKHBME

=

 (2 góc ở vị trí đồng vị do 
[image: image1299.wmf]//

HKME

)


[image: image1300.wmf]·

·

BMEBEM

=

Þ

Þ

 Tam giác BEM là tam giác cân.

Ta có: 
[image: image1301.wmf]ADBC

^

 mà
[image: image1302.wmf]//

EMBCEMBC

Þ^

.

Trong tam giác cân BEM có BC là đường cao của tam giác (do
[image: image1303.wmf]BCME

^

)


[image: image1304.wmf]Þ

 BC là trung trực của ME.

Ta có D nằm trên đường trung trực của 
[image: image1305.wmf]MEDMDE

Þ=



[image: image1306.wmf]Þ

Tam giác DME là tam giác cân


[image: image1307.wmf]·

·

MDCEDC

Þ=

.

Xét tứ giác ABDE ta có: 
[image: image1308.wmf]·

·

90

ADBAEB

==°



[image: image1309.wmf]Þ

Tứ giác ABDE nội tiếp

[image: image1310.wmf]·

·

EDCBAC

Þ=

.

Xét tứ giác AFDC ta có: 
[image: image1311.wmf]·

·
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AFCADC

==°



[image: image1312.wmf]Þ

 Tứ giác AFDC nội tiếp 
[image: image1313.wmf]·

·

BACBDF

Þ=

.

Từ đó suy ra 
[image: image1314.wmf]·

·

MDCBDF

=


Ta có: 
[image: image1315.wmf]·

·

·

·

·

·
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BDCMDCBDMBDFBDMFDM

°==+=+=



[image: image1316.wmf]Þ

Ba điểm F, D, M thẳng hàng.

14.

[image: image1684.png]


a) Ta có 
[image: image1317.wmf]ABF

D

; 
[image: image1318.wmf]ACE

D

 là các tam giác cân tại F và E

Và 
[image: image1319.wmf]·

·

·

·

FBABADDACECAABFACE

===ÞDD

∽

.

b) Gọi G là giao điểm của BE và CF.

Ta có: 
[image: image1320.wmf]GFBFABDB

GCCEACDC

===



[image: image1321.wmf]//

DGBF

Þ


Mặt khác 
[image: image1322.wmf]//

DABF

 suy ra A, D, G thẳng hàng.

Suy ra điều phải chứng minh.

c) Ta có 
[image: image1323.wmf]·

·

·

·

BQGQGAGAEGAC

===



[image: image1324.wmf]·

·

·

·

·

GACCAEGABBAFGAF
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Suy ra AGQF là tứ giác nội tiếp.

[image: image1685.png]


Mặt khác 
[image: image1325.wmf]·

·

·

QPGGCEGFQ

==

 nên QGPF là tứ giác nội tiếp. Suy ra điều phải chứng minh.

5.
Gọi R là giao điểm của BN và CM.

Ta thấy 
[image: image1326.wmf]ABCPACQBA

DDD

∽∽


Do đó 
[image: image1327.wmf]BQPAQBPM

QAPCQNPC

=Þ=

.

Mặt khác 
[image: image1328.wmf]·

·

MPCNQB

=

 nên 
[image: image1329.wmf]MPCBQN

DD

∽



[image: image1330.wmf]·

·

BNQPCM

=Þ

 Tứ giác QCNR nội tiếp


[image: image1331.wmf]·

·

·

CRNCQNBAC

Þ==

.

Vậy tứ giác ABQR nội tiếp, suy ra điều phải chứng minh.

[image: image1686.png]


16. Chia lục giác đều ABCDEF tâm O thành 6 tam giác đều cạnh 4cm (hình vẽ).

Theo nguyên lý Điriclê có ít nhất 4 điểm trong 19 điểm nằm trong hay trên cạnh một trong 6 tam giác đó. Không mất tính tổng quát giả sử tam giác đó là OAB.

Chia tam giác đều OAB trọng tâm G thành 3 tứ giác nội tiếp (hình vẽ) với 
[image: image1332.wmf]GMAB

^

; 
[image: image1333.wmf]GNOB

^

; 
[image: image1334.wmf]GPOA

^

.


[image: image1335.wmf]OAB

D

 đều cạnh bằng 4 có đường cao 
[image: image1336.wmf]4343

23

23

GA

=Þ=


Các tứ giác GMBN, GMAP, GPON nội tiếp trong đường tròn đường kính GB, GA, GO đều bằng 
[image: image1337.wmf]43

3


Theo nguyên lý Điriclê có ít nhất 2 điểm trong 4 điểm đang xét nằm trong hay trên cạnh một trong 4 tứ giác nói trên, giả sử tứ giác đó là GMBN


[image: image1338.wmf]Þ

 khoảng cách giữa hai điểm đó không vượt quá đường kính 
[image: image1339.wmf]43

3

GB

=

 của đường tròn ngoại tiếp tứ giác 
[image: image1340.wmf]Þ

 điều phải chứng minh.

17. Gọi H là giao điểm cúa AN và MD, K là giao điểm cua BN và MC, I là giao điểm của MN và CD.


[image: image1341.wmf]AMD

D

 vuông tại A, AH là đường cao 
[image: image1342.wmf]2

.

AMMHMD

Þ=

.


[image: image1343.wmf]BMC

D

 vuông tại B, BK là đường cao
[image: image1344.wmf]2

.

BMMKMC

Þ=

.

[image: image1687.png])



Mà 
[image: image1345.wmf]AMBM

=


Do đó

[image: image1346.wmf]..

MHMK

MHMDMKMC

MCMD

=Þ=



[image: image1347.wmf]MKH

D

 và 
[image: image1348.wmf]MDC

D

 có 
[image: image1349.wmf]·

KMH

 chung, 
[image: image1350.wmf]MHMK

MCMD

=



[image: image1351.wmf]MKHMDC

ÞDD

∽

 (c.g.c) 
[image: image1352.wmf]·

·

MKHIDC

Þ=

.

Tứ giác MKNH có 
[image: image1353.wmf]·

·

9090180

MKNMHN

+=°+°-°Þ

 tứ giác MKNH nội tiếp 
[image: image1354.wmf]·

·

MKHMNH

Þ=

, ta có 
[image: image1355.wmf]·

·

·

(

)

MNHIDNMKH

==Þ

 tứ giác HNID nội tiếp
[image: image1356.wmf]·

·
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MICNHD

Þ==°

. Vậy 
[image: image1357.wmf]MNCD

^

.

[image: image1688.png]


18.

a) Ta có E, M, O, F thẳng hàng, 
[image: image1358.wmf]MEMF

=

 (E, F đối xứng qua M) 
[image: image1359.wmf]EFBC

^



[image: image1360.wmf]BEF

ÞD

 cân tại B 
[image: image1361.wmf]·

·

BFEFEB

Þ=

.

Mặt khác 
[image: image1362.wmf]OBOE

=

 suy ra 
[image: image1363.wmf]OBE

D

 cân tại O


[image: image1364.wmf]·

·

OBEOEB

Þ=

.

Ta có 
[image: image1365.wmf]·

·

·

BFEFEBOBE
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[image: image1366.wmf]BEFOBE

ÞDD

∽

(g.g)


[image: image1367.wmf]2

.

EBEF

EBEFEO

OBEB

Þ=Þ=


b) Không giảm tính tổng quát xét O nằm giữa M và F.

Dễ thấy 
[image: image1368.wmf]FBDEAB

DD

∽

 (g.g) 
[image: image1369.wmf]2

.

EBED

EBEDEA

EAEB

Þ=Þ=


Ta có
[image: image1370.wmf](

)

2

..

EDEAEFEOE

EOED

EF

B

AE

Þ

=

=

=

.

Xét 
[image: image1371.wmf]EOD

D

 và 
[image: image1372.wmf]EAF

D

 có 
[image: image1373.wmf]EOED

EAEF

=

, 
[image: image1374.wmf]·

OED

 chung 
[image: image1375.wmf]EODEAF

ÞDD

∽

 (c.g.c)


[image: image1376.wmf]·

·

EODEAF

Þ=

, dẫn đến tứ giác DAFO nội tiếp. Vậy các điểm A, D, O, F cùng thuộc một đường tròn.

c) Ta có 
[image: image1377.wmf]·

·

·

EIBABIBAI

=+

, 
[image: image1378.wmf]·

·

ABIIBC

=

, 
[image: image1379.wmf]·

·
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(

)

BAICBEEBEC

==



[image: image1380.wmf]·

·

·

·

·

·

EBIIBCCBEABIBAIEIBEBI

Þ=+=+=ÞD

 cân tại E 
[image: image1381.wmf]EBEI

Þ=


Mà 
[image: image1382.wmf]EBEC

=

 nên 
[image: image1383.wmf]EBEIEC

==Þ

E là tâm đường tròn nội tiếp tam giác IBC.

Do đó 
[image: image1384.wmf]EPEB

=

 nên 
[image: image1385.wmf]2

.

EPEFEO

=

.

Xét 
[image: image1386.wmf]EPO

D

 và 
[image: image1387.wmf]EFP

D

 có 
[image: image1388.wmf]EPEO

EFEP

=

, 
[image: image1389.wmf]·

PEO

 chung 
[image: image1390.wmf]EPOEFP

DD

∽

 (c.g.c)


[image: image1391.wmf]·

·

EPOEFP

Þ=Þ

 EP là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác POF.

Vậy tiếp tuvến của đường tròn ngoại tiếp tam giác POF đi qua điểm E cố định.

[image: image1689.png]


19.

a) Vì 
[image: image1392.wmf]BECA

^

, 
[image: image1393.wmf]CFAB

^

 nên BCEF là tứ giác nội tiếp 
[image: image1394.wmf]·

·

·

XFBACBXBFXFB

Þ==ÞD

 cân tại X.
Mà 
[image: image1395.wmf]MFB

D

 cân tại M, suy ra 
[image: image1396.wmf]MXBF

^

.

b) Dễ thấy 
[image: image1397.wmf]MXAB

^

, 
[image: image1398.wmf]HFAB

^

 nên 
[image: image1399.wmf]//

MXHF

; 
[image: image1400.wmf]MSBC

^

, 
[image: image1401.wmf]HDBC

^

 nên 
[image: image1402.wmf]//

MSHD

.

Mặt khác, do CAFD là tứ giác nội tiếp và SB tiếp xúc với 
[image: image1403.wmf](

)

O

 tại B nên 
[image: image1404.wmf]·

·

·

SBDBACBDF

==


Suy ra 
[image: image1405.wmf]//

SXFD

. Do đó 
[image: image1406.wmf]MXSHFD

DD

∽

 (có cặp canh tương ứng song song).

c) Ta có: 
[image: image1407.wmf]·

·

·

·
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9090

2

AOC

OAEABCAEF

°-

==°-=°-

, suy ra 
[image: image1408.wmf]OAEF

^

.

Dễ dàng chứng minh được
[image: image1409.wmf]AEFABC

DD

∽

; 
[image: image1410.wmf]AFYACD

DD

∽

.

Suy ra 
[image: image1411.wmf]FYAFEFEFBC

CDACBCFYCD

==Þ=


20.

1) H là trung điểm của BC nên 
[image: image1412.wmf]OHBC

^

.


[image: image1413.wmf]BMOCNO

D=D

(cgc) suy ra 
[image: image1414.wmf]OMON

=

 
[image: image1415.wmf](

)

1


Tam giác OMN cân tại O, I là trung điểm của MN nên 
[image: image1416.wmf]OIMN

^

 
[image: image1417.wmf](

)

2

.

Từ 
[image: image1418.wmf](

)

1

 và 
[image: image1419.wmf](

)

2

 suy ra 4 điểm O, M, H, I cùng thuộc đường tròn đường kính OM.

2) Chứng minh tứ giác ABON nội tiếp (vì
[image: image1420.wmf]·

·

60120180

PANPON

+=°+°=°

)

Suy ra 
[image: image1421.wmf]·

·

30

OPNOAN

==°


Chứng minh tương lự.
[image: image1422.wmf]·

30

OPM

=°

, suy ra 
[image: image1423.wmf]·

60

MPN

=°

.

Kết hợp với 
[image: image1424.wmf]MPNP

=

 (P thuộc đường trung trực OI cua MN )

Suy ra tam giác MNP đều.

3) Từ câu 1 suy ra 
[image: image1425.wmf]·

·

·

60

IHCIOMABC

=-°=

 nên 
[image: image1426.wmf]//

IHAB

.

Suy ra đường thẳng IH cố định. Gọi K là trung điểm của AC suy ra H, I, K thẳng hàng.

Lấy điểm T đối xứng với A qua HI suy ra T cố định.

Ta có 
[image: image1427.wmf]AIBIABTIIBABBTABconst

++=++³+=

.

Chu vi tam giác AIB nhỏ nhất bằng
[image: image1428.wmf]BTAB

+

, đạt được khi ba điểm B, I,T thẳng hàng.

Khi đó I là trung điểm của BT cố định (theo tính chất đường trung bình 
[image: image1429.wmf]BAT

D

).

Suy ra tứ giác BMTN là hình bình hành và
[image: image1430.wmf]//

TNBC

.

Lại có 
[image: image1431.wmf]BHKT

=

, 
[image: image1432.wmf]BKMT

=


Suy ra tứ giác BHTK là hình bình hành và 
[image: image1433.wmf]//

TKBC

.

Từ đó 
[image: image1434.wmf]NK

º

, suy ra 
[image: image1435.wmf]MH

º

.

21.

1) Chứng minh bốn điểm A, E, P, F cùng nằm trên một đường tròn

Ta có 
[image: image1436.wmf]·

·

AEPADB

=

 (chắn cung AB của 
[image: image1437.wmf](

)

ABD

):

Ta có 
[image: image1438.wmf]·

·

AFPADC

=

 (chắn cung AC của 
[image: image1439.wmf](

)

ADC

);

Nên 
[image: image1440.wmf]·

·

·

·

AEPAFPADBADC

+=+

 nên AEFP nội tiếp

2) Giả sử đường thẳng AD cắt đường tròn 
[image: image1441.wmf](

)

O

 tại Q khác A, đường thẳng AF cắt đường thẳng QC tại I

Chứng minh tam giác ABE đồng dạng với tam giác CLF
Xét
[image: image1442.wmf]ABE

D

; 
[image: image1443.wmf]CLF

D

 có 
[image: image1444.wmf]·

·

AEBCFL

=

 (cùng bù 
[image: image1445.wmf]·

AFP

) 
[image: image1446.wmf](

)

1

 ta lại có 
[image: image1447.wmf]·

·

·

BAEBADDAE

=+

; 
[image: image1448.wmf]·

·

·

FCLBCLFCB

=+

 mà 
[image: image1449.wmf]·

·

BADBCL

=

; 
[image: image1450.wmf]·

·

DAEFCB

=

;

Nên 
[image: image1451.wmf]·

·

BAEFCL

=

 
[image: image1452.wmf](

)

2

 từ 
[image: image1453.wmf](

)

1

 và 
[image: image1454.wmf](

)

2

 suy ra 
[image: image1455.wmf]ABECLF

DD

∽

 (g.g)

[image: image1690.png]


3) Gọi K là giao điểm của đường thẳng AE và đường thẳng QB chứng minh 
[image: image1456.wmf]·

·

·

·

QKLPABQLKPAC

+=+


Theo 2) 
[image: image1457.wmf]ABECLF

DD

∽

nên 
[image: image1458.wmf]..

LFAEBECF

=


Ta lại có 
[image: image1459.wmf]..

KEAFBECF

=


Suy ra 
[image: image1460.wmf]..

KEAFLFAE

=



[image: image1461.wmf]//
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EFLK
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Nên 
[image: image1462.wmf]·

·

AEFAKL

=


Mà 
[image: image1463.wmf]·

·

·

·

AEFAPFAPFAKL
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Nên 
[image: image1464.wmf]·

·

·

·

PACPCAEKPQKL

+=+


Mà 
[image: image1465.wmf]·

·

·

·

PCAEKPPACQKL

=Þ=

.

Tương tự 
[image: image1466.wmf]·

·

PABQLK

=

, suy ra 
[image: image1467.wmf]·

·

·

·

QKLPABQLKPAC

+=+

.

22.

a) Ta có 
[image: image1468.wmf]·
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[image: image1469.wmf]»
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[image: image1470.wmf]·
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AFEsdABsdBE
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[image: image1691.png]


Suy ra: 
[image: image1471.wmf]·

·

180

MNEMFE

+=°


Vậy tứ giác MNEF nội tiếp.

b) Gọi P là giao điểm khác A của AO với đường tròn 
[image: image1472.wmf](

)

;

OR

.

Lấy G đối xứng với E qua AP 
[image: image1473.wmf]DEG

ÞÎ

, 
[image: image1474.wmf](

)

GO

Î


Ta có 
[image: image1475.wmf]·

·

MDGNEG

=

, 
[image: image1476.wmf]·

·

·

·

AEGAFGMDGMFG
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Suy ra tứ giác MDGF nội tiếp
 

[image: image1477.wmf](

)

1


Gọi giao điểm của AG và BC là H.

Chứng minh tương tự a) có tứ giác MHGF nội tiếp

[image: image1478.wmf](

)

2


Từ 
[image: image1479.wmf](

)

1

 và 
[image: image1480.wmf](

)

2

 suy ra các điểm M, H, D, G, F nằm trên một đường tròn.

Trung trực của đoạn thẳng FG đi qua O và cắt đường tròn 
[image: image1481.wmf](

)

O

 tại J; 
[image: image1482.wmf]IOJ

Î

, 
[image: image1483.wmf]»

»

sdJFsdJG

=

 và 
[image: image1484.wmf]»

»

s

đPGsđPE

=

 nên 
[image: image1485.wmf]·
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a
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 hay I nằm trên đường thẳng cố định. Đó là đường thẳng đi qua O và tạo với AO một góc 
[image: image1486.wmf]a

 không đổi.

[image: image1692.png]


c) Hạ 
[image: image1487.wmf](

)

ITBCTBCTHTM

^ÎÞ=

.

Gọi Q là giao điểm của BC và AP.

Do 
[image: image1488.wmf]QHQN

=


Suy ra 
[image: image1489.wmf]QTQHMH

=-



[image: image1490.wmf](
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Kẻ 
[image: image1491.wmf]1
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ISAPISQTMN
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Tam giác vuông OSI có 
[image: image1492.wmf]·

IOS

a

=

 không đổi nên OI nhỏ nhất khi và chỉ khi IS nhỏ nhất 
[image: image1493.wmf]Û

 MN nhỏ nhất.

Ta chứng minh MN nhỏ nhất khi và chỉ khi tam giác AMN cân tại A.

Thật vậy, trên BC lấy 
[image: image1494.wmf]MN

¢¢

 sao cho 
[image: image1495.wmf]·

MAN

a

¢¢

=

.

Không mất tính tổng quát giả sử 
[image: image1496.wmf]QMQN

¢¢

>


Suy ra 
[image: image1497.wmf]AMAN

¢¢

>

.

Trên đoạn 
[image: image1498.wmf]AM

¢

 lấy điểm U sao cho 
[image: image1499.wmf]AUAN

¢
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[image: image1500.wmf]'

AUMANN
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 (c.g.c)


[image: image1501.wmf]AMMANN
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Với 
[image: image1502.wmf]60
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; 
[image: image1503.wmf]BCR
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 suy ra 
[image: image1504.wmf](
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[image: image1505.wmf](
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23.

1. I là trung điểm của BC (Dây BC không đi qua O) 
[image: image1506.wmf]·
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Ta có 
[image: image1507.wmf]·
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AMO
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, 
[image: image1508.wmf]·

90
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Suy ra 4 điểm O, M, N, I cùng thuộc đường tròn đường kính OA.

2. AM, AN là hai tiếp tuyến của 
[image: image1509.wmf](

)

O

 nên OA là phân giác 
[image: image1510.wmf]·
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 mà 
[image: image1511.wmf]MON

D

 cân ở O nên 
[image: image1512.wmf]OAMN
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[image: image1513.wmf]ABNANC
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 (Vì 
[image: image1514.wmf]·

·
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, 
[image: image1515.wmf]·
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 chung) 

[image: image1693.png]A
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[image: image1516.wmf]2

.
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[image: image1517.wmf]ANO

D

 vuông tại N đường cao NH nên 
[image: image1518.wmf]2

.
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[image: image1519.wmf]..
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[image: image1520.wmf]AHKAIO
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(g-g) nên 
[image: image1521.wmf]AHAK
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[image: image1522.wmf]..

AIAKAHAO

Þ=



[image: image1523.wmf]..
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[image: image1524.wmf].

ABAC

AK

AI

Þ=


Ta có A, B, C cố định nên I cố định 
[image: image1525.wmf]AK

Þ

 cố định

Mà A cố định, K là giao điểm của dây BC và dây MN nên K thuộc tia AB 
[image: image1526.wmf]Þ

 K cố định

3) Ta có 
[image: image1527.wmf]·
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Ta có: 
[image: image1528.wmf]MHEQDM

DD
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 (g-g) 
[image: image1529.wmf]MEMH
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Þ=


Ta có: 
[image: image1530.wmf]PMHMQH
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[image: image1531.wmf]2
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[image: image1532.wmf]1
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 P là trung điểm ME.

24.

[image: image1533.png]<X
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Ta có: 
[image: image1534.wmf]·
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 (vì AB là tiếp tuyến với (O) tại B)


[image: image1535.wmf]·
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 (gt)


[image: image1536.wmf]Þ

hai đỉnh B và D cùng nhìn đoạn OE dưới một góc vuông.


[image: image1537.wmf]Þ

 tứ giác EBOD là tứ giác nội tiếp đường tròn.


[image: image1538.wmf]·

·
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(1) (cùng chắn cung OB).

Chứng minh tương tự ta có tứ giác ODCF nội tiếp đường tròn.


[image: image1539.wmf]·

·

OFCBDO

Þ=


(2) (Góc trong một đỉnh bằng góc ngoài tại đỉnh đối diện).

Từ (1) và (2) 
[image: image1540.wmf]·

·

OFCBEO

Þ=


Suy ra tứ giác AEOF là tứ giác nội tiếp đường tròn (theo dấu hiệu góc trong một đỉnh bằng góc ngoài tại đỉnh đối diện).

Vậy tứ giác AEOF là tứ giác nội tiếp.

25.

[image: image1541.png]



Xét tứ giác AMOQ có 
[image: image1542.wmf]·

·

180

AMOAQO

+=°

. Suy ra tứ giác AMOQ nội tiếp.


[image: image1543.wmf]¶

µ
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 (cùng chắn 
[image: image1544.wmf]»
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).

Chứng minh tương tự 
[image: image1545.wmf]¶
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[image: image1546.wmf]·
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Chứng minh tương tự: 
[image: image1547.wmf]¶
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[image: image1548.wmf]·
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Vậy tứ giác MNPQ là tứ giác nội tiếp.

26.

[image: image1549.png]



Lấy M là trung điểm OO’. Hạ 
[image: image1550.wmf]MHAB

^

.

Vì AB là tiếp tuyến chung của (O), (O’) suy ra 
[image: image1551.wmf]OAAB
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 OA // O’B 
[image: image1552.wmf](

)
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^


(Từ vuông góc đến song song).

Suy ra tứ giác ABO’O là hình thang.

Mà M là trung điểm OO’, MH // OA 
[image: image1553.wmf](

)
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[image: image1554.wmf]Þ

 H là trung điểm AB.

Lại có 
[image: image1555.wmf]HMABMAMB

^Þ=


Chứng minh tương tự ta có 
[image: image1556.wmf]MCMD
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[image: image1557.wmf]µ

¶

12

OO

=

 (Định lí đường tiếp tuyến chung của hai đường tròn).

∆AOM = ∆COM (c.g.c) 
[image: image1558.wmf]MAMC

Þ=

 (hai cạnh tương ứng) 
[image: image1559.wmf]MAMBMCMD

Þ===


Vậy ABCD là tứ giác nội tiếp.

27.

[image: image1560.png]



a) Xét ∆MDB và ∆MCD có:


[image: image1561.wmf]·

DMB

 chung;


[image: image1562.wmf]·

·

MDCMBD
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 (góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung, góc nội tiếp chắn cung BD)


[image: image1563.wmf]Þ

 ∆MDB ~ ∆MCD (g.g)


[image: image1564.wmf]2

.

MCMD

MBMCMD

MDMB

Þ=Þ=


b) Ta có: 
[image: image1565.wmf]HBHCOHBC

=Þ^


Mà 
[image: image1566.wmf]MDOD

^

 (tính chất tiếp tuyến)


[image: image1567.wmf]·

·
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OHMODM
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 H, D nằm trên đường tròn đường kính OM


[image: image1568.wmf]Þ

 tứ giác OHDM nội tiếp
[image: image1569.wmf]·
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OMHODH

Þ=

 mà 
[image: image1570.wmf]·

·

OMHHBP

=

 (so le trong) nên 
[image: image1571.wmf]·

·

HBPHDP
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[image: image1572.wmf]Þ

 bốn điểm B, H, D, P cùng nằm trên đường tròn đường kính OM hay tứ giác BHPD là tứ giác nội tiếp.

c) Vì tứ giác BDPH nội tiếp nên 
[image: image1573.wmf]·

·

BHDBPD

=

 (góc nội tiếp chắn cung 
[image: image1574.wmf]»

BD

).

Vì EF // BP 
[image: image1575.wmf]·

·

BPDEOD

Þ=

 (đồng vị) mà 
[image: image1576.wmf]·

·

EODAOF

=

 (đối đỉnh).

Suy ra 
[image: image1577.wmf]·

·

BHDAOF

=


Lại có 
[image: image1578.wmf]·

·

DBHOAF

=

 (góc nội tiếp chắn cung 
[image: image1579.wmf]»

CD

)

Suy ra ∆OAF ~ ∆HBD (g.g) 
[image: image1580.wmf]OAFO

HBHD

Þ=


(1).

Ta có: 
[image: image1581.wmf]·

·

·

·

180180
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 và 
[image: image1582.wmf]·

·

EAOHCD

=

 (góc nội tiếp chắn cung 
[image: image1583.wmf]»

BD

)

Suy ra ∆OAE ~ ∆HCD (g.g) 
[image: image1584.wmf]OAOE

HCHD

Þ=


(2)

Lại có 
[image: image1585.wmf]BHHC

=


(3)

Từ (1), (2), (3) suy ra 
[image: image1586.wmf]FOOE

OEFO

HDHD

=Þ=Þ

 O là trung điểm của FE.

Vậy O là trung điểm của FE.

28.

[image: image1587.png]



a) Vì 
[image: image1588.wmf]µ
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.

Mà 
[image: image1589.wmf]µ

·
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·

180

BEKICIKD

+=+=°

. Nên 
[image: image1590.wmf]µ

·

180

AEKD

+=°

.

Suy ra tứ giác AEKD nội tiếp.

Mặt khác, tứ giác AEHD nội tiếp.

Vậy các điểm A, E, H, K, D cùng nằm trên đường tròn đường kính AH, nên 
[image: image1591.wmf]·

·

BDKCEK

=

 (đpcm)

b) Ta có: 
[image: image1592.wmf]·

·

·

·

,

ADEABCAKEADE

==

, suy ra 
[image: image1593.wmf]·

·

AKEABC

=

.

Từ đó 
[image: image1594.wmf]·

·

180

AKEEKI

+=°

, vậy ba điểm A, K, I thẳng hàng.

Lại có 
[image: image1595.wmf]·

·
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suy ra 
[image: image1596.wmf]·

·

KADIKC

=

 mà 
[image: image1597.wmf]·

·

KADKED

=


Vậy tứ giác MEKC nội tiếp

Tứ giác MEKC nội tiếp nên 
[image: image1598.wmf]·

·

MECMKC

=

.

Vì 
[image: image1599.wmf]·
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[image: image1600.wmf]·

90
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Do A, E, H, K, D nằm trên đường tròn đường kính AH, nên 
[image: image1601.wmf]·

90

HKA
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.

Vậy K, H, M thẳng hàng.

c) Do tứ giác DEHK nội tiếp, nên 
[image: image1602.wmf]·

·

HEKHDK
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(1)

Tứ giác MEKC nội tiếp nên 
[image: image1603.wmf]·

·

KECKMC

=


(2)

Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image1604.wmf]·

·

KMBHDK

=

, hay tứ giác MBKD nội tiếp (đpcm)

Chú ý:

Sử dụng kiến thức của tam giác đồng dạng ta thấy: Nếu hai cát tuyến AB và CD của một đường tròn cắt nhau tại M thì 
[image: image1605.wmf]..

MAMBMCMD

=


[image: image1606.png]



29.

[image: image1607.png]



a) Ta có: 
[image: image1608.wmf]·

·

·

ECDAMCACD
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. Tương tự 
[image: image1609.wmf]·

·

CDECDA

=

.

Từ đó CD là trung trực của AE.

b) Dễ thấy 
[image: image1610.wmf]·

·

·

·

·

·

·

180

BCDBAC

CBDBCDBDC

BDCBAD

ì

=

ï

Þ=°--

í

=

ï

î



[image: image1611.wmf]·
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[image: image1612.wmf]Þ

 BCED nội tiếp.

c) Gọi K là giao điểm của AB và CD.

Nhận thấy: 
[image: image1613.wmf]2

2
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DBKADK
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CD // PQ 
[image: image1614.wmf]KDKC

AQAP

AQAP

Þ=Þ=

.


[image: image1615.wmf]AEPQ

^Þ

∆EPQ cân tại E.

30.

[image: image1616.png]



a) Chứng minh tứ giác BECF nội tiếp.

Do tứ giác MBFD nội tiếp nên ta dễ dàng chứng minh được 
[image: image1617.wmf]..

ABAFAMAD

=


Tương tự, tứ giác MECD nội tiếp nên chứng minh được 
[image: image1618.wmf]..

AEACAMAD

=

.

Do đó 
[image: image1619.wmf]..

ABAFAEAC

=

. Từ đây ta chứng minh được BECF là tứ giác nội tiếp.

b) Tứ giác ABDC nội tiếp nên ta có 
[image: image1620.wmf]·

·
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(1)

Lại có 
[image: image1621.wmf]·

·

·

·

AMBCMDBFDDEC
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(2)

Từ (1) và (2) suy ra ∆ECD ~ ∆FBD


[image: image1622.wmf]·
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Mà 
[image: image1623.wmf]·
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 nên 
[image: image1624.wmf]·

·

BMFEMC

=

.

Do vậy 3 điểm E, M, F thẳng hàng.

31.

[image: image1625.png]



a) Dễ thấy OM là trung trực của AB nên OM vuông góc với AB. Ta có IK là đường trung bình của tam giác AMC nên IK // AC, từ đó ta có ngay IK vuông OM.

Gọi J là giao điểm của IK và OM. Sử dụng định lý Py-ta-go ta có:


[image: image1626.wmf](
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[image: image1627.wmf]2222222
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b) Giả sử G, H là giao điểm của KO với (O). Do tứ giác ADGH nội tiếp nên  
[image: image1628.wmf]·

·
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[image: image1629.wmf]Þ

 ∆KDG ~ ∆KHA (g.g) 
[image: image1630.wmf]KDKG
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[image: image1631.wmf](
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[image: image1632.wmf]2
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 ∆KDM ~ ∆KMA (c.g.c)

Suy ra 
[image: image1633.wmf]·

·

DMKMAK

=

.

Xét đường tròn (O) ta có: 
[image: image1634.wmf]·

·

MAKABD

=

.

Xét tứ giác MDCB có: 
[image: image1635.wmf]·

·

DMCDBC

=Þ

MDCB là tứ giác nội tiếp.

c) 
[image: image1636.wmf]·

·
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Theo câu b) 
[image: image1637.wmf]·
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 KM // AE ( vì 
[image: image1638.wmf]·

DMK

 và 
[image: image1639.wmf]·

AEM

 là hai góc so le trong).

Từ đây suy ra MAKE là hình thang 
[image: image1640.wmf]·

·
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Þ=

.

Lại có 
[image: image1641.wmf]·

·

·

·

·

AENIAFINFAENIAF

=Þ==

. Suy ra ANFI là tứ giác nội tiếp (đpcm).

[image: image1642.wmf]·
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