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NV 13:  TỔNG VÀ HIỆU CÁC VECTƠ

A. TÓM TẮT lý thuyẾt

1. Tổng hai vectơ 

a) Định nghĩa: Cho hai vectơ 
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 khi đó vectơ 
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 được gọi là tổng của hai vectơ 
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Kí hiệu 
[image: image6.wmf]ACab
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  (Hình 1.9)

b) Tính chất : 
+ Giao hoán : 
[image: image7.wmf]abba
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+  Kết hợp : 
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+ Tính chất vectơ – không: 
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2. Hiệu hai vectơ 

a) Vectơ đối của một vectơ.

Vectơ đối của vectơ 
[image: image10.wmf]a
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 là vectơ ngược hướng và cúng độ dài với vectơ 
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Kí hiệu 
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Như vậy 
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b) Định nghĩa hiệu hai vectơ: 

Hiệu của hai vectơ 
[image: image15.wmf]a
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 và 
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 là tổng của vectơ 
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 và vectơ đối của vectơ 
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. Kí hiệu là 
[image: image19.wmf](
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3. Các quy tắc:

Quy tắc ba điểm : Cho A, B ,C tùy ý, ta có : 
[image: image20.wmf]ABBCAC
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Quy tắc hình bình hành : Nếu 
[image: image21.wmf]ABCD

 là hình bình hành thì  
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Quy tắc về hiệu vectơ : Cho O , A , B tùy ý ta có : 
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Chú ý: Ta có thể mở rộng quy tắc ba điểm cho n điểm 
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B. CÁC DẠNG TOÁN VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI.
DẠNG 2-3: Chứng minh đẳng thức vectơ.

1. Phương pháp giải.

· Để chứng minh đẳng thức vectơ ta có các cách biển đổi: vế này thành vế kia, biến đổi tương đương, biến đổi hai vế cùng bằng một đại lương trung gian. Trong quá trình biến đổi ta cần sử dụng linh hoạt ba quy tắc tính vectơ.

Lưu ý: Khi biến đổi cần phải hướng đích , chẳng hạn biến đổi vế phải, ta cần xem vế trái có đại lượng nào để từ đó liên tưởng đến kiến thức đã có để làm sao xuất hiện các đại lượng ở vế trái. Và ta thường biến đổi vế phức tạp về vế đơn giản hơn.

2. Các ví dụ.

Ví dụ 1: Cho năm điểm 
[image: image26.wmf],,,,
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. Chứng minh rằng

a) 
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b) 
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Lời giải tham khảo 
a) Biến đổi vế trái ta có 
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[image: image30.wmf]CBEDVP
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b) Đẳng thức tương đương với 
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3. Bài tập luyện tập : 

Bài 1.1: Cho bốn điểm
[image: image33.wmf],,,
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a) 
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b) 
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Lời giải tham khảo 
Bài 1.2: Cho các điểm 
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. Chứng minh rằng 
[image: image37.wmf]ADBECFAEBFCD
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Lời giải tham khảo 
Cách 1: Đẳng thức cần chứng minh tương đương với
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Cách 2: 
[image: image41.wmf](
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DẠNG 4: Chứng minh đẳng thức vectơ ( q.t hình bình hành).

1. Phương pháp giải.

· Để chứng minh đẳng thức vectơ ta có các cách biển đổi: vế này thành vế kia, biến đổi tương đương, biến đổi hai vế cùng bằng một đại lương trung gian. Trong quá trình biến đổi ta cần sử dụng linh hoạt ba quy tắc tính vectơ.

Lưu ý: Khi biến đổi cần phải hướng đích , chẳng hạn biến đổi vế phải, ta cần xem vế trái có đại lượng nào để từ đó liên tưởng đến kiến thức đã có để làm sao xuất hiện các đại lượng ở vế trái. Và ta thường biến đổi vế phức tạp về vế đơn giản hơn.

2. Ví dụ 1: Cho hình bình hành 
[image: image43.wmf]ABCD

 tâm 
[image: image44.wmf]O

. M là một điểm bất kì trong mặt phẳng. Chứng minh rằng
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b) 
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Lời giải tham khảo 
 (Hình 1.12)
a) Ta có 
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Theo quy tắc hình bình hành ta có 
[image: image50.wmf]ABADAC
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 suy ra 
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b) Vì ABCD là hình bình hành nên ta có: 
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Tương tự: 
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c) Cách 1: Vì ABCD là hình bình hành nên 
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Cách 2: Đẳng thức tương đương với 
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Ví dụ 2: Cho tam giác 
[image: image58.wmf]ABC

. Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm của 
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a) 
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b) 
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c) 
[image: image62.wmf]OAOBOCOMONOP
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 với 
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 là điểm bất kì.

Lời giải tham khảo 
 (Hình 1.13)

a) Vì 
[image: image64.wmf],
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 suy ra tứ giác 
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 là hình bình hành
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Do đó theo quy tắc ba điểm ta có
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b) Vì tứ giác 
[image: image72.wmf]APMN

 là hình bình hành nên theo quy tắc hình bình hành ta có 
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, kết hợp với quy tắc trừ 
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 là trung điểm của 
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c) Theo quy tắc ba điểm ta có
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Theo câu a) ta có 
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 suy ra 
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3. Bài tập luyện tập.
Bài 1.3: Cho hình bình hành 
[image: image82.wmf]ABCD

 tâm 
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. M là một điểm bất kì trong mặt phẳng. Chứng minh rằng

a) 
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Lời giải tham khảo (Hinh 1.47) 
21 a) Ta có 
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b) Theo quy tắc hình bình hành ta có
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c) Theo câu b) ta có 
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Theo quy tắc trừ ta có  
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Bài 1.4: Cho tam giác 
[image: image94.wmf]ABC

. Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm của 
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. Chứng minh rằng

a) 
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Lời giải tham khảo ( hình 1.48)

a) Vì 
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b) Vì 
[image: image100.wmf]MCBM
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 và kết hớp với quy tắc ba điểm, quy tắc hình bình hành ta có
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Bài 1.5: Cho hai hình bình hành 
[image: image102.wmf]ABCD
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Lời giải tham khảo 
Theo quy tắc trừ và quy tắc hình bình hành ta có
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Bài 1.6: Cho ngũ giác đều 
[image: image106.wmf]ABCDE

 tâm O. Chứng minh rằng 
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Lời giải tham khảo 
Đặt 
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Vì ngũ giác đều nên vectơ 
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Tương tự 
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Bài 1.7: Cho hình bình hành 
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Chứng minh rằng: 
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Lời giải tham khảo 
Theo quy tắc ba điểm ta có 
[image: image120.wmf]AQAMMNNPPQBADADCBC
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Mặt khác 
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DẠNG 5-6 : Xác định độ dài tổng, hiệu của các vectơ.

1. Phương pháp giải.

Để xác định độ dài tổng hiệu của các vectơ  

· Trước tiên sử dụng định nghĩa về tổng, hiệu hai vectơ và các tính chất, quy tắc để xác định định phép toán vectơ đó.

· Dựa vào tính chất của hình, sử dụng định lí Pitago, hệ thức lượng trong tam giác vuông để xác định độ dài vectơ đó.

2. Các ví dụ.
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Câu 1. Cho tam giác 
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Tính độ dài của các vectơ
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· (Lời giải tham khảo

Theo quy tắc ba điểm ta có 
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Ta có 
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Vì vậy 
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c/ Gọi 
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 là điểm sao cho tứ giác 
[image: image138.wmf]ABDC

 là hình bình hành. 

Khi đó theo quy tắc hình bình hành ta có 
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Vì tam giác 
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 vuông ở 
[image: image141.wmf]A

 nên tứ giác 
[image: image142.wmf]ABDC

 là hình chữ nhật suy ra 
[image: image143.wmf]5

ADBCa

==


Vậy 
[image: image144.wmf]5

ABACADADa

+===

uuuruuuruuur



	(Lưu ý

	Bài 1.8: Cho tam giác 
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 đều cạnh 
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[image: image147.wmf],
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· (Lời giải tham khảo
: (Hình 1.45)Theo quy tắc trừ ta có  
[image: image148.wmf]ABACCBABACBCa
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Gọi 
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Ta có 
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Suy ra 
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	Bài 1.9: Cho hình vuông 
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 và cạnh 
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a) Tính 
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b) Tính độ dài vectơ 
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(Lời giải tham
a) Ta có 
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Ta có 
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 suy ra
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b) Áp dụng quy tắc trừ ta có
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Lấy
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 là điểm đối xứng của 
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 qua 
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Khi đó 
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Suy ra 
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Ví dụ 2: Cho hình vuông 
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 có tâm là 
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 và cạnh 
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. 
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 là một điểm bất kỳ. 

a) Tính 
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b) Chứng minh rằng 
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 không phụ thuộc vị trí điểm 
[image: image178.wmf]M

. Tính độ dài vectơ 
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Lời giải tham khảo 
 (hình 1.11)
a) + Theo quy tắc hình bình hành ta có  
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Suy ra 
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Áp dụng định lí Pitago ta có 
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Vậy 
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+ Vì O là tâm của hình vuông nên 
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 suy ra 
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Vậy 
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Mà 
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b) Theo quy tắc phép trừ ta có
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Suy ra 
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 không phụ thuộc vị trí điểm 
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Qua 
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 kẻ đường thẳng song song với 
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Khi đó tứ giác 
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3. Bài tập luyện tập.

Bài 1.10: Cho hình thoi 
[image: image203.wmf]ABCD

 cạnh a và 
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Lời giải tham khảo 
Ta có 
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Bài 1.11: Cho bốn điểm A, B, C, O phân biệt có độ dài ba vectơ 
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a) Tính các góc 
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b) Tính 
[image: image212.wmf]OBACOA

+-

uuuruuuruuur


Lời giải tham khảo 
 a) Từ giả thiết suy ra ba điểm A, B, C tạo thành tam giác đều nhận O làm trọng tâm do đó 
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b) Gọi I là trung điểm BC. Theo câu a) 
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Bài 1.12: Cho góc 
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 nằm trên phân giác của góc 
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(Lời giải tham khảo
Dựng hình bình hành OACB. Khi đó: 
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Vậy 
[image: image221.wmf]OD

uuur

 nằm trên phân giác góc xOy 
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Dạng 7: tìm tập hợp điểm thoả điều kiện cho trước
1/ Ph­¬ng ph¸p 

Ta biÕn ®æi ®¼ng thøc vect¬ cho tr­íc vÒ d¹ng:
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trong ®ã ®iÓm O cè ®Þnh vµ vect¬ 
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2/ Ví dụ:

Ví dụ 1: Cho (ABC ®Òu néi tiÕp ®­êng trßn t©m O.

a. Chøng minh r»ng 
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b. H·y x¸c ®Þnh c¸c ®iÓm M, N, P sao cho:
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Lời giải tham khảo 
a. [image: image396.emf]O
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V× (ABC ®Òu nªn O chÝnh lµ träng t©m (ABC, do ®ã ta cã ngay:
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b. Gäi A1, B1, C1 theo thø tù lµ trung ®iÓm cña BC, AC, AB.

· Dùng h×nh b×nh hµnh AOBM b»ng viÖc lÊy ®iÓm M ®èi xøng víi O qua C1, ta cã ®­îc 
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· C¸c ®iÓm N, P ®­îc x¸c ®Þnh t­¬ng tù.

Ví dụ 2: Cho (ABC. H·y x¸c ®Þnh ®iÓm M tho¶ m·n ®iÒu kiÖn:
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Lời giải tham khảo 
BiÕn ®æi (*) vÒ d¹ng:
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( ABCM lµ h×nh b×nh hµnh.
Tõ ®ã, ®Ó x¸c ®Þnh ®iÓm M ta thùc hiÖn:

· KÎ Ax // BC.

· KÎ Cy // AB.

· Giao cña Ax vµ Cy chÝnh lµ ®iÓm M cÇn t×m.

3/. Bài tập luyện tập.
Bài 1.13: Cho (ABC ®Òu, néi tiÕp ®­êng trßn t©m O.

a. H·y x¸c ®Þnh c¸c ®iÓm M, N, P sao cho:
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Chøng minh r»ng 
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Lời giải tham khảo 
a. Dùa theo quy t¾c h×nh b×nh hµnh, ta lÇn l­ît cã:

· Víi ®iÓm M tho¶ m·n:
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( M lµ ®Ønh thø t­ cña h×nh b×nh hµnh AOBM

( CM lµ ®­êng kÝnh cña (O), v× (ABC ®Òu.

· Víi ®iÓm N tho¶ m·n:
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 ( N lµ ®Ønh thø t­ cña h×nh b×nh hµnh BOCN

( AN lµ ®­êng kÝnh cña (O), v× (ABC ®Òu.

· Víi ®iÓm P tho¶ m·n:
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 ( P lµ ®Ønh thø t­ cña h×nh b×nh hµnh AOCP

( BP lµ ®­êng kÝnh cña (O), v× (ABC ®Òu.

VËy, c¸c ®iÓm M, N, P n»m trªn ®­êng trßn (O) sao cho CM, AN, BP lµ c¸c ®­êng kÝnh cña ®­êng trßn (O).

b. Dùa vµo kÕt qu¶ c©u a) vµ 
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Bài 1.14: Cho (ABC.

a. T×m ®iÓm I sao cho 
[image: image279.wmf]IA

uur

 + 2
[image: image280.wmf]IB

uur

 = 
[image: image281.wmf]0

r

.

b. T×m ®iÓm K sao cho 
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c. T×m ®iÓm M sao cho 
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Lời giải tham khảo 
a. Ta biÕn ®æi:
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b. Ta biÕn ®æi:
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( K lµ träng t©m (ABC.

c. Gäi E, F, N lµ trung ®iÓm AB, BC, EF, ta cã:
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Bài 1.15: Cho tr­íc hai ®iÓm A, B vµ hai sè thùc (, ( tho¶ m·n ( + ( ( 0.

a. Chøng minh r»ng tån t¹i duy nhÊt ®iÓm I tho¶ m·n (
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b. Tõ ®ã, suy ra víi ®iÓm bÊt kú M, ta lu«n cã:
(
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Lời giải tham khảo 
a. Ta cã:

(
[image: image318.wmf]IA

uur

 + (
[image: image319.wmf]IB

uur

 = 
[image: image320.wmf]0

r

 ( (
[image: image321.wmf]IA

uur

 + ((
[image: image322.wmf]IA

uur

 + 
[image: image323.wmf]AB

uuur

) = 
[image: image324.wmf]0

r

 ( (( + ()
[image: image325.wmf]IA

uur

 + (
[image: image326.wmf]AB

uuur

 = 
[image: image327.wmf]0

r

 

( (( + ()
[image: image328.wmf]AI

uur

 = (
[image: image329.wmf]AB

uuur

(
[image: image330.wmf]AI

uur

 = 
[image: image331.wmf]b

a+b
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V× A, B cè ®Þnh nªn vect¬ 
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 kh«ng ®æi, do ®ã tån t¹i duy nhÊt ®iÓm I tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi.

b. Ta cã:

(
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Dạng 8: xác định tính chất của một hình thoả điều kiện cho trước
1/ Ph­¬ng ph¸p giải
Ph©n tÝch ®­îc ®Þnh tÝnh xuÊt ph¸t tõ c¸c ®¼ng thøc vect¬ cña gi¶ thiÕt.

L­u ý tíi nh÷ng hÖ thøc ®· biÕt vÒ trung ®iÓm cña ®o¹n th¶ng vµ träng t©m cña tam gi¸c.

2/ Các ví dụ:
VD: Cho (ABC, cã c¸c c¹nh b»ng a, b, c vµ träng t©m G tho¶ m·n:

a.
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(1)

Chøng minh r»ng (ABC lµ tam gi¸c ®Òu.

Lời giải tham khảo 
Ta cã:
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(2)

Thay (2) vµo (1), ta ®­îc:
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(3)

V× 
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 lµ hai vect¬ kh«ng cïng ph­¬ng, do ®ã (3) t­¬ng ®­¬ng víi:
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 ( a = b = c ( (ABC lµ tam gi¸c ®Òu.

3/ Bài tập luyện tập.
Bài 1.16: Cho tø gi¸c ABCD. Gi¶ sö tån t¹i ®iÓm O sao cho:
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Chøng minh r»ng ABCD lµ h×nh ch÷ nhËt.

Lời giải tham khảo 
Tõ ph­¬ng tr×nh thø nhÊt cña hÖ , ta suy ra:

O lµ t©m ®­êng trßn ngo¹i tiÕp tø gi¸c ABCD.



(1)

Gäi M, N, P, Q lµ trung ®iÓm cña AB, BC, CD, DA , tõ ph­¬ng tr×nh thø hai cña hÖ ta ®­îc:
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( M, P, O th¼ng hµng vµ O lµ trung ®iÓm MP.
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( N, Q, O th¼ng hµng vµ O lµ trung ®iÓm NQ.



(3)

Tõ (2), (3), suy ra MNPQ lµ h×nh b×nh hµnh suy ra

· A, C, O th¼ng hµng vµ O lµ trung ®iÓm AC.

· B, D, O th¼ng hµng vµ O lµ trung ®iÓm BD.

Do ®ã ABCD lµ h×nh b×nh hµnh.





(4)

Tõ (1) vµ (4) suy ra ABCD lµ h×nh ch÷ nhËt.
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