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CHUYÊN ĐỀ 3.HỆ PHƯƠNG TRÌNH

A.TRỌNG TÂM CẦN ĐẠT

I. HỆ BẬC NHẤT HAI ẨN

KIẾN THỨC CẦN NHỚ
Hệ phương trình bậc nhất hai ẩn là hệ phương trình có dạng: 
[image: image1.wmf]'''
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+ Cặp số 
[image: image2.wmf]00
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 được gọi là một nghiệm của hệ phương trình nếu nó là nghiệm chung của cả hai phương trình đó.

+ Hệ có thể có nghiệm duy nhất, vô nghiệm hoặc vô số nghiệm tùy theo vị trí tương đối của hai đường thẳng biểu diễn nghiệm của hai phương trình.

+ Phương pháp giải hệ: Chúng ta thường dùng phương pháp thế hoặc phương pháp cộng đại số để khử bớt một ẩn, từ đó sẽ giải được hệ.

MỘT SỐ VÍ DỤ

Ví dụ 1. Xác định các hệ số a, b của hàm số 
[image: image3.wmf]yaxb
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 để:

a. Đồ thị của nó đi qua hai điểm 
[image: image4.wmf](1;3), (2;4)
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.

b. Đồ thị của nó cắt trục tung tại điểm có tung độ bằng -4 và cắt trục hoành tại điểm có hoành độ bằng 2.

Lời giải:

a. Thay tọa độ các điểm A, B vào phương trình của đường thẳng ta được:
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. Vậy 
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b. Tương tự phần (1) ta có hệ: 
[image: image7.wmf]4.042
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Vậy 
[image: image8.wmf]2,4
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Ví dụ 2. Giải các hệ phương trình sau:

a. 
[image: image9.wmf]11
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b. 
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11

3

1

11

xy

xy

xy

xy

ì

-=

ï

+-

ï

í

ï

+=-

ï

+-

î


c. 
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Lời giải:

a. Đặt 
[image: image12.wmf]11
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. Theo đề bài ra ta có hệ phương trình:
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Từ đó suy ra: 
[image: image14.wmf]111
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b. Đặt 
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. Theo đề bài ra ta có hệ phương trình:
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Từ đó suy ra: 
[image: image17.wmf]2
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c. Điều kiện 
[image: image18.wmf]1
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. Đặt 
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 ta có hệ phương trình mới
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Vậy hệ có nghiệm duy nhất 
[image: image21.wmf]1;0
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Ví dụ 3. Giải các hệ phương trình sau: 

a. 
[image: image22.wmf]5
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b. 
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c. 
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d. 
[image: image25.wmf]2

1

1

1

24

1

x

y

x

y

x

ì

+=-

ï

ï

+

í

ï

+=

ï

+

î


e. 
[image: image26.wmf]2
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f. 
[image: image27.wmf]119
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g. 
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h. 
[image: image29.wmf]1
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Lời giải:

a. Điều kiện: 
[image: image30.wmf]5;6

xy

¹¹

. Ta viết lại hệ phương trình thành:
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Từ 
[image: image32.wmf]21
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 thay vào ta tìm được 
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. Vậy hệ phương trình có nghiệm là 
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b. Điều kiện 
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. Ta nhân phương trình thứ nhất của hệ với 2 thì thu được:
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, cộng hai phương trình của hệ mới ta có: 
[image: image37.wmf]5210210
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 thay vào phương trình ban đầu của hệ ta có:


[image: image40.wmf]2111

1

1211

2110

21

yy

y

yy

y

-==

éé

=Û-=ÛÛ

êê

-=-=

-

ëë


Vậy hệ phương trình đã cho có 2 nghiệm là: 
[image: image41.wmf]11
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c. Điều kiện 
[image: image42.wmf]7,6
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, ta viết lại hệ thành: 
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Cộng 2 phương trình của hệ ta thu được: 
[image: image44.wmf]4141
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Vào ta tìm được: 
[image: image45.wmf]74542
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 thỏa mãn điều kiện. Vậy hệ có nghiệm 
[image: image46.wmf](;)(16;30)
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d. Điều kiện 
[image: image47.wmf]0,1
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. Ta viết lại hệ phương trình thành:
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, cộng 2 phương trình của hệ thu được:


[image: image49.wmf](

)

(

)

1()

454501450

5

()

4

yTM

yyyyyy

yL

é

=

ê

+=Û+-=Û-+=Û

ê

=-

ê

ë

 suy ra 
[image: image50.wmf]1
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 thay vào phương trình thứ 2 ta tìm được: 
[image: image51.wmf]1
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. Vậy hệ có nghiệm là 
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e. Điều kiện: 
[image: image53.wmf]1;1

xy

³-¹-

, ta viết hệ lại dạng:
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Suy ra 
[image: image55.wmf]0
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 thỏa mãn điều kiện . Vậy hệ có nghiệm 
[image: image56.wmf](;)(0;1)
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f. Đặt 
[image: image57.wmf];
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Phương trình (2) có dạng 
[image: image60.wmf]2
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+ Với 
[image: image61.wmf]2
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 thay vào PT (1) tìm được 
[image: image62.wmf]3
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 nên x, y là nghiệm của phương trình 
[image: image64.wmf]2
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+ Với 
[image: image66.wmf]1
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 thay vào PT (1) tìm được 
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. Ta có hệ phương trình 
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 nên x, y là nghiệm của phương trình 
[image: image69.wmf]2
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[image: image70.wmf]11
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g. Điều kiện: 
[image: image71.wmf]1;1
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. Ta biến đổi hệ phương trình đã cho thành:
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Vậy hệ phương trình có nghiệm là 
[image: image73.wmf](;)(2;1)
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h. Điều kiện: 
[image: image74.wmf]1
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, hệ phương trình được viết lại thành:
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Vậy hệ có nghiệm là 
[image: image76.wmf](;)(2;3)
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Ví dụ 4. Cho hệ phương trình: 
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a. Giải hệ phương trình với 
[image: image78.wmf]2
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b. Tìm m để hệ phương trình có nghiệm duy nhất 
[image: image79.wmf](;)

xy

 trong đó x, y trái dấu.

c. Tìm m để hệ phương trình có nghiệm duy nhất 
[image: image80.wmf](;)
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 thỏa mãn 
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Lời giải:

a. Với 
[image: image82.wmf]2
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b. Từ phương trình (1) ta có 
[image: image84.wmf]25
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Hệ có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi (3) có nghiệm duy nhất. Điều này tương đương với:
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Ta có: 
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 (thỏa mãn điều kiện).

c. Ta có: 
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Từ (4) suy ra 
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. Vậy 
[image: image95.wmf]7
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Ví dụ 5. Cho hệ phương trình: 
[image: image96.wmf]1  (1)
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a. Không giải hệ phương trình trên, cho biết với giá trị nào của m thì hệ phương trình có nghiệm duy nhất?

b. Giải và biện luận hệ phương trình trên theo m.

c. Tìm số nguyên m sao cho hệ phương trình có nghiệm duy nhất 
[image: image97.wmf](;)
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 mà x, y đều là số nguyên.

d. Chứng minh rằng khi hệ có nghiệm duy nhất 
[image: image98.wmf](;)
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 thì điểm 
[image: image99.wmf](;)
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luôn chạy trên một đường thẳng cố định.

e. Tìm m để hệ trên có nghiệm duy nhất sao cho 
[image: image100.wmf].
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 đạt giá trị nhỏ nhất.

Lời giải:

a. Từ phương trình (2) ta có 
[image: image101.wmf]31
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Hệ có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi phương trình (3) có nghiệm duy nhất, tức là 


[image: image103.wmf]2
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Ta cũng có thể lập luận theo cách khác: Hệ có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi:


[image: image104.wmf]2
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b. Từ phương trình (2) ta có 
[image: image105.wmf]31
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Trường hợp 1: 
[image: image107.wmf]1
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Trường hợp 2: 
[image: image109.wmf]1
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[image: image110.wmf]0.0
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Vậy hệ có vô số nghiệm dạng 
[image: image111.wmf](;2),
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Trường hợp 3: 
[image: image112.wmf]1
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 khi đó phương trình (3) thành: 
[image: image113.wmf]0.4
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(3) vô nghiệm, do đó hệ vô nghiệm.

c. Hệ đã cho có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi 
[image: image114.wmf]1
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Ta có: 
[image: image115.wmf]312
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. Vậy x, y nguyên khi và chỉ khi 
[image: image116.wmf]2
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[image: image118.wmf]2;1;1;2
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Vậy m nhận các giá trị là 
[image: image121.wmf]3;2;0
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d. Khi hệ có nghiệm duy nhất 
[image: image122.wmf](;)
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 ta có: 
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Vậy điểm 
[image: image124.wmf](;)
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 luôn chạy trên đường thẳng cố định có phương trình 
[image: image125.wmf]2
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e. Khi hệ có nghiệm duy nhất 
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Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi: 
[image: image129.wmf]22
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Vậy với 
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[image: image131.wmf].

xy

 đạt giá trị nhỏ nhất.

Chú ý: Ta cũng có thể tìm quan hệ 
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 có nghiệm duy nhất 
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 lấy phương trình (2) trừ đi phương trình (1) của hệ ta thu được: 
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Ví dụ 6. Cho hệ phương trình: 
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. Chứng minh rằng với mọi m hệ phương trình luôn có nghiệm. Gọi 
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Chứng minh: 
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Lời giải:

Từ phương trình (2) của hệ phương trình ta có 
[image: image139.wmf]31
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Gọi 
[image: image142.wmf]00
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. Nhân cả hai vế phương trình thứ nhất với
[image: image144.wmf]0
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Ngoài ra ta cũng có thể giải theo cách khác như sau:
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[image: image148.wmf](2;4)
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 và đường thẳng (d’) luôn đi qua điểm cố định: 
[image: image149.wmf](3;1)
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. Mặt khác ta cũng dễ chứng minh đường thẳng (d) và đường thẳng (d’) vuông góc với nhau nên hai đường thẳng này luôn cắt nhau. Gọi 
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Ví dụ 7. Cho hệ phương trình: 
[image: image153.wmf]3  (1)
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Hệ có nghiệm duy nhất 
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a. 
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Lời giải:

Từ phương trình (2) ta suy ra: 
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Hệ có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi phương trình (3) có nghiệm duy nhất, điều đó xảy ra khi và chỉ khi: 
[image: image159.wmf]2
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Khi đó 
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a. Ta có: 
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Vậy giá trị nhỏ nhất của P bằng 3.

b. Ta có: 
[image: image164.wmf]4444
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Đặt 
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Vậy giá trị nhỏ nhất của Q bằng 2

Ví dụ 8. Cho hệ phương trình: 
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. Chứng minh hệ luôn có nghiệm duy nhất 
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(Trích đề tuyển sinh vào lớp 10 chuyên toán – ĐHSP Hà Nội 2015).

Lời giải:

Xét hai đường thẳng 
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[image: image172.wmf]0

m

=

 thì
[image: image173.wmf]1

():10

dy

-=

 và 
[image: image174.wmf]2

():50

dx

-=

 suy ra (d1) luôn vuông góc với (d2).

+ Nếu 
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 thì đường thẳng (d1), (d2) lần lượt có hệ số góc là: 
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Tóm lại với mọi m thì hai đường thẳng (d1) luôn vuông góc với (d2). Nên hai đường thẳng luôn vuông góc với nhau.

Xét hai đường thẳng 
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 luôn vuông góc với nhau nên nó cắt nhau, suy ra hệ có nghiệm duy nhất. Gọi giao điểm là 
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 đường thẳng (d1) đi qua 
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 cố định, đường thẳng (d2) luôn đi qua 
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 cố định suy ra I thuộc đường tròn đường kính AB. Gọi 
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Hay 
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. Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta có:

Ví dụ 9:Giải hệ phương trình: 
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Thi HSG Toán lớp 9, tỉnh Trà Vinh, năm 2009 – 2010)

Hướng dẫn giải – đáp số

Từ phương trình (1) ta có: 
[image: image191.wmf]45
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 thế vào phương trình (2) ta được:
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· Trường hợp 1. Xét 
[image: image193.wmf]5
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Phương trình 
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Từ (1), suy ra: 
[image: image196.wmf]713

45

33

y

æö

=-+=-

ç÷

èø


· Trường hợp 2. Xét 
[image: image197.wmf]54
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Từ (1), suy ra: 
[image: image199.wmf]4.(1)51.
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· Trường hợp 3. Xét 
[image: image200.wmf]4
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Từ (1) suy ra 
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Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm 
[image: image204.wmf](
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Ví dụ 10:Giải hệ phương trình: 
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(Tuyển sinh lớp 10, THPT chuyên, Đại học Vinh, năm học 2015 – 2016)

Hướng dẫn giải – đáp số

Ta có: 
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· Trường hợp 1. Xét 
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· Trường hợp 2. Xét 
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Từ phương trình (1) ta có 
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Với 
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Với 
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Vậy tập nghiệm 
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II. MỘT SỐ DẠNG HỆ PHƯƠNG TRÌNH KHÁC

1. Hệ đối xứng loại I:

a) Một hệ phương trình ẩn x, y được gọi là hệ phương trình đối xứng loại I nếu mỗi phương trình ta đổi vai trò của x, y cho nhau thì phương trình đó không đổi.

b) Tính chất

Nếu 
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c) Cách giải: Đặt 
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 điều kiện 
[image: image219.wmf]2
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 quy hệ phương trình về 2 ẩn S, P.

Chú ý: 

· Trong một số hệ phương trình  đôi khi tính đối xứng chỉ thể hiện trong một phương trình. Ta cần dựa vào phương trình đó để tìm quan hệ S, P từ đó suy ra quan hệ x, y.
· Một số hệ phương trình ta cần phép đặt ẩn phụ để đưa về dạng hệ phương trình đối xứng loại I.
Ví dụ . Giải các hệ phương trình sau:

a. 
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g. 
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Lời giải:

a. Đặt 
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 hệ phương trình đã cho trở thành:
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b. Đặt 
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 hệ phương trình đã cho trở thành:
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. Suy ra x, y là hai nghiệm của phương trình: 
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Vậy hệ đã cho có hai cặp nghiệm 
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c. Đặt 
[image: image238.wmf]3

3

,

axby

==

 hệ đã cho trở thành: 
[image: image239.wmf]3322

2()3()

6

ababba

ab

ì

+=+

í

+=

î

. Đặt 
[image: image240.wmf]Sab

Pab

=+

ì

í

=

î

 điều kiện 
[image: image241.wmf]2

4

SP

³

 thì hệ đã cho trở thành:


[image: image242.wmf]3

2(363)36

2(3)3

68

6

PPS

SSPSP

SP

S

-==

ì

-=

ìì

ÛÛ

ííí

==

=

îî

î

. Suy ra a, b là hai nhiệm của phương trình:
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Vậy hệ đã cho có hai cặp nghiệm 
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d. Điều kiện: 
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 hệ phương trình đã cho trở thành:


[image: image248.wmf]2

2

3;(3)

3

2(3)114

22116

SPS

SP

SSS

SSP

ì

ì³=-

-=

ïï

Û

íí

+-+=-

++++=

ï

ï

î

î



[image: image249.wmf]2

2

2

314;(3)

314;(3)6

93

30520

4(810)196282

SPS

SPSS

Pxy

SS

SSSS

££=-

ì

££=-=

ì

ì

ï

ÛÛÛ

ííí

=Þ==

+-=

++=-+

ï

î

î

î


Vậy hệ đã cho có nghiệm 
[image: image250.wmf](;)(3;3)
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e. Hệ phương trình trở thành: 
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. Ta viết lại hệ phương trình thành:
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Đặt 
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 thì hệ đã cho trở thành.


[image: image255.wmf]2

256646282

424

4

PPP

SPabxy

S

ì

ï

--+=

Û==Û==Û==

í

=

ï

î


Ngoài ra ta cũng có thể giải ngắn gọn hơn như sau 
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Vậy hệ có một cặp nghiệm duy nhất 
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f. Điều kiện: 
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Hệ đã cho tương đương: 
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Đặt 
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Hệ trở thành:
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Vậy hệ đã cho có nghiệm: 
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g. Hệ tương đương với: 
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TH1: 
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TH2: 
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Vậy hệ có nghiệm: 
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Hệ tương đương với : 
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Ta thu được hệ 
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TH1: 
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TH2: 
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Vậy hệ có nghiệm 
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2. Hệ đối xứng loại II

Một hệ phương trình hai ẩn x, y được gọi là đối xứng loại II nếu trong hệ phương trình ta đổi vai trò x, y cho nhau thì phương trình trở thành phương trình kia.

+ Tính chất: Nếu 
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+ Phương pháp giải:

Trừ vế với vế hai phương trình của hệ ta được một phương trình có dạng:
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Ví dụ. Giải các hệ phương trình sau:

a. 
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 (Tuyển sinh 10 chuyên Toán Hà Nội, 2017)

Lời giải:

a. Điều kiện: 
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. Trừ hai phương trình của hệ cho nhau ta thu được:


[image: image284.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

22

2()120

xxyyyxxyxyxyxy

éù

+-+=-Û-+++++=

ëû


Vì 
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Vậy hệ có 3 cặp nghiệm: 
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b. Hệ đã cho 
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Trừ vế theo vế hai phương trình của hệ ta được:
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+ Nếu 
[image: image292.wmf]xy

=

 thay vào hệ ta có: 
[image: image293.wmf]2

2

560

3

xy

xx

xy

==

é

-+=Û

ê

==

ë


+ Nếu 
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Mặt khác khi cộng hai phương trình của hệ đã cho ta được:
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Trường hợp 1: 
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Trường hợp 2: 
[image: image299.wmf]8
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Vậy nghiệm của hệ đã cho là: 
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c. Điều kiện: 
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Để ý rằng 
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Ta xét trường hợp 
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Trừ hai phương trình của hệ cho nhau ta thu được:
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Khi 
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Tóm lại hệ phương trình có nghiệm duy nhất: 
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d. Từ giả thiết ta suy ra 
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Trừ theo vế 2 phương trình của hệ ta có: 
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TH 1: 
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TH 2: 
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. Để ý rằng từ giả thiết kết hợp bất đẳng thức 
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nên 
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Vậy hệ có nghiệm duy nhất 
[image: image329.wmf](;)(1;1)
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3. Hệ có yếu tố đẳng cấp

+ Là những hệ chứa các phương trình đẳng cấp.

+ Hoặc các phương trình của hệ khi nhân hoặc chia cho nhau thì tạo ra phương trình đẳng cấp.

Ta thường gặp dạng hệ này ở các hình thức như:

+ 
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Một số hệ phương trình có tính đẳng cấp được giấu trong các biểu thức chứa căn đòi hỏi người giải cần tinh ý để phát hiện:

Phương pháp chung để giải hệ dạng này là: Từ các phương trình của hệ ta nhân hoặc chia cho nhau để tạo ra phương trình đẳng cấp bậc n:
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Từ đó ta xét hai trường hợp:
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Giải phương trình tìm t sau đó thế vào hệ ban đầu để tìm x, y.

Chú ý: Ta cũng có thể đặt 
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Ví dụ 1: Giải các hệ phương tình sau:

a. 
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c. 
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Lời giải:

a. Ta biến đổi hệ: 
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Để ý rằng nếu nhân chéo 2 phương trình của hệ ta có:


[image: image346.wmf]3322

6()(82)(3)

xyxyxy

+=++

 đây là phương trình đẳng cấp bậc 3: Từ đó ta có lời giải như sau:

Vì 
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. Suy ra hệ phương tình có các cặp nghiệm:
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b. Phương trình (2) của hệ có dạng:
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TH 1: 
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Nếu ta thay 
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 vào phương trình (*) thì thu được phương trình đẳng cấp bậc 3:
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Chia hai phương tình của hệ ta được: 
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c. Điều kiện: 
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Phương trình (2) tương đương:
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Đây là phương trình đẳng cấp giữa y và 
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+ Xét 
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[image: image372.wmf]1
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 ta thu được phương trình: 
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Suy ra 
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Thay vào phương trình (1) ta được: 
[image: image375.wmf]2
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Vậy hệ có một cặp nghiệm: 
[image: image376.wmf]145
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d. Ta có thể viết lại hệ thành: 
[image: image377.wmf]33
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Ta thấy vế trái của phương trình (1) là bậc 4. Để tạo ra phương trình đẳng cấp ta sẽ thay vế phải thành 
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Như vậy ta có: 
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+ Nếu 
[image: image381.wmf]2
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 không thỏa mãn.

+ Nếu 
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Tóm lại hệ phương trình có các cặp nghiệm:
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e. Điều kiện 
[image: image386.wmf]1
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Ta thấy các phương trình của hệ đều là phương trình đẳng cấp bậc 3 đối với 
[image: image388.wmf],1

xy

+


Dễ thấy 
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 không phải là nghiệm của hệ phương trình.

Xét 
[image: image390.wmf]1
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+ Nếu 
[image: image393.wmf]0
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Vậy hệ có 1 cặp nghiệm duy nhất 
[image: image396.wmf]3
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f. Điều kiện: 
[image: image397.wmf]2
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Từ phương trình thứ nhất ta có: 
[image: image398.wmf]2
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 thay vào phương trình thứ hai ta thu được:
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Đây là phương trình đẳng cấp bậc 2 đối với 
[image: image400.wmf]y

 và 
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Đặt 
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Khi 
[image: image404.wmf]1
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 ta có: 
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 thay vào phương trình thứ nhất của hệ ta thu được: 
[image: image406.wmf]13
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Tóm lại hệ phương trình có một cặp nghiệm 
[image: image407.wmf](;)(1;3)
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4. Phương pháp biến đổi tương đương

Biến đổi tương đương là phương pháp giải hệ dựa trên những kỹ thuật cơ bản như: Thế, biến đổi các phương trình về dạng tích, cộng trừ các phương trình trong hệ để tạo ra phương trình hệ quả có dạng đặc biệt …

Ví dụ 1. 
a. 
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c. 
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  (Tuyển sinh lớp 10 chuyên Toán Hà Nội, 2018)

e. 
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Lời giải:

a. Điều kiện: 
[image: image414.wmf]2
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TH 1: 
[image: image417.wmf]2
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TH 2: 
[image: image419.wmf]2

21

xyxy

++=+

. Bình phương hai vế phương trình:


[image: image420.wmf]2

222

3

0

1;1

0

221

417

;()

212

213

33

xy

xy

xy

xyyy

xyL

xyxxyy

xyyy

+³

ì

==

é

+³

ì

ï

ê

Û=-++Û

íí

ê

==-

++=++

î

ï

ë

=+-

î


Vậy hệ có nghiệm 
[image: image421.wmf]41517
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b. Từ phương trình (1) ta thấy: 
[image: image422.wmf]32
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TH 2: Kết hợp với (2) ta có hệ mới: 
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Phương trình (3) tương đương với: 
[image: image426.wmf]2

(2)23)0

xyxyx

-+-=
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. Phương trình này vô nghiệm nên hệ vô nghiệm

+ Nếu 
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Vậy hệ có nghiệm 
[image: image431.wmf](;)(11),(3;1),(2;1)
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c. Phương trình (1) tương đương:
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TH 1: 
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TH 2: 
[image: image434.wmf]22
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 thay vào (2) ta có: 
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Vậy hệ có nghiệm
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d. Từ phương trình thứ nhất ta suy ra 
[image: image437.wmf]22
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TH 1: 
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[image: image441.wmf]1
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TH 2: 
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Hay 
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[image: image446.wmf](;)(1;3),(3;7),(1;3),(7;27)

xy

=--


Kết luận: Hệ phương trình có 6 nghiệm 
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Cách khác: 
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e. Ta có: 
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f. Từ phương trình thứ nhất ta suy ra 
[image: image453.wmf]77
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+ Nếu 
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+ Nếu 
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Thử lại ta thấy nghiệm này không thỏa mãn.

Vậy hệ có nghiệm: 
[image: image460.wmf]59
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Ví dụ 2. Giải hệ phương trình với nghiệm là số thực:

a. 
[image: image461.wmf]22

2

22860

410

xyxy

xxyyx

ì

++++=

ï

í

++++=

ï

î


b. 
[image: image462.wmf]2

2

2250

570

xxyy

yxyx

ì

++-=

ï

í

++-=

ï

î


c. 
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d. 
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Lời giải:

a. Cách 1: Đặt 
[image: image466.wmf]xua
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 thay vào phương trình (1) của hệ ta có:
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Ta mong muốn không có số hạng bậc nhất trong phương trình nên điều kiện là: 
[image: image469.wmf]10

20

a

b

+=

ì

í

+=

î



[image: image470.wmf]1

2

a

b

=-

ì

Û

í

=-

î


Từ đó ta có cách đặt ẩn phụ như sau: Đặt 
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 đây là hệ đẳng cấp.

Từ hệ ta suy ra 
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Công việc còn lại là khá đơn giản.

Cách 2: Ta cộng phương trình (1) với k lần phương trình (2).
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Ta mong muốn 
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 có dạng 
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Từ đó ta có cách giải như sau:

Lấy 2 lần phương trình (1) trừ 3 lần phương trình (2) của hệ ta có:
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Ta có 
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Từ đó tính được: 
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. Phần việc còn lại là khá đơn giản.

b. Lấy phương trình (1) trừ phương trình (2) ta thu được:
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Nhận xét: Khi gặp các hệ phương trình dạng:


[image: image486.wmf]22

123456

22

123456

0

0

axaxyayaxaya

bxbxybybxbyb

ì

+++++=

ï

í

+++++=

ï

î


+ Ta đặt 
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 sau đó tìm điều kiện để phương trình không có số hạng bậc 1 hoặc không có số hạng tự do.

+ Hoặc ta cộng phương trình (1) với k lần phương trình (2) sau đó chọn k sao cho có thể biểu diễn được x theo y. Để có được quan hệ này ta cần dựa vào tính chất. Phương trình 
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c. Phương trình (1) của hệ được viết lại thành: 
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. Từ đó thay vào phương trình thứ 2 ta tìm được các nghiệm của hệ.

d. Từ phương trình đầu của hệ ta suy ra 
[image: image492.wmf]222
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 thay vào phương trình thứ 2 ta thu được: 
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Điều kiện 
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. Vậy hệ có nghiệm 
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Cộng hai phương trình của hệ ta có:
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Thay vào phương trình đầu ta tìm được nghiệm của hệ.

e. Đối với các hệ đại số bậc 3:

Ta có thể vận dụng các hướng giải:

+ Biến đổi hệ để tạo thành các hằng đẳng thức.

+ Nhân các phương trình với một biểu thức đại số sau đó cộng các phương trình để tạo ra quan hệ tuyến tính.

Ví dụ 3. Giải hệ phương trình với nghiệm là số thực:

a. 
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c. 
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d. 
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(Đề tuyển sinh lớp 10 chuyên Trường chuyên KHTN – ĐHQG Hà Nội, 2018).

Lời giải:

a. Phân tích: Ta viết lại hệ như sau: 
[image: image504.wmf]32
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Nhận thấy 
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Từ đó ta có cách giải như sau:

Lấy phương trình (1) cộng với 3 lần phương trình (2) của hệ ta có:


[image: image507.wmf]322222
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Từ đó ta dễ dàng tìm được các nghiệm của hệ: 
[image: image508.wmf](;)(1;4),(1;4)
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b. Làm tương tự như câu a

Lấy phương trình (1) cộng với 3 lần phương trình (2) thì thu được:


[image: image509.wmf]22
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Từ đó dễ dàng tìm được các nghiệm của hệ.

c. Lấy phương trình (1) trừ 3 lần phương trình (2) ta thu được:


[image: image510.wmf]33
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Thay vào phương trình (2) ta có: 
[image: image511.wmf]222
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Vậy hệ phương trình có các nghiệm là: 
[image: image512.wmf](;)(2;3),(3;2)
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Lấy 2 lần phương trình (2) trừ đi phương trình (1) ta thu được:
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Trường hợp 1: 
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Trường hợp 2: 
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Lấy 2 lần phương trình (2) trừ đi phương trình (1) ta thu được:
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+ Nếu 
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Trừ hai phương trình cho nhau ta có: 
[image: image520.wmf]1
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 thay vào thì hệ vô nghiệm.

Kết luận: Nghiệm của hệ là: 
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d. Ta có: 
[image: image522.wmf]3
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Vậy hệ phương trình đã cho tương đương với: 
[image: image527.wmf]111
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e. Đặt 
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Chú ý rằng: 
[image: image531.wmf]33333
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Từ đó ta có hệ 
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 hoặc 
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Chú ý rằng: 
[image: image536.wmf]2
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Xét 
[image: image538.wmf]2,11
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Kết luận: Hệ có 1 nghiệm: 
[image: image539.wmf](;)(1;1)
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5. Phương pháp đặt ẩn phụ

Đặt ẩn phụ là việc chọn các biểu thức 
[image: image540.wmf](;);(;)
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 trong hệ phương trình để đặt thành các ẩn phụ mới làm đơn giản cấu trúc của phương trình, hệ phương trình. Qua đó tạo thành các hệ phương trình mới đơn giản hơn, hay quy về các dạng quen thuộc như đối xứng, đẳng cấp….

Để tạo ra ẩn phụ người giải cần xử lý linh hoạt các phương trình trong hệ thông qua các kỹ thuật: Nhóm phân tử chung, chia các phương trình theo những số hạng có sẵn, nhóm dựa vào các hằng đẳng thức, đổi biến theo đặc thù phương trình,…

Ta quan sát các ví dụ sau:

Ví dụ. Giải các hệ phương trình sau:

a. 
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c. 
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d. 
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e. 
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f. 
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g. 
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Lời giải:

a. Ta viết lại hệ phương trình thành:
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Đặt 
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Từ phương trình (2) suy ra 
[image: image552.wmf]2
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Khi 
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. Tóm lại hệ phương trình có 2 cặp nghiệm:
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b. Ta viết lại hệ phương trình thành: 
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Đặt 
[image: image557.wmf]2
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Xét 
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+ Nếu 
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Tóm lại hệ có các cặp nghiệm: 
[image: image563.wmf](;)(2;5),(2;5),(2;3),(2;3)

xy

=--


c. Để ý rằng khi 
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 thì hệ vô nghiệm

Xét 
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Chia hai phương trình của hệ cho 
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Đặt 
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Vậy hệ có nghiệm 
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d. Điều kiện: 
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Hệ đã cho tương đương:
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Đặt 
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Vậy hệ có nghiệm 
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e. Điều kiện: 
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Phương trình (2) tương đương: 
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Đặt 
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Hệ thành: 
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Vậy hệ có nghiệm 
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f. Triển khai phương trình (1)
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Nhận thấy 
[image: image584.wmf]0,0
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 không là nghiệm của hệ.

Phương trình (1) khi đó là: 
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Đặt 
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Vậy hệ có nghiệm 
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g. Xét 
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 thay vào hệ phương trình ta thấy không thỏa mãn, suy ra 
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Đặt 
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Để ý rằng 
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 không phải là nghiệm của phương trình: Chia 2 phương trình của hệ lần lượt cho 
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Hay 
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6. Phương pháp đưa về hằng đẳng thức

Ví dụ. Giải các hệ phương trình sau:

a. 
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Lời giải:

a. Điều kiện: 
[image: image607.wmf]1
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[image: image612.wmf]ab

=



[image: image613.wmf]21232

yxxy

-=-Û=-

 thay vào ta có: 
[image: image614.wmf]3

52225

yy

-++=


Đặt 
[image: image615.wmf]3

52,2

ayby

=-=+

 ta có hệ phương trình sau:


[image: image616.wmf]32

1;22

25

36523652332365

;

4832

29

65323652332365

;

4832

aby

ab

aby

ab

aby

éé

êê

===

êê

+=

ì

--++

êê

Û==Û=

í

êê

+=

î

êê

---

êê

===

êê

ëë


Vậy hệ có nghiệm
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b. Điều kiện: 
[image: image618.wmf]1
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Ta viết lại phương trình đầu thành: 
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Dễ thấy 
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  (thỏa mãn). Vậy hệ có nghiệm 
[image: image624.wmf](;)(3;3)
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c. Điều kiện: 
[image: image625.wmf]5
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Ta thấy 
[image: image626.wmf]0
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 không là nghiệm của hệ, chia hai vế của phương trình đầu cho 
[image: image627.wmf]5
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[image: image630.wmf]55
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. Từ đó tính được 
[image: image633.wmf]1
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Vậy hệ đã cho có nghiệm 
[image: image634.wmf](;)(1;1)
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d. Điều kiện: 
[image: image635.wmf]3
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[image: image636.wmf]0
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Chia phương trình (1) cho 
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Đặt 
[image: image640.wmf]1
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Thay vào phương trình còn lại ta được:
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e. Điều kiện: 
[image: image645.wmf]5
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Biến đổi phương trình đầu ta có: 
[image: image646.wmf][
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Thay vào phương trình còn lại ta có: 
[image: image650.wmf]2
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Điều kiện xác định của phương trình (4) là: 
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Ta có 
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Kết luận: 
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f. Điều kiện: 
[image: image660.wmf]0,0
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Nhận thấy 
[image: image661.wmf]0
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 thì hệ vô nghiệm. Ta xét khi 
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Từ phương trình đầu ta sử dụng phương pháp liên hợp:
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Rõ ràng 
[image: image664.wmf]1
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Thay vào phương trình còn lại ta được: 
[image: image666.wmf]3
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Biến đổi phương trình đã cho tương đương:
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322

(1)3(1)8883888

xxxxxx

Û+++=-++-+


Đặt 
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Vậy hệ có nghiệm 
[image: image672.wmf](;)(1;1)
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7. Khi trong hệ có chứa phương trình bậc hai theo ẩn x, hoặc y

Khi trong hệ phương trình có chứa phương trình bậc hai theo ẩn x hoặc y ta có thể nghĩ đến các hướng xử lý như sau:

* Nếu 
[image: image673.wmf]D

 chẵn, ta giải x theo y rồi thế vào phương trình còn lại của hệ để giải tiếp.

* Nếu 
[image: image674.wmf]D

 không chẵn ta thường xử lý theo cách:

+ Cộng hoặc trừ các phương trình của hệ để tạo được phương trình bậc hai có 
[image: image675.wmf]D

 chẵn hoặc tạo thành các hằng đẳng thức.

+ Dùng điều kiện 
[image: image676.wmf]0

D³

 để tìm miền giá trị của biến x, y. Sau đó đánh giá phương trình còn lại trên miền giá trị a, y vừa tìm được:

Ta xét các ví dụ sau:

Ví dụ: Giải các hệ phương trình sau:

a. 
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Lời giải:

a. Xét phương trình (1) của hệ ta có:


[image: image679.wmf]2222
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Trường hợp 1: 
[image: image682.wmf]xy
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. Từ phương trình (2) của hệ ta có điều kiện: 
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 suy ra phương trình vô nghiệm.

Trường hợp 2: 
[image: image684.wmf]21
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Vậy hệ có một cặp nghiệm: 
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b. Xét phương trình (1) của hệ ta có:
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Coi đây là phương trình bậc 2 của x ta có:
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Suy ra 
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Trường hợp 1: 
[image: image691.wmf]1
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 thay vào phương trình (2) ta thu được:
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Do 
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Trường hợp 2: 
[image: image697.wmf]21

yx

=+

 thay vào phương trình (2) ta thu được:


[image: image698.wmf]3341544154330

xxxxxx

-=+++Û++++-=


Giải tương tự như trên ta được 
[image: image699.wmf]0

x

=


Kết luận: Hệ phương trình có 2 cặp nghiệm: 
[image: image700.wmf](;)(0;1),(1;2)
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8. Phương pháp đánh giá

Để giải được hệ phương trình bằng phương pháp đánh giá ta cần nắm chắc các bất đẳng thức cơ bản như: Cauchy, Bunhiacopxki, các phép biến đổi trung gian giữa các bất đẳng thức, qua đó để đánh giá tìm ra quan hệ x, y.

Ngoài ra ta cũng có thể dùng hàm số để tìm GTLN, GTNN từ đó có hướng đánh giá, so sánh phù hợp.

Ví dụ 1. Giải các hệ phương trình sau:

a. 
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b. 
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Lời giải:

a. Điều kiện: 
[image: image703.wmf]1
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Ta có: 
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Ta sử dụng bổ đề với 
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Vậy 
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Đẳng thức xảy ra khi 
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. Thay vào (2) ta tìm được nghiệm của phương trình.

Nghiệm của hệ 
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b. Điều kiện: 
[image: image712.wmf]2
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Phương trình (1) tương đương: 
[image: image713.wmf]3223

()2()0

xxxyxy

+---=


Đặt 
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Thay vào (2) ta được: 
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Ta có 
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Vậy hệ có nghiệm 
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Ví dụ 2. Giải các hệ phương trình sau:

a. 
[image: image720.wmf]2
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b. 
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c. 
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d. 
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Lời giải:

a. Hiển nhiên 
[image: image725.wmf]0
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 là một nghiệm của hệ. Ta xét 
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Chú ý rằng 
[image: image729.wmf]22
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Với 
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Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image732.wmf]1
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b. Theo bất đẳng thức 
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Ta sẽ chứng minh:
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Ta có: 
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Mặt khác ta cũng có: 
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Vì 
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 bất đẳng thức (2) trở thành.
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Nhưng bất đẳng thức này hiển nhiên đúng do:
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Kết hợp tất cả các vấn đề vừa chỉ ra ta thấy chỉ có bộ số x, y thỏa mãn điều kiện
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c. Ta có 
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Từ đó suy ra 
[image: image754.wmf]2222
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Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image755.wmf]0
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Thay 
[image: image756.wmf]xy
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 vào phương trình còn lại ta có: 
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Để ý rằng 
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Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất 
[image: image764.wmf](;)(3;3)
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d. Điều kiện: 
[image: image765.wmf]032
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Cộng hai phương trình vế theo vế ta có:
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Ta có: 
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Mặt khác theo bất đẳng thức Bunhiacopxki ta có:
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Vậy 
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Vậy hệ phương trình có 1 nghiệm duy nhất 
[image: image772.wmf](;)(16;3)
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e. Từ phương trình 2 của hệ ta suy ra 
[image: image773.wmf],0
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Thao bất đẳng thức Cô si ta có: 
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Suy ra 
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Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image780.wmf]xy
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 nên phương trình này vô nghiệm.

Tóm lại: Hệ có nghiệm: 
[image: image785.wmf]3
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B.BÀI TOÁN THƯỜNG GẶP TRONG ĐỀ HSG VÀ CHUYÊN

Bài 1. Giải hệ phương trình sau:

a) 
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b) 
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c) 
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) Từ phương trình (1) và (2) ta có 
[image: image789.wmf]4268
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Kết hợp với phương trình (3) ta có hệ phương trình:
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Thay vào phương trình (1) ta tính được 
[image: image791.wmf]1.
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Vậy tập nghiệm của hệ phương trình là 
[image: image792.wmf](
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b) Từ phương trình (1) ta có: 
[image: image793.wmf]235
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 thay vào phương trình (2), (3) ta được:
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Từ phương trình (1) ta có: 
[image: image795.wmf]2.33.255.
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Vậy tập nghiệm của hệ phương trình là 
[image: image796.wmf](
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c) Từ phương trình (1) ta có: 
[image: image797.wmf]42
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 thay vào phương trình (2), (3) ta được:
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Từ phương trình (1) ta có: 
[image: image799.wmf]412.(3)9.
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Vậy tập nghiệm của hệ phương trình là 
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Bài 2. Giải hệ phương trình: 

a) 
[image: image801.wmf]4    (1)
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b) 
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) Từ phương trình (1) và (2) cộng vế với vế: 
[image: image803.wmf](
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Từ phương trình (3) và (4) cộng vế với vế: 
[image: image804.wmf](
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Từ đó ta có hệ phương trình: 
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Thay vào phương trình (1) và (3) ta được: 
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Vậy nghiệm của hệ phương trình là: 
[image: image807.wmf](
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b) Từ hệ phương trình, cộng vế với vế ta được:


[image: image808.wmf](

)

22010 (*)

xyztxyzt

+++=Þ+++=


Từ phương trình (*) kết hợp với hệ phương trình ta có:
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Vậy nghiệm của hệ phương trình là: 
[image: image810.wmf](
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Bài 3. Giải hệ phương trình:

a) 
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b) 
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) Đặt 
[image: image813.wmf]573
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Vậy nghiệm của hệ phương trình là: 
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b) Đặt 
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Mà 
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Suy ra 
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Vậy nghiệm của hệ phương trình là: 
[image: image823.wmf](

)

(

)

;;16;25;42.

xyz

=---


Bài 4. Giải hệ phương trình: 
[image: image824.wmf](
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(Thi học sinh giỏi Toán lớp 9, Quảng Ngãi, năm học 2008 – 2009)

Hướng dẫn giải – đáp số

· Nhận xét: 
[image: image825.wmf]0
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 là một nghiệm của hệ phương trình đã cho.

· Xét 
[image: image826.wmf]0,
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 hệ phương trình viết dưới dạng:
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Từ phương trình (1), (2), (3) cộng vế với vế ta được:
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Từ phương trình (1) và (4) ta có: 
[image: image829.wmf]3111
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Từ phương trình (2) và (4) ta có: 
[image: image830.wmf]1511
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Từ phương trình (3) và (4) ta có: 
[image: image831.wmf]1411
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Vậy hệ phương trình có hai nghiệm 
[image: image832.wmf](
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[image: image833.wmf](

)

(

)

0;0;0;1;2;3


Bài 5. Giải hệ phương trình: 
[image: image834.wmf]12
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(Thi học sinh giỏi Toán lớp 9, TP Hồ Chí Minh, năm học 2006 – 2007)

Hướng dẫn giải – đáp số

Do 
[image: image835.wmf],,0
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 nên hệ phương trình tương đương với:


[image: image836.wmf]5115
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Từ phương trình (1), (2), (3) cộng vế với vế ta được:
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Từ phương trình (1) và (4) ta có: 
[image: image838.wmf]5119
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Từ phương trình (2) và (4) ta có: 
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Từ phương trình (3) và (4) ta có: 
[image: image840.wmf]11319
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Vậy hệ phương trình có hai nghiệm là 
[image: image841.wmf](

)

(

)

;;4;6;9

xyz

=


Bài 6. Tìm 
[image: image842.wmf];;
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(Thi học sinh Toán lớp 9, Ninh Bình, năm học 2007 – 2008)

Hướng dẫn giải – đáp số

Ta có: 
[image: image844.wmf](
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Nhân từng vế của ba phương trình ta được:


[image: image845.wmf](
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Với 
[image: image848.wmf]2
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 thế vào phương trình, ta được 
[image: image849.wmf]2,2.
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Tương tự với 
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Vậy hệ có nghiệm 
[image: image853.wmf](
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Bài 7. Giải hệ phương trình 
[image: image854.wmf](
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 (Với x, y, z là các số thực dương)

(Thi HSG Toán lớp 9, tỉnh Bắc Ninh, năm 2012 – 2013)

Hướng dẫn giải – đáp số

Từ hệ phương trình, nhân vế với vế ta được:
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Trường hợp 1. Xét 
[image: image856.wmf](
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Kết hợp các phương trình (1), (2), (3) ta có:
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Từ các phương trình (5), (6), (7) cộng vế với vế ta được: 
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Kết hợp các phương trình (5), (6), (7) ta được một nghiệm là: 
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Trường hợp 2. Xét 
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Vậy hệ có nghiệm 
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Bài 8. Giải hệ phương trình: 
[image: image863.wmf]24.2
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Hướng dẫn giải – đáp số

Cộng vế với vế ta được: 
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Vậy nghiệm của phương trình là: 
[image: image868.wmf](

)

(

)

;;3;3;3.

xyz

=


Bài 9. Giải hệ phương trình: 
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Thi HSG Toán lớp 9, tỉnh Trà Vinh, năm 2009 – 2010)

Hướng dẫn giải – đáp số

Từ phương trình (1) ta có: 
[image: image870.wmf]45
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Từ (1), suy ra: 
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· Trường hợp 2. Xét 
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Bài 10. Giải hệ phương trình: 

a) 
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) Từ phương trình (2) ta có: 
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  thay vào phương trình (1) ta được
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· Trường hợp 2: Xét 
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Vậy tập nghiệm của hệ phương trình là 
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b) Từ phương trình (1) ta có: 
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· Trường hợp 1: Xét 
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· Trường hợp 2: Xét 
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Vậy tập nghiệm của hệ phương trình là: 
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c) Từ phương trình (2) thay vào phương trình (1) ta được:
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Vậy tập nghiệm của hệ phương trình là 
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Bài 11. Giải hệ phương trình: 
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Hướng dẫn giải – đáp số

Từ phương trình (1), (2), (3) nhân vế với vế ta được: 
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· Trường hợp 1. Xét 
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 kết hợp với hệ phương trình ta được:
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Từ phương trình (5), (6), (7) cộng vế với vế ta được:
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Từ phương trình (8) và (5) ta có: 
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Từ phương trình (8) và (6) ta có: 
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Từ phương trình (8) và (7) ta có: 
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Nên 
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· Trường hợp 2. Xét 
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 kết hợp với hệ phương trình ta được:
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Từ phương trình (9), (10), (11) cộng vế với vế ta được:
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Từ phương trình (12) và (9) ta có: 
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Từ phương trình (12) và (10) ta có: 
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Từ phương trình (12) và (11) ta có: 
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Nên 
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  là một nghiệm của phương trình.

Vậy nghiệm của hệ phương trình là: 
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Bài 12. Giải hệ phương trình: 
[image: image930.wmf]5
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Hướng dẫn giải – đáp số
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)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

116   (1)

16

1121112  (2)

18

118    (3)

xy

xyxy

yzyzyz

zxzx

zx

--=

ì

--+=

ì

ï

ï

--+=Û--=

íí

ïï

--+=

--=

î

î


Từ phương trình (1); (2); (3) nhân vế với vế ta được: 
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Trường hợp 1. Xét 
[image: image933.wmf](

)

(

)

(

)

11124   (4)

xyz

---=


Từ phương trình (1) và (4) ta có: 
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Từ phương trình (2) và (4) ta có: 
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Từ phương trình (3) và (4) ta có: 
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Suy ra 
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 là một nghiệm của hệ phương trình. 

Trường hợp 2. Xét 
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Từ phương trình (1) và (4) ta có: 
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Từ phương trình (2) và (4) ta có: 
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Từ phương trình (3) và (4) ta có: 
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Suy ra 
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 là một nghiệm của hệ phương trình.

Vậy tập nghiệm của hệ phương trình: 
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Bài 13. Giải hệ phương trình: 
[image: image944.wmf]2
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Hướng dẫn giải – đáp số
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· 
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 không phải là nghiệm của phương trình
· Xét 
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 hệ phương trình viết dưới dạng:
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Từ phương trình (1), (2), (3) cộng vế với vế ta được: 
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Kết hợp phương trình (4) với các phương trình (1), (2), (3) ta được:
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Từ phương trình (5); (6); (7) nhân vế với vế ta được: 
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Trường hợp 1. Xét 
[image: image952.wmf]6  (8)

xyz

=


Kết hợp phương trình (8) với các phương trình (5), (6), (7) ta được:
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Trường hợp 2. Xét 
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Kết hợp phương trình (9) với các phương trình (5), (6), (7) ta được: 
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Vậy tập nghiệm của hệ phương trình: 
[image: image956.wmf](
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Bài 14. Giải hệ phương trình: 
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Hướng dẫn giải – đáp số
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Từ phương trình (1), (2), (3) cộng vế với vế ta được:
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Từ phương trình (4) kết hợp với các phương trình (1), (2), (3) ta được:
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Vậy tập nghiệm 
[image: image961.wmf](
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Bàu 15. Giải hệ phương trình: 
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(Tuyển sinh lớp 10, THPT chuyên, Đại học Vinh, năm học 2015 – 2016)

Hướng dẫn giải – đáp số

Ta có: 
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· Trường hợp 1. Xét 
[image: image965.wmf]2222
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· Trường hợp 2. Xét 
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Từ phương trình (1) ta có 
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Với 
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Với 
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Vậy tập nghiệm 
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Bài 16. Giải hệ phương trình: 
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(Tuyển sinh lớp 10, THPT chuyên, Đại học Vinh, năm học 2012 – 2013)

Hướng dẫn giải – đáp số

· Nhận xét 
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 là một nghiệm của hệ phương trình đã cho.
· Xét 
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 hệ phương trình viết dưới dạng:
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Từ phương trình (1), (2), (3) cộng vế với vế ta được: 
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Từ phương trình (1) và (4) ta có: 
[image: image978.wmf]9137
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Từ phương trình (2) và (4) ta có: 
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Từ phương trình (3) và (4) ta có: 
[image: image980.wmf]5137
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Vậy hệ phương trình có hai nghiệm 
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Bài 17. Cho hệ phương trình 
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 (m là tham số)

a) Với m nào thì hệ phương trình có nghiệm duy nhất.

b) Tìm m nguyên để hệ phương trình có nghiệm nguyên x; y nguyên và 
[image: image984.wmf]xy
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 bé nhất.

(Thi HSG Toán lớp 9, tỉnh An Giang, năm học 2011 – 2012)

Hướng dẫn giải – đáp số

a) Từ phương trình (2) ta có: 
[image: image985.wmf]312,
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 thế vào phương trình (1) ta có:
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Hệ phương trình có nghiệm duy nhất 
[image: image987.wmf]Û

 phương trình (*) có nghiệm duy nhất 
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b) Với 
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Suy ra: 
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 là nghiệm của hệ phương trình.
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Thử trực tiếp ta được: 
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 đạt giá trị nhỏ nhất.

Bài 18. Tìm tất cả các số thực m để hệ phương trình 
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 có nghiệm 
[image: image999.wmf](
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[image: image1000.wmf]0

x

>

và 
[image: image1001.wmf]0.

y

>


(Thi HSG Toán lớp 9, tỉnh ĐakLac, năm học 2011 – 2012)

Hướng dẫn giải – đáp số

Từ phương trình (1) của hệ suy ra: 
[image: image1002.wmf]2,
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 thay vào phương trình (2) ta được:
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[image: image1006.wmf]6
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Vậy 
[image: image1007.wmf]6
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 thì hệ phương trình có nghiệm thỏa mãn 
[image: image1008.wmf]0;0.
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Bài 19. Cho hệ phương trình 
[image: image1009.wmf]21
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 (m là tham số)
a) Tìm m để hệ phương trình có nghiệm. Tìm nghiệm đó.

b) Xác định giá trị nhỏ nhất của 
[image: image1010.wmf](
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(Thi HSG Toán lớp 9, tỉnh An Giang, năm 2012 – 2013)

Hướng dẫn giải – đáp số

a) Hệ phương trình 
[image: image1011.wmf]363

64

31

xy

myy

xmy

+=-

ì

ÛÞ-=

í

+=

î



[image: image1012.wmf](
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 thì hệ phương trình có nghiệm: 
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b) Nếu 
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m

=

 thì 
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Nếu 
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Giá trị nhỏ nhất của P là 0 khi 
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Bài 20. Cho hệ phương trình 
[image: image1019.wmf]2 (1)
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a) Giải và biện luận hệ phương trình theo tham số m.

b) Tìm các số nguyên m để cho hệ có nghiệm duy nhất 
[image: image1020.wmf](
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) Từ phương trình (1) ta có: 
[image: image1021.wmf]2,
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 thay vào phương trình (2) ta được:
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[image: image1023.wmf](
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Xét 
[image: image1024.wmf]100
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 phương trình vô số nghiệm 
[image: image1025.wmf]Þ

 hệ phương trình vô số nghiệm, nghiệm tổng quát của hệ phương trình là: 
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 phương trình vô nghiệm 
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 hệ phương trình vô nghiệm
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Kết luận:
· Với 
[image: image1030.wmf]1
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 thì hệ phương trình vô số nghiệm, nghiệm tổng quát của hệ phương trình là: 
[image: image1031.wmf]2
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·  
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 thì hệ phương trình vô nghiệm.

·   
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 thì phương trình có nghiệm duy nhất là 
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b) Ta có 
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[image: image1037.wmf]{
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 thì hệ phương trình có nghiệm duy nhất 
[image: image1038.wmf](
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[image: image1039.wmf];

xyZ

Î

.
Bài 21. Cho phương trình 
[image: image1040.wmf](
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a) Giải hệ (1) với 
[image: image1041.wmf]31.
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b) Tìm các giá trị của a để hệ (I) vô nghiệm.

Hướng dẫn giải – đáp số

a) Với 
[image: image1042.wmf]31
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 thì hệ (I) trở thành 
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b) Ta có 
[image: image1045.wmf]1
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Ta có: 
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)

(

)

(

)

11

211163

3

aay

yaaayy

--

+=Û---+=



[image: image1047.wmf](
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Hệ (I) vô nghiệm 
[image: image1048.wmf]Û

 phương trình (3) vô nghiệm
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Bài 22. Cho hệ phương trình 
[image: image1052.wmf]410
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a) Giải và biện luận hệ phương trình theo m.

b) Xác định các giá trị nguyên của m để hệ có nghiệm duy nhất 
[image: image1053.wmf](
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c) Với giá trị nguyên nào của m thì hệ có nghiệm 
[image: image1055.wmf](
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 với x; y là số nguyên dương.

d) Tìm giá trị m để hệ có nghiệm duy nhất sao cho 
[image: image1056.wmf]22
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 đạt giá trị nhỏ nhất.

e) Chứng minh rằng khi hệ có nghiệm duy nhất 
[image: image1057.wmf](
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) Từ phương trình dưới 
[image: image1059.wmf]4
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Thế vào phương trình trên: 
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· Xét 
[image: image1062.wmf]2,

m

=

 hệ phương trình có dạng: 
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· Xét 
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 phương trình (*) có dạng: 
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 vô nghiệm 

[image: image1066.wmf]Þ

 hệ phương trình vô nghiệm.
· Xét 
[image: image1067.wmf]{
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Kết luận:

· Với 
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 hệ phương trình có vô số nghiệm, nghiệm tổng quát là: 
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· Với 
[image: image1071.wmf]2,
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 hệ phương trình vô nghiệm.

· Với 
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 hệ phương trình có nghiệm duy nhất: 
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b) Để hệ phương trình có nghiệm duy nhất thì 
[image: image1074.wmf]{
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Vậy 
[image: image1076.wmf]28
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 thì hệ phương trình có hai nghiệm dương.

c) Hệ phương trình có nghiệm duy nhất thì 
[image: image1077.wmf]{

}

2;2

m

Ï-

 và nghiệm duy nhất là:


[image: image1078.wmf]810
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Để hệ phương trình có nghiệm nguyên dương 
[image: image1079.wmf]2
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d) Với 
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Xét 
[image: image1083.wmf](
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Vậy giá trị nhỏ nhất của S là 
[image: image1084.wmf]1
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 khi 
[image: image1085.wmf]21
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e) Hệ phương trình có nghiệm duy nhất thì 
[image: image1086.wmf]{
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 suy ra: 
[image: image1088.wmf]21.
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Vậy điểm 
[image: image1089.wmf](
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 luôn nằm trên một đường thẳng cố định là 
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Bài 23. Cho hệ phương trình: 
[image: image1091.wmf](
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 (với m là tham số)

Xác định tất cả các giá trị của m để hệ phương trình có nghiệm duy nhất thỏa mãn điều kiện: 
[image: image1092.wmf]0.
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(Thi học sinh giỏi toán lớp 9, tỉnh Đồng Tháp, năm học 2014 – 2015)

Hướng dẫn giải – dáp số

Ta có: 
[image: image1093.wmf](
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· Khi 
[image: image1094.wmf]1
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 phương trình (2) trở thành 
[image: image1095.wmf]5
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· Khi 
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 hệ phương trình có nghiệm duy nhất: 
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Suy ra: 
[image: image1098.wmf]2
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Do 
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Vậy với 
[image: image1101.wmf]1
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 thì hệ phương trình có nghiệm duy nhất thỏa mãn điều kiện: 
[image: image1102.wmf]0.
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Bài 24. Giải hệ phương trình : 
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(Thi học sinh giỏi Toán lớp 9 , tỉnh Nghệ An , năm học 2012-2013)

Hướng dẫn giải – đáp số

· Xét 
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 hệ vô nghiệm

· Xét 
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· Vậy 
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 khác 0 đặt 
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Ta có hệ 
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Vì mỗi vế hệ (*) khác 0 ta chia vế hệ (*) cho nhau ta được :
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[image: image1112.wmf](
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· Với 
[image: image1113.wmf]t2x2y
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Giải ra ta có nghiệm 
[image: image1115.wmf](
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· Với 
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Giải ra ta có nghiệm 
[image: image1118.wmf](
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Vậy tập nghiệm của hệ phương trình là : 
[image: image1119.wmf](
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Bài 25. Giải hệ phương trình : 
[image: image1120.wmf](
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(Thi học sinh giỏi Toán lớp 9 , tỉnh Hải Dương , năm học 2013-2014)

Hướng dẫn giải – đáp số

Từ phương trình (1) và (2) vế trừ vế ta được :
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· Trường hợp 1 . Xét 
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 thế vào phương trình (1) ta có : 
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· Trường hợp 2.  Xét 
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Từ phương trình (1), (2) cộng vế với vế ta được 
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Xét 
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Vế trừ vế ta được : 
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Giải như trên ta được 
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Vậy tập nghiệm của hệ phương trình là :
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Bài 26. Giải hệ phương trình : 
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Hướng dẫn giải – đáp số

Từ phương trình (1) suy ra 
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Giải ra ta được 
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· Với 
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· Với 
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Vậy nghiệm của hệ phương trình là 
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Bài 27. Giải hệ phương trình 
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Hướng dẫn giải – đáp số
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· Trường hợp 1: Giải hệ phương trình 
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Từ phương trình (1) ta có 
[image: image1145.wmf]xy1
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 thay vào phương trình (2) ta được :
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Giải ra ta được 
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· Trường hợp 2 :  Giải hệ phương trình 
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Từ phương trình (3) ta có 
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 thay vào phương trình (4) ta được 
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 phương trình vô nghiệm 

Vậy nghiệm của hệ phương trình là 
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Bài 28. Giải hệ phương trình : 
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(Thi học sinh giỏi , Tỉnh Thái Bình , năm học 2009-2010)

Hướng dẫn giải – đáp số
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Đặt 
[image: image1154.wmf]xyu;xyv

+=-=

 hệ phương trình có dạng
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Từ phương trình (2) thay vào phương trình (1) ta được 
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Giải ra ta dược 
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· Trường hợp 1 : Xét 
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· Xét 
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· Trường hợp 2: Xét 
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 phương trình này vô nghiệm

Vậy nghiệm của hệ phương trình là 
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Bài 29. Giải hệ phương trình : 
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(Thi học sinh giỏi toán 9, tỉnh Thanh Hóa , năm học 2008-2009)

Hướng dẫn giải – đáp số
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Đặt 
[image: image1168.wmf]uxy;vxy1
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 hệ phương trình có dạng :
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· Trường hợp 1. Xét 
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Suy ra u, v là nghiệm của phương trình 
[image: image1171.wmf](

)

2

X4X301

-+=


Phương trình (1) có nghiệm 
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Suy ra x; y là nghiệm của phương trình 
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 phương trình (2) vô nghiệm
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Suy ra x; y là nghiệm của phương trình 
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Phương trình (3) có nghiệm 
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· Trường hợp 2.  Xét 
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Suy ra u; v là nghiệm của phương trình 
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Suy ra x, y là nghiệm của phương trình 
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Giải phương trình (5) ta được 
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Vậy tập nghiệm của hệ phương trình là: 
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Bài 30. Giải hệ phương trình : 
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(Thi học sinh giỏi Toán lớp 9 , tỉnh Hà Tĩnh , năm học 2007-2008)

Hướng dẫn giải – đáp số
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Đặt 
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Hệ phương trình có dạng 
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Từ phương trình (1) ta có 
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 thay vào phương trình (2) ta được 
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· Với 
[image: image1197.wmf]v2u3

=Þ=

 ta có 
[image: image1198.wmf]2

2

1

x2

x2x10

x

y

y3y20

y3

2

ì

+=

ï

ì

-+=

ïï

Û

íí

-+=

ï

î

ï

+=

ï

î


Giải hệ có nghiệm 
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· Với 
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vô nghiệm

Vậy tập nghiệm của hệ phương trình là : 
[image: image1203.wmf](
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Bài 31. Giải hệ phương trình : 
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(Thi học sinh giỏi Toán 9,tỉnh Quãng Ngãi , năm học 2009-2010)

Hướng dẫn giải – đáp số

Từ phương trình (2) ta có :
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· Trường hợp 1. Xét 
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 thay vào phương trình (1) ta được :
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Giải ra ta được : 
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· Trường hợp 2 . Xét 
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Thay vào (1) ta có 
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Giải ra ta được 
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Vậy tập nghiệm của phương trình là : 
[image: image1212.wmf](
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Bài 32. Giải hệ phương trình : 
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(Thi học sinh giỏi Toán 9 , tỉnh Hải Dương , năm học 2012-2013)

Hướng dẫn giải – đáp số

Điều kiện 
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Hệ phương trình có dạng : 
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Từ phương trình (1) suy ra 
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[image: image1219.wmf]22

16u

u2102uu360

4

-

æö

-=Û+-=

ç÷

èø


Giải phương trình ta được : 
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Suy ra 
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 là nghiệm của phương trình 
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Giải ra ta được : 
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Vậy tập nghiệm của phương trình là : 
[image: image1228.wmf](
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Bài 33. Giải hệ phương trình : 
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(Thi học sinh giỏi Toán lớp 9, tỉnh Phú Thọ , năm học 2011-2012)

Hướng dẫn giải – đáp số
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Suy ra : 
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· Trường hợp 1. Xét 
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[image: image1234.wmf]22

2xy1x1;y1

-=Û=±=±


· Trường hợp 2 . 
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3x2y0y

2

-

+=Û=

 thay vào (1)


[image: image1236.wmf]22

2

9xx

2x11

44

-=Û-=

 vô nghiệm

Thử lại hệ phương trình

Vậy tập nghiệm của phương trình là 
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Bài 34. Giải hệ phương trình : 
[image: image1238.wmf](
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(Thi học sinh giỏi Toán lớp 9 , tỉnh Hải Dương , năm học 2009-2010)

Hướng dẫn giải – đáp số

Đặt 
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Suy ra a; b là nghiệm của hệ phương trình 
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· Với 
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· Với 
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Vậy hệ phương trình đã có cho nghiệm 
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Bài 35. Giải hệ phương trình : 
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(Thi học sinh giỏi toán lớp 9 , tỉnh Hải Dương , năm học 2014-2015)

Hướng dẫn giải – đáp số
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Bài 36. Giải hệ phương trình : 
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(Thi học sinh giỏi Toán lớp 9 , tỉnh Thanh Hóa , năm học 2014-2015)

Hướng dẫn giải – đáp số
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Thay (1) vào (2) ta được 
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Vậy hệ có nghiệm 
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Bài 37. Giải hệ phương trình : 
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(Tuyển sinh lớp 10 , THPT chuyên , Đại học Sư phạm TP. Hồ Chí Minh, năm học 2015-2016)

Hướng dẫn giải – đáp số
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 là nghiệm của hệ phương trình

Bài 38. Giải hệ phương trình : 
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(Tuyển sinh lớp 10, THPT chuyên , TP. Hà Nội , năm học 2015-2016)

Hướng dẫn giải – đáp số
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Trường hợp 1 . Xét 
[image: image1288.wmf]22

x0

xy5

x0

y5

=

ì

ì

+=

ï

Û

íí

=

=±

ï

î

î


Trường hợp 2. Xét 
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Bài 39. Giải hệ phương trình : 
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(Tuyển sinh lớp 10 , THPT chuyên , tỉnh Gia Lai , năm học 2014-2015)
Hướng dẫn giải – đáp số
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Thay (1) vào (2) ta được :
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