ĐƯỜNG TIỆM CẬN CỦA ĐỒ THỊ HÀM SỐ 
A. CHUẨN KIẾN THỨC
I. ĐƯỜNG TIỆM CẬN NGANG.

Định nghĩa . Cho hàm số 
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xác định trên một khoảng vô hạn ( là khoảng dạng 
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. Đường thẳng 
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 là đường tiệm cận ngang  của đồ thị hàm số y = f(x) nếu ít nhất một trong các điều kiện sau được thỏa mãn: 
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II. ĐƯỜNG TIỆM CẬN ĐỨNG.

Định nghĩa . Đường thẳng 
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 được  gọi là đường tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
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 nếu ít nhất một trong các điều kiện sau được thỏa mãn:
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III . ĐƯỜNG TIỆM CẬN XIÊN 

Định nghĩa 

   Đường thẳng 
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,được gọi là đường tiệm cận xiên  của đồ thị hàm số  
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 nếu ít nhất một trong các điều kiện sau được thỏa mãn:
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 Trong đó 
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B. LUYỆN KĨ NĂNG GIẢI  CÁC DẠNG BÀI TẬP.
Vấn đề 1 Tìm các đường tiệm cận của đồ thị hàm số..
Phương pháp .
1. Tìm tiệm cận ngang ,tiệm cận đứng của đồ thị hàm

Thực hiện theo các bước sau  

B1. Tìm tập xác định của hàm số  
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B2. Tìm các giới hạn của 
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 khi x dần tới các biên của miền xác định và dựa vào định nghĩa của các đường tiệm cận để kết luận  

Chú ý . Đồ thị hàm số f chỉ có thể có tiệm cận ngang khi tập xác định của nó là một khoảng vô hạn hay một nửa khoảng vô hạn (nghĩa là biến x có thể tiến đến 
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  Đồ thị hàm số  f chỉ có thể có tiệm cận đứng khi tập xác định của nó có một trong các dạng sau:  (a;b) ,[a;b) , (a;b], (a ; 
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a) hoặc là hợp của các tập hợp này và tập xác định không có một trong các dạng sau: R , [c; 
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2. Tìm tiệm cận xiên của đồ thị hàm 

Thực hiện theo các bước sau 

B1. Tìm tập xác định của hàm số  (đồ thị hàm số f chỉ có thể có tiệm cận xiên nếu tập xác định của nó là là một khoảng vô hạn hay một nửa khoảng vô hạn)

B2. Sử dụng định nghĩa 

Hoặc sử dụng định lí  : 

       Nếu 
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 thì đường thẳng 
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 là tiệm cận xiên của đồ thị hàm số  f

CHÚ Ý : Đối với hàm phân thức : 
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 trong đó P(x), Q(x) là hai đa thức của x ta thường dùng phương pháp sau để tìm các đường tiệm cận của đồ thị hàm số  
 i) Tiệm cận đứng . 
Nếu 
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 thì đường thẳng : 
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là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 

ii) Tiệm cận ngang 

Nếu bậc của P(x) bé hơn bậc của Q(x) thì đồ thị của hàm số có tiệm cận ngang là trục hoành độ

Nếu bậc của P(x) bằng bậc của Q(x) thì đồ thị hàm có tiệm cận ngang là đường thẳng  : 
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 trong đó A, B lần lượt là  hệ số  của số hạng có số mũ lớn nhất của P(x) và Q(x) 

Nếu bậc của P(x)  lớn hơn bậc của Q(x) thì đồ thị của hàm số  không có tiệm cận ngang

iii) Tiệm cận xiên

Nếu bậc của P(x) bé hơn hay bằng bậc của Q(x) hoặc lớn hơn bậc của Q(x) từ hai bậc trở lên thì đồ thị hàm số  không có tiệm cận xiên

Nếu bậc của P(x) lớn hơn bậc của Q(x) một bậc và P(x) không chia hết cho Q(x) thì đồ thị hàm có tiệm cận xiên và ta tìm tiệm cận xiên bằng cách chia P(x) cho Q(x) và viết  
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Suy ra  đường thẳng : 
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 là tiệm cận xiên của đồ thị hàm số.

Chú ý: 
1.  Xét hàm số 
[image: image39.wmf](

)

2

yaxbxc    a0

=++¹

.

* Nếu 
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 đồ thị hàm số không có tiệm cận.

* Nếu 
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 đồ thị hàm số có tiệm cận xiên 
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2.  Đồ thị hàm số 
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  có tiệm cận là đường thẳng : 
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Các ví dụ
Ví dụ 1  Tìm tiệm cận của hàm số: 

1. 
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Lời giải.
1. 
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Giới hạn , tiệm cận .
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 , suy ra đường thẳng y = 2 là đường tiệm cận ngang của đồ thị (C).
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2. 
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Giới hạn , tiệm cận .
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 , suy ra đường thẳng y = 4 là đường tiệm cận ngang của đồ thị (C).
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3. 
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Giới hạn , tiệm cận .
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Đường thẳng : x = -2 là tiệm cận đứng của (C).
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Đường thẳng y = 
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  là tiệm cận xiên của (C).
4. 
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Giới hạn , tiệm cận .

[image: image64.wmf]x1x1

limy,limy

-+

®®

=+¥=-¥Þ

Đường thẳng : x = 1 là tiệm cận đứng của (C).


[image: image65.wmf]xx

limy,limy.

®-¥®+¥

=+¥=-¥



[image: image66.wmf]xx

lim[y(x1)]0,lim[y(x1)]0

®-¥®+¥

---=---=Þ

Đường thẳng y =  
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  là tiệm cận xiên của (C).

Ví dụ 2  Tìm tiệm cận của hàm số: 

1. 
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Lời giải.
1. Hàm số đã cho xác định và liên tục trên 
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 là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số khi 
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 là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số khi 
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 là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số khi 
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hàm số 
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 không có tiệm cận xiên khi 
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hàm số 
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 không có tiệm cận xiên khi 
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2. Hàm số đã cho xác định và liên tục trên 
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Ta có: 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image89.wmf]yx1

Þ=-

 là tiệm cận xiên của đồ thị hàm số khi 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image94.wmf]yx1
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  là tiệm cận xiên của đồ thị hàm số khi 
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3. Hàm số đã cho xác định và liên tục trên 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image99.wmf]y2x

Þ=

 là tiệm cận xiên của đồ thị hàm số khi 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image103.wmf]y0
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 là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số khi 
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CÁC BÀI TOÁN LUYỆN TẬP

Bài 1: Tìm các đường tiệm cận của đồ thị các hàm số sau :
	1. 
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Bài 2: Tìm các đường tiệm cận của đồ thị các hàm số sau :
	1. 
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Bài 3: Tìm các đường tiệm cận của đồ thị các hàm số sau :
	1. 
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Bài 4: Tìm các đường tiệm cận của đồ thị các hàm số sau :
	1. 
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Bài 5: Tìm các đường tiệm cận của đồ thị các hàm số sau :
	1. 
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Bài 6: Tìm các đường tiệm cận của đồ thị các hàm số sau :
	1. 
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Vấn đề 2 Một số dạng toán khác.
Các ví dụ 
Ví dụ 1. 

1. Cho hàm số 
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 có đồ thị là (C) . Gọi M là một điểm bất kỳ thuộc (C) , qua M vẽ hai đường thẳng lần lượt song song với hai đường tiệm cận của (C) , hai đường thẳng này tạo với hai đường tiệm cận một hình bình hành , chứng minh hình bình hành này có diện tích không đổi.

2. Tìm 
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 có cực trị và khoảng cách từ điểm cực tiểu của hàm số đã cho đến đường tiệm cận xiên của nó bằng 
[image: image121.wmf]2

17

.
Lời giải.
1. Hàm số đã cho xác định và liên tục trên 
[image: image122.wmf](
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Gọi MNIP là hình bình hành tạo bời hai tiệm cận của (C) và hai đường thẳng vẽ từ M lần lượt song song với hai tiệm cận này.
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Đường thẳng MN qua M và song song với TCĐ nên có phương trình  là : 
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2. Hàm số đã cho xác định và liên tục trên 
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Ví dụ 2.
1. Cho hàm số  
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 (1). Tìm m để đường tiệm cận xiên của đồ thị hàm số (1) tạo với hai trục tọa độ một tam giác có diện tích bằng 
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Lời giải.
1. Hàm số đã cho xác định và liên tục trên 
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Theo giả thiết ta có :   
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Vậy 
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Khi đó hàm số có tiệm cận ngang là 
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Ví dụ 3.
1. Cho hàm số 
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2. Cho hàm số 
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3. Tìm trên đồ thị 
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Lời giải.
1. Hàm số đã cho xác định và liên tục trên 
[image: image182.wmf](

)

(

)

;00;

-¥È+¥



[image: image183.wmf]00

0

1

M(C)Mx;x.

x

æö

ÎÛ-+

ç÷

ç÷

èø

 Ta có: 
[image: image184.wmf](

)

0

0

1

d(M;TCX),dM,TC

Đx

2x

==



[image: image185.wmf](

)

(

)

2

00

00

00

0

x1,y0

1

dM,TC

Đ2dM,TCXx2x1

x1,y0

2x

é==

=Û=Û=Û

ê

=-=

ë


Vậy, các điểm cần tìm  là 
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3. Hàm số đã cho xác định và liên tục trên 
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Gọi đường tiệm cận đứng , tiệm cận ngang lần lượt là 
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Ta có 
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Theo bài ra ta có  
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Vậy có 
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 điểm thỏa mãn 
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Ví dụ 4.
1. Cho hàm số 
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 có đồ thị là (C) . hai điểm thuộc hai nhánh khác nhau của (C) sao cho khoảng cách giữa hai điểm đó nhỏ nhất.
2. Cho hàm số 
[image: image212.wmf]32x

y

x

-

=

có đồ thị là (C) . Tìm các điểm trên (C) có tổng các khoảng cách từ đó đến hai trục tọa độ nhỏ nhất.
Lời giải.
1. Hàm số đã cho xác định và liên tục trên 
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 thuộc nhánh phải của (C) ,suy ra 
[image: image215.wmf]11

Ma;2a,a0

2a

æö

+->

ç÷

èø

.

[image: image216.wmf]N

 thuộc nhánh trái của (C), suy ra 
[image: image217.wmf]11

Nb;2b,b0

2b

æö

--+>

ç÷

èø

.

[image: image218.wmf]2

2

222

111

MN(ab)2(ab)(ab)2

abab

éù

æöæö

=+++++=++

êú

ç÷ç÷

èøèø

ëû



[image: image219.wmf]CôsiCôsi

22

4144

4ab416ab16216ab.1632

ababab

ab

æö

³++=++³+=

ç÷

èø



[image: image220.wmf]MN42;

Þ³



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image221.wmf]4

ab

ab

1

MN42ab

4

1

16ab

a

2

ab

4

ì

=

ì=

ïï

=ÛÛÛ==

íí

=

=

ïï

î

î


Vậy hai điểm cần tìm là 
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2. Hàm số đã cho xác định và liên tục trên 
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Bảng biến thiên của hàm số T.
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Ví dụ 5.
Cho hàm số:
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Lời giải.
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Ví dụ 6.Tùy theo giá trị của tham số 
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Lời giải.
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Véc tơ pháp tuyến của 
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và 
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 lần lượt là : 
[image: image303.wmf](

)

(

)

12

n1;0,nm;1

==-

uuruur


1. Góc giữa 
[image: image304.wmf]1
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 và 
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Vậy 
[image: image309.wmf]m1

=±

 là những giá trị cần tìm.

2. Hàm số có tiệm cận xiên 
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. Khi đó: 
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Ta có: 
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Vậy 
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 là những giá trị cần tìm.

CÁC BÀI TOÁN LUYỆN TẬP

Bài 1: Gọi 
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 là đồ thị của hàm số 
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1.Chứng minh rẳng tích các khoảng cách từ một điểm 
[image: image316.wmf]M

 tùy ý trên 
[image: image317.wmf](
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 đến hai đường tiệm cận của nó là một hằng số.

2. Tìm các điểm thuộc 
[image: image318.wmf](
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 sao cho tổng các khoảng cách từ điểm đó đến hai đường tiệm cận của 
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 nhỏ nhất.
Bài 2: Gọi 
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 là đồ thị của hàm số 
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,m là tham số . Khi 
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có tiệm cận xiên , gọi đường tiệm cận xiên này là 
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. Tìm m để

1. 
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 đi qua điểm A(1; 4).

2. 
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 tạo với hai trục tọa độ một tam giác có diện tích bằng 6.

3. Khoảng cách từ gốc tọa độ O đến 
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 bằng 
[image: image327.wmf]3
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Bài 3: Gọi 
[image: image328.wmf](
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là đồ thị của hàm số 
[image: image329.wmf]2
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1.  Tìm m để tích các khoảng cách từ một điểm bất kì trên 
[image: image330.wmf](
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 đến hai đường tiệm cận của nó bằng 2.

2.  Chứng minh rằng giao điểm của hai đường tiệm cận của 
[image: image331.wmf](
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 luôn thuộc parabol (P) : 
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3. Khi 
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 có tiệm cận xiên , tìm m để tiệm cận xiên tiếp xúc với đường tròn 
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Bài 4: Cho hàm số 
[image: image336.wmf]3x1
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 có đồ thị là  (C).

1. Tìm những điểm nằm trên (C) cách đều hai trục tọa độ

2. Tìm những điểm M nằm trên (C), sao cho tổng khoảng cách từ M đến hai trục tọa độ nhỏ nhất.

3. Tìm hai điểm A, B nằm về hai nhánh của (C) sao cho AB nhỏ nhất.

4. Tìm M thuộc (C) sao cho khoảng cách từ M đến đường thẳng 
[image: image337.wmf]:3x4y10
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Bài  5: 
1. Tìm giá trị tham số 
[image: image339.wmf]m

 sao cho 
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 có tiệm cận xiên tạo với hai trục tọa độ một tam giác có diện tích bằng 
[image: image341.wmf]4
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2. Tìm giá trị tham số 
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 sao cho 
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 có tiệm cận xiên  cách gốc tọa độ 
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 một khoảng bằng 
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Bài 6: Cho hàm số 
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 để  đồ thị hàm số có tiệm cận đứng, tiệm cận ngang và các tiệm cận cùng với hai trục tọa độ tạo thành một hình chữ nhật có diện tích là 
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Bài  7: 
1.Cho đường cong 
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 có điểm cực đại, cực tiểu và tiệm cận xiên của nó tạo với đường thẳng 
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 một góc 
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  2. Cho hàm số 
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 để hàm số có cực đại, cực tiểu và tiệm cận xiên, tiệm cận đứng của đồ thị hàm số cùng với trục hoành tạo thành một tam giác vuông có một góc 
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Bài  8:Tìm tham số 
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 để đồ thị hàm số 
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 có tiệm cận xiên là 
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 tiếp xúc với đường tròn tâm 
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