CẤP SỐ CỘNG

A.TÓM TẮT GIÁO KHOA

1. Cấp số cộng là một dãy số ( vô hạn hay hữu hạn) mà trong đó, kể từ số hạng thứ hai, mỗi số hạng đều bằng tổng của số hạng đứng ngay trước nó và một số d không đổi, nghĩa là:
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Số d được gọi là công sai của cấp số cộng.

2.Định lý 1: Nếu (
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) là một cấp số cộng thì kể từ số hạng thứ hai, mỗi số hạng ( trừ số hạng cuối đối với cấp số cộng hữu hạn) đều là trung bình cộng của hai số hạng đứng kề nó trong dãy, tức là 
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 Hệ quả: Ba số a, b, c ( theo thứ tự đó) lập thành một cấp số cộng 
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1). Định lý 2: Nếu một cấp số cộng có số hạng đầu 
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2). Định lý 3: Giả sử 
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 là tổng của n số hạng đầu tiên của cấp số cộng). Ta có :
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B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN.

DẠNG 1: Chứng minh một dãy số 
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PHƯƠNG PHÁP

Để chứng minh dãy số 
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 Nếu A là hằng số thì 
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 Nếu A phụ thuộc vào n thì 
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Ví dụ: Trong các dãy số sau, dãy nào là cấp số cộng. Tìm số hạng đầu và công sai của cấp số cộng đó:

a). Dãy số 
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c). Dãy số 
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a). Dãy số 
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c). Dãy số 
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, phụ thuộc vào n

Vậy 
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d). Dãy số 
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DẠNG 2: Tìm số hạng đầu tiên, công sai của cấp số cộng, tìm số hạng thứ k của cấp số cộng, tính tổng k số hạng đầu tiên.

PHƯƠNG PHÁP

Ta thiết lập một hệ phương trình gồm hai ẩn 
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Muốn tìm số hạng thứ k, trước tiên ta phải tìm 
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Muốn tính tổng của k số hạng đầu tiên, ta phải tìm 
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Ví dụ: Tìm số hạng đầu tiên, công sai, số hạng thứ 20 và tổng của 20 số hạng đầu tiên của các cấp số cộng sau, biết rằng: 
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. Áp dụng công thức 
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Vậy số hạng đầu tiên 
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Số hạng thứ 20: 
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Tổng của 20 số hạng đầu tiên: 
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. Ta cũng áp dụng công thức 
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Vậy số hạng đầu tiên 
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Số hạng thứ 20: 
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Tổng của 20 số hạng đầu tiên: 
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. Áp dụng công thức 
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Vậy số hạng đầu tiên 
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Số hạng thứ 20: 
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Tổng của 20 số hạng đầu tiên: 
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Số hạng thứ 20: 
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Tổng của 20 số hạng đầu tiên: 
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Số hạng thứ 20: 
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Tổng của 20 số hạng đầu tiên: 
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DẠNG 3: Dựa vào tính chất của cấp số cộng, chứng minh đẳng thức:

Ví dụ:  Cho a, b, c là ba số hạng liên tiếp của một cấp số cộng, chứng minh rằng:
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a). Vì a, b, c là ba số hạng liên tiếp của một cấp số cộng: 
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b). Ta có 
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c). Ta cần chứng minh:
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BÀI TẬP TỔNG HỢP

Câu 1:  Tìm số hạng đầu và công sai của cấp số cộng, biết:
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Gọi số hạng đầu là 
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Câu 2:  Tìm số hạng đầu và công sai của cấp số cộng, biết:

1)
[image: image137.wmf]3

5

S12

S35

ì

=

ï

í

=

ï

î

          2) 
[image: image138.wmf]123

222

123

uuu9

uuu35

ì

++=

ï

í

++=

ï

î

               3)
[image: image139.wmf]1234

2222

1234

uuuu16

uuuu84

ì

+++=

ï

í

+++=

ï

î

 

4)
[image: image140.wmf]5

12345

S5

u.u.u.u.u45

ì

=

ï

í

=

ï

î

                          5)
[image: image141.wmf]4

1234

S20

111125

uuuu24

ì

=

ï

í

+++=

ï

î

 

6) 
[image: image142.wmf]12345

22222

12345

uuuuu20

uuuuu170

ì

++++=

ï

í

++++=

ï

î

      7)
[image: image143.wmf]123

123

uuu12

u.u.u8

ì

++=-

ï

í

=

ï

î

       8)  
[image: image144.wmf]15

34

5

uu

3

65

u.u

72

ì

+=

ï

ï

í

ï

=

ï

î


LỜI GIẢI
1)
[image: image145.wmf]3

5

S12

S35

ì

=

ï

í

=

ï

î

 
[image: image146.wmf](

)

(

)

1

1

1

1

1

3

2u2d12

2u2d8

u1

2

52u4d14

d3.

2u4d35

2

ì

+=

ï

ì

+=

ì=

ïïï

ÛÛÛ

ííí

+=

=

ï

ï

î

î

ï

+=

ï

î


2) 
[image: image147.wmf]123

222

123

uuu9

uuu35

ì

++=

ï

í

++=

ï

î

 
[image: image148.wmf](

)

(

)

111

22

2

111

uudu2d9

uudu2d35

ì++++=

ï

Û

í

++++=

ï

î



[image: image149.wmf](

)

(

)

1

1

1

22

2

2

u3d

u3d

u3d

d2

d4

3d33d35

ì=-

ì=-

ì=-

ïïï

ÛÛÛ

ííí

=±

=

-+++=

ï

ï

î

ïî

î


Với 
[image: image150.wmf]1

d2u1

=Þ=

 . Với 
[image: image151.wmf]1

d2u5.

=-Þ=

 

3)
[image: image152.wmf]1234

2222

1234

uuuu16

uuuu84

ì

+++=

ï

í

+++=

ï

î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image153.wmf]1111

2222

1234

uudu2du3d16

uuuu84

ì

++++++=

ï

Û

í

+++=

ï

î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image154.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

222

2

1111

4u6d16  1

uudu2du3d84 2

ì

+=

ï

Û

í

++++++=

ï

î


Từ
[image: image155.wmf](

)

1

166d3

1u4d

42

-

Þ==-

    thay vào 
[image: image156.wmf](

)

2

 được:  
[image: image157.wmf]2222

3333

4d4dd4d2d4d3d84

2222

æöæöæöæö

-+-++-++-+=

ç÷ç÷ç÷ç÷

èøèøèøèø

 


[image: image158.wmf]2222

22

3dd3d

4d44484645d84d4d2

2222

æöæöæöæö

Û-+-++++=Û+=Û=Û=±

ç÷ç÷ç÷ç÷

èøèøèøèø

Với 
[image: image159.wmf]1

d2u1

=Þ=

 . Với 
[image: image160.wmf]1

d2u7

=-Þ=

 

4)
[image: image161.wmf]5

12345

S5

u.u.u.u.u45

ì

=

ï

í

=

ï

î

 
[image: image162.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

111

11111

5

2u4d52u4d2u12d  (1)

2

uudu2du3du4d45      (2)

ì

+=Û+=Þ=-

ï

Û

í

ï

++++=

î


Thay (1) vào (2):


[image: image163.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

12d12dd12d2d12d3d12d4d45

Û--+-+-+-+=

 


[image: image164.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

12d1d1d12d4512d12d1d1d45

Û--++=Û-+-+=



[image: image165.wmf](

)

(

)

22

14d1d45.

Û--=

 Đặt 
[image: image166.wmf]2

td, t0

=³

 


[image: image167.wmf](

)

(

)

2

14t1t454t5t440

Û--=Û--=



[image: image168.wmf]t4

Û=

 (nhận) hoặc 
[image: image169.wmf]11

t

4

=-

 ( loại)  
[image: image170.wmf]2

d4d2

Û=Û=±

 

Với 
[image: image171.wmf]1

d2u3

=Þ=-

. Với 
[image: image172.wmf]1

d2u5.

=-Þ=

 

5).
[image: image173.wmf]4

1234

S20

111125

uuuu24

ì

=

ï

í

+++=

ï

î

 
[image: image174.wmf](

)

1

1234

22u3d20

111125

uuuu24

ì

+=

ï

Û

í

+++=

ï

î



[image: image175.wmf](

)

1

3

u5d

2

111125

  2

3333

24

5d5dd5d2d5d3d

2222

ì

=-

ï

ï

Û

í

+++=

ï

ï

--+-+-+

î



[image: image176.wmf](

)

22

111125101025

2

33dd

2424

9dd

5d5d55

2525

2222

44

æöæö

ç÷ç÷

Û+++=Û+=

ç÷ç÷

ç÷ç÷

-+-+

--

ç÷ç÷

èøèø

 

Đặt:
[image: image177.wmf]2

d

t;t0.

4

=³

 


[image: image178.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

225t2259t

101025510020t5

259t25t242424

259t25t259t25t

-+-

-

Û+=Û=Û=

--

----

 


[image: image179.wmf](

)

(

)

(

)

2

145

24204t259t25t9t154t1450t    t = 1

9

Û-=--Û-+=Û=Ú

 


[image: image180.wmf]2

145145145

 tdd

993

·=Û=Þ=±

 

Với
[image: image181.wmf]1

145145

du5

32

=Þ=-

. Với
[image: image182.wmf]1

145145

du5

32

=-Þ=+

 


[image: image183.wmf]2

 t1d1d1

·=Û=Û=±

 

Với
[image: image184.wmf]1

37

d1u5

22

=Þ=-=

. Với
[image: image185.wmf]1

313

d1u5.

22

=-Û=+=

 
6) 
[image: image186.wmf]12345

22222

12345

uuuuu20

uuuuu170

ì

++++=

ï

í

++++=

ï

î

 
[image: image187.wmf]11111

22222

12345

uudu2du3du4d20

uuuuu170

ì

++++++++=

ï

Û

í

++++=

ï

î



[image: image188.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

11

2222

2

11111

5u10d20u42d

uudu2du3du4d170 2

ì+=Þ=-

ï

Û

í

++++++++=

ï

î


Thay:
[image: image189.wmf]1

u42d

=-

 vào
[image: image190.wmf](

)

2

 được:


[image: image191.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

22222

42d42dd42d2d42d3d42d4d170

-+-++-++-++-+=

 


[image: image192.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2222

2

42d4d44d42d170

Û-+-+++++=



[image: image193.wmf]22

8010d170d9d3.

Û+=Û=Û=±


Với
[image: image194.wmf]1

d3u462

=Þ=-=-

. Với
[image: image195.wmf]1

d3u4610.

=-Þ=+=

 

7).
[image: image196.wmf]123

123

uuu12

u.u.u8

ì

++=-

ï

í

=

ï

î

 
[image: image197.wmf]111

123

uudu2d12

u.u.u8

ì

++++=-

ï

Û

í

=

ï

î



[image: image198.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

1

111

111

u4d      1

3u3d12

uudu2d8

uudu2d8   2

ì

=--

ì+=-

ïï

ÛÛ

íí

++=

++=

ï

ï

î

î


Thay (1) vào (2) ta được:  
[image: image199.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

4d4dd4d2d84dd42

----+--+=Û+-=

 


[image: image200.wmf]22

d162d18d32

Û-=Û=Û=±


Với
[image: image201.wmf]1

d32u432

=Þ=--

 . Với
[image: image202.wmf]1

d32u432.

=-Þ=-+

 

8)  
[image: image203.wmf]15

34

5

uu

3

65

u.u

72

ì

+=

ï

ï

í

ï

=

ï

î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image204.wmf](

)

(

)

11

11

5

uu4d.

3

65

u2du3d

72

ì

++=

ï

ï

Û

í

ï

++=

ï

î



[image: image205.wmf]1

1

1

5

5

1

u2d

u2d

u

6

6

3

5565

513

1

2d2d2d3d

d

d.

6672

612

4

ì

ì

ì

=-

=-

=

ï

ï

ï

ïïï

ÛÛÛ

ííí

æöæö

ïïï

-+-+=

+=

=

ç÷ç÷

ï

ï

ï

î

î

èøèø

î


Câu 3: Xác định số hạng đầu, công sai và số hạng thứ n của các cấp số cộng sau, biết rằng:
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Câu 4:  Cho cấp số cộng:
[image: image217.wmf]123

u;u;u;....

 có công sai d.

1). Biết 
[image: image218.wmf]222

uu40.

+=

 Tính
[image: image219.wmf]23

S

 

2). Biết 
[image: image220.wmf]147101316

uuuuuu147.

+++++=

 Tính 
[image: image221.wmf]611161116

uu   uuuu

+Ú+++

 

4). Biết  
[image: image222.wmf]481216

uuuu224.

+++=

 Tính:
[image: image223.wmf]19

S

 

5). Biết
[image: image224.wmf]2357

uu29

+=

 . Tính:
[image: image225.wmf]10701571

uuu3u

+++

 

LỜI GIẢI

1). Biết 
[image: image226.wmf]222

uu40.

+=

 Tính
[image: image227.wmf]23

S

 

Ta có:
[image: image228.wmf]222111

uu40udu21d402u22d40

+=Û+++=Û+=

 

Mà 
[image: image229.wmf](

)

231

2323

S2u22d.40460.

22

=+==

 

2). Biết 
[image: image230.wmf]147101316

uuuuuu147.

+++++=

 Tính 
[image: image231.wmf]611161116

uu   uuuu

+Ú+++

 

Có:  
[image: image232.wmf]147101316

uuuuuu147.

+++++=

 


[image: image233.wmf]111111

uu3du6du9du12du15d147.

Û++++++++++=



[image: image234.wmf]11

6u45d1472u15d49.

Û+=Û+=


Ta có:
[image: image235.wmf]611111

uuu5du10d2u15d49.

+=+++=+=

 

Ta có: 
[image: image236.wmf]1611161111

uuuuuu5du10du15d

+++=++++++

 


[image: image237.wmf](

)

11

4u30d22u15d2.4998.

=+=+==


4). Biết  
[image: image238.wmf]481216

uuuu224.

+++=

 Tính:
[image: image239.wmf]19

S

 

Có:
[image: image240.wmf]481216

uuuu224

+++=

 


[image: image241.wmf]11111

u3du7du15d2244u36d224u9d56

Û+++++=Û+=Û+=


Ta có:
[image: image242.wmf](

)

(

)

1911

19

S2u18d19u9d19.561064.

2

=+=+==

 

5). Biết
[image: image243.wmf]2357

uu29

+=

 . Tính:
[image: image244.wmf]10701571

uuu3u

+++

 

Ta có:  
[image: image245.wmf]2357111

uu29u22du56d292u78d29.

+=Û+++=Û+=

  

Ta có: 
[image: image246.wmf]110701571111

3uuuu3uu9du69du156d

+++=++++++

 

                                               
[image: image247.wmf](

)

11

6u234d32u78d3.2987

=+=+==


Câu 5:  Tìm 3 số hạng liên tiếp của 1 cấp số cộng biết tổng của chúng bằng 27 và tổng các bình phương của chúng là
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Gọi 3 số hạng liên tiếp của cấp số cộng:
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Ta có thể gọi 3 số hạng liên tiếp của CSC là 
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Câu 6:  Tìm 4 số hạng liên tiếp của một cấp số cộng có tổng bằng 20 và tích của chúng là 384.
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Gọi 4 số hạng của cấp số cộng cần tìm là 
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Ta có thể gọi 4 số hạng liên tiếp của CSC là 
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Câu 7: Định x để 3 số 
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Theo tính chất cấp số cộng ta có: 
[image: image281.wmf](

)

(

)

(

)

2

103x74x22x3

-+-=+

 


[image: image282.wmf]22

11

177x4x64x7x110x1 x

4

Û-=+Û+-=Û=Ú=-

.

Câu 8 : Một tam giác vuông có chu vi bằng 3a, và 3 cạnh lập thành một CSC. Tính độ dài ba cạnh của tam giác theo a.

LỜI GIẢI

Gọi x, y, z theo thứ tự tăng dần của độ dài ba cạnh của tam giác.

Chu vi của tam giác: 
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Thay x và y vào (3) được: 
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Kết luận độ dài ba cạnh của tam giác thỏa yêu cầu: 
[image: image289.wmf]3a5a
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Câu 9 :  Tìm 3 số hạng liên tiếp của một CSC biết tổng của chúng bằng 15 và tổng bình phương của chúng bằng 83.

LỜI GIẢI

Gọi ba số hạng liên tiếp của CSC là 
[image: image290.wmf]123
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 với công sai là d:

Theo đề bài ta có: 
[image: image291.wmf](
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Với 
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Câu 10 :  Tìm 5 số hạng liên tiếp của một CSC biết tổng của chúng bằng 40 và tổng bình phương của chúng bằng 480.

LỜI GIẢI

Gọi năm số hạng liên tiếp của CSC là 
[image: image294.wmf]12345
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 với công sai là d:

Theo đề bài ta có: 
[image: image295.wmf]12345
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Với 
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Với 
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Câu 11:  Tìm 4 số hạng liên tiếp của một CSC biết tổng của chúng bằng 10 và tổng bình phương của chúng bằng 30.

LỜI GIẢI

Gọi bốn số hạng liên tiếp của CSC là 
[image: image299.wmf]1234
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 với công sai là 2d:

Theo đề bài ta có: 
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Câu 12:  Một CSC có 7 số hạng với công sai d dương và số hạng thứ tư bằng 11. Hãy tìm các số hạng còn lại của CSC đó, biết  hiệu của số hạng thứ ba và số hạng thứ năm bằng 6.

LỜI GIẢI

Gọi 
[image: image302.wmf]1234567
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 là bảy số hạng liên tiếp của CSC với công sai d.

Theo đề bài ta có hệ phương trình: 
[image: image303.wmf]4
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Kết luận: 
[image: image304.wmf]123454567
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Câu 13:  Một CSC có 7 số hạng mà tổng của số hạng thứ ba và số hạng thứ năm bằng 28, tổng số hạng thứ năm và số hạng cuối bằng 140. Tìm CSC đó.

LỜI GIẢI

Gọi 
[image: image305.wmf]1234567
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 là bảy số hạng liên tiếp của CSC với công sai d.

Theo đề bài ta có hệ phương trình: 
[image: image306.wmf]35
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Câu 14: Viết sáu số xen giữa hai số 3 và 24 để được CSC có tám số hạng. Tìm CSC đó

LỜI GIẢI

Gọi 
[image: image307.wmf]234567
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Vậy 
[image: image309.wmf]12345678
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Câu 15: Ba góc của một tam giác vuông lập thành một CSC. Tìm số đo các góc đó.

LỜI GIẢI

Gọi 3 góc A, B, C theo thứ tự đó là ba góc của tam giác ABC lập thành CSC.

Ta có 
[image: image310.wmf]ABC180AB90A30
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Câu 16: Bốn số nguyên lập thành CSC, biết tổng của chúng bằng 20, tổng nghịch đảo của chúng bằng 
[image: image311.wmf]25

24

. Tìm bốn số đó.
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Gọi bốn số hạng liên tiếp của CSC là 
[image: image312.wmf]1234
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 với công sai là 2d:

Theo đề bài ta có: 
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Giải (2): đặt 
[image: image315.wmf]2
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Vì các số hạng là những số nguyên nên chọn t = 1.

Câu 17: Cho a, b, c là 3 số hạng liên tiếp của một CSC. Chứng minh:

a). 
[image: image319.wmf]222
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 cũng là 3 số hạng liên tiếp của một CSC.

b). 
[image: image320.wmf](
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LỜI GIẢI

Vì a, b, c là 3 số hạng liên tiếp của một CSC. Nen theo tính chất CSC có: 
[image: image321.wmf]ac2b
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a). Ta phải chứng minh: 
[image: image322.wmf](
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b). Ta có: 
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Ngoài ra: 
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Từ (1) và (2) suy ra đpcm.

Câu 18 :  Cho 
[image: image329.wmf]222
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 lập thành 1 cấp số cộng có công sai khác không.

Chứng minh rằng  
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 cũng lập thành một cấp số cộng.
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Theo giả thuyết
[image: image331.wmf]222
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Ta phải chứng minh:
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Ta có:
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Câu 19:  Cho cấp số cộng :a,b,c. CMR: 
[image: image342.wmf](
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 theo thứ tự đó cũng lập thành CSC.
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Vì a, b, c lập thành CSC, ta có
[image: image343.wmf]ac2b
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Ta cần chứng minh: 
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Ta có:  
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 Theo thứ tự đó lập thành cấp số cộng.

Câu 20: Trong một cấp số cộng, đặt: 
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a). 
[image: image360.wmf](

)

(

)

1

2

m1

m2u(m1)d

Snn2mummd2n 1

2

é+-ù

ëû

=Û=Û+-=


Tương tự 
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 ta có: 
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Từ (1) và (2) suy ra: 
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Mặt khác ta có: 
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Thay kết quả trên vào biểu thức của 
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b). 
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Thay vào biểu thức của 
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Câu 21: Cho cấp số cộng 
[image: image374.wmf]12n
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 và tất cả các số hạng đều dương. Chứng minh: 
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Ta có 
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Câu 22: Một cấp số cộng có tính chất với mọi số nguyên dương m và n khác nhau, có các tổng 
[image: image380.wmf]m
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Ta có 
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Câu 23:  Cho tam giác ABC có 
[image: image388.wmf]ABC
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 theo thứ tự đó lập thành cấp số cộng. Chứng minh 
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 theo thứ tự cũng lập thành cấp số cộng.
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Ta có: 
[image: image390.wmf]ACB

sinsinsin

ACB

222

tantan2tan2.

ACB

222

coscoscos

222

+=Û+=



[image: image391.wmf]ACCAB

sin.cossin.cossin

22222

2.

ACB

cos.coscos

222

+

Û=



[image: image392.wmf]AC

BBB

sin

sincossin

22

222

22.

ACBACB

cos.coscoscos.coscos

222222

æö

+

ç÷

èø

Û=Û=

  


[image: image393.wmf]2

BACB

cos2.cos.cos.sin

2222

Û=



[image: image394.wmf]1cosBACACB

coscos.sin.

2222

éù

+æ-öæ+ö

Û=+

êú

ç÷ç÷

èøèø

ëû



[image: image395.wmf]1cosBACBBB

cos.sinsin.sin.

22222

+-

Û=+



[image: image396.wmf]2

1cosBACACB

cos.cossin

2222

+-+

Û=+



[image: image397.wmf](

)

1cosB11cosB

cosCcosA

222

+-

éù

Û=-++

ëû



[image: image398.wmf]1cosBcosCcosA1cosBcosAcosC2cosB.

Û+=++-Û+=
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 theo thứ tự đó lập thành một cấp số cộng.

Câu 24:  Cho 
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 theo thứ tự lập thành cấp số cộng. Chứng minh: Ba cạnh a,b,c theo thứ tự cũng tạo thành một cấp số cộng.
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Ta có:  
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 Ba cạnh của
[image: image411.wmf]D

 tạo thành cấp số cộng.

Câu 25: Chứng minh rằng nếu ba số a, b, c lập thành một cấp số cộng thì ba số x, y, z cũng lập thành một cấp số cộng, với: 
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LỜI GIẢI

a, b, c  là cấp số cộng nên 
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Câu 26: Tính các tổng sau:
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a). Ta có dãy số 
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b). Ta có dãy số 
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Vậy 
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Ta có dãy số 
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Câu 27:  Cho cấp số cộng:
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Từ (1) và (2) suy ra:
[image: image451.wmf](

)

3n2nn

S3SS

=-
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Từ (1) và (2) suy ra 
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c), d). Sử dụng công thức tính tổng khai triển hai vế, cách giải hoàn toàn tương tự câu b).
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Câu 28: Cho dãy số 
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a). Chứng minh rằng: 
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c). Tìm công thức của số hạng tổng quát 
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Theo nguyên lý quy nạp suy ra 
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Vậy 
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Cho dãy số 
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