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Lêi nãi ®Çu

B¹n ®ang cã trong tay tËp I cña mét trong nh÷ng s¸ch bµi tËp gi¶i tÝch
(theo chóng t«i) hay nhÊt thÕ giíi .

Tr−íc ®©y, hÇu hÕt nh÷ng ng−êi lµm to¸n cña ViÖt Nam th−êng sö dông
hai cuèn s¸ch næi tiÕng sau (b»ng tiÕng Nga vµ ®· ®−îc dÞch ra tiÕng ViÖt):

1. ”Bµi tËp gi¶i tÝch to¸n häc” cña Demidovich (B. P. Demidovich;
1969, Sbornik Zadach i Uprazhnenii po Matematicheskomu Analizu,
Izdatelp1stvo ”Nauka”, Moskva)

vµ

2. ”Gi¶i tÝch to¸n häc, c¸c vÝ dô vµ bµi tËp” cña Ljaszko, Bojachuk,
Gai, Golovach (I. I. Lyashko, A. K. Boyachuk, YA. G. Gai, G. P.
Golobach; 1975, Matematicheski Analiz v Primerakh i Zadachakh,
Tom 1, 2, Izdatelp1stvo Vishaya Shkola).

®Ó gi¶ng d¹y hoÆc häc gi¶i tÝch.

CÇn chó ý r»ng, cuèn thø nhÊt chØ cã bµi tËp vµ ®¸p sè. Cuèn thø hai
cho lêi gi¶i chi tiÕt ®èi víi phÇn lín bµi tËp cña cuèn thø nhÊt vµ mét sè
bµi to¸n kh¸c.

LÇn nµy chóng t«i chän cuèn s¸ch (b»ng tiÕng Ba Lan vµ ®· ®−îc dÞch
ra tiÕng Anh):

3. ”Bµi tËp gi¶i tÝch. TËp I: Sè thùc, D·y sè vµ Chuçi sè” (W. J.
Kaczkor, M. T. Nowak, Zadania z Analizy Matematycznej, Cześć Pier-
wsza, Liczby Rzeczywiste, Ciagi i Szeregi Liczbowe, Wydawnictwo
Universytetu Marii Curie - Sklodowskiej, Lublin, 1996),

4. ”Bµi tËp gi¶i tÝch. TËp II: Liªn tôc vµ Vi ph©n ” (W. J. Kaczkor, M.
T. Nowak, Zadania z Analizy Matematycznej, Cześć Druga, Funkcje

iii



iv Lêi nãi ®Çu

Jednej Zmiennej–Rachunek Rózniczowy, Wydawnictwo Universytetu
Marii Curie - Sklodowskiej, Lublin, 1998).

®Ó biªn dÞch nh»m cung cÊp thªm mét tµi liÖu tèt gióp b¹n ®äc häc vµ d¹y
gi¶i tÝch. Khi biªn dÞch, chóng t«i ®· tham kh¶o b¶n tiÕng Anh:

3*. W. J. Kaczkor, M. T. Nowak, Problems in Mathematical Analy-
sis I, Real Numbers, Sequences and Series, AMS, 2000.

4*. W. J. Kaczkor, M. T. Nowak, Problems in Mathematical Analy-
sis II, Continuity and Differentiation, AMS, 2001.

S¸ch nµy cã c¸c −u ®iÓm sau:

• C¸c bµi tËp ®−îc x¾p xÕp tõ dÔ cho tíi khã vµ cã nhiÒu bµi tËp hay.

• Lêi gi¶i kh¸ ®Çy ®ñ vµ chi tiÕt.

• KÕt hîp ®−îc nh÷ng ý t−ëng hay gi÷a to¸n häc s¬ cÊp vµ to¸n häc
hiÖn ®¹i. NhiÒu bµi tËp ®ù¬c lÊy tõ c¸c t¹p chÝ næi tiÕng nh−, Ameri-
can Mathematical Monthly (tiÕng Anh), Mathematics Today (tiÕng
Nga), Delta (tiÕng Balan). V× thÕ, s¸ch nµy cã thÓ dïng lµm tµi liÖu
cho c¸c häc sinh phæ th«ng ë c¸c líp chuyªn còng nh− cho c¸c sinh
viªn ®¹i häc ngµnh to¸n.

C¸c kiÕn thøc c¬ b¶n ®Ó gi¶i c¸c bµi tËp trong s¸ch nµy cã thÓ t×m trong

5. NguyÔn Duy TiÕn, Bµi Gi¶ng Gi¶i TÝch, TËp I, NXB §¹i Häc Quèc
Gia Hµ Néi, 2000.

6. W. Rudin, Principles of Mathematical Analysis, McGraw -Hil
Book Company, New York, 1964.

Tuy vËy, tr−íc mçi ch−¬ng chóng t«i tr×nh bµy tãm t¾t lý thuyÕt ®Ó gióp
b¹n ®äc nhí l¹i c¸c kiÕn thøc c¬ b¶n cÇn thiÕt khi gi¶i bµi tËp trong ch−¬ng
t−¬ng øng.

TËp I vµ II cña s¸ch chØ bµn ®Õn hµm sè mét biÕn sè (trõ phÇn kh«ng
gian metric trong tËp II). Kaczkor, Nowak ch¾c sÏ cßn viÕt Bµi TËp Gi¶i
TÝch cho hµm nhiÒu biÕn vµ phÐp tÝnh tÝch ph©n.

Chóng t«i ®ang biªn dÞch tËp II, s¾p tíi sÏ xuÊt b¶n.



Lêi nãi ®Çu v

Chóng t«i rÊt biÕt ¬n :

- Gi¸o s− Ph¹m Xu©n Yªm (Ph¸p) ®· göi cho chóng t«i b¶n gèc tiÕng
Anh tËp I cña s¸ch nµy,

- Gi¸o s− NguyÔn H÷u ViÖt H−ng (ViÖt Nam) ®· göi cho chóng t«i b¶n
gèc tiÕng Anh tËp II cña s¸ch nµy,

- Gi¸o s− Spencer Shaw (Mü) ®· göi cho chóng t«i b¶n gèc tiÕng Anh
cuèn s¸ch næi tiÕng cña W. Rudin (nãi trªn), xuÊt b¶n lÇn thø ba, 1976,

- TS D−¬ng TÊt Th¾ng ®· cæ vò vµ t¹o ®iÒu kiÖn ®Ó chóng t«i biªn dÞch
cuèn s¸ch nµy.

Chóng t«i ch©n thµnh c¸m ¬n tËp thÓ sinh viªn To¸n - Lý K5 HÖ §µo
T¹o Cö Nh©n Khoa Häc Tµi N¨ng, Tr−êng §HKHTN, §HQGHN, ®· ®äc
kü b¶n th¶o vµ söa nhiÒu lçi chÕ b¶n cña b¶n ®¸nh m¸y ®Çu tiªn.

Chóng t«i hy väng r»ng cuèn s¸ch nµy sÏ ®−îc ®«ng ®¶o b¹n ®äc ®ãn
nhËn vµ gãp nhiÒu ý kiÕn quÝ b¸u vÒ phÇn biªn dÞch vµ tr×nh bµy. RÊt mong
nhËn ®−îc sù chØ gi¸o cña quý vÞ b¹n ®äc, nh÷ng ý kiÕn gãp ý xin göi vÒ:
Chi ®oµn c¸n bé, Khoa To¸n C¬ Tin häc, tr−êng §¹i häc Khoa
häc Tù nhiªn, §¹i häc Quèc gia Hµ Néi, 334 NguyÔn Tr·i, Thanh
Xu©n, Hµ Néi.

Xin ch©n thµnh c¶m ¬n.

Hµ Néi, Xu©n 2002.

Nhãm biªn dÞch

§oµn Chi





C¸c ký hiÖu vµ kh¸i niÖm

• R - tËp c¸c sè thùc

• R+ - tËp c¸c sè thùc d−¬ng

• Z - tËp c¸c sè nguyªn

• N - tËp c¸c sè nguyªn d−¬ng hay c¸c sè tù nhiªn

• Q - tËp c¸c sè h÷u tû

• (a, b) - kho¶ng më cã hai ®Çu mót lµ a vµ b

• [a, b] - ®o¹n (kho¶ng ®ãng) cã hai ®Çu mót lµ a vµ b

• [x] - phÇn nguyªn cña sè thùc x

• Víi x ∈ R, hµm dÊu cña x lµ

sgn x =





1 víi x > 0,

−1 víi x < 0,

0 víi x = 0.

• Víi x ∈ N,

n! = 1 · 2 · 3 · ... · n,

(2n)!! = 2 · 4 · 6 · ... · (2n − 2) · (2n),

(2n − 1)!! = 1 · 3 · 5 · ... · (2n − 3) · (2n − 1).

• Ký hiÖu
(

n
k

)
= n!

k!(n−k)!
, n, k ∈ N, n ≥ k, lµ hÖ sè cña khai triÓn nhÞ

thøc Newton.
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viii C¸c ký hiÖu vµ kh¸i niÖm

• NÕu A ⊂ R kh¸c rçng vµ bÞ chÆn trªn th× ta ký hiÖu sup A lµ cËn
trªn ®óng cña nã, nÕu nã kh«ng bÞ chÆn trªn th× ta quy −íc r»ng
sup A = +∞.

• NÕu A ⊂ R kh¸c rçng vµ bÞ chÆn d−íi th× ta ký hiÖu inf A lµ cËn
d−íi ®óng cña nã, nÕu nã kh«ng bÞ chÆn d−íi th× ta quy −íc r»ng
inf A = −∞.

• D·y {an} c¸c sè thùc ®−îc gäi lµ ®¬n ®iÖu t¨ng (t−¬ng øng ®¬n ®iÖu
gi¶m) nÕu an+1 ≥ an (t−¬ng øng nÕu an+1 ≤ an) víi mäi n ∈ N. Líp
c¸c d·y ®¬n ®iÖu chøa c¸c d·y t¨ng vµ gi¶m.

• Sè thùc c ®−îc gäi lµ ®iÓm giíi h¹n cña d·y {an} nÕu tån t¹i mét d·y
con {ank

} cña {an} héi tô vÒ c.

• Cho S lµ tËp c¸c ®iÓm tô cña d·y {an}. CËn d−íi ®óng vµ cËn trªn
®óng cña d·y , ký hiÖu lÇn l−ît lµ lim

n→∞
an vµ lim

n→∞
an ®−îc x¸c ®Þnh

nh− sau

lim
n→∞

an =





+∞ nÕu {an} kh«ng bÞ chÆn trªn,

−∞ nÕu {an} bÞ chÆn trªn vµ S = ∅,
sup S nÕu {an} bÞ chÆn trªn vµ S 6= ∅,

lim
n→∞

an =





−∞ nÕu {an} kh«ng bÞ chÆn d−íi,

+∞ nÕu {an} bÞ chÆn d−íi vµ S = ∅,
inf S nÕu {an} bÞ chÆn d−íi vµ S 6= ∅,

• TÝch v« h¹n
∞∏

n=1

an héi tô nÕu tån t¹i n0 ∈ N sao cho an 6= 0 víi

n ≥ n0 vµ d·y {an0an0+1 · ... · an0+n} héi tô khi n → ∞ tíi mét giíi
h¹n P0 6= 0. Sè P = an0an0+1 · ... · an0+n · P0 ®−îc gäi lµ gi¸ trÞ cña
tÝch v« h¹n.

• Trong phÇn lín c¸c s¸ch to¸n ë n−íc ta tõ tr−íc ®Õn nay, c¸c hµm
tang vµ c«tang còng nh− c¸c hµm ng−îc cña chóng ®−îc ký hiÖu
lµ tg x, cotg x, arctg x, arccotg x theo c¸ch ký hiÖu cña c¸c s¸ch cã
nguån gèc tõ Ph¸p vµ Nga, tuy nhiªn trong c¸c s¸ch to¸n cña Mü
vµ phÇn lín c¸c n−íc ch©u ¢u, chóng ®−îc ký hiÖu t−¬ng tù lµ
tan x, cotx, arctan x, arccotx. Trong cuèn s¸ch nµy chóng t«i sÏ
sö dông nh÷ng ký hiÖu nµy ®Ó b¹n ®äc lµm quen víi nh÷ng ký hiÖu
®· ®−îc chuÈn ho¸ trªn thÕ giíi.



Bµi tËp





Ch−¬ng 1

Sè thùc

Tãm t¾t lý thuyÕt

• Cho A lµ tËp con kh«ng rçng cña tËp c¸c sè thùc R = (−∞,∞).

Sè thùc x ∈ R ®−îc gäi lµ mét cËn trªn cña A nÕu

a 6 x,∀x ∈ A.

TËp A ®−îc gäi lµ bÞ chÆn trªn nÕu A cã Ýt nhÊt mét cËn trªn.

Sè thùc x ∈ R ®−îc gäi lµ mét cËn d−íi cña A nÕu

a ≥ x,∀a ∈ A.

TËp A ®−îc gäi lµ bÞ chÆn d−íi nÕu A cã Ýt nhÊt mét cËn d−íi.

TËp A ®−îc gäi lµ bÞ chÆn nÕu A võa bÞ chÆn trªn vµ võa bÞ chÆn d−íi.
Râ rµng A bÞ chÆn khi vµ chØ khi tån t¹i x > 0 sao cho

|a| 6 x,∀a ∈ A.

• Cho A lµ tËp con kh«ng rçng cña tËp c¸c sè thùc R = (−∞,∞).

Sè thùc x ∈ R ®−îc gäi lµ gi¸ trÞ lín nhÊt cña A nÕu

x ∈ A, a 6 x,∀a ∈ A.

Khi ®ã, ta viÕt
x = max{a : a ∈ A} = max a

a∈A
.

3



4 Ch−¬ng 1. Sè thùc

Sè thùc x ∈ R ®−îc gäi lµ gi¸ trÞ bÐ nhÊt cña A nÕu

x ∈ A, a ≥ x,∀a ∈ A.

Khi ®ã, ta viÕt
x = min{a : a ∈ A} = min a

a∈A
.

• Cho A lµ tËp con kh«ng rçng cña tËp c¸c sè thùc R = (−∞,∞). Gi¶
sö A bÞ chÆn trªn.

Sè thùc x ∈ R ®−îc gäi lµ cËn trªn ®óng cña A, nÕu x lµ mét cËn
trªn cña A vµ lµ cËn trªn bÐ nhÊt trong tËp c¸c cËn trªn cña A. Tøc lµ,

a 6 x,∀a ∈ A,

∀ε > o,∃aε ∈ A, aε > x − ε.

Khi ®ã, ta viÕt
x = sup{a : a ∈ A} = sup a

a∈A
.

Cho A lµ tËp con kh«ng rçng cña tËp c¸c sè thùc R = (−∞,∞). Gi¶
sö A bÞ chÆn d−íi.

Sè thùc x ∈ R ®−îc gäi lµ cËn d−íi ®óng cña A, nÕu x lµ mét cËn
d−íi cña A vµ lµ cËn trªn lín nhÊt trong tËp c¸c cËn d−íi cña A. Tøc lµ,

a ≥ x,∀a ∈ A,

∀ε > o,∃aε ∈ A, aε < x + ε.

Khi ®ã, ta viÕt
x = inf{a : a ∈ A} = inf a

a∈A
.

• Tiªn ®Ò vÒ cËn trªn ®óng nãi r»ng nÕu A lµ tËp con kh«ng rçng,
bÞ chÆn trªn cña tËp c¸c sè thùc, th× A cã cËn trªn ®óng (duy nhÊt).

Tiªn ®Ò trªn t−¬ng ®−¬ng víi: nÕu A lµ tËp con kh«ng rçng, bÞ chÆn
d−íi cña tËp c¸c sè thùc, th× A cã cËn d−íi ®óng (duy nhÊt).

Tõ ®ã suy ra r»ng A lµ tËp con kh«ng rçng, bÞ chÆn cña tËp c¸c sè thùc,
th× A cã cËn trªn ®óng, vµ cã cËn d−íi ®óng.

• NÕu tËp A kh«ng bÞ chÆn trªn, th× ta qui −íc sup A = +∞; NÕu tËp
A kh«ng bÞ chÆn d−íi, th× ta qui −íc inf A = −∞;



Tãm t¾t lý thuyÕt 5

• Cho hai sè nguyªn a, b. Ta nãi r»ng b chia hÕt cho a hoÆc a chia b,
nÕu tån t¹i sè nguyªn c, sao cho b = a.c. Trong tr−êng hîp ®ã ta nãi a lµ
−íc cña b (hoÆc b lµ béi cña a) vµ viÕt a|b.

Cho hai sè nguyªn a1, a2. Sè nguyªn m ®−îc gäi lµ −íc chung cña
a1, a2 nÕu m|a1, m|a2. Sè nguyªn m ®−îc gäi lµ béi chung cña a1, a2

nÕu a1|m, a2|m.

¦íc chung m ≥ 0 cña a1, a2 cã tÝnh chÊt lµ chia hÕt cho bÊt kú −íc
chung nµo cña a1, a2) ®−îc gäi lµ −íc chung lín nhÊt cña a1, a2 vµ
®uîc ký hiÖu lµ (a1, a2).

Béi chung m ≥ 0 cña a1, a2 cã tÝnh chÊt lµ −íc cña bÊt kú béi chung
nµo cña a1, a2 ®−îc gäi lµ béi chung nhá nhÊt cña a1, a2 vµ ®uîc ký
hiÖu lµ [a1, a2].

NÕu (a, b) = 1 th× ta nãi a, b nguyªn tè cïng nhau.

Sè nguyªn d−¬ng p ∈ N ®−îc gäi lµ sè nguyªn tè, nÕu p chØ cã hai
−íc (tÇm th−êng) lµ 1 vµ p.

GØa sö m lµ sè nguyªn d−¬ng. Hai sè nguyªn a, b ®−îc gäi lµ ®ång d−
theo modulo m, nÕu m|(a− b). Trong tr−êng hîp ®ã ta viÕt

a = b (mod m).

• Ta gäi r lµ sè h÷u tû (hay ph©n sè), nÕu tån t¹i p, q ∈ Z sao cho
r = p/q. Ph©n sè nµy lµ tèi gi¶n nÕu (p, q) = 1.

Sè v« tû lµ sè thùc nh−ng kh«ng ph¶i lµ sè v« tû. TËp hîp c¸c sè
h÷u tû trï mËt trong tËp c¸c sè thùc, tøc lµ, gi÷a hai sè thùc kh¸c
nhau bÊt ký (a < b) tån t¹i Ýt nhÊt mét sè h÷u tû (r: a < r < b).

• PhÇn nguyªn cña sè thùc x, ®−îc ký hiÖu lµ [x], lµ sè nguyªn (duy
nhÊt) sao cho x − 1 < [x] 6 x. PhÇn lÎ cña sè thùc x, ®−îc ký hiÖu lµ
{x}, lµ sè thùc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc {x} = x − [x].

• C¸c hµm sè s¬ cÊp ax, loga x, sinx, cosx, arcsinx, arccosx ®−îc ®Þnh
nghÜa theo c¸ch th«ng th−êng. Tuy nhiªn, cÇn chó ý r»ng, tµi liÖu nµy dïng
c¸c ký hiÖu tiªu chuÈn quèc tÕ sau

tan x = sinx/ cos x, cotx = cos x/ sinx,

cosh x =
ex + e−x

2
, sinhx =

ex − e−x

2
,

tanhx = sinhx/ cosh x, cothx = cosh x/ sinh x.

T−¬ng tù ta cã c¸c ký hiÖu vÒ hµm ng−îc arctanx, arccot x.
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1.1 CËn trªn ®óng vµ cËn d−íi ®óng cña tËp c¸c
sè thùc. Liªn ph©n sè

1.1.1. Chøng minh r»ng

sup{x ∈ Q : x > 0, x2 < 2} =
√

2.

1.1.2. Cho A ⊂ R kh¸c rçng. §Þnh nghÜa −A = {x : −x ∈ A}. Chøng
minh r»ng

sup(−A) = − inf A,

inf(−A) = − supA.

1.1.3. Cho A, B ⊂ R lµ kh«ng rçng. §Þnh nghÜa

A + B = {z = x + y : x ∈ A, y ∈ B} ,

A −B = {z = x − y : x ∈ A, y ∈ B} .

Chøng minh r»ng

sup(A + B) = sup A + sup B,

sup(A − B) = sup A − inf B.

ThiÕt lËp nh÷ng c«ng thøc t−¬ng tù cho inf(A + B) vµ inf(A − B).

1.1.4. Cho c¸c tËp kh«ng rçng A vµ B nh÷ng sè thùc d−¬ng, ®Þnh nghÜa

A · B = {z = x · y : x ∈ A, y ∈ B} ,

1

A
=

{
z =

1

x
: x ∈ A

}
.

Chøng minh r»ng
sup(A · B) = sup A · sup B,

vµ nÕu inf A > 0 th×

sup

(
1

A

)
=

1

inf A
,

khi inf A = 0 th× sup
(

1
A

)
= +∞. H¬n n÷a nÕu A vµ B lµ c¸c tËp sè thùc bÞ

chÆn th×

sup(A · B)

= max {supA · supB, sup A · inf B, inf A · sup B, inf A · inf B} .
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1.1.5. Cho A vµ B lµ nh÷ng tËp con kh¸c rçng c¸c sè thùc. Chøng minh r»ng

sup(A ∪ B) = max {sup A, sup B}

vµ

inf(A ∪ B) = min{inf A, inf B} .

1.1.6. T×m cËn trªn ®óng vµ cËn d−íi ®óng cña A1,A2 x¸c ®Þnh bëi

A1 =

{
2(−1)n+1 + (−1)

n(n+1)
2

(
2 +

3

n

)
: n ∈ N

}
,

A2 =

{
n − 1

n + 1
cos

2nπ

3
: n ∈ N

}
.

1.1.7. T×m cËn trªn ®óng vµ cËn d−íi ®óng cña c¸c tËp A vµ B, trong ®ã
A = {0, 2; 0, 22; 0, 222; . . . } vµ B lµ tËp c¸c ph©n sè thËp ph©n gi÷a 0 vµ 1
mµ chØ gåm c¸c ch÷ sè 0 vµ 1.

1.1.8. T×m cËn d−íi ®óng vµ cËn trªn ®óng cña tËp c¸c sè (n+1)2

2n , trong ®ã
n ∈ N.

1.1.9. T×m cËn trªn ®óng vµ cËn d−íi ®óng cña tËp c¸c sè (n+m)2

2nm , trong ®ã
n,m ∈ N.

1.1.10. X¸c ®Þnh cËn trªn ®óng vµ cËn d−íi ®óng cña c¸c tËp sau:

A =
{m

n
: m, n ∈ N,m < 2n

}
,(a)

B =
{√

n − [
√

n] : n ∈ N
}

.(b)

1.1.11. H·y t×m

sup
{
x ∈ R : x2 + x + 1 > 0

}
,(a)

inf
{
z = x + x−1 : x > 0

}
,(b)

inf
{
z = 2x + 2

1
x > 0

}
.(c)
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1.1.12. T×m cËn trªn ®óng vµ cËn d−íi ®óng cña nh÷ng tËp sau:

A =

{
m

n
+

4n

m
: m,n ∈ N

}
,(a)

B =

{
mn

4m2 + n2
: m ∈ Z, n ∈ N

}
,(b)

C =

{
m

m + n
: m,n ∈ N

}
,(c)

D =

{
m

|m| + n
: m ∈ Z, n ∈ N

}
,(d)

E =

{
mn

1 + m + n
: m,n ∈ N

}
.(e)

1.1.13. Cho n ≥ 3, n ∈ N. XÐt tÊt c¶ d·y d−¬ng h÷u h¹n (a1, . . . , an), h·y
t×m cËn trªn ®óng vµ cËn d−íi ®óng cña tËp c¸c sè

n∑

k=1

ak

ak + ak+1 + ak+2
,

trong ®ã an+1 = a1, an+2 = a2.

1.1.14. Chøng minh r»ng víi mçi sè v« tû α vµ víi mçi n ∈ N tån t¹i mét sè
nguyªn d−¬ng qn vµ mét sè nguyªn pn sao cho

∣∣∣∣α − pn

qn

∣∣∣∣ <
1

nqn
.

§ång thêi cã thÓ chän d·y {pn} vµ {qn} sao cho
∣∣∣∣α − pn

qn

∣∣∣∣ <
1

qn2

.

1.1.15. Cho α lµ sè v« tû. Chøng minh r»ng A = {m + nα : m, n ∈ Z} lµ
trï mËt trong R, tøc lµ trong bÊt kú kho¶ng më nµo ®Òu cã Ýt nhÊt mét phÇn tö
cña A.

1.1.16. Chøng minh r»ng {cos n : n ∈ N} lµ trï mËt trong ®o¹n [−1, 1].

1.1.17. Cho x ∈ R \ Z vµ d·y {xn} ®−îc x¸c ®Þnh bëi

x = [x] +
1

x1
, x1 = [x1] +

1

x2
, . . . , xn−1 = [xn−1] +

1

xn
.
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khi ®ã

x = [x] +
1

[x1] +
1

[x2] +
1

. . . +
1

[xn−1] +
1

xn

.

Chøng minh r»ng x lµ sè h÷u tû khi vµ chØ khi tån t¹i n ∈ N sao cho xn lµ mét
sè nguyªn.
Chó ý. Ta gäi biÓu diÔn trªn cña x lµ mét liªn ph©n sè h÷u h¹n. BiÓu thøc

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

. . . +
1

an−1 +
1

an

®−îc viÕt gän thµnh

a0 +
1|
|a1

+
1|
|a2

+ . . . +
1|
|an

.

1.1.18. Cho c¸c sè thùc d−¬ng a1, a2, . . . , an, ®Æt

p0 = a0, q0 = 1,
p1 = a0a1 + 1, q1 = a1,
pk = pk−1ak + pk−2, qk = qk−1ak + qk−2, víi k = 2, 3, . . . , n,

vµ ®Þnh nghÜa

R0 = a0, Rk = a0 +
1|
|a1

+
1|
|a2

+ . . . +
1|
|ak

, k = 1, 2, . . . , n.

(
Rk ®−îc gäi lµ phÇn tö héi tô thø k ®Õn a0 + 1|

|a1
+ 1|

|a2
+ . . . + 1|

|an

)
.

Chøng minh r»ng

Rk =
pk

qk

víi k = 0, 1, . . . , n.

1.1.19. Chøng minh r»ng nÕu pk, qk ®−îc ®Þnh nghÜa nh− trong bµi to¸n trªn
vµ a0, a1, . . . , an lµ c¸c sè nguyªn th×

pk−1qk − qk−1pk = (−1)k víi k = 0, 1, . . . , n.

Sö dông ®¼ng thøc trªn ®Ó kÕt luËn r»ng pk vµ qk lµ nguyªn tè cïng nhau.
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1.1.20. Cho x lµ mét sè v« tû, ta ®Þnh nghÜa d·y {xn} nh− sau:

x1 =
1

x − [x]
, x2 =

1

x1 − [x1]
, . . . , xn =

1

xn−1 − [xn−1]
, . . . .

Ngoµi ra, chóng ta cho ®Æt a0 = [x], an = [xn], n = 1, 2, . . . , vµ

Rn = a0 +
1|
|a1

+
1|
|a2

+ . . . +
1|
|ak

.

Chøng minh r»ng ®é lÖch gi÷a sè x vµ phÇn tö héi tô thø n cña nã ®−îc cho bëi
c«ng thøc

x − Rn =
(−1)n

(qnxn+1 + qn−1)qn
,

trong ®ã pn, qn lµ ®−îc ®Þnh nghÜa trong 1.1.18. Tõ ®ã h·y suy ra r»ng x n»m
gi÷a hai phÇn tö héi tô liªn tiÕp cña nã.

1.1.21. Chøng minh r»ng tËp {sinn : n ∈ N} lµ trï mËt trong [−1, 1].

1.1.22. Sö dông kÕt qu¶ trong bµi 1.1.20 chøng minh r»ng víi mäi sè v« tû x

tån t¹i d·y
{

pn

qn

}
c¸c sè h÷u tû, víi qn lÎ, sao cho

∣∣∣∣x − pn

qn

∣∣∣∣ <
1

q2
n

.

(So s¸nh víi 1.1.14.)

1.1.23. KiÓm tra c«ng thøc sau vÒ hiÖu sè gi÷a hai phÇn tö héi tô liªn tiÕp:

Rn+1 − Rn =
(−1)n

qnqn+1

.

1.1.24. Cho x lµ sè v« tû. Chøng minh r»ng phÇn tö héi tô Rn ®Þnh nghÜa
trong 1.1.20 tiÕn tíi x sao cho

|x − Rn+1| < |x −Rn| , n = 0, 1, 2, . . . .

1.1.25. Chøng minh r»ng phÇn tö héi tô Rn = pn/qn lµ −íc l−îng tèt nhÊt
cña x trong tÊt c¶ c¸c ph©n sè h÷u tû víi mÉu sè qn hoÆc nhá h¬n. Tøc lµ:
nÕu r/s lµ mét sè h÷u tû víi mÉu sè d−¬ng cã d¹ng |x − r/s| < |x− Rn| th×
s > qn.

1.1.26. Khai triÓn mçi biÓu thøc sau thµnh c¸c liªn ph©n sè v« h¹n:
√

2,
√

5−1
2

.

1.1.27. Cho sè nguyªn d−¬ng k, biÓu diÔn cña
√

k2 + k thµnh liªn ph©n sè v«
h¹n.

1.1.28. T×m tÊt c¶ c¸c sè x ∈ (0, 1) mµ sù biÓu diÔn liªn tôc v« h¹n cã a1 (xem
1.1.20) t−¬ng øng víi sè nguyªn d−¬ng n cho tr−íc.
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1.2 Mét sè bÊt ®¼ng thøc s¬ cÊp

1.2.1. Chøng minh r»ng nÕu ak > −1, k = 1, . . . , n lµ c¸c sè cïng d−¬ng
hoÆc cïng ©m th×

(1 + a1) · (1 + a2) · . . . · (1 + an) ≥ 1 + a1 + a2 + . . . + an.

Chó ý. NÕu a1 = a2 = . . . = an = a th× ta cã bÊt ®¼ng thøc Bernoulli:
(1 + a)n ≥ 1 + na, a > −1.

1.2.2. Sö dông phÐp qui n¹p, h·y chøng minh kÕt qu¶ sau: NÕu a1, a2, . . . , an

lµ c¸c sè thùc d−¬ng sao cho a1 · a2 · . . . · an = 1 th× a1 + a2 + . . . + an ≥ n.

1.2.3. Ký hiÖu An, Gn vµ Hn lÇn l−ît lµ trung b×nh céng, trung b×nh nh©n vµ
trung b×nh ®iÒu hoµ cña n sè thùc d−¬ng a1, a2, . . . , an, tøc lµ

An =
a1 + a2 + . . . + an

n
,

Gn = n
√

a1 · a2 · . . . · an ,

Hn =
n

1
a1

+ 1
a2

+ . . . + 1
an

.

Chøng minh r»ng An ≥ Gn ≥ Hn.

1.2.4. Sö dông kÕt qu¶ Gn 6 An trong bµi to¸n tr−íc kiÓm tra bÊt ®¼ng thøc
Bernoulli

(1 + x)n ≥ 1 + nx víi x > 0.

1.2.5. Cho n ∈ N, h·y kiÓm tra c¸c kh¼ng ®Þnh sau:

1

n
+

1

n + 1
+

1

n + 1
+ . . .

1

2n
>

2

3
,(a)

1

n + 1
+

1

n + 2
+

1

n + 3
+ . . . +

1

3n + 1
> 1,(b)

1

2
<

1

3n + 1
+

1

3n + 2
+ . . . +

1

5n
+

1

5n + 1
<

2

3
,(c)

(n n
√

n + 1 − 1) < 1 +
1

2
+ . . . +

1

n
(d)

< n

(
1 − 1

n
√

n + 1
+

1

n + 1

)
, n > 1.
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1.2.6. Chøng minh r»ng víi mçi x > 0 vµ n ∈ N ta cã

xn

1 + x + x2 + x3 + . . . + x2n
≤ 1

2n + 1
.

1.2.7. Cho {an} lµ mét cÊp sè céng víi c¸c sè h¹ng d−¬ng. Chøng minh r»ng
√

a1an 6 n
√

a1a2 . . . an 6
a1 + an

2
.

1.2.8. Chøng minh r»ng

√
n 6 n

√
n! 6 n + 1

2
, n ∈ N.

1.2.9. Cho ak, k = 1, 2, . . . , n, lµ c¸c sè d−¬ng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn
n∑

k=1

ak 6 1.

Chøng minh r»ng
n∑

k=1

1

ak
≥ n2.

1.2.10. Cho ak > 0, k = 1, 2, . . . , n (n > 1) vµ ®Æt s =
n∑

k=1

ak. H·y kiÓm

tra c¸c kh¼ng ®Þnh sau:

n

(
n∑

k=1

ak

s − ak

)−1

6 n − 1 6
1

n

n∑

k=1

s − ak

ak
,(a)

n∑

k=1

s

s − ak
≥ n2

n − 1
,(b)

n

(
n∑

k=1

ak

s + ak

)−1

≥ n + 1.(c)

1.2.11. Chøng minh r»ng nÕu ak > 0, k = 1, . . . , n vµ a1 · a2 · . . . · an = 1
th×

(1 + a1) · (1 + a2) · . . . · (1 + an) ≥ 2n.

1.2.12. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc Cauchy (1):

(
n∑

k=1

akbk

)2

6
n∑

k=1

a2
k

n∑

k=1

b2
k.

(1)Cßn gäi lµ bÊt ®¼ng thøc Buniakovskii- Cauchy - Schwarz
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1.2.13. Chøng minh r»ng



(

n∑

k=1

ak

)2

+

(
n∑

k=1

bk

)2



1
2

6
n∑

k=1

(
a2

k + b2
k

) 1
2 .

1.2.14. Chøng minh r»ng nÕu
n∑

k=1

a2
k =

n∑
k=1

b2
k = 1 th×

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akbk

∣∣∣∣∣ 6 1.

1.2.15. Cho ak > 0, k = 1, 2, . . . , n, h·y kiÓm tra nh÷ng kh¼ng ®Þnh sau

n∑

k=1

ak

n∑

k=1

1

ak
≥ n2,(a)

n∑

k=1

ak

n∑

k=1

1 − ak

ak
≥ n

n∑

k=1

(1 − ak),(b)

(loga a1)
2 + (loga a2)

2 + . . . + (loga an)
2 ≥ 1

n
,(c)

víi ®iÒu kiÖn a1 · a2 · . . . · an = a 6= 1.

1.2.16. Cho α > 0, chøng minh r»ng
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

akbk

∣∣∣∣∣ 6
1

α

n∑

k=1

a2
k +

α

4

n∑

k=1

b2
k.

1.2.17. Chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc sau:

n∑

k=1

|ak| 6
√

n

(
n∑

k=1

a2
k

) 1
2

6
√

n

n∑

k=1

|ak|.

1.2.18. Chøng minh r»ng

(
n∑

k=1

akbk

)2

6
n∑

k=1

ka2
k

n∑

k=1

b2
k

k
,(a)

(
n∑

k=1

ak

k

)2

6
n∑

k=1

k3a2
k

n∑

k=1

1

k5
.(b)
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1.2.19. Chøng minh r»ng

(
n∑

k=1

ap
k

)2

6
n∑

k=1

ap+q
k

n∑

k=1

ap−q
k ,

víi mçi p, q vµ mçi bé sè d−¬ng a1, a2, . . . , an.

1.2.20. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña tæng
n∑

k=1

a2
k víi ®iÒu kiÖn

n∑
k=1

ak = 1.

1.2.21. Cho p1, p2, . . . , pn lµ c¸c sè d−¬ng. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña tæng
n∑

k=1

pka
2
k víi ®iÒu kiÖn

n∑
k=1

ak = 1.

1.2.22. Chøng minh r»ng

(
n∑

k=1

ak

)2

6 (n − 1)

(
n∑

k=1

a2
k + 2a1a2

)
.

1.2.23. Chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc sau:

(
n∑

k=1

(ak + bk)
2

) 1
2

6

(
n∑

k=1

a2
k

) 1
2

+

(
n∑

k=1

b2
k

) 1
2

,(a)

∣∣∣∣∣∣

(
n∑

k=1

a2
k

) 1
2

−
(

n∑

k=1

b2
k

) 1
2

∣∣∣∣∣∣
6

n∑

k=1

|ak − bk|.(b)

1.2.24. Cho p1, p2, . . . , pn lµ c¸c sè d−¬ng. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña

n∑

k=1

a2
k +

(
n∑

k=1

ak

)2

víi ®iÒu kiÖn
n∑

k=1

pkak = 1.

1.2.25. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc Chebyshev.

NÕu
a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ an vµ b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bn,

hoÆc
a1 6 a2 6 . . . 6 an vµ b1 6 b2 6 . . . 6 bn,
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th×
n∑

k=1

ak

n∑

k=1

bk 6 n

n∑

k=1

akbk.

1.2.26. Gi¶ sö ak ≥ 0, k = 1, 2, . . . , n vµ p ∈ N, chøng minh r»ng
(

1

n

n∑

k=1

ak

)p

6
1

n

n∑

k=1

ap
k.

1.2.27. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc

(a + b)2 6 (1 + c)a2 +

(
1 +

1

c

)
b2

víi sè d−¬ng c vµ sè thùc a, b bÊt kú.

1.2.28. Chøng minh r»ng
∣∣√a2 + b2 −

√
a2 + c2

∣∣ 6 |b− c|.

1.2.29. Cho c¸c sè d−¬ng a, b, c, kiÓm tra c¸c kh¼ng ®Þnh sau:

bc

a
+

ac

b
+

ab

c
≥ (a + b + c),(a)

1

a
+

1

b
+

1

c
≥ 1√

bc
+

1√
ca

+
1√
ab

,(b)

2

b + c
+

2

a + c
+

2

a + b
≥ 9

(a + b + c)
,(c)

b2 − a2

c + a
+

c2 − b2

a + b
+

a2 − c2

b + c
≥ 0,(d)

1

8

(a − b)2

a
6

a + b

2
−

√
ab 6

1

8

(a − b)2

b
víi b 6 a.(e)

1.2.30. Cho ak ∈ R, bk > 0, k = 1, 2, . . . , n, ®Æt

m = min

{
ak

bk
: k = 1, 2, . . . , n

}

vµ

M = max

{
ak

bk
: k = 1, 2, . . . , n

}
.

Chøng minh r»ng

m 6
a1 + a2 + . . . + an

b1 + b2 + . . . + bn
6 M
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1.2.31. Chøng minh r»ng nÕu 0 < α1 < α2 < . . . < αn < π
2
, n > 1 th×

tan α1 <
sinα1 + sinα2 + . . . + sin αn

cos α1 + cos α2 + . . . + cos αn
< tan αn.

1.2.32. Cho c1, c2, . . . , cn d−¬ng vµ k1, k2, . . . , kn ∈ N, ®Æt

S = max { k1
√

c1, k2
√

c2, . . . , kn
√

cn} ,

s = min{ k1
√

c1, k2
√

c2, . . . , kn
√

cn} .

Chøng minh r»ng

s 6 (a1 + a2 + . . . + an)
1

k1+k2+...+kn 6 S.

1.2.33. Cho ak > 0, bk > 0, k = 1, 2, . . . , n, ®Æt

M = max

{
ak

bk

: k = 1, 2, . . . , n

}
.

Chøng minh r»ng
a1 + a2

2 + . . . + an
n

b1 + Mb2
2 + . . . + Mn−1bn

n

6 M.

1.2.34. Chøng minh r»ng nÕu x lµ mét sè thùc lín h¬n c¸c sè a1, a2, . . . , an

th×
1

x − a1
+

1

x − a2
+ . . . +

1

x − an
≥ n

x− a1+a2+...+an

n

.

1.2.35. §Æt ck =
(

n
k

)
, k = 0, 1, 2, . . . , n. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc

√
c1 +

√
c2 + . . . +

√
cn 6

√
n(2n − 1).

1.2.36. Cho n ≥ 2, chøng minh r»ng

n∏

k=0

(
n

k

)
6
(

2n − 2

n − 1

)n−1

.

1.2.37. Cho ak > 0, k = 1, 2, . . . , n vµ ký hiÖu An lµ trung b×nh céng cña
chóng. Chøng minh r»ng

n∑

k=1

Ap
k 6 p

p − 1

n∑

k=1

Ap−1
k ak

víi mçi sè nguyªn p > 1.
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1.2.38. Cho ak > 0, k = 1, 2, . . . , n, ®Æt a = a1+a2 + . . .+an. H·y chøng
minh r»ng

n−1∑

k=1

akak+1 6
a2

4
.

1.2.39. Chøng minh r»ng víi mçi ho¸n vÞ b1, b2, . . . , bn cña c¸c sè d−¬ng
a1, a2, . . . , an ta ®Òu cã

a1

b1
+

a2

b2
+ . . . +

an

bn
≥ n.

1.2.40. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc Weierstrass.

NÕu 0 < ak < 1, k = 1, 2, . . . , n vµ a1 + a2 + . . . + an < 1 th×

1 +
n∑

k=1

ak <
n∏

k=1

(1 + ak) <
1

1 −
n∑

k=1

ak

,(a)

1 −
n∑

k=1

ak <
n∏

k=1

(1 − ak) <
1

1 +
n∑

k=1

ak

.(b)

1.2.41. Gi¶ sö 0 < ak < 1, k = 1, 2, . . . , n, ®Æt a1 + a2 + . . . + an = a.
Chøng minh r»ng

n∑

k=1

ak

1 − ak
≥ na

n − a
.

1.2.42. Cho 0 < ak 6 1, k = 1, 2, . . . , n vµ n ≥ 2. KiÓm tra bÊt ®¼ng thøc
sau:

n∑

k=1

1

1 + ak
6

n
n∑

k=1

ak

n∑
k=1

ak + n
n∏

k=1

ak

.

1.2.43. Cho ak, k = 1, 2, . . . , n kh«ng ©m sao cho a1 + a2 + . . . + an = 1,
chøng minh r»ng

n∏

k=1

(1 + ak) ≥ (n + 1)n
n∏

k=1

ak,(a)

n∏

k=1

(1 − ak) ≥ (n − 1)n

n∏

k=1

ak.(b)
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1.2.44. Chøng minh r»ng nÕu ak > 0, k = 1, 2, . . . , n vµ
n∑

k=1

1
1+an

= n − 1

th×
n∏

k=1

1

ak
≥ (n − 1)n.

1.2.45. Chøng minh r»ng víi gi¶ thiÕt cho trong bµi 1.2.43 ta cã

n∏
k=1

(1 + ak)

(n + 1)n
≥

n∏
k=1

(1 − ak)

(n − 1)n
, n > 1.

1.2.46. Cho a1, a2, . . . , an lµ c¸c sè d−¬ng, chøng minh r»ng

a1

a2 + a3
+

a2

a3 + a4
+ . . . +

an−2

an−1 + an
+

an−1

an + a1
+

an

a1 + a2
≥ n

4
.

1.2.47. Cho t vµ a1, a2, . . . , an lµ c¸c sè thùc bÊt kú. Chøng minh bÊt ®¼ng
thøc

n∑

k=1

√
|ak − t|
2k

≥
n∑

k=2

√
|ak − a1|

2k
.

1.2.48. Cho a1, a2, . . . , an vµ b1, b2, . . . , bn lµ c¸c sè d−¬ng, chøng minh r»ng

n
√

(a1 + b1)(a2 + b2) . . . (an + bn) ≥ n
√

a1a2 . . . an + n
√

b1b2 . . . bn.

1.2.49. Gi¶ sö r»ng 0 < a1 < a2 < . . . < an vµ p1, p2, . . . , pn lµ c¸c sè

kh«ng ©m mµ
n∑

k=1

pk = 1. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc

(
n∑

k=1

pkak

)(
n∑

k=1

pk
1

ak

)
6

A2

G2
,

trong ®ã A = 1
2
(a1 + an) vµ G =

√
a1an.

1.2.50. Cho sè nguyªn d−¬ng n, ®Æt t−¬ng øng σ(n) vµ τ (n) lµ tæng c¸c −íc

sè d−¬ng cña n vµ sè c¸c −íc sè ®ã. Chøng minh r»ng σ(n)
τ(n)

≥
√

n.



Ch−¬ng 2

D·y sè thùc

Tãm t¾t lý thuyÕt

• D·y sè lµ mét ¸nh x¹ tõ tËp c¸c sè tù nhiªn (hoÆc c¸c sè nguyªn kh«ng
©m) vµo tËp c¸c sè thùc

f : N −→ R.

§Æt an = f(n), n ∈ N, vµ dïng ký hiÖu {an} ®Ó chØ d·y sè.

D·y sè {an} ®−îc gäi lµ

- d−¬ng (©m) nÕu an > 0 (an < 0) víi mäi n;

- kh«ng ©m (kh«ng d−¬ng) nÕu an ≥ 0 (an 6 0) víi mäi n;

- ®¬n ®iÖu t¨ng (gi¶m) nÕu an+1 ≥ an (an+1 6 an) víi mäi n;

- t¨ng (gi¶m) ngÆt nÕu an+1 > an (an+1 < an) víi mäi n;

- héi tô tíi a ∈ R (hoÆc cã giíi h¹n h÷u h¹n lµ a), nÕu víi mäi sè ε > 0
cho tr−íc bÐ tïy ý, tån t¹i nε ∈ N sao cho

|an − a| < ε, ∀n ≥ nε.

Trong tr−êng hîp nh− thÕ, ta nãi d·y {an} héi tô, vµ gäi a lµ giíi h¹n cña
d·y {an} vµ viÕt

lim
n→∞

an = a;

- ph©n kú ra +∞, nÕu víi mäi sè ∆ > 0 cho tr−íc lín tïy ý, tån t¹i
n∆ ∈ N sao cho

an > ∆, ∀n ≥ n∆.

19
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Trong tr−êng hîp nh− thÕ, ta viÕt

lim
n→∞

an = +∞;

- ph©n kú ra −∞, nÕu víi mäi sè ∆ > 0 cho tr−íc lín tïy ý, tån t¹i
n∆ ∈ N sao cho

an < −∆, ∀n ≥ n∆.

Trong tr−êng hîp nh− thÕ, ta viÕt

lim
n→∞

an = −∞;

- d·y Cauchy (hoÆc d·y c¬ b¶n), nÕu víi mäi sè ε > 0 cho tr−íc bÐ tïy
ý, tån t¹i nε ∈ N sao cho

|am − an| < ε, ∀m,n ≥ nε.

• §Þnh lý héi tô ®¬n ®iÖu nãi r»ng d·y sè ®¬n ®iÖu (t¨ng hoÆc gi¶m)
vµ bÞ chÆn cã giíi h¹n h÷u h¹n.

• Tiªu chuÈn Cauchy nãi r»ng d·y sè héi tô khi vµ chØ khi nã lµ d·y
Cauchy.

• C¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n cña giíi h¹n lµ

- Mét d·y héi tô th× bÞ chÆn.

- B¶o toµn c¸c phÐp tÝnh sè häc, tøc lµ, nÕu

lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b,

th×
lim

n→∞
(αan ± βbn) = αa ± βb,∀α, β ∈ R;

lim
n→∞

(anbn) = ab; lim
n→∞

(an/bn) = a/b víi b 6= 0.

- B¶o toµn thø tù theo nghÜa sau: nÕu

lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b, an 6 bn; víi n ≥ n0 nµo ®ã,

th× a 6 b.

- §Þnh lý kÑp: Cho ba d·y sè thùc {an}, {bn}, {cn}. NÕu

lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = a, an 6 cn 6 bn, víi n ≥ n0 nµo ®ã
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th× lim
n→∞

cn = a.

• Cho {an} lµ d·y sè thùc vµ {nk} lµ d·y cac sè tù nhiªn t¨ng ngÆt, tøc
lµ n1 < n2 < · · · < ak < ak+1 < · · · . Khi ®ã, ta gäi {ank

} lµ mét d·y
con cña d·y {an}. Sè thùc a ®−îc gäi lµ giíi h¹n riªng hay lµ ®iÓm
giíi h¹n cña {an}, nÕu tån t¹i mét d·y con {ank

} héi tô tíi a, tøc lµ,

lim
k→∞

ank
= a.

• §Þnh lý Bolzano - Weierstrass kh¼ng ®Þnh r»ng, mäi d·y sè thùc
bÞ chÆn cã Ýt nhÊt mét ®iÓm giíi h¹n.

TËp c¸c giíi h¹n riªng cña mét d·y sè thùc bÞ chÆn {an} cã gi¸ trÞ lín
nhÊt. Gi¸ trÞ nµy ®−îc gäi lµ giíi h¹n trªn cña d·y {an} vµ ®−îc ký hiÖu
lµ

lim
n→∞

an.

TËp c¸c giíi h¹n riªng cña mét d·y sè thùc bÞ chÆn {an} cã gi¸ trÞ bÐ
nhÊt. Gi¸ trÞ nµy ®−îc gäi lµ giíi h¹n d−íi cña d·y {an} vµ ®−îc ký hiÖu
lµ

lim
n→∞

an.

• Nãi r»ng {an} lµ d·y truy håi cÊp h nÕu

an = f(an−1, ..., an−h), ∀n ≥ h,

trong ®ã f lµ hµm sè thùc nµo ®ã.

• Nãi r»ng {an} lµ cÊp sè céng nÕu nã cã d¹ng

an = a0 + nd,

(a0 lµ sè h¹ng ®Çu, d lµ c«ng sai).

• Nãi r»ng {an} lµ cÊp sè nh©n nÕu nã cã d¹ng

an = a0q
n,

(a0 lµ sè h¹ng ®Çu, q lµ c«ng béi).

• C¸c ký hiÖu cña Landau. Cho hai d·y {an} vµ {bn}. Ta nãi r»ng

- D·y {bn} chÆn d·y {an}, nÕu tån t¹i h»ng sè C > 0 vµ tån t¹i sè
n0 ∈ N sao cho

|an| 6 C|bn|, ∀n ≥ n0.
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Trong tr−êng hîp ®ã ta viÕt

an = O(bn).

- D·y {an} kh«ng ®¸ng kÓ so víi {bn}, nÕu víi mäi ε > 0 tån t¹i sè
nε ∈ N sao cho

|an| 6 ε|bn|, ∀n ≥ nε,

tøc lµ
lim

n→∞

an

bn

= 0.

Trong tr−êng hîp ®ã ta viÕt

an = ◦(bn).

- D·y {an} t−¬ng ®−¬ng víi {bn}, nÕu

an − bn = ◦(bn),

tøc lµ
lim

n→∞

an

bn
= 1.

Trong tr−êng hîp ®ã ta viÕt
an ∼ bn.
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2.1 D·y ®¬n ®iÖu

2.1.1. Chøng minh r»ng:

(a) NÕu {an} lµ d·y ®¬n ®iÖu t¨ng th× lim
n→∞

an = sup {an : n ∈ N},

(b) NÕu {an} lµ d·y ®¬n ®iÖu gi¶m th× lim
n→∞

an = inf {an : n ∈ N} .

2.1.2. Gi¶ sö a1, a2, ..., ap lµ nh÷ng sè d−¬ng cè ®Þnh. XÐt c¸c d·y sau:

sn =
an

1 + an
2 + ... + an

p

p
vµ xn = n

√
sn, n ∈ N.

Chøng minh r»ng {xn} lµ d·y ®¬n ®iÖu t¨ng.
Gîi ý. Tr−íc tiªn xÐt tÝnh ®¬n ®iÖu cña d·y

{
sn

sn−1

}
, n ≥ 2.

2.1.3. Chøng minh r»ng d·y {an}, víi an = n
2n , n > 1, lµ d·y gi¶m ngÆt vµ

t×m giíi h¹n cña d·y.

2.1.4. Cho {an} lµ d·y bÞ chÆn tho¶ m·n ®iÒu kiÖn an+1 ≥ an − 1
2n , n ∈ N.

Chøng minh r»ng d·y {an} héi tô.
Gîi ý. XÐt d·y

{
an − 1

2n−1

}
.

2.1.5. Chøng minh sù héi tô cña c¸c d·y sau:

an = −2
√

n +

(
1√
1

+
1√
2

+ ... +
1√
n

)
;(a)

bn = −2
√

n + 1 +

(
1√
1

+
1√
2

+ ... +
1√
n

)
.(b)

Gîi ý. Tr−íc tiªn thiÕt lËp bÊt ®¼ng thøc:

2(
√

n + 1 − 1) <
1√
1

+
1√
2

+ ... +
1√
n

< 2
√

n, n ∈ N.

2.1.6. Chøng minh r»ng d·y {an} ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc truy håi

a1 =
3

2
, an =

√
3an−1 − 2, víi n ≥ 2

héi tô vµ t×m giíi h¹n cña nã.
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2.1.7. Cho c > 2, xÐt d·y {an} ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc truy håi

a1 = c2, an+1 = (an − c)2, n ≥ 1.

Chøng minh d·y {an} t¨ng ngÆt.

2.1.8. Gi¶ sö d·y {an} tho¶ m·n ®iÒu kiÖn

0 < an < 1, an(1 − an+1) >
1

4
víi n ∈ N.

ThiÕt lËp sù héi tô cña d·y vµ t×m giíi h¹n cña nã.

2.1.9. ThiÕt lËp sù héi tô vµ t×m giíi h¹n cña d·y ®−îc x¸c ®Þnh theo biÓu thøc

a1 = 0, an+1 =
√

6 + an víi n ≥ 1.

2.1.10. Chøng minh d·y ®−îc cho bëi

a1 = 0, a2 =
1

2
, an+1 =

1

3
(1 + an + a3

n−1) víi n > 1

héi tô vµ x¸c ®Þnh giíi h¹n cña nã.

2.1.11. Kh¶o s¸t tÝnh ®¬n ®iÖu cña d·y

an =
n!

(2n + 1)!!
, n ≥ 1,

vµ x¸c ®Þnh giíi h¹n cña nã.

2.1.12. H·y x¸c ®Þnh tÝnh héi tô hay ph©n kú cña d·y

an =
(2n)!!

(2n + 1)!!
, n ≥ 1.

2.1.13. Chøng minh sù héi tô cña c¸c d·y sau

an = 1 +
1

22
+

1

32
+ ...

1

n2
, n ∈ N.(a)

an = 1 +
1

22
+

1

33
+ ...

1

nn
, n ∈ N.(b)

2.1.14. Cho d·y {an} cã sè h¹ng tæng qu¸t

an =
1√

n(n + 1)
+

1√
(n + 1)(n + 2)

+ ... +
1√

(2n − 1)2n
, n ∈ N.

Chøng minh r»ng d·y héi tô.
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2.1.15. Cho p ∈ N, a > 0 vµ a1 > 0, ®Þnh nghÜa d·y {an} bëi

an+1 =
1

p

(
(p − 1)an +

a

ap−1
n

)
, n ∈ N.

T×m lim
n→∞

an.

2.1.16. D·y {an} ®−îc cho theo c«ng thøc truy håi

a1 =
√

2, an+1 =
√

2 +
√

an víi n ≥ 1.

Chøng minh d·y {an} héi tô vµ t×m giíi h¹n cña nã.

2.1.17. D·y {an} ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc truy håi

a1 = 1, an+1 =
2(2an + 1)

an + 3
víi n ∈ N.

ThiÕt lËp sù héi tô vµ t×m giíi h¹n cña d·y {an}.

2.1.18. T×m c¸c h»ng sè c > 0 sao cho d·y {an} ®−îc ®Þnh nghÜa bëi c«ng thøc
truy håi

a1 =
c

2
, an+1 =

1

2
(c + a2

n) víi n ∈ N

lµ héi tô. Trong tr−êng hîp héi tô h·y t×m lim
n→∞

an.

2.1.19. Cho a > 0 cè ®Þnh, xÐt d·y {an} ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau

a1 > 0, an+1 = an
a2

n + 3a

3a2
n + a

víi n ∈ N.

T×m tÊt c¶ c¸c sè a1 sao cho d·y trªn héi tô vµ trong nh÷ng tr−êng hîp ®ã h·y
t×m giíi h¹n cña d·y.

2.1.20. Cho d·y {an} ®Þnh nghÜa truy håi bëi

an+1 =
1

4 − 3an
víi n ≥ 1.

T×m c¸c gi¸ trÞ cña a1 ®Ó d·y trªn héi tô vµ trong c¸c tr−êng hîp ®ã h·y t×m
giíi h¹n cña d·y.
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2.1.21. Cho a lµ mét sè cè ®Þnh bÊt kú vµ ta ®Þnh nghÜa {an} nh− sau:

a1 ∈ R vµ an+1 = a2
n + (1 − 2a)an + a2 víi n ∈ N.

X¸c ®Þnh a1 sao cho d·y trªn héi tô vµ trong tr−êng hîp nh− thÕ t×m giíi h¹n
cña nã.

2.1.22. Cho c > 0 vµ b > a > 0, ta ®Þnh nghÜa d·y {an} nh− sau:

a1 = c, an+1 =
a2

n + ab

a + b
víi n ∈ N.

Víi nh÷ng gi¸ trÞ cña a, b vµ c d·y trªn sÏ héi tô ? Trong c¸c tr−êng hîp ®ã h·y
x¸c ®Þnh giíi h¹n cña d·y.

2.1.23. Chøng minh r»ng d·y {an} ®−îc ®Þnh nghÜa bëi c«ng thøc

a1 > 0, an+1 = 6
1 + an

7 + an
, n ∈ N

héi tô vµ t×m giíi h¹n cña nã.

2.1.24. Cho c ≥ 0 xÐt {an} ®−îc cho hëi c«ng thøc

a1 = 0, an+1 =
√

c + an, n ∈ N.

Chøng minh r»ng d·y héi tô vµ t×m giíi h¹n cña nã.

2.1.25. Kh¶o s¸t sù héi tô cña d·y ®−îc cho bëi c«ng thøc

a1 =
√

2, an+1 =
√

2an, n ∈ N.

2.1.26. Cho k ∈ N, kh¶o s¸t sù héi tô cña d·y {an} ®−îc cho bëi c«ng thøc
truy håi sau

a1 =
k
√

5, an+1 = k
√

5an, n ∈ N.

2.1.27. Kh¶o s¸t sù héi tô cña d·y {an} sau

1 6 a1 6 2, a2
n+1 = 3an − 2, n ∈ N.

2.1.28. Víi c > 1, ®Þnh nghÜa d·y {an} vµ {bn} nh− sau:

a1 =
√

c(c − 1), an+1 =
√

c(c − 1) + an, n ≥ 1,(a)

b1 =
√

c, bn+1 =
√

cbn, n ≥ 1.(b)

Chøng minh r»ng c¶ hai d·y ®Òu cã giíi h¹n lµ c.
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2.1.29. Cho a > 0 vµ b > 0, ®Þnh nghÜa d·y {an} bëi

0 < a1 < b, an+1 =

√
ab2 + a2

n

a + 1
víi n ≥ 1.

T×m lim
n→∞

an.

2.1.30. Chøng minh sù héi tô cña d·y {an} ®−îc cho bëi c«ng thøc truy håi

a1 = 2, an+1 = 2 +
1

3 + 1
an

víi n ≥ 1

vµ t×m giíi h¹n cña nã.

2.1.31. D·y {an} ®−îc cho bëi

a1 = 1, a2 = 2, an+1 =
√

an−1 +
√

an, víi n ≥ 2.

Chøng minh d·y trªn bÞ chÆn vµ t¨ng ngÆt. H·y t×m giíi h¹n cña d·y nµy.

2.1.32. D·y {an} ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc truy håi

a1 = 9, a2 = 6, an+1 =
√

an−1 +
√

an, víi n ≥ 2.

Chøng minh r»ng d·y trªn bÞ chÆn vµ gi¶m ngÆt. T×m giíi h¹n cña d·y nµy.

2.1.33. D·y {an} vµ {bn} ®−îc cho bëi c«ng thøc

0 < b1 < a1, an+1 =
an + bn

2
vµ bn+1 =

√
anbn víi n ∈ N.

Chøng minh r»ng {an} vµ {bn} cïng tiÕn tíi mét giíi h¹n. (Giíi h¹n nµy ®−îc
gäi lµ trung b×nh céng - nh©n cña a1 vµ b1).

2.1.34. Chøng minh r»ng c¶ hai d·y {an} vµ {bn} x¸c ®Þnh theo c«ng thøc

0 < b1 < a1, an+1 =
a2

n + b2
n

an + bn
vµ bn+1 =

an + bn

2
víi n ∈ N

®Òu ®¬n ®iÖu vµ cã cïng giíi h¹n.

2.1.35. Hai d·y truy håi {an} vµ {bn} ®−îc cho bëi c«ng thøc

0 < b1 < a1, an+1 =
an + bn

2
vµ bn+1 =

2anbn

an + bn
víi n ∈ N.

Chøng minh tÝnh ®¬n ®iÖu cña hai d·y trªn vµ chØ ra r»ng c¶ hai d·y ®Òu tiÕn
tíi trung b×nh céng - nh©n cña a1 vµ b1. (Xem bµi to¸n 2.1.33).
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2.1.36. Chøng minh sù héi tô vµ t×m giíi h¹n cña d·y {an} víi

an =
n + 1

2n+1

(
2

1
+

22

2
+ ... +

2n

n

)
víi n ∈ N.

2.1.37. Gi¶ sö cã mét d·y bÞ chÆn {an} tho¶ m·n

an+2 6 1

3
an+1 +

2

3
an víi n ≥ 1.

Chøng minh r»ng d·y trªn héi tô.

2.1.38. Cho {an} vµ {bn} ®Þnh nghÜa bëi:

an =

(
1 +

1

n

)n

, bn =

(
1 +

1

n

)n+1

víi n ∈ N.

Sö dông bÊt ®¼ng thøc liªn hÖ gi÷a trung b×nh céng, nh©n vµ ®iÒu hoµ chøng
minh r»ng

(a) an < bn víi n ∈ N.

(b) d·y {an} t¨ng ngÆt,

(c) d·y {bn} gi¶m ngÆt,

Chøng minh r»ng {an} vµ {bn} cã cïng giíi h¹n, ®−îc gäi lµ sè e cña Euler.

2.1.39. Cho
an =

(
1 +

x

n

)n

víi n ∈ N.

(a) Chøng tá r»ng nÕu x > 0 th× d·y {an} bÞ chÆn vµ t¨ng ngÆt.

(b) Gi¶ sö x lµ mét sè thùc tuú ý. Chøng minh r»ng d·y {an} bÞ chÆn vµ t¨ng
ngÆt víi n > −x.

ex ®−îc ®Þnh nghÜa lµ giíi h¹n cña d·y nµy.

2.1.40. Gi¶ sö cã x > 0, l ∈ N vµ l > x. Chøng minh r»ng d·y {bn} víi

bn =
(
1 +

x

n

)l+n

víi n ∈ N,

lµ d·y gi¶m ngÆt.
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2.1.41. ThiÕt lËp tÝnh ®¬n ®iÖu cña c¸c d·y {an} vµ {bn}, víi

an = 1 +
1

2
+ ... +

1

n − 1
− lnn víi n ∈ N,

bn = 1 +
1

2
+ ... +

1

n − 1
+

1

n
− lnn víi n ∈ N.

Chøng minh r»ng c¶ hai d·y trªn cïng tiÕn ®Õn cïng mét giíi h¹n γ, gäi lµ
h»ng sè Euler.
Gîi ý. Sö dông bÊt ®¼ng thøc (1 + 1

n
)n < e < (1 + 1

n
)n+1, (suy ra tõ 2.1.38).

2.1.42. Cho x > 0 vµ ®Æt an = 2n√
x, n ∈ N. Chøng tá r»ng d·y {an} bÞ

chÆn. §ång thêi chøng minh r»ng d·y nµy t¨ng ngÆt nÕu x < 1 vµ gi¶m ngÆt
nÕu x > 1. TÝnh lim

n→∞
an.

H¬n n÷a, ®Æt

cn = 2n(an − 1) vµ dn = 2n

(
1 − 1

an

)
víi n ∈ N.

Chøng minh r»ng {cn} lµ d·y gi¶m, cßn {dn} lµ d·y t¨ng vµ c¶ hai d·y cïng
cã chung giíi h¹n.
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2.2 Giíi h¹n. TÝnh chÊt cña d·y héi tô

2.2.1. TÝnh:

lim
n→∞

n
√

12 + 22 + ... + n2,(a)

lim
n→∞

n + sinn2

n + cos n
,(b)

lim
n→∞

1 − 2 + 3 − 4 + ... + (−2n)√
n2 + 1

,(c)

lim
n→∞

(
√

2 − 3
√

2)(
√

2 − 5
√

2)...(
√

2 − 2n+1
√

2),(d)

lim
n→∞

n

2
√

n
,(e)

lim
n→∞

n!

2n2 ,(f)

lim
n→∞

1√
n

(
1√

1 +
√

3
+

1√
3 +

√
5

+ ... +
1√

2n − 1 +
√

2n + 1

)
,(g)

lim
n→∞

(
1

n2 + 1
+

2

n2 + 2
+ ... +

n

n2 + n

)
,(h)

lim
n→∞

(
n

n3 + 1
+

2n

n3 + 2
+ ... +

nn

n3 + n

)
.(i)

2.2.2. Cho s > 0 vµ p > 0. Chøng minh r»ng

lim
n→∞

ns

(1 + p)n
= 0.

2.2.3. Cho α ∈ (0, 1), tÝnh

lim
n→∞

((n + 1)α − nα).

2.2.4. Cho α ∈ Q, h·y tÝnh

lim
n→∞

sin(n!απ).

2.2.5. Chøng minh r»ng kh«ng tån t¹i lim
n→∞

sinn.

2.2.6. Chøng minh r»ng víi mäi sè v« tû α, lim
n→∞

sinnαπ kh«ng tån t¹i.



2.2. Giíi h¹n. TÝnh chÊt cña d·y héi tô 31

2.2.7. Víi α ∈ R, h·y tÝnh

lim
n→∞

1

n

((
a +

1

n

)2

+

(
a +

2

n

)2

+ ... +

(
a +

n − 1

n

)2
)

.

2.2.8. Gi¶ sö an 6= 1 víi mäi n vµ lim
n→∞

an = 1. Cho k nguyªn d−¬ng, h·y

tÝnh

lim
n→∞

an + a2
n + ... + ak

n − k

an − 1
.

2.2.9. TÝnh

lim
n→∞

(
1

1.2.3
+

1

2.3.4
+ ... +

1

n.(n + 1)(n + 2)

)
.

2.2.10. TÝnh

lim
n→∞

n∏

k=2

k3 − 1

k3 + 1
.

2.2.11. TÝnh

lim
n→∞

n∑

i=1

i∑

j=1

j

n3
.

2.2.12. TÝnh

lim
n→∞

(
1 − 2

2.3

)(
1 − 2

3.4

)
...

(
1 − 2

(n + 1).(n + 2)

)
.

2.2.13. TÝnh

lim
n→∞

n∑

k=1

k3 + 6k2 + 11k + 5

(k + 3)!
.

2.2.14. Cho x 6= −1 vµ x 6= 1, h·y tÝnh

lim
n→∞

n∑

k=1

x2k−1

1 − x2k .

2.2.15. Víi gi¸ trÞ x ∈ R nµo th× giíi h¹n

lim
n→∞

n∏

k=0

(1 + x2k

).

tån t¹i vµ t×m gi¸ trÞ cña giíi h¹n nµy.
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2.2.16. T×m tÊt c¶ x ∈ R sao cho giíi h¹n

lim
n→∞

n∏

k=0

(
1 +

2

x2k + x−2k

)
.

tån t¹i vµ t×m gi¸ trÞ cña giíi h¹n nµy.

2.2.17. Víi gi¸ trÞ x ∈ R nµo thi giíi h¹n

lim
n→∞

n∏

k=1

(1 + x3k

+ x2.3k

).

tån t¹i vµ t×m gi¸ trÞ cña giíi h¹n nµy.

2.2.18. TÝnh

lim
n→∞

1.1! + 2.2! + ... + n.n!

(n + 1)!
.

2.2.19. Víi x ∈ R nµo sao cho ®¼ng thøc sau

lim
n→∞

n1999

nx − (n − 1)x
=

1

2000

®−îc thùc hiÖn

2.2.20. Cho a vµ b sao cho a ≥ b > 0, ®Þnh nghÜa d·y {an} nh− sau:

a1 = a + b, an = a1 −
ab

an−1

, n ≥ 2.

H·y x¸c ®Þnh sè h¹ng thø n cña d·y vµ tÝnh lim
n→∞

an.

2.2.21. §Þnh nghÜa d·y {an} bëi

a1 = 0, a2 = 1 vµ an+1 − 2an + an−1 = 2 víi n ≥ 2.

H·y x¸c ®Þnh sè h¹ng thø n cña d·y vµ tÝnh lim
n→∞

an.

2.2.22. Cho a > 0, b > 0, xÐt d·y {an} cho bëi

a1 =
ab√

a2 + b2
vµ

an =
aan−1√
a2 + a2

n−1

, n ≥ 2.

T×m sè h¹ng thø n cña d·y vµ tÝnh lim
n→∞

an.
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2.2.23. Cho d·y truy håi {an} ®Þnh nghÜa bëi

a1 = 0, an =
an−1 + 3

4
, n ≥ 2.

T×m sè h¹ng thø n vµ giíi h¹n cña d·y.

2.2.24. H·y xÐt tÝnh héi tô cña d·y cho bëi

a1 = a, an = 1 + ban−1, n ≥ 2.

2.2.25. Ta ®inh nghÜa d·y Fibonacci {an} nh− sau:

a1 = a2 = 1, an+2 = an + an+1, n ≥ 1.

Chøng minh r»ng

an =
αn − βn

α − β
,

trong ®ã α vµ β lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh x2 = x + 1. TÝnh lim
n→∞

n
√

an.

2.2.26. Cho hai d·y {an} vµ {bn} theo c«ng thøc sau:

a1 = a, b1 = b,

an+1 =
an + bn

2
, bn+1 =

an+1 + bn

2
.

Chøng minh r»ng lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn.

2.2.27. Cho a ∈ {1, 2, ..., 9}, h·y tÝnh

lim
n→∞

a + aa + ... +

n sè h¹ng︷ ︸︸ ︷
aa...a

10n
.

2.2.28. TÝnh
lim

n→∞

(
n
√

n − 1
)n

.

2.2.29. Gi¶ sö r»ng d·y {an} héi tô tíi 0. H·y t×m lim
n→∞

an
n.

2.2.30. Cho p1, p2, ..., pk vµ a1, a2, ..., ak lµ c¸c sè d−¬ng, tÝnh

lim
n→∞

p1a
n+1
1 + p2a

n+1
2 + ... + pka

n+1
k

p1a
n
1 + p2a

n
2 + ... + pka

n
k

.
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2.2.31. Gi¶ sö r»ng lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = q. Chøng minh r»ng:

(a) NÕu q < 1 th× lim
n→∞

an = 0,

(b) NÕu q > 1 th× lim
n→∞

|an| = ∞.

2.2.32. Gi¶ sö cã lim
n→∞

n
√

|an| = q. Chøng minh r»ng:

(a) NÕu q < 1 th× lim
n→∞

an = 0,

(b) NÕu q > 1 th× lim
n→∞

|an| = ∞.

2.2.33. Cho α lµ mét sè thùc vµ x ∈ (0, 1), h·y tÝnh

lim
n→∞

nαxn.

2.2.34. TÝnh

lim
n→∞

m(m − 1) · ... · (m − n + 1)

n!
xn, víi m ∈ N vµ |x| < 1.

2.2.35. Gi¶ sö lim
n→∞

an = 0 vµ {bn} mét d·y bÞ chÆn. Chøng minh r»ng

lim
n→∞

anbn = 0.

2.2.36. Chøng minh r»ng nÕu lim
n→∞

an = a vµ lim
n→∞

bn = b th×

lim
n→∞

max {an, bn} = max {a, b} .

2.2.37. Cho an ≥ −1 víi n ∈ N vµ lim
n→∞

an = 0. Cho p ∈ N, h·y t×m

lim
n→∞

p
√

1 + an.

2.2.38. Gi¶ sö cã d·y d−¬ng {an} héi tô tíi 0. Cho sè tù nhiªn p ≥ 2, h·y x¸c
®Þnh

lim
n→∞

p
√

1 + an − 1

an
.
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2.2.39. Cho c¸c sè d−¬ng a1, a2, ..., ap, h·y tÝnh

lim
n→∞

(
p

√
(n + a1)(n + a2)...(n + ap) − n

)
.

2.2.40. TÝnh

lim
n→∞

(
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ ... +
1√

n2 + n + 1

)
.

2.2.41. Cho a1, a2, ..., ap lµ c¸c sè d−¬ng, h·y t×m

lim
n→∞

n

√
an

1 + an
2 + ... + an

p

p
.

2.2.42. TÝnh

lim
n→∞

n

√
2sin2 n1999

n + 1
+ cos2

n1999

n + 1
.

2.2.43. TÝnh
lim

n→∞
(n + 1 + n cos n)

1
2n+n sin n .

2.2.44. TÝnh

lim
n→∞

n∑

k=1

(√
1 +

k

n2
− 1

)
.

2.2.45. H·y x¸c ®Þnh

lim
n→∞

n∑

k=1

(
3

√
1 +

k2

n3
− 1

)
.

2.2.46. Cho c¸c sè d−¬ng ak, k = 1, 2, ..., p, h·y tÝnh

lim
n→∞

(
1

p

p∑

k=1

n
√

ak

)p

.

2.2.47. Cho α ∈ (0, 1). H·y tÝnh

lim
n→∞

n−1∑

k=0

(
α +

1

n

)k

.
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2.2.48. Cho sè thùc x ≥ 1, h·y chøng tá r»ng

lim
n→∞

(2 n
√

x − 1)n = x2.

2.2.49. Chøng minh r»ng

lim
n→∞

(2 n
√

n − 1)n

n2
= 1.

2.2.50. Trong nh÷ng d·y d−íi ®©y, d·y nµo lµ d·y Cauchy ?

an =
tan 1

2
+

tan 2

22
+ ... +

tan n

2n
,(a)

an = 1 +
1

4
+

22

42
+ ... +

n2

4n
,(b)

an = 1 +
1

2
+

1

3
+ ... +

1

n
,(c)

an =
1

1.2
− 1

2.3
+ ... + (−1)n−1 1

n(n + 1)
,(d)

an = α1q
1 + α2q

2 + ... + αnq
n,(e)

víi |q| < 1, |αk| ≤ M, k = 1, 2, ...,

an =
1

22
+

2

32
+ ... +

n

(n + 1)2
.(f)

2.2.51. Cho d·y {an} tho¶ m·n ®iÒu kiÖn

|an+1 − an+2| < λ|an − an+1|.

víi λ ∈ (0, 1). Chøng minh r»ng {an} héi tô .

2.2.52. Cho d·y {an} c¸c sè nguyªn d−¬ng, ®Þnh nghÜa

Sn =
1

a1
+

1

a2
+ ... +

1

an

vµ

σn =

(
1 +

1

a1

)(
1 +

1

a2

)
...

(
1 +

1

an

)
.

Chøng minh r»ng nÕu {Sn} héi tô th× {lnσn} còng héi tô.

2.2.53. Chøng minh r»ng nÕu d·y {Rn} héi tô ®Õn mét sè v« tû x (®Þnh nghÜa
trong bµi to¸n 1.1.20) th× nã lµ d·y Cauchy.
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2.2.54. Cho mét d·y cÊp sè céng {an} víi c¸c sè h¹ng kh¸c 0, h·y tÝnh

lim
n→∞

(
1

a1a2
+

1

a2a3
+ ... +

1

anan+1

)
.

2.2.55. Cho mét d·y cÊp sè céng {an} víi c¸c sè h¹ng d−¬ng, h·y tÝnh

lim
n→∞

1√
n

(
1

√
a1 +

√
a2

+
1

√
a2 +

√
a3

+ ... +
1

√
an +

√
an+1

)
.

2.2.56. TÝnh

(a) lim
n→∞

n( n
√

e − 1), (b) lim
n→∞

e
1
n + e

2
n + ... + e

n
n

n
.

2.2.57. Cho d·y {an} ®Þnh nghÜa nh− sau:

a1 = a, a2 = b, an+1 = pan−1 + (1 − p)an, n = 2, 3, ...

X¸c ®Þnh xem víi gi¸ trÞ a, b vµ p nµo th× d·y trªn héi tô.

2.2.58. Cho {an} vµ {bn} ®Þnh nghÜa bëi

a1 = 3, b1 = 2, an+1 = an + 2bn vµ bn+1 = an + bn.

H¬n n÷a cho

cn =
an

bn
, n ∈ N.

Chøng tá r»ng |cn+1 −
√

2| <
1

2
|cn −

√
2|, n ∈ N.(a)

TÝnh lim
n→∞

cn.(b)

2.3 §Þnh lý Toeplitz, ®Þnh lý Stolz vµ øng dông

2.3.1. Chøng minh ®Þnh lý Toeplitz sau vÒ phÐp biÕn ®æi chÝnh qui tõ d·y sang
d·y.
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Cho {cn,k : 1 ≤ k ≤ n, n ≥ 1} lµ mét b¶ng c¸c sè thùc tho¶ m·n:

cn,k −→
n→∞

0 víi mäi k ∈ N,(i)

n∑

k=1

cn,k −→
n→∞

1,(ii)

tån t¹i h»ng sè C > 0 sao cho víi mäi sè nguyªn d−¬ng n th×(iii)
n∑

k=1

|cn,k| ≤ C.

Khi ®ã víi mäi d·y héi tô {an} th× d·y biÕn ®æi {bn} ®−îc cho bëi c«ng thøc
bn =

n∑
k=1

cn,kak, n ≥ 1, còng héi tô vµ lim
n→∞

bn = lim
n→∞

an.

2.3.2. Chøng minh r»ng nÕu lim
n→∞

an = a th×

lim
n→∞

a1 + a2 + ... + an

n
= a.

2.3.3.

(a) Chøng minh r»ng gi¶ thiÕt (iii) trong ®Þnh lý Toeplitz (bµi to¸n 2.3.1) cã
thÓ bá qua nÕu tÊt c¶ cn,k lµ kh«ng ©m.

(b) Cho {bn} lµ d·y ®−îc ®Þnh nghÜa trong ®Þnh lý Toeplitz (xem bµi 2.3.1) víi
cn,k > 0, 1 ≤ k ≤ n, n ≥ 1. Chøng minh r»ng nÕu lim

n→∞
an = +∞ th×

lim
n→∞

bn = +∞.

2.3.4. Chøng minh r»ng nÕu lim
n→∞

an = +∞ th×

lim
n→∞

a1 + a2 + ... + an

n
= +∞.

2.3.5. Chøng minh r»ng nÕu lim
n→∞

an = a th×

lim
n→∞

na1 + (n − 1)a2 + ... + 1.an

n2
=

a

2
.

2.3.6. Chøng minh r»ng nÕu d·y d−¬ng {an} héi tô tíi a th×

lim
n→∞

n
√

a1...an = a.
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2.3.7. Cho d·y d−¬ng {an}, chøng minh r»ng nÕu lim
n→∞

an+1

an
= a th×

lim
n→∞

n
√

an = a.

2.3.8. Cho lim
n→∞

an = a vµ lim
n→∞

bn = b. Chøng minh r»ng

lim
n→∞

a1bn + a2bn−1 + ... + anb1

n
= ab.

2.3.9. Cho {an} vµ {bn} lµ hai d·y tho¶ m·n

bn > 0, n ∈ N, vµ lim
n→∞

(b1 + b2 + ... + bn) = +∞,(i)

lim
n→∞

an

bn
= g.(ii)

Chøng minh r»ng

lim
n→∞

a1 + a2 + ... + an

b1 + b2 + ... + bn
= g.

2.3.10. Cho {an} vµ {bn} lµ hai d·y tho¶ m·n

bn > 0, n ∈ N, vµ lim
n→∞

(b1 + b2 + ... + bn) = +∞,(i)

lim
n→∞

an = a.(ii)

Chøng minh r»ng

lim
n→∞

a1b1 + a2b2 + ... + anbn

b1 + b2 + ... + bn
= a.

2.3.11. Sö dông c¸c kÕt qu¶ cña bµi tr−íc, h·y chøng minh ®Þnh lý Stolz.

Cho {xn} , {yn} lµ hai d·y tho¶ m·n:

{yn} t¨ng thùc sù tíi + ∞,(i)

lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1
= g.(ii)

Khi ®ã

lim
n→∞

xn

yn
= g.
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2.3.12. TÝnh

lim
n→∞

1√
n

(
1 +

1√
2

+ ... +
1√
n

)
,(a)

lim
n→∞

n

an+1

(
a +

a2

2
+ ... +

an

n

)
, a > 1,(b)

lim
n→∞

1

nk+1

(
k! +

(k + 1)!

1!
+ ... +

(k + n)!

n!

)
, k ∈ N,(c)

lim
n→∞

1√
n

(
1√
n

+
1√

n + 1
... +

1√
2n

)
,(d)

lim
n→∞

1k + 2k + ... + nk

nk+1
, k ∈ N,(e)

lim
n→∞

1 + 1.a + 2.a2...nan

nan+1
, a > 1,(f)

lim
n→∞

[
1

nk
(1k + 2k + ... + nk) − n

k + 1

]
, k ∈ N.(g)

2.3.13. Gi¶ sö r»ng lim
n→∞

an = a. T×m

lim
n→∞

1√
n

(
a1 +

a2√
2

+
a3√
3

+ ... +
an√
n

)
.

2.3.14. Chøng minh r»ng nÕu d·y{an} tho¶ m·n

lim
n→∞

(an+1 − an) = a,

th×
lim

n→∞

an

n
= a.

2.3.15. Cho lim
n→∞

an = a. H·y tÝnh

lim
n→∞

(an

1
+

an−1

2
+ ... +

a1

2n−1

)
.

2.3.16. Gi¶ sö r»ng lim
n→∞

an = a. H·y tÝnh

lim
n→∞

(
an

1.2
+

an−1

2.3
+ ... +

a1

n.(n + 1)

)
,(a)

lim
n→∞

(an

1
− an−1

21
+ ... + (−1)n−1 a1

2n−1

)
.(b)



2.3. §Þnh lý Toeplitz, ®Þnh lý Stolz 41

2.3.17. Cho k lµ mét sè tù nhiªn cè ®Þnh bÊt kú lín h¬n 1. H·y tÝnh

lim
n→∞

n

√(
nk

n

)
.

2.3.18. Cho mét cÊp sè céng d−¬ng {an}, tÝnh

lim
n→∞

n(a1...an)
1
n

a1 + a2 + ... + an
.

2.3.19. Cho d·y {an} sao cho d·y {bn} víi bn = 2an + an−1, n ≥ 2, héi tô
tíi b. H·y xÐt tÝnh héi tô cña {an} .

2.3.20. Cho d·y {an} tho¶ m·n lim
n→∞

nxan = a víi sè thùc x nµo ®ã. Chøng

minh r»ng

lim
n→∞

nx(a1.a2...an)
1
n = aex.

2.3.21. TÝnh

lim
n→∞

1 + 1
2

+ ... + 1
n−1

+ 1
n

lnn
,(a)

lim
n→∞

1 + 1
3

+ 1
5

+ ... + 1
2n−1

lnn
.(b)

2.3.22. Gi¶ sö {an} tiÕn tíi a. Chøng minh r»ng

lim
n→∞

1

lnn

(a1

1
+

a2

2
+ ... +

an

n

)
= a.

2.3.23. TÝnh

(a) lim
n→∞

(
n!

nne−n

) 1
n

, (b) lim
n→∞

(
(n!)3

n3ne−n

) 1
n

,

(c) lim
n→∞

(
(n!)2

n2n

) 1
n

, (d) lim
n→∞

(
n3n

(n!)3

) 1
n

,

(e) lim
n→∞

k
√

n
n
√

n!
, k ∈ N.
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2.3.24. Chøng minh r»ng nÕu lim
n→∞

an = a th×

lim
n→∞

1

lnn

n∑

k=1

ak

k
= a.

2.3.25. Cho d·y {an}, xÐt d·y {An} c¸c trung b×nh céng An = a1+a2+...+an

n
.

Chøng minh r»ng nÕu lim
n→∞

An = A th×

lim
n→∞

1

lnn

n∑

k=1

ak

k
= A.

2.3.26. Chøng minh ®iÒu ng−îc l¹i cña ®Þnh lý Toeplitz trong 2.3.1.

Cho {cn,k : 1 ≤ k ≤ n, n ≥ 1} lµ mét b¶ng sè thùc bÊt kú. NÕu víi mçi
d·y {an} héi tô bÊt kú, d·y biÕn ®æi {bn} cho bëi c«ng thøc

bn =
n∑

k=1

cn,kak, n ≥ 1

còng héi tô ®Õn cïng mét giíi h¹n th×

cn,k −→
n→∞

0 víi mäi k ∈ N,(i)

n∑

k=1

cn,k −→
n→∞

1,(ii)

tån t¹i h»ng sè C > 0 sao cho víi mäi sè nguyªn d−¬ng n, ta cã(iii)
n∑

k=1

|cn,k| ≤ C.

2.4 §iÓm giíi h¹n. Giíi h¹n trªn vµ giíi h¹n
d−íi

2.4.1. Cho {an} lµ d·y tho¶ m·n {a2k} , {a2k+1} vµ {a3k} héi tô.

(a) Chøng minh r»ng d·y {an} còng héi tô.

(b) LiÖu tõ sù héi tô cña hai trong ba d·y con trªn cã suy ra ®−îc sù héi tô cña
{an}?
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2.4.2. Tõ sù héi tô cña tÊt c¶ c¸c d·y con cña d·y {an} d−íi d¹ng {as.n} , s >
1, cã suy ra ®−îc sù héi tô cña {an}?

2.4.3. Cho {apn} , {aqn} , . . . , {asn} lµ c¸c d·y con cña d·y {an} sao cho
{pn} , {qn} , . . . , {sn} rêi nhau tõng cÆp vµ hîp thµnh d·y {n}. Chøng minh
r»ng nÕu S, Sp, Sq, . . . , Ss t−¬ng øng lµ c¸c tËp c¸c ®iÓm giíi h¹n (1) cña c¸c
d·y {an} , {apn} , {aqn} , . . . , {asn} th×

S = Sp ∪ Sq ∪ ... ∪ Ss.

Chøng minh r»ng nÕu mçi d·y con {apn} , {aqn} , ..., {asn} héi tô tíi a th× d·y
{an} còng héi tô tíi a.

2.4.4. §Þnh lý trªn (bµi to¸n 2.4.3) cã ®óng trong tr−êng hîp sè l−îng c¸c d·y
con lµ v« h¹n kh«ng ?

2.4.5. Chøng minh r»ng, nÕu mäi d·y con {ank
} cña d·y {an} ®Òu chøa mét

d·y con
{
ankl

}
héi tô tíi a th× d·y {an} còng héi tô tíi a.

2.4.6. X¸c ®Þnh tËp c¸c ®iÓm giíi h¹n cña d·y {an}, víi

an =
√

4(−1)n + 2,(a)

an =
1

2

(
n − 2 − 3

[
n − 1

3

])(
n − 3 − 3

[
n − 1

3

])
,(b)

an =
(1 − (−1)n)2n + 1

2n + 3
,(c)

an =
(1 + cosnπ) ln 3n + lnn

ln 2n
,(d)

an =
(
cos

nπ

3

)n

,(e)

an =
2n2

7
−
[
2n2

7

]
.(f)

2.4.7. T×m tËp hîp c¸c ®iÓm giíi h¹n cña d·y {an} cho bëi c«ng thøc

an = nα − [nα], α ∈ Q,(a)

an = nα − [nα], α 6∈ Q,(b)

an = sinπnα, α ∈ Q,(c)

an = sinπnα, α 6∈ Q.(d)

(1)Cßn gäi lµ c¸c giíi h¹n riªng hay c¸c ®iÓm tô cña d·y.
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2.4.8. Cho {ak} lµ mét d·y sinh ra tõ c¸ch ®¸nh sè mét-mét bÊt kú c¸c phÇn
tö cña ma trËn { 3

√
n − 3

√
m} , n,m ∈ N. Chøng minh r»ng mäi sè thùc ®Òu

lµ ®iÓm giíi h¹n cña d·y nµy.

2.4.9. Gi¶ sö {an} lµ d·y bÞ chÆn. Chøng minh r»ng tËp c¸c ®iÓm giíi h¹n
cña nã lµ ®ãng vµ bÞ chÆn.

2.4.10. X¸c ®Þnh lim
n→∞

an vµ lim
n→∞

an víi:

an =
2n2

7
−
[
2n2

7

]
,(a)

an =
n − 1

n + 1
cos

nπ

3
,(b)

an = (−1)nn,(c)

an = n(−1)nn,(d)

an = 1 + n sin
nπ

2
,(e)

an =

(
1 +

1

n

)n

(−1)n + sin
nπ

4
,(f)

an =
n
√

1 + 2n(−1)n ,(g)

an =

(
2 cos

2nπ

3

)n

,(h)

an =
lnn − (1 + cosnπ)n

ln 2n
.(i)

2.4.11. T×m giíi h¹n trªn vµ giíi h¹n d−íi cña c¸c d·y sau:

an = nα − [nα], α ∈ Q,(a)

an = nα − [nα], α 6∈ Q,(b)

an = sinπnα, α ∈ Q,(c)

an = sinπnα, α 6∈ Q.(d)

2.4.12. Víi d·y {an} bÊt kú chøng minh r»ng:

(a) nÕu tån t¹i k ∈ N sao cho víi mäi n > k, bÊt ®¼ng thøc an ≤ A lu«n ®óng
th× lim

n→∞
an ≤ A,

(b) nÕu víi mäi k ∈ N tån t¹i nk > k ®Ó ank
6 A th× lim

n→∞
an 6 A,
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(c) nÕu tån t¹i k ∈ N sao cho bÊt ®¼ng thøc an ≥ a ®óng víi mäi n > k th×
lim
n→∞

an ≥ a,

(d) nÕu víi mäi k ∈ N tån t¹i nk > k sao cho ank
≥ a th× lim

n→∞
an ≥ a.

2.4.13. Gi¶ sö d·y {an} tån t¹i giíi h¹n trªn vµ giíi h¹n d−íi h÷u h¹n. Chøng
minh r»ng

(a) L = lim
n→∞

an khi vµ chØ khi

(i) Víi mäi ε > 0 tån t¹i k ∈ N sao cho an < L + ε nÕu n > k vµ

(ii) Víi mäi ε > 0 vµ k ∈ N tån t¹i nk > k sao cho L − ε < ank

(b) l = lim
n→∞

an khi vµ chØ khi

(i) Víi mäi ε > 0 tån t¹i k ∈ N sao cho an > l − ε nÕu n > k vµ

(ii) Víi mäi ε > 0 vµ k ∈ N tån t¹i nk > k sao cho ank
< l + ε

H·y ph¸t biÓu nh÷ng kh¼ng ®Þng t−¬ng øng cho giíi h¹n trªn vµ giíi h¹n trong
tr−êng hîp v« h¹n.

2.4.14. Gi¶ sö tån t¹i mét sè nguyªn n0 sao cho víi n ≥ n0, an 6 bn. Chøng
minh r»ng

lim
n→∞

an 6 lim
n→∞

bn,(a)

lim
n→∞

an 6 lim
n→∞

bn.(b)

2.4.15. Chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc sau (trõ tr−êng hîp bÊt ®Þnh +∞−∞
vµ −∞ + ∞):

lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn 6 lim
n→∞

(an + bn) 6 lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn

6 lim
n→∞

(an + bn) 6 lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn.

H·y ®−a ra mét sè vÝ dô sao cho dÊu “ 6 ” trong c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn ®−îc
thay b»ng dÊu “ < ”.

2.4.16. C¸c bÊt ®¼ng thøc sau

lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn 6 lim
n→∞

(an + bn),

lim
n→∞

(an + bn) 6 lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn.
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cã ®óng trong tr−êng hîp cã v« h¹n d·y kh«ng ?

2.4.17. LÊy {an} vµ {bn} lµ c¸c d·y sè kh«ng ©m. Chøng minh r»ng (trõ
tr−êng hîp 0.(+∞) vµ (+∞).0) c¸c bÊt ®¼ng thøc sau:

lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn 6 lim
n→∞

(an · bn) 6 lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn

6 lim
n→∞

(an · bn) 6 lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn.

H·y ®−a ra mét sè vÝ dô sao cho dÊu “ 6 ” trong c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn ®−îc
thay b»ng dÊu “ < ”.

2.4.18. Chøng minh r»ng ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó mét d·y {an} héi tô lµ c¶
giíi h¹n trªn vµ giíi h¹n d−íi h÷u h¹n vµ

lim
n→∞

an = lim
n→∞

an.

Chøng minh r»ng bµi to¸n vÉn ®óng cho tr−êng hîp c¸c d·y ph©n kú tíi −∞
vµ +∞.

2.4.19. Chøng minh r»ng nÕu lim
n→∞

an = a, a ∈ R th×

lim
n→∞

(an + bn) = a + lim
n→∞

bn,

lim
n→∞

(an + bn) = a + lim
n→∞

bn,

2.4.20. Chøng minh r»ng nÕu lim
n→∞

an = a, a ∈ R, a > 0, vµ tån t¹i mét sè

nguyªn d−¬ng n0 sao cho bn ≥ 0 víi n ≥ n0, khi ®ã

lim
n→∞

(an.bn) = a. lim
n→∞

bn,

lim
n→∞

(an.bn) = a. lim
n→∞

bn,

2.4.21. Chøng minh r»ng

lim
n→∞

(−an) = − lim
n→∞

an, lim
n→∞

(−an) = − lim
n→∞

an.

2.4.22. Chøng minh r»ng víi d·y sè d−¬ng {an} ta cã

lim
n→∞

(
1

an

)
=

1

lim
n→∞

an

,
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lim
n→∞

(
1

an

)
=

1

lim
n→∞

(an)
.

(ë ®©y 1
+∞ = 0, 1

0+ = +∞.)

2.4.23. Chøng minh r»ng nÕu d·y {an} lµ d·y sè d−¬ng tho· m·n

lim
n→∞

(an) · lim
n→∞

(
1

an

)
= 1,

th× d·y {an} héi tô.

2.4.24. Chøng minh r»ng nÕu {an} lµ d·y tho· m·n víi bÊt kú d·y {bn} ,

lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn,

vµ
lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn.

th× d·y {an} héi tô.

2.4.25. Chøng minh r»ng, nÕu {an} lµ mét d·y d−¬ng tho¶ m·n víi bÊt k× d·y
d−¬ng {bn},

lim
n→∞

(an · bn) = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn.

hoÆc
lim
n→∞

(an.bn) = lim
n→∞

an lim
n→∞

bn,

v× vËy {an} héi tô.

2.4.26. Chøng minh r»ng víi bÊt k× d·y d−¬ng {an},

lim
n→∞

an+1

an
6 lim

n→∞
n
√

an 6 lim
n→∞

n
√

an 6 lim
n→∞

an+1

an
.

2.4.27. Cho d·y {an} , lÊy d·y {bn} x¸c ®Þnh nh− sau

bn =
1

n
(a1 + a2 + ... + an), n ∈ N.

Chøng minh r»ng

lim
n→∞

an 6 lim
n→∞

bn 6 lim
n→∞

bn 6 lim
n→∞

an.
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2.4.28. Chøng minh r»ng

lim
n→∞

(max {an, bn}) = max
{

lim
n→∞

an, lim
n→∞

bn

}
,(a)

lim
n→∞

(min{an, bn}) = min

{
lim
n→∞

an, lim
n→∞

bn

}
,(b)

KiÓm tra c¸c bÊt ®¼ng thøc sau:

lim
n→∞

(min {an, bn}) = min
{

lim
n→∞

an, lim
n→∞

bn

}
,(a)

lim
n→∞

(max {an, bn}) = max

{
lim
n→∞

an, lim
n→∞

bn

}
(d)

cã ®óng kh«ng?

2.4.29. Chøng minh r»ng mäi d·y sè thùc ®Òu chøa mét d·y con ®¬n ®iÖu.

2.4.30. Sö dông kÕt qu¶ bµi tr−íc ®Ó chøng minh ®Þnh lÝ Bolzano-Weierstrass:

Mäi d·y sè thùc bÞ chÆn ®Òu chøa mét d·y con héi tô.

2.4.31. Chøng minh r»ng víi mäi d·y sè d−¬ng {an},

lim
n→∞

a1 + a2 + ... + an + an+1

an

≥ 4.

Chøng minh r»ng 4 lµ ®¸nh gi¸ tèt nhÊt.

2.5 C¸c bµi to¸n hçn hîp

2.5.1. Chøng minh r»ng nÕu lim
n→∞

an = +∞ hay lim
n→∞

an = −∞ th×

lim
n→∞

(
1 +

1

an

)an

= e.

2.5.2. Víi x ∈ R chøng minh r»ng

lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n

= ex.
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2.5.3. Víi x > 0 h·y kiÓm chøng bÊt ®¼ng thøc

x

x + 2
< ln(x + 1) < x.

(Sö dông ®¹o hµm ) chøng minh r»ng bÊt ®¼ng thøc tr¸i cã thÓ m¹nh h¬n nh−
sau

x

x + 2
<

2x

x + 2
< ln(x + 1), x > 0.

2.5.4. Chøng minh r»ng

lim
n→∞

n( n
√

a − 1) = ln a, a > 0,(a)

lim
n→∞

n( n
√

n − 1) = +∞.(b)

2.5.5. LÊy {an} lµ d·y sè d−¬ng víi c¸c sè h¹ng kh¸c 1, chøng minh r»ng nÕu
lim

n→∞
an = 1 th×

lim
n→∞

ln an

an − 1
= 1.

2.5.6. LÊy

an = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ ... +

1

n!
, n ∈ N.

Chøng minh r»ng

lim
n→∞

an = e vµ 0 < e − an <
1

nn!
.

2.5.7. Chøng minh r»ng

lim
n→∞

(
1 +

x

1!
+

x2

2!
+ ... +

xn

n!

)
= ex.

2.5.8. Chøng minh r»ng

lim
n→∞

(
1

n
+

1

n + 1
+ ... +

1

2n

)
= ln 2,

(a)

lim
n→∞

(
1√

n(n + 1)
+

1√
(n + 1)(n + 2)

+ ... +
1√

2n(2n + 1)

)
= ln2.

(b)



50 Ch−¬ng 2. D·y sè thùc

2.5.9. T×m giíi h¹n cña d·y {an} ,trong ®ã

an =

(
1 +

1

n2

)(
1 +

2

n2

)
...
(
1 +

n

n2

)
, n ∈ N.

2.5.10. LÊy {an} lµ d·y ®−îc x¸c ®Þnh qui n¹p nh− sau

a1 = 1, an = n(an−1 + 1) víi n = 2, 3, ...

TÝnh

lim
n→∞

n∏

k=1

(
1 +

1

ak

)
.

2.5.11. Chøng minh r»ng lim
n→∞

(n!e − [n!e]) = 0.

2.5.12. Cho c¸c sè d−¬ng a vµ b, chøng minh r»ng

lim
n→∞

(
n
√

a + n
√

b

2

)n

=
√

ab.

2.5.13. Cho {an} vµ {bn} lµ c¸c d·y d−¬ng tháa m·n

lim
n→∞

an
n = a, lim

n→∞
bn
n = b, trong ®ã a, b > 0,

vµ gi¶ sö c¸c sè d−¬ng p, q tháa m·n p + q = 1. Chøng minh r»ng

lim
n→∞

(pan + qbn)
n = apbq.

2.5.14. Cho hai sè thùc a vµ b, x¸c ®Þnh d·y {an} nh− sau

a1 = a, a2 = b, an+1 =
n − 1

n
an +

1

n
an−1, n ≥ 2.

T×m lim
n→∞

an.

2.5.15. Cho {an} lµ mét d·y ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau

a1 = 1, a2 = 2, an+1 = n(an + an−1), n ≥ 2.

T×m c«ng thøc hiÓn cña c¸c sè h¹ng tæng qu¸t cña d·y.
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2.5.16. Cho a vµ b x¸c ®Þnh {an} nh− sau

a1 = a, a2 = b, an+1 =
1

2n
an−1 +

2n − 1

2n
an, n ≥ 2.

T×m lim
n→∞

an.

2.5.17. Cho

an = 3 −
n∑

k=1

1

k(k + 1)(k + 1)!
, n ∈ N.

(a) Chøng minh r»ng lim
n→∞

an = e.

(b) Chøng minh r»ng 0 < an − e < 1
(n+1)(n+1)!

.

2.5.18. TÝnh lim
n→∞

n sin(2πn!e).

2.5.19. Gi¶ sö {an} lµ d·y tho¶ m·n an < n, n = 1, 2, ..., vµ lim
n→∞

an = +∞.

H·y xÐt tÝnh héi tô cña d·y
(
1 − an

n

)n

, n = 1, 2, ....

2.5.20. Gi¶ sö d·y {bn} d−¬ng héi tô tíi +∞. XÐt tÝnh héi tô cña d·y

(
1 +

bn

n

)n

, n = 1, 2, ....

2.5.21. Cho d·y truy håi {an} ®Þnh nghÜa nh− sau

0 < a1 < 1, an+1 = an(1 − an), n ≥ 1,

chøng minh r»ng

lim
n→∞

nan = 1,(a)

lim
n→∞

n(1 − an)

lnn
= 1,(b)

2.5.22. XÐt d·y truy håi {an} nh− sau

0 < a1 < π, , an+1 = sin an, n ≥ 1.

Chøng minh r»ng lim
n→∞

√
nan =

√
3.
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2.5.23. Cho

a1 = 1, an+1 = an +
1

n∑
k=1

ak

, n ≥ 1.

Chøng minh r»ng

lim
n→∞

an√
2 lnn

= 1.

2.5.24. Cho {an} nh− sau

a1 > 0, an+1 = arctan an, n ≥ 1,

tÝnh lim
n→∞

an.

2.5.25. Chøng minh r»ng d·y ®Ö qui

0 < a1 < 1, an+1 = cos an, n ≥ 1,

héi tô tíi nghiÖm duy nhÊt cña ph−¬ng tr×nh x = cos x.

2.5.26. §Þnh nghÜa d·y {an} nh− sau

a1 = 0, an+1 = 1 − sin(an − 1), n ≥ 1

TÝnh

lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

ak.

2.5.27. Cho {an} lµ d·y c¸c nghiÖm liªn tiÕp cña ph−¬ng tr×nh tanx =
x, x > 0. T×m lim

n→∞
(an+1 − an).

2.5.28. Cho |a| 6 π
2
vµ a1 ∈ R. Nghiªn cøu tÝnh héi tô cña d·y {an} cho bëi

c«ng thøc sau:
an+1 = a sin an, n ≥ 1.

2.5.29. Cho a1 > 0, xÐt d·y {an} cho bëi

an+1 = ln(1 + an), n ≥ 1.

Chøng minh r»ng

lim
n→∞

nan = 2,(a)

lim
n→∞

n(nan − 2)

lnn
=

2

3
.(b)
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2.5.30. Cho d·y {an} nh− sau

a1 = 0 vµ an+1 =

(
1

4

)an

, n ≥ 1.

H·y nghiªn cøu tÝnh héi tô cña d·y.

2.5.31. Cho a1 > 0, ®Þnh nghÜa d·y {an} nh− sau:

an+1 = 21−an, n ≥ 1.

Kh¶o s¸t tÝnh héi tô cña d·y.

2.5.32. T×m giíi h¹n cña d·y cho bëi

a1 =
√

2, an+1 = 2
an
2 , n ≥ 1.

2.5.33. Chøng minh r»ng nÕu lim
n→∞

(an − an−2) = 0 th×

lim
n→∞

an − an−1

n
= 0.

2.5.34. Chøng minh r»ng nÕu víi d·y d−¬ng {an} bÊt kú tho¶ m·n

lim
n→∞

n

(
1 − an+1

an

)

tån t¹i (h÷u h¹n hoÆc v« h¹n) th×

lim
n→∞

ln 1
an

lnn

còng tån t¹i vµ c¶ hai giíi h¹n b»ng nhau.

2.5.35. Cho a1, b1 ∈ (0, 1), Chøng minh r»ng d·y {an} vµ {bn} cho bëi c«ng
thøc

an+1 = a1(1 − an − bn) + an, bn+1 = b1(1 − an − bn) + bn, n ≥ 1

héi tô vµ t×m giíi h¹n cña chóng.

2.5.36. Cho a vµ a1 d−¬ng, xÐt d·y {an} nh− sau

an+1 = an(2 − nan), n = 1, 2, ...

Kh¶o s¸t sù héi tô cña d·y.
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2.5.37. Chøng minh r»ng nÕu a1 vµ a2 lµ hai sè d−¬ng vµ

an+2 =
√

an +
√

an+1, n = 1, 2, ...

th× d·y {an} héi tô. T×m giíi h¹n cña d·y.

2.5.38. Gi¶ sö f : Rk
+ −→ R− lµ mét hµm t¨ng víi mçi biÕn vµ tån t¹i a > 0

sao cho

f(x, x, ..., x) > x víi 0 < x < a,

f(x, x, ..., x) < x víi x > a.

Cho c¸c sè d−¬ng a1, a2, . . . , ak, ®Þnh nghÜa d·y truy håi {an} nh− sau:

an = f(an−1, an−2, ..., an−k), víi n > k.

Chøng minh r»ng lim
n→∞

an = a.

2.5.39. Cho a1 vµ a2 lµ hai sè d−¬ng. XÐt tÝnh héi tô cña d·y {an} ®−îc ®Þnh
nghÜa truy håi nh− sau

an+1 = ane
an−an−1 víi n ≥ 1.

2.5.40. Cho a > 1 vµ x > 0, ®Þnh nghÜa {an} bëi a1 = ax, an+1 =
aan, n ∈ N. H·y xÐt tÝnh héi tô cña d·y.

2.5.41. Chøng minh r»ng
√

2 +

√
2 + ... +

√
2

︸ ︷︷ ︸
n - c¨n

= 2 cos
π

2n+1
.

Sö dông kÕt qu¶ trªn ®Ó tÝnh giíi h¹n cña d·y truy håi cho bëi

a1 =
√

2, an+1 =
√

2 + an, n ≥ 1.

2.5.42. Cho {εn} lµ d·y sao cho c¸c sè h¹ng chØ nhËn mét trong ba gi¸ trÞ
−1, 0, 1. ThiÕt lËp c«ng thøc

ε1

√
2 + ε2

√
2 + · · · + εn

√
2 = 2 sin

(
π

4

n∑

k=1

ε1ε2...εk

2k−1

)
, n ∈ N.

vµ chøng tá r»ng d·y

an = ε1

√
2 + ε2

√
2 + · · · + εn

√
2

héi tô.
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2.5.43. TÝnh

lim
n→∞

(
arctan

1

2
+ arctan

1

2.22
+ ... + arctan

1

2n2

)
.

2.5.44. TÝnh lim
n→∞

sin(π
√

n2 + n).

2.5.45. XÐt tÝnh héi tô cña d·y truy håi d−íi ®©y

a1 =
√

2, a2 =

√
2 +

√
3, an+2 =

√
2 +

√
3 + an víi n ≥ 1.

2.5.46. Chøng minh r»ng

lim
n→∞

√√√√
1 + 2

√

1 + 3

√
1 + ...

√
1 + (n − 1)

√
1 + n = 3.

2.5.47. Cho a > 0, cho d·y {an} bëi

a1 < 0, an+1 =
a

an

− 1 víi n ∈ N.

Chøng minh r»ng d·y trªn héi tô tíi nghiÖm ©m cña ph−¬ng tr×nh x2 +x = a.

2.5.48. Cho a > 0, xÐt d·y {an} :

a1 > 0, an+1 =
a

an + 1
víi n ∈ N.

Chøng minh r»ng d·y héi tô tíi nghiÖm d−¬ng cña ph−¬ng tr×nh x2 + x = a.

2.5.49. Cho {an} lµ d·y truy håi cho bëi c«ng thøc sau

a1 = 1, an+1 =
2 + an

1 + an
víi n ∈ N.

Chøng minh r»ng {an} lµ d·y Cauchy vµ t×m giíi h¹n cña nã.

2.5.50. Chøng minh r»ng d·y ®Þnh nghÜa bëi

a1 > 0, an+1 = 2 +
1

an
, n ∈ N,

lµ d·y Cauchy vµ t×m giíi h¹n cña d·y.
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2.5.51. Cho a > 0, ®Þnh nghÜa {an} nh− sau:

a1 = 0 an+1 =
a

2 + an
víi n ∈ N.

H·y xÐt tÝnh héi tô cña d·y {an} .

2.5.52. Gi¶ sö r»ng a1 ∈ R vµ an+1 = |an − 21−n| víi n ∈ N. H·y xÐt tÝnh
héi tô cña d·y vµ trong tr−êng hîp héi tô h·y t×m giíi h¹n ®ã.

2.5.53. Chøng minh r»ng

(a) NÕu 0 < a < 1 th×

lim
n→∞

n−1∑

j=1

jaj

n − j
= 0,

(b) NÕu 0 < a < 1 th×

lim
n→∞

nan

n∑

j=1

1

jaj
=

1

1 − a
,

(c) NÕu b > 1 th×

lim
n→∞

n

bn

n∑

j=1

bj−1

j
=

1

b − 1
.

2.5.54. TÝnh

lim
n→∞

(
sin

π

n + 1
+ sin

π

n + 2
+ ... + sin

π

2n

)
.

2.5.55. TÝnh

lim
n→∞

n∏

k=1

(
1 +

k2

cn3

)
, víi c > 0,(a)

lim
n→∞

n∏

k=1

(
1 − k2

cn3

)
, víi c > 1.(b)

2.5.56. X¸c ®Þnh

lim
n→∞

√
n3n

n!

n∏

k=1

sin
k

n
√

n
.



2.5. C¸c bµi to¸n hçn hîp 57

2.5.57. Cho d·y {an} ®Þnh nghÜa theo c«ng thøc sau:

an =
n∑

k=0

(
n

k

)−1

, n ≥ 1,

Chøng minh r»ng lim
n→∞

an = 2.

2.5.58. T×m gi¸ trÞ α sao cho d·y

an =

(
1 −

(
1

n

)α)(
1 −

(
2

n

)α)
...

(
1 −

(
n − 1

n

)α)
, n ≥ 2,

héi tô.

2.5.59. Víi x ∈ R, ®Þnh nghÜa {x} = x − [x]. TÝnh lim
n→∞

{
(2 +

√
3)n
}

.

2.5.60. Cho {an} lµ mét d·y d−¬ng vµ ®Æt Sn = a1 + a2 + ... + an, n ≥ 1.
Gi¶ sö ta cã

an+1 ≤
1

Sn+1
((Sn − 1)an + an−1), n > 1.

H·y tÝnh lim
n→∞

an.

2.5.61. Cho {an} lµ d·y d−¬ng tho¶ m·n

lim
n→∞

an

n
= 0, lim

n→∞

a1 + a2 + ... + an

n
< ∞.

TÝnh

lim
n→∞

a2
1 + a2

2 + ... + a2
n

n2
.

2.5.62. XÐt hai d·y d−¬ng {an} vµ {bn} tho¶ m·n

lim
n→∞

an

a1 + a2 + ... + an
= 0 lim

n→∞

bn

b1 + b2 + ... + bn
= 0.

§Þnh nghÜa d·y {cn} nh− sau:

cn = a1bn + a2bn−1 + ... + anb1, n ∈ N.

Chøng minh r»ng

lim
n→∞

cn

c1 + c2 + ... + cn
= 0.
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2.5.63. TÝnh

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n2

e−n.

2.5.64. Gi¶ sö d·y {an} bÞ chÆn trªn vµ tho¶ m·n ®iÒu kiÖn

an+1 − an > − 1

n2
, n ∈ N.

H·y thiÕt lËp sù héi tô cña d·y {an} .

2.5.65. Gi¶ sö d·y {an} bÞ chÆn tho¶ m·n ®iÒu kiÖn

an+1
2n√

2 ≥ an, n ∈ N.

H·y thiÕt lËp sù héi tô cña d·y {an} .

2.5.66. Ký hiÖu l vµ L t−¬ng øng lµ giíi h¹n d−íi vµ giíi h¹n trªn cña d·y
{an} . Chøng minh r»ng nÕu lim

n→∞
(an+1 − an) = 0 th× mçi ®iÓm trong kho¶ng

më (l, L) lµ ®iÓm giíi h¹n cña {an} .

2.5.67. Ký hiÖu l vµ L t−¬ng øng lµ giíi h¹n d−íi vµ giíi h¹n trªn cña d·y
{an} . Gi¶ sö r»ng víi mäi n, an+1 − an > −αn, víi αn > 0 vµ lim

n→∞
αn = 0.

Chøng minh r»ng mçi ®iÓm trong kho¶ng më (l, L) lµ ®iÓm giíi h¹n cña {an} .

2.5.68. Cho {an} lµ d·y d−¬ng vµ ®¬n ®iÖu t¨ng. Chøng minh r»ng tËp c¸c
®iÓm giíi h¹n cña d·y

an

n + an
, n ∈ N,

lµ mét kho¶ng, kho¶ng nµy suy biÕn thµnh mét ®iÓm trong tr−êng hîp héi tô.

2.5.69. Cho a1 ∈ R, xÐt d·y {an} nh− sau:

an+1 =

{
an

2
nÕu n ch½n,

1+an

2
nÕu n lÎ.

T×m c¸c ®iÓm giíi h¹n cña d·y trªn.

2.5.70. LiÖu 0 cã ph¶i lµ mét ®iÓm giíi h¹n cña d·y {
√

n sinn} ?

2.5.71. Chøng minh r»ng víi d·y d−¬ng {an} ta cã

lim
n→∞

(
a1 + an+1

an

)n

≥ e.
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2.5.72. Chøng minh kÕt qu¶ tæng qu¸t cña bµi to¸n trªn: Cho sè nguyªn d−¬ng
p vµ d·y d−¬ng {an}, Chøng minh r»ng

lim
n→∞

(
a1 + an+p

an

)n

≥ ep.

2.5.73. Chøng minh víi d·y d−¬ng {an} ta cã

lim
n→∞

n

(
1 + an+1

an

− 1

)
≥ 1.

Chøng minh 1 lµ h»ng sè tèt nhÊt cã thÓ ®−îc cña bÊt ®¼ng thøc trªn.

2.5.74. Cho

an =

√
1 +

√
1 + ... +

√
1

︸ ︷︷ ︸
n - c¨n

T×m lim
n→∞

an.

2.5.75. Cho {an} lµ d·y víi c¸c phÇn tö lín h¬n 1 . Gi¶ sö ta cã

lim
n→∞

ln ln an

n
= α,

XÐt d·y {bn} nh− sau:

bn =

√
a1 +

√
a2 + ... +

√
an, n ∈ N.

Chøng minh r»ng nÕu α < ln 2 th× {bn} héi tô, ng−îc l¹i nÕu α < ln 2 th× d·y
ph©n k× tíi ∞.

2.5.76. Gi¶ sö c¸c sè h¹ng cña d·y cña d·y {an} tho¶ m·n ®iÒu kiÖn

0 ≤ an+m ≤ an + am víi n,m ∈ R.

Chøng minh r»ng giíi h¹n lim
n→∞

an

n
tån t¹i.

2.5.77. Gi¶ sö c¸c sè h¹ng cña d·y cña d·y {an} tho¶ m·n ®iÒu kiÖn

0 ≤ an+m ≤ an · am víi n,m ∈ R.

Chøng minh r»ng giíi h¹n lim
n→∞

n
√

an tån t¹i.
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2.5.78. Gi¶ sö c¸c sè h¹ng cña d·y cña d·y {an} tho¶ m·n ®iÒu kiÖn

|an| ≤ 1,

an + am − 1 ≤ an+m ≤ an + am + 1

víi n,m ∈ N.

(a) Chøng minh r»ng giíi h¹n lim
n→∞

an

n
tån t¹i.

(b) Chøng minh r»ng nÕu giíi h¹n lim
n→∞

an

n
= g th×

ng − 1 ≤ an ≤ ng + 1 víi n ∈ N.

2.5.79. Cho {an} lµ d·y d−¬ng vµ ®¬n ®iÖu t¨ng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn

an.m ≥ nam víi n,m ∈ N.

Chøng minh r»ng nÕu sup
{

an

n
: n ∈ N

}
< +∞ th× d·y

{
an

n

}
héi tô.

2.5.80. Cho hai sè d−¬ng a1 vµ a2, chøng minh d·y truy håi {an} cho bëi

an+2 =
2

an+1 + an
víi n ∈ N

héi tô.

2.5.81. Cho b1 ≥ a1 > 0, xÐt hai d·y {an} vµ {bn} cho bëi c«ng thøc truy
håi:

an+1 =
an + bn

2
, bn+1 =

√
an+1bn víi n ∈ N.

Chøng minh r»ng c¶ hai d·y ®Òu héi tô tíi cïng mét giíi h¹n.

2.5.82. Cho ak,n, bk,n, n ∈ N, k = 1, 2, ..., n, lµ hai b¶ng tam gi¸c c¸c sè thùc
víi bk,n 6= 0. Gi¶ sö r»ng

ak,n

bk,n
−→
n→∞

1 ®Òu ®èi víi k, cã nghÜa lµ víi mäi ε > 0,

lu«n tån t¹i mét sè d−¬ng n0 sao cho
∣∣∣∣
ak,n

bk,n
− 1

∣∣∣∣ < ε

víi mäi n > n0 vµ k = 1, 2, ..., n. Chøng minh r»ng nÕu lim
n→∞

n∑
k=1

bk,n tån t¹i

th×

lim
n→∞

n∑

k=1

ak,n = lim
n→∞

n∑

k=1

bk,n.
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2.5.83. Cho a 6= 0, t×m

lim
n→∞

n∑

k=1

sin
(2k − 1)a

n2
.

2.5.84. Víi a > 0, tÝnh

lim
n→∞

n∑

k=1

(
a

k
n2 − 1

)
.

2.5.85. TÝnh

lim
n→∞

n∏

k=1

(
1 +

k

n2

)
.

2.5.86. Víi p 6= 0 vµ q > 0, h·y tÝnh

lim
n→∞

n∑

k=1

((
1 +

kq−1

nq

) 1
p

− 1

)
.

2.5.87. Cho c¸c sè d−¬ng a, b vµ d víi b > a, tÝnh

lim
n→∞

a(a + d)...(a + nd)

b(b + d)...(b + nd)
.





Ch−¬ng 3

Chuçi sè thùc

Tãm t¾t lý thuyÕt

• Cho chuçi h×nh thøc

∞∑

n=1

an.(A)

an ®−îc gäi lµ sè h¹ng thø n hay sè h¹ng tæng qu¸t cña chuçi (A).

D·y c¸c tæng riªng cña chuçi (A) ®−îc ®Þnh nghÜa lµ

sn =
n∑

k=1

ak, n ∈ N.

sn ®−îc gäi lµ tæng riªng thø n cña chuçi (A).

Nãi r»ng chuçi (A) héi tô vµ cã tæng b»ng s, nÕu

lim
n→∞

sn = s.

Trong tr−êng hîp nµy, phÇn d− cña chuçi (A) ®−îc ®Þnh nghÜa lµ

rn = s − sn =
∞∑

k=n+1

ak, n ∈ N.

Nãi r»ng chuçi (A) ph©n kú, nÕu giíi h¹n nãi trªn kh«ng tån t¹i

63
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• §iÒu kiÖn cÇn ®Ó chuçi (A) héi tô lµ

lim
n→∞

an = 0.

• §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó chuçi (A) héi tô lµ: víi ε > cho tr−íc, tån
t¹i nε ∈ N sao cho

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n

ak

∣∣∣∣∣ < ε, ∀n > nε, ∀p ∈ N.

• (A) ®−îc gäi lµ chuçi d−¬ng nÕu an ≥ 0 víi mäi n.

• Tiªu chuÈn so s¸nh. Cho hai chuçi d−¬ng (A) vµ (B)

∞∑

n=1

bn.(B)

Gi¶ sö
an 6 bn ∀n ∈ N.

Khi ®ã,

nÕu chuçi (B) héi tô, th× chuçi (A) còng héi tô;

nÕu chuçi (A) ph©n kú, th× chuçi (B) còng ph©n kú.

§Æc biÖt, nÕu

lim
n→∞

an

bn
= k 6= 0,

th× hai chuçi (A), (B) cïng héi tô hoÆc cïng ph©n kú.

• Tiªu chuÈn tû sè (D’Alembert). Cho chuçi d−¬ng (A).

NÕu
lim
n→∞

an+1

an
< 1,

th× chuçi (A) héi tô.

NÕu
lim
n→∞

an+1

an
> 1,

th× chuçi (A) ph©n kú.
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§Æc biÖt, gi¶ sö tån t¹i giíi h¹n

a = lim
n→∞

an+1

an
,

khi ®ã, nÕu a < 1 th× chuçi (A) héi tô; nÕu a > 1 th× chuçi (A) ph©n kú.

• Tiªu chuÈn c¨n (Cachy). Cho chuçi d−¬ng (A). Gi¶ sö tån t¹i giíi
h¹n

c = lim
n→∞

n
√

an,

khi ®ã, nÕu c < 1 th× chuçi (A) héi tô; nÕu c > 1 th× chuçi (A) ph©n kú.

• Tiªu chuÈn Raabe. Cho chuçi d−¬ng (A).

NÕu

lim
n→∞

n

(
an

an+1
− 1

)
> 1,

th× chuçi (A) héi tô.

NÕu

lim
n→∞

n

(
an

an+1
− 1

)
< 1,

th× chuçi (A) ph©n kú.

§Æc biÖt, gi¶ sö tån t¹i giíi h¹n

r = lim
n→∞

n(
an

an+1

− 1)

khi ®ã, nÕu r > 1 th× chuçi (A) héi tô; nÕu r < 1 th× chuçi (A) ph©n kú.

• Nãi r»ng chuçi (A) héi tô tuyÖt ®èi, nÕu chuçi (gåm c¸c trÞ sè
tuyÖt ®èi)

∞∑

n=1

|an|

héi tu.

Chuçi héi tô tuyÖt ®èi th× héi tô. §iÒu ng−îc l¹i, nãi chung, kh«ng ®óng.

• Nãi r»ng chuçi (A) héi tô cã ®iÒu kiÖn hay b¸n héi tô, nÕu
chuçi nã héi tô nh−ng kh«ng héi tô tuyÖt ®èi.

• Chuçi ®an dÊu lµ chuçi cã d¹ng

b1 − b2 + b3 − · · · + (−1)n−1 + · · · , bn ≥ 0.
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• Tiªu chuÈn Leibniz nãi r»ng, nÕu d·y sè {bn} ®¬n ®iÖu gi¶m vµ héi
tô vÒ 0 th× chuçi ®an dÊu héi tô.

• PhÐp biÕn ®æi Abel Cho hai chuçi bÊt kú (A) vµ (B). §Æt

An =
n∑

k=1

ak, Bn =
n∑

k=1

bk, Cn =
n∑

k=1

akbk.

Khi ®ã ta cã

Cn = anBn −
n−1∑

k=1

(ak+1 − ak)Bk.

• Tiªu chuÈn Abel. Cho hai chuçi bÊt kú (A) vµ (B). XÐt chuçi (C)
nh− sau

∞∑

n=1

anbn.(C)

NÕu chuçi (B) héi tô vµ d·y {an} ®¬n ®iÖu vµ bÞ chÆn th× chuçi (C) héi tô.

• Tiªu chuÈn Dirichlet. NÕu d·y {An} bÞ chÆn, d·y {bn} ®¬n ®iÖu
vµ cã giíi h¹n b»ng 0 th× chuçi (C) héi tô.
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3.1 Tæng cña chuçi

3.1.1. T×m c¸c chuçi vµ tæng cña chóng nÕu d·y {Sn} c¸c tæng riªng cña chóng
®−îc cho nh− sau:

(a) Sn =
n + 1

n
, n ∈ N, (b) Sn =

2n − 1

2n
, n ∈ N,

(c) Sn = arctan n, n ∈ N, (d) Sn =
(−1)n

n
, n ∈ N,

3.1.2. T×m tæng cña c¸c chuçi

(a)

∞∑

n=1

2n + 1

n2(n + 1)2
, (b)

∞∑

n=1

n

(2n − 1)2(2n + 1)2
,

(c)

∞∑

n=1

n −
√

n2 − 1√
n(n + 1)

, (d)

∞∑

n=1

1

4n2 − 1
,

(e)

∞∑

n=1

1

(
√

n +
√

n + 1)
√

n(n + 1)
.

3.1.3. TÝnh c¸c tæng sau

ln
1

4
+

∞∑

n=1

ln
(n + 1)(3n + 1)

n(3n + 4)
,(a)

∞∑

n=1

ln
(2n + 1)n

(n + 1)(2n − 1)
.(b)

3.1.4. T×m tæng cña c¸c chuçi

∞∑

n=1

1

n(n + 1) . . . (n + m)
,m ∈ N,(a)

∞∑

n=1

1

n(n + m)
,m ∈ N,(b)

∞∑

n=1

n2

(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)
.(c)

3.1.5. TÝnh

(a)

∞∑

n=1

sin
n!π

720
, (b)

∞∑

n=1

1

n

[
lnn

n − lnn

]
.



68 Ch−¬ng 3. Chuçi sè thùc

3.1.6. TÝnh
∞∑

n=1

sin
1

2n+1
cos

3

2n+1
.

3.1.7. T×m
∞∑

n=0

1

n!(n4 + n2 + 1)
.

3.1.8. Chøng minh r»ng

∞∑

n=1

n

3 · 5 · . . . · (2n + 1)
=

1

2
.

3.1.9. Gi¶ sö {an} lµ mét d·y tho¶ m·n

lim
n→∞

((a1 + 1)(a2 + 1) . . . (an + 1)) = g, 0 < g 6 +∞.

Chøng minh r»ng

∞∑

n=1

an

(a1 + 1)(a2 + 1) . . . (an + 1)
= 1 − 1

g
.

( qui −íc: 1
∞ = 0).

3.1.10. Dïng kÕt qu¶ trong bµi to¸n tr−íc, t×m tæng cña c¸c chuçi

∞∑

n=1

n − 1

n!
,(a)

∞∑

n=1

2n − 1

2 · 4 · 6 · . . . · 2n,(b)

∞∑

n=2

1
n2(

1 − 1
22

) (
1 − 1

32

)
...
(
1 − 1

n2

) .(c)

3.1.11. Gäi {an} lµ d·y cho bëi

a1 > 2, an+1 = a2
n − 2 víi n ∈ N.

Chøng minh r»ng

∞∑

n=1

1

a1 · a2 · . . . · an
=

a1 −
√

a1
2 − 4

2
.
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3.1.12. Víi b > 2, kiÓm tra r»ng

∞∑

n=1

n!

b(b + 1) . . . (b + n − 1)
=

1

b − 2
.

3.1.13. Cho a > 0 vµ b > a + 1, chøng minh ®¼ng thøc

∞∑

n=1

a(a + 1) . . . (a + n − 1)

b(b + 1) . . . (b + n − 1)
=

a

b − a − 1
.

3.1.14. Cho a > 0 vµ b > a + 2, kiÓm tra ®¼ng thøc sau

∞∑

n=1

a(a + 1) . . . (a + n − 1)

b(b + 1) . . . (b + n − 1)
=

a(b− 1)

(b − a − 1)(b − a − 2)
.

3.1.15. Cho
∞∑

n=1

1
an
lµ chuçi ph©n kú víi c¸c sè h¹ng d−¬ng. Cho tr−íc b > 0,

t×m tæng
∞∑

n=1

a1 · a2 · . . . · an

(a2 + b)(a3 + b) . . . (an+1 + b)
.

3.1.16. TÝnh
∞∑

n=0

(−1)n cos3 3nx

3n
.

3.1.17. Cho c¸c h»ng sè kh¸c kh«ng a, b vµ c, gi¶ sö c¸c hµm f vµ g tho¶ m·n
®iÒu kiÖn f(x) = af(bx) + cg(x).

(a) Chøng minh r»ng nÕu lim
n→∞

anf(bnx) = L(x) tån t¹i th×

∞∑

n=0

ang(bnx) =
f(x) − L(x)

c
.

(b) Chøng minh r»ng nÕu lim
n→∞

a−nf(b−nx) = M(x) tån t¹i th×

∞∑

n=0

a−ng(b−nx) =
M(x) − af(bx)

c
.
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3.1.18. Dïng ®ång nhÊt thøc sinx = 3 sin x
3
− 4 sin3 x

3
, chøng minh r»ng

∞∑

n=0

3n sin3 x

3n+1
=

x − sinx

4
,(a)

∞∑

n=0

1

3n
sin3 x

3−n+1
=

3

4
sin

x

3
.(b)

3.1.19. Dïng ®ång nhÊt thøc cotx = 2 cot(2x) + tanx víi x 6= k π
2
, k ∈ Z,

chøng minh r»ng
∞∑

n=0

1

2n
tan

x

2n
=

1

x
− 2 cot(2x).

3.1.20. Dïng ®ång nhÊt thøc arctan x = arctan(bx) + arctan (1−b)x
1+bx2 , thiÕt

lËp c¸c c«ng thøc sau:

∞∑

n=0

arctan
(1 − b)bnx

1 + b2n+1x2
= arctan x víi 0 < b < 1,(a)

∞∑

n=0

arctan
(b − 1)bnx

1 + b2n+1x2
= arccot x víi x 6= 0 vµ b > 1.(b)

3.1.21. Cho {an} lµ d·y Fibonacci ®−îc x¸c ®Þnh bëi

a0 = a1 = 1, an+1 = an + an−1, n ≥ 1

vµ ®Æt Sn =
n∑

k=0

a2
k . T×m

∞∑

n=0

(−1)n

Sn
.

3.1.22. Víi d·y Fibonacci {an} trong bµi trªn, tÝnh
∞∑

n=0

(−1)n

anan+2
.

3.1.23. Víi d·y Fibonacci {an} trong bµi trªn, x¸c ®Þnh tæng
∞∑

n=1

arctan
1

a2n
.
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3.1.24. T×m tæng

(a)

∞∑

n=1

arctan
2

n2
, (b)

∞∑

n=1

arctan
1

n2 + n + 1
,

(c)

∞∑

n=1

arctan
8n

n4 − 2n2 + 5
.

3.1.25. Cho {an} lµ d·y d−¬ng ph©n kú tíi v« cïng. Chøng minh r»ng
∞∑

n=1

arctan
an+1 − an

1 + anan+1
= arctan

1

a1
.

3.1.26. Chøng minh r»ng víi bÊt kú ho¸n vÞ nµo cña c¸c sè h¹ng cña chuçi
d−¬ng, tæng cña chuçi nhËn ®−îc kh«ng thay ®æi.

3.1.27. Chøng minh ®ång nhÊt thøc

∞∑

n=1

1

(2n − 1)2
=

3

4

∞∑

n=1

1

n2
.

3.1.28. Chøng minh r»ng

∞∑

n=1

1

n2
=

π2

6
,(a)

∞∑

n=1

1

n4
=

π4

90
,(b)

∞∑

n=0

(−1)n 1

2n + 1
=

π

4
(c)

3.1.29. Cho d·y {an} ®−îc x¸c ®Þnh bëi

a1 = 2, an+1 = a2
n − an + 1 víi n ≥ 1.

T×m
∞∑

n=1

1
an

.

3.1.30. Cho d·y {an} ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau

a1 > 0, an+1 = ln
ean − 1

an
víi n ≥ 1,

vµ ®Æt bn = a1 · a2 · . . . · an. T×m
∞∑

n=1

bn.
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3.1.31. Cho d·y {an} ®−îc x¸c ®Þnh bëi

a1 = 1, an+1 =
1

a1 + a2 + . . . + an
−

√
2 víi n ≥ 1.

T×m tæng cña chuçi
∞∑

n=1

an.

3.1.32. T×m tæng cña c¸c chuçi sau

∞∑

n=1

(−1)n−1 1

n
,(a)

∞∑

n=1

(−1)n−1 2n + 1

n(n + 1)
,(b)

∞∑

n=1

(
1

x + 2n − 1
+

1

x + 2n
− 1

x + n

)
, x 6= −1, −2, . . . .(c)

3.1.33. TÝnh
∞∑

n=1

(−1)n−1 ln

(
1 +

1

n

)
.

3.1.34. TÝnh
∞∑

n=1

(−1)n−1 ln

(
1 − 1

(n + 1)2

)
.

3.1.35. X¸c ®Þnh tæng cña c¸c chuçi

∞∑

n=1

(
1

n
− ln

(
1 +

1

n

))
.

3.1.36. Gi¶ sö hµm f kh¶ vi trªn (0,+∞), sao cho ®¹o hµm f ′ cña nã ®¬n
®iÖu trªn mét kho¶ng con (a,+∞), vµ lim

x→∞
f ′(x) = 0. Chøng minh r»ng giíi

h¹n

lim
n→+∞

(
1

2
f(1) + f(2) + f(3) + . . . + f(n − 1) +

1

2
f(n) −

∫ n

1

f(x)dx

)

tån t¹i. XÐt c¸c tr−êng hîp ®Æc biÖt cña khi hµm f(x) cã d¹ng f(x) = 1
x
vµ

f(x) = lnx.
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3.1.37. X¸c ®Þnh tæng cña chuçi

∞∑

n=1

(−1)n lnn

n
.

3.1.38. T×m
∞∑

n=1

(
n ln

2n + 1

2n − 1
− 1

)
.

3.1.39. Cho tr−íc sè nguyªn k ≥ 2, chøng minh r»ng chuçi

∞∑

n=1

(
1

(n − 1)k + 1
+

1

(n − 1)k + 2
+ . . . +

1

nk − 1
− x

nk

)

héi tô ®èi víi duy nhÊt mét gi¸ trÞ cña x. T×m gi¸ trÞ nµy vµ tæng cña chuçi.

3.1.40. Cho d·y {an} ®−îc x¸c ®Þnh bëi

a0 = 2, an+1 = an +
3 + (−1)n

2
,

tÝnh
∞∑

n=0

(−1)[
n+1

2 ] 1

a2
n − 1

.

3.1.41. Chøng minh r»ng tæng cña c¸c chuçi

(a)

∞∑

n=1

1

n!
, (b)

∞∑

n=1

1

(n!)2

lµ v« tû.

3.1.42. Cho {εn} lµ d·y víi εn nhËn hai gi¸ trÞ 1 hoÆc −1. Chøng minh r»ng

tæng cña chuçi
∞∑

n=1

εn

n!
lµ sè v« tû.

3.1.43. Chøng minh r»ng víi mäi sè nguyªn d−¬ng k , tæng cña chuçi

∞∑

n=1

(−1)n

(n!)k

lµ v« tû.
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3.1.44. Gi¶ sö r»ng {nk} lµ d·y ®¬n ®iÖu t¨ng c¸c sè nguyªn d−¬ng sao cho

lim
k→∞

nk

n1n2 · . . . · nk−1
= +∞.

Chøng minh r»ng
∞∑
i=1

1
ni
lµ v« tû.

3.1.45. Chøng minh r»ng nÕu {nk} lµ d·y c¸c sè nguyªn d−¬ng tho¶ m·n

lim
k→∞

nk

n1n2 · . . . · nk−1
= +∞ vµ lim

k→∞

nk

nk−1
> 1,

th×
∞∑
i=1

1
ni
lµ v« tû.

3.1.46. Gi¶ sö r»ng {nk} lµ d·y ®¬n ®iÖu t¨ng c¸c sè nguyªn d−¬ng sao cho
lim
k→∞

2k√nk = ∞. Chøng minh r»ng
∞∑

k=1

1
nk
lµ v« tû.

3.1.47. Gi¶ sö chuçi
∞∑

n=1

pn

qn
, pn, qn ∈ N lµ chuçi héi tô vµ gi¶ sö

pn

qn − 1
− pn+1

qn+1 − 1
≥ pn

qn
.

Ký hiÖu A lµ tËp tÊt c¶ c¸c sè n sao cho bÊt ®¼ng thøc trªn cã dÊu > . Chøng

minh r»ng
∞∑

n=1

pn

qn
v« tû khi vµ chØ khi A lµ v« h¹n.

3.1.48. Chøng minh r»ng víi mäi d·y t¨ng ngÆt c¸c sè nguyªn d−¬ng {nk},
tæng cña chuçi

∞∑
k=1

2nk

nk !
lµ v« tû.
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3.2 Chuçi d−¬ng

3.2.1. C¸c chuçi sau héi tô hay ph©n kú

(a)

∞∑

n=1

(
√

n2 + 1 − 3
√

n3 + 1), (b)

∞∑

n=1

(
n2 + 1

n2 + n + 1
)n2

,

(c)

∞∑

n=2

(2n − 3)!!

(2n − 2)!!
, (d)

∞∑

n=1

(
n

n + 1
)n(n+1),

(e)

∞∑

n=1

(
1 − cos

1

n

)
, (f)

∞∑

n=1

( n
√

n − 1)n,

(g)

∞∑

n=1

( n
√

a− 1), a > 1.

3.2.2. KiÓm tra sù héi tô cña c¸c chuçi sau ®©y

(a)

∞∑

n=1

1

n
ln

(
1 +

1

n

)
, (b)

∞∑

n=2

1√
n

ln
n + 1

n − 1
,

(c)

∞∑

n=1

1

n2 − lnn
, (d)

∞∑

n=2

1

(lnn)ln n
,

(e)

∞∑

n=2

1

(lnn)ln lnn
.

3.2.3. Cho
∞∑

n=1

an,
∞∑

n=1

bn lµ c¸c chuçi d−¬ng tho¶ m·n

an+1

an

≤ bn+1

bn

víi n ≥ n0.

Chøng minh r»ng nÕu
∞∑

n=1

bn héi tô, th×
∞∑

n=1

an còng héi tô.

3.2.4. KiÓm tra sù héi tô cña c¸c chuçi sau ®©y

(a)

∞∑

n=1

nn−2

enn!
, (b)

∞∑

n=1

nn

enn!
.
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3.2.5. T×m gi¸ trÞ cña α ®Ó c¸c chuçi sau héi tô

(a)

∞∑

n=1

(
n
√

a− 1
)α

, a > 1, (b)

∞∑

n=1

(
n
√

n − 1
)α

,

(c)

∞∑

n=1

((
1 +

1

n

)n+1

− e

)α

, (d)

∞∑

n=1

(
1 − n sin

1

n

)α

.

3.2.6. Chøng minh r»ng nÕu chuçi d−¬ng
∞∑

n=1

an héi tô th×

∞∑

n=1

(aan − 1) , a > 1

còng héi tô.

3.2.7. Kh¶o s¸t sù héi tô cña c¸c chuçi sau

(a)

∞∑

n=1

− ln

(
cos

1

n

)
, (b)

∞∑

n=1

e
a ln n+b
c ln n+d , a, b, c, d ∈ R

(c)

∞∑

n=1

n2n

(n + a)(n+b)(n + b)(n+a)
, a, b > 0.

3.2.8. Gi¶ sö chuçi
∞∑

n=1

an víi c¸c sè h¹ng kh«ng ©m héi tô. Chøng minh r»ng

∞∑
n=1

√
anan+1 còng héi tô. Chøng minh r»ng ®iÒu ng−îc l¹i lµ kh«ng ®óng, tuy

nhiªn nÕu d·y {an} ®¬n ®iÖu gi¶m th× ®iÒu ng−îc l¹i ®óng.

3.2.9. Gi¶ sö r»ng chuçi d−¬ng
∞∑

n=1

an ph©n kú. Nghiªn cøu sù héi tô c¸c chuçi

sau ®©y

(a)

∞∑

n=1

an

1 + an
, (b)

∞∑

n=1

an

1 + nan
,

(c)

∞∑

n=1

an

1 + n2an
, (d)

∞∑

n=1

an

1 + a2
n

.
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3.2.10. Gi¶ sö chuçi d−¬ng
∞∑

n=1

an ph©n kú, ký hiÖu d·y c¸c tæng riªng cña nã

lµ {Sn} . Chøng minh r»ng

∞∑

n=1

an

Sn
ph©n kú,

vµ
∞∑

n=1

an

S2
n

héi tô.

3.2.11. Chøng minh r»ng víi c¸c gi¶ thiÕt nh− cña bµi tr−íc, chuçi

∞∑

n=2

an

SnS
β
n−1

héi tô víi mäi β > 0.

3.2.12. Chøng minh r»ng c¸c gi¶ thiÕt cho ë bµi tËp 3.2.10 , chuçi

∞∑

n=2

an

Sα
n

héi tô nÕu α > 1 vµ ph©n kú nÕu α 6 1.

3.2.13. Cho chuçi
∞∑

n=1

an héi tô, ký hiÖu rn =
∞∑

k=n+1

ak, n ∈ N lµ d·y c¸c

phÇn d− cña nã. Chøng minh r»ng

∞∑

n=2

an

rn−1
ph©n kú,(a)

∞∑

n=2

an√
rn−1

héi tô.(b)

3.2.14. Chøng minh r»ng víi c¸c gi¶ thiÕt ®−îc cho ë bµi tr−íc , chuçi

∞∑

n=2

an

rα
n−1

héi tô nÕu α < 1 vµ ph©n kú nÕu α ≥ 1.
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3.2.15. Chøng minh r»ng víi gi¶ thiÕt nh− ë bµi 3.2.13, chuçi
∞∑

n=1

an+1 ln2 rn

héi tô.

3.2.16. Cho chuçi d−¬ng
∞∑

n=1

an. Gi¶ sö r»ng

lim
n→∞

n ln
an

an+1

= g.

Chøng minh r»ng
∞∑

n=1

an héi tô nÕu g > 1 vµ ph©n kú nÕu g < 1 (kÓ c¶ tr−êng

hîp g = +∞ vµ g = −∞). H·y ®−a vÝ dô chøng tá r»ng khi g = 1 th× ta
kh«ng thÓ ®−a ra kÕt luËn ®−îc.

3.2.17. Nghiªn cøu sù héi tô cña c¸c chuçi sau ®©y

(a)

∞∑

n=1

1

2
√

n
, (b)

∞∑

n=1

1

2lnn
,

(c)

∞∑

n=1

1

3ln n
, (d)

∞∑

n=1

1

alnn
, a > 0,

(e)

∞∑

n=2

1

aln lnn
, a > 0.

3.2.18. Kh¶o s¸t sù héi tô cña chuçi

∞∑

n=1

a1+ 1
2
+...+ 1

n , a > 0.

3.2.19. Dïng kÕt qu¶ cña bµi to¸n 3.2.16, chøng minh d¹ng giíi h¹n cña Tiªu
chuÈn Raabe.
Cho an > 0, n ∈ N, ®Æt

lim
n→∞

n

(
an

an+1
− 1

)
= r.

Chøng minh r»ng
∞∑

n=1

an héi tô nÕu r > 1 vµ ph©n kú nÕu r < 1.

3.2.20. Cho d·y {an} ®−îc x¸c ®Þnh bëi

a1 = a2 = 1, an+1 = an +
1

n2
an−1 víi n ≥ 2.

Nghiªn cøu sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

1
an

.
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3.2.21. Cho a1 vµ α lµ c¸c sè d−¬ng. D·y {an} ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau

an+1 = ane
−aα

n , víi n = 1, 2, . . . .

H·y x¸c ®Þnh α vµ β ®Ó chuçi
∞∑

n=1

aβ
n héi tô.

3.2.22. X¸c ®Þnh a ®Ó chuçi

∞∑

n=1

n!

(a + 1)(a + 2) · . . . · (a + n)

héi tô.

3.2.23. Cho a lµ sè d−¬ng tuú ý vµ {bn} lµ d·y sè d−¬ng héi tô tíi b. Nghiªn
cøu sù héi tô cña chuçi

∞∑

n=1

n!an

(a + b1)(2a + b2) · . . . · (na + bn)
.

3.2.24. Chøng minh r»ng nÕu d·y c¸c sè d−¬ng {an} tho¶ m·n

an+1

an

= 1 − 1

n
− γn

n lnn
,

trong ®ã γn ≥ Γ > 1, th×
∞∑

n=1

an héi tô. MÆt kh¸c, nÕu

an+1

an
= 1 − 1

n
−

γn

n lnn
,

trong ®ã γn 6 Γ < 1, th×
∞∑

n=1

an ph©n kú. (Tiªu chuÈn Bertrand.)

3.2.25. Dïng tiªu chuÈn Bertrand vµ Raabe ®Ó chøng minh tiªu chuÈn Gauss.

NÕu d·y c¸c sè d−¬ng {an} tho¶ m·n

an+1

an
= 1 − α

n
− ϑn

nλ
,

trong ®ã λ > 1, vµ {ϑn} lµ d·y bÞ chÆn, th×
∞∑

n=1

an héi tô khi α > 1 vµ ph©n

kú nÕu α 6 1.
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3.2.26. Kh¶o s¸t sù héi tô cña chuçi

∞∑

n=1

α(α + 1) · . . . · (α + n − 1)

n!
· β(β + 1) · . . . · (β + n − 1)

γ(γ + 1) · . . . · (γ + n − 1)

ë ®©y α, β vµ γ lµ c¸c h»ng sè d−¬ng.

3.2.27. T×m gi¸ trÞ cña p ®Ó chuçi

∞∑

n=1

(
(2n − 1)!!

(2n)!!

)p

héi tô.

3.2.28. Chøng minh tiªu chuÈn c« ®Æc cña Cauchy.

Cho {an} lµ d·y ®¬n ®iÖu gi¶m c¸c sè kh«ng ©m. Chøng minh r»ng chuçi
∞∑

n=1

an héi tô khi vµ chØ khi chuçi
∞∑

n=1

2na2n héi tô.

3.2.29. KiÓm tra sù héi tô cña c¸c chuçi sau ®©y

(a)

∞∑

n=2

1

n(lnn)α
, (b)

∞∑

n=3

1

n · lnn · ln lnn
.

3.2.30. Chøng minh ®Þnh lý Schlomilch (suy réng cña ®Þnh lý Cauchy, xem
bµi t©p 3.2.28).

NÕu {gk} lµ d·y t¨ng ngÆt c¸c sè nguyªn d−¬ng sao cho víi c > 0 nµo ®ã vµ
víi mäi k ∈ N, gk+1 − gk 6 c(gk − gk−1) vµ víi d·y d−¬ng {an} gi¶m ngÆt,
ta cã

∞∑

n=1

an < ∞ khi vµ chØ khi

∞∑

n=1

(gk+1 − gk)agk
< ∞.

3.2.31. Cho {an} lµ d·y ®¬n ®iÖu gi¶m c¸c sè d−¬ng. Chøng minh chuçi
∞∑

n=1

an

héi tô khi vµ chØ khi c¸c chuçi sau héi tô

(a)
∞∑

n=1

3na3n, (b)
∞∑

n=1

nan2, (c)
∞∑

n=1

n2an3,

(d) Sö dông tiªu chuÈn trªn h·y nghiªn cøu sù héi tô cña c¸c chuçi trong bµi
tËp 3.2.17.
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3.2.32. Gi¶ sö {an} lµ d·y d−¬ng. Chøng minh r»ng chuçi
∞∑

n=1

an héi tô nÕu

lim
n→∞

(an)
1

lnn <
1

e
.

3.2.33. Gi¶ sö {an} lµ d·y d−¬ng.Chøng minh r»ng

lim
n→∞

(nan)
1

ln ln n <
1

e

kÐo theo sù héi tô cña
∞∑

n=1

an.

3.2.34. Cho {an} lµ d·y d−¬ng, ®¬n ®iÖu gi¶m tho¶ m·n

2na2n

an

6 g < 1.

Chøng minh r»ng
∞∑

n=1

an héi tô.

3.2.35. Cho {an} lµ d·y kh«ng ©m, ®¬n ®iÖu gi¶m. Chøng minh r»ng nÕu
∞∑

n=1

an héi tô, th× lim
n→∞

nan = 0. Chøng minh r»ng ®©y kh«ng lµ ®iÒu kiÖn ®ñ

cho sù héi tô cña chuçi.

3.2.36. H·y nªu mét vÝ dô chuçi d−¬ng héi tô nh−ng ®iÒu kiÖn lim
n→∞

nan = 0

kh«ng tho¶ m·n.

3.2.37. Gi¶ sö
∞∑

n=1

an lµ chuçi d−¬ng héi tô. T×m ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó tån

t¹i d·y d−¬ng {bn} sao cho c¸c chuçi
∞∑

n=1

bn vµ

∞∑

n=1

an

bn

®Òu héi tô.

3.2.38. Tån t¹i hay kh«ng mét d·y d−¬ng {an} sao cho c¸c chuçi
∞∑

n=1

bn vµ

∞∑

n=1

1

n2an

®Òu héi tô.
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3.2.39. Chøng minh r»ng

∞∑

n=1

1

n
· 1 + an+1

an

ph©n kú víi mäi d·y d−¬ng {an}.

3.2.40. Gi¶ sö {an} vµ {bn} ®¬n ®iÖu gi¶m tíi kh«ng sao cho c¸c chuçi
∞∑

n=1

an

vµ
∞∑

n=1

bn ph©n kú. Cã thÓ nãi g× vÒ sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

cn, trong ®ã cn =

min{an, bn}?

3.2.41. Cho {an} lµ d·y ®¬n ®iÖu gi¶m, kh«ng ©m sao cho
∞∑

n=1

an

n
ph©n kú.

Gi¶ sö r»ng

bn = min

{
an,

1

ln(n + 1)

}
.

Chøng minh r»ng chuçi
∞∑

n=1

bn

n
còng ph©n kú.

3.2.42. Cho {an} lµ d·y d−¬ng , bÞ chÆn vµ ®¬n ®iÖu t¨ng. Chøng minh r»ng

∞∑

n=1

(
1 − an

an+1

)
héi tô.

3.2.43. Cho {an} lµ d·y d−¬ng, t¨ng vµ ph©n kú ra v« cùc. Chøng minh r»ng
:

∞∑

n=1

(
1 − an

an+1

)
ph©n kú.

3.2.44. Cho {an} lµ d·y d−¬ng ®¬n ®iÖu t¨ng. Chøng tá r»ng víi mäi α > 0
ta cã

∞∑

n=1

(
an+1 − an

an+1aα
n

)
héi tô.

3.2.45. Chøng tá r»ng víi chuçi d−¬ng ph©n kú
∞∑

n=1

an bÊt kú, tån t¹i mét d·y

{cn} ®¬n ®iÖu gi¶m tíi 0 sao cho
∞∑

n=1

ancn ph©n kú.
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3.2.46. Chøng tá r»ng víi chuçi d−¬ng héi tô
∞∑

n=1

an bÊt kú, tån t¹i mét d·y

{cn} ®¬n ®iÖu t¨ng ra v« cùc sao cho
∞∑

n=1

ancn héi tô.

3.2.47. Cho
∞∑

n=1

an lµ mét chuçi d−¬ng héi tô vµ kÝ hiÖu {rn} lµ d·y phÇn d−

cña nã. Chøng minh r»ng nÕu
∑∞

n=1 rn héi tô th×

lim
n→∞

nan = 0.

3.2.48. Cho {an} lµ d·y d−¬ng, ph©n kú ra v« cùc. Cã thÓ nãi g× vÒ sù héi tô
cña c¸c chuçi sau:

(a)

∞∑

n=1

1

an
n

, (b)

∞∑

n=1

1

alnn
n

, (c)

∞∑

n=1

1

aln lnn
n

?

3.2.49. Nghiªn cøu sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

an, ë ®©y :

a1 = 1, an+1 = cos an víi n ∈ N.

3.2.50. Cho p lµ mét sè kh«ng ©m cè ®Þnh. Nghiªn cøu sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

an, ë ®©y :

a1 = 1, an+1 = n−p sin an víi n ∈ N.

3.2.51. Cho {an} lµ d·y c¸c nghiÖm d−¬ng liªn tiÕp cña ph−¬ng tr×nh tan x =

x. Nghiªn cøu sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

1
a2

n
.

3.2.52. Cho {an} lµ d·y c¸c nghiÖm d−¬ng liªn tiÕp cña ph−¬ng tr×nh

tan
√

x = x. Nghiªn cøu sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

1
an

.

3.2.53. Cho a1 lµ mét sè d−¬ng tuú ý vµ an+1 = ln (1 + an) víi n ≥ 1.Nghiªn

cøu sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

an .

3.2.54. Cho d·y d−¬ng ®¬n ®iÖu gi¶m {an} sao cho chuçi
∞∑

n=1

an ph©n kú.

Chøng minh r»ng:

lim
n→∞

a1 + a3 + . . . + a2n−1

a2 + a4 + . . . + a2n
= 1.
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3.2.55. Cho Sk = 1 + 1
2

+ 1
3

+ . . . + 1
k
vµ kÝ hiÖu kn lµ sè nguyªn d−¬ng nhá

nhÊt ®Ó Sk ≥ n. T×m

lim
n→∞

kn+1

kn
.

3.2.56. Cho A lµ tËp tÊt c¶ c¸c sè nguyªn d−¬ng sao cho trong biÓu diÔn thËp
ph©n cña chóng kh«ng chøa ch÷ sè 0.

(a) Chøng tá r»ng
∑

n∈A

1
n
héi tô.

(b) T×m tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ α sao cho
∑
n∈A

1
nα héi tô.

3.2.57. Cho
∞∑

n=1

an lµ mét chuçi sè víi c¸c sè h¹ng d−¬ng vµ cho

lim
n→∞

ln 1
an

lnn
= g.

Chøng minh r»ng nÕu g > 1 th× chuçi héi tô, cßn nÕu g < 1 th× chuçi ph©n kú
(ë ®©y g cã thÓ b»ng ±∞).

Cho vÝ dô chøng tá r»ng trong tr−êng hîp g = 1 th× ch−a thÓ cã kÕt luËn g×.

3.2.58. Chøng tá r»ng tiªu chuÈn Raabe (xem 3.2.19) vµ tiªu chuÈn cho trong
bµi tËp 3.2.16 lµ t−¬ng ®−¬ng. H¬n n÷a, chøng tá r»ng kh¼ng ®Þnh trong bµi
tËp trªn lµ m¹nh h¬n c¸c tiªu chuÈn ®ã.

3.2.59. Nghiªn cøu sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

an víi c¸c sè h¹ng ®−îc cho bëi :

a1 =
√

2, an =

√√√√√√
2 −

√
2 +

√
2 + . . . +

√
2

︸ ︷︷ ︸
(n − 1) - c¨n

, n ≥ 2.

3.2.60. Cho {an} lµ mét d·y ®¬n ®iÖu gi¶m tíi 0. Chøng tá r»ng nÕu d·y sè
cã sè h¹ng tæng qu¸t lµ

(a1 − an) + (a2 − an) + . . . + (an−1 − an)

bÞ chÆn th× chuçi
∞∑

n=1

an ph¶i héi tô.
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3.2.61. T×m chuçi sè cã sè h¹ng an tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn sau:

a1 =
1

2
, an = an+1 + an+2 + . . . víi n = 1, 2, 3, . . . .

3.2.62. Gi¶ sö c¸c sè h¹ng cña mét chuçi héi tô
∞∑

n=1

an cã tæng S tho¶ m·n c¸c

®iÒu kiÖn sau:

a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ . . . vµ 0 < an 6 an+1 + an+2 + . . . , n ∈ N.

Chøng tá r»ng cã thÓ biÓu diÔn tÊt c¶ c¸c sè s bÊt kú trong kho¶ng nöa ®ãng

(0, S] bëi mét tæng h÷u h¹n c¸c sè h¹ng cña chuçi
∞∑

n=1

an hoÆc bëi mét chuçi

con v« h¹n
∞∑

k=1

ank
, ë ®©y {ank

} lµ mét d·y con cña {an}.

3.2.63. Gi¶ sö
∞∑

n=1

an lµ mét chuçi cã c¸c sè h¹ng d−¬ng ®¬n ®iÖu gi¶m. Chøng

tá r»ng nÕu mçi sè trong kho¶ng (0, S), S lµ tæng chuçi, ®Òu cã thÓ biÓu diÔn bëi

mét tæng h÷u h¹n c¸c sè h¹ng cña {an} hoÆc bëi mét chuçi con v« h¹n
∞∑

k=1

ank

, trong ®ã {ank
} lµ mét d·y con cña {an}, th× bÊt ®¼ng thøc sau ®óng:

an 6 an+1 + an+2 + . . . , víi mçi n ∈ N.

3.2.64. Cho mét chuçi d−¬ng
∞∑

n=1

an ph©n kú, gi¶ thiÕt r»ng lim
n→∞

an

Sn
= 0,

trong ®ã Sn = a1 + a2 + . . . + an. Chøng minh r»ng:

lim
n→∞

a1S
−1
1 + a2S

−1
2 + . . . + anS

−1
n

lnSn
= 1.

3.2.65. Sö dông bµi tËp trªn chøng minh r»ng

lim
n→∞

1 + 1
2

+ 1
3

+ . . . + 1
n

lnn
= 1.

3.2.66. Cho
∞∑

n=1

an lµ mét chuçi héi tô víi c¸c sè h¹ng d−¬ng. Cã thÓ nãi g× vÒ

sù héi tô cña
∞∑

n=1

a1 + a2 + . . . + an

n
?
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3.2.67. Chøng minh r»ng nÕu {an} lµ mét d·y d−¬ng sao cho 1
n

n∑
k=1

ak ≥
2n∑

k=n+1

ak víi n ∈ N, th×
∞∑

n=1

an 6 2ea1 .

3.2.68. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc Carleman:

NÕu {an} lµ mét d·y d−¬ng vµ chuçi
∞∑

n=1

an héi tô th×

∞∑

n=1

n
√

a1 · . . . · an < e
∞∑

n=1

an.

3.2.69. Chøng minh r»ng nÕu {an} lµ d·y sè d−¬ng th× víi mäi sè nguyªn
d−¬ng k

∞∑

n=1

n
√

a1a2 . . . an 6 1

k

∞∑

n=1

an

(
n + k

n

)n

.

3.2.70. Cho {an} lµ d·y sè d−¬ng. Chøng minh r»ng tõ sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

1
an
suy ra sù héi tô cña chuçi

∞∑

n=1


n2an

(
n∑

k=1

ak

)−2

 .

3.2.71. Cho {an} lµ d·y sè d−¬ng ®¬n ®iÖu t¨ng sao cho
∞∑

n=1

1
an
ph©n kú. Chøng

minh r»ng chuçi
∞∑

n=2

1

nan − (n − 1)an−1

còng ph©n kú.

3.2.72. Cho {pn} lµ d·y tÊt c¶ c¸c sè nguyªn tè liªn tiÕp. H·y nghiªn cøu sù
héi tô cña chuçi

∞∑
n=1

1
pn

.

3.2.73. Nghiªn cøu sù héi tô cña chuçi

∞∑

n=2

1

npn − (n − 1)pn−1
,

trong ®ã pn lµ sè nguyªn tè thø n.
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3.2.74. H·y ®¸nh gi¸ giíi h¹n

lim
n→∞

∞∑
k=2

1
kn+1

∞∑
k=2

1
kn

.

3.2.75. Cho d·y sè {an} tho¶ m·n ®iÒu kiÖn:

0 6 an 6 1 víi mäi n ∈ N vµ a1 6= 0.

§Æt

Sn = a1 + a2 + . . . + an vµ Tn = S1 + S2 + . . . + Sn.

H·y x¸c ®Þnh c¸c gi¸ trÞ α > 0 sao cho chuçi
∞∑

n=1

an

T α
n
héi tô.

3.2.76. Cho k lµ mét sè nguyªn d−¬ng tuú ý. Gi¶ sö {an} lµ d·y sè d−¬ng ®¬n
®iÖu t¨ng sao cho chuçi

∞∑
n=1

1
an
héi tô. Chøng minh r»ng hai chuçi

∞∑

n=1

lnk an

an

vµ

∞∑

n=1

lnk n

an

cïng héi tô hoÆc cïng ph©n kú.

3.2.77. Gi¶ sö f : N → (0,∞) lµ hµm gi¶m vµ ϕ : N → N lµ hµm t¨ng sao
cho ϕ(n) > n víi mäi n ∈ N. H·y kiÓm tra c¸c bÊt ®¼ng thøc sau:

ϕ(n)−1∑

k=1

f(k) <

ϕ(1)−1∑

k=1

f(k) +

n−1∑

k=1

f(ϕ(k))(ϕ(k + 1) − ϕ(k)),(1)

ϕ(n)∑

k=ϕ(1)−1

f(k) >
n∑

k=2

f(ϕ(k))(ϕ(k) − ϕ(k − 1)).(2)

3.2.78. Víi gi¶ thiÕt cña bµi trªn, chøng minh r»ng nÕu tån t¹i sè q sao cho
víi mäi n ∈ N bÊt ®¼ng thøc sau

f(ϕ(n))(ϕ(n + 1) − ϕ(n))

f(n)
6 q < 1
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®óng th× chuçi
∞∑

n=1

f(n) héi tô. MÆt kh¸c, nÕu

f(ϕ(n))(ϕ(n) − ϕ(n − 1))

f(n)
≥ 1, n ∈ N

th× chuçi
∞∑

n=1

f(n) ph©n kú.

3.2.79. Suy ra tõ bµi trªn dÊu hiÖu sau vÒ sù héi tô vµ ph©n kú cña chuçi sè
d−¬ng.

Chuçi sè d−¬ng
∞∑

n=1

an víi c¸c sè h¹ng ®¬n ®iÖu gi¶m sÏ héi tô nÕu

lim
n→∞

a2n

an

= g <
1

2

vµ ph©n kú nÕu

lim
n→∞

a2n

an
= g >

1

2
.

3.2.80. Suy ra tõ bµi 3.2.78 dÊu hiÖu sau vÒ sù héi tô vµ ph©n kú cña chuçi sè
d−¬ng (so s¸nh víi bµi 3.2.34).

Chuçi sè d−¬ng
∞∑

n=1

an víi c¸c sè h¹ng ®¬n ®iÖu gi¶m sÏ héi tô nÕu

lim
n→∞

2na2n

an
= g < 1

vµ ph©n kú nÕu

lim
n→∞

2na2n

an
> 2.

3.2.81. Sö dông bµi 3.2.77, chøng minh tiªu chuÈn trong bµi 3.2.31.

3.2.82. Chøng minh dÊu hiÖu Kummer.

Cho {an} lµ d·y sè d−¬ng.

(1) NÕu tån t¹i mét d·y d−¬ng {bn} vµ mét h»ng sè d−¬ng c sao cho

bn
an

an+1
− bn+1 ≥ c víi mäi n ∈ N,

th× chuçi
∞∑

n=1

an héi tô.
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(2) NÕu tån t¹i mét d·y d−¬ng {bn} sao cho chuçi
∞∑

n=1

1
bn
ph©n kú vµ

bn
an

an+1
− bn+1 ≤ 0 víi mäi n ∈ N,

th× chuçi
∞∑

n=1

an ph©n kú.

3.2.83. Chøng minh c¸c dÊu hiÖu d'Alembert, Raabe (3.2.19) vµ Bertrand
(3.2.24) ®Òu lµ tr−êng hîp riªng cña dÊu hiÖu Kummer (3.2.82).

3.2.84. Chøng minh chiÒu ng−îc l¹i cña dÊu hiÖu Kummer.

Cho {an} lµ d·y sè d−¬ng.

(1) NÕu chuçi
∞∑

n=1

an héi tô th× tån t¹i mét d·y d−¬ng {bn} vµ mét h»ng sè
d−¬ng c sao cho

bn
an

an+1
− bn+1 ≥ c.

(2) NÕu chuçi
∞∑

n=1

an ph©n kú th× tån t¹i mét d·y d−¬ng {bn} sao cho chuçi
∞∑

n=1

1
bn
ph©n kú vµ

bn
an

an+1
− bn+1 ≤ 0.

3.2.85. Chøng minh c¸c dÊu hiÖu sau vÒ sù héi tô vµ ph©n kú cña chuçi sè
d−¬ng.

(a) Cho k lµ mét sè nguyªn d−¬ng vµ lim
n→∞

an+k

an
= g. NÕu g < 1 th× chuçi

∞∑
n=1

an héi tô, vµ nÕu g > 1 th× chuçi
∞∑

n=1

an ph©n kú.

(b) Cho k lµ mét sè nguyªn d−¬ng vµ lim
n→∞

n
(

an

an+k
− 1
)

= g. NÕu g > k th×

chuçi
∞∑

n=1

an héi tô, vµ nÕu g < k th× chuçi
∞∑

n=1

an ph©n kú.

3.2.86. Cho hai d·y sè d−¬ng {an} vµ {ϕn}.Gi¶ sö r»ng ϕn = O( 1
ln n

). Chøng

minh r»ng nÕu chuçi
∞∑

n=2

an héi tô th× chuçi
∞∑

n=2

a1−ϕn
n còng héi tô.
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3.3 DÊu hiÖu tÝch ph©n

3.3.1. Chøng minh dÊu hiÖu tÝch ph©n.

Gi¶ sö f lµ mét hµm d−¬ng vµ ®¬n ®iÖu gi¶m trªn ®o¹n [1,∞). Khi ®ã chuçi
∞∑

n=1

f(n) héi tô khi vµ chØ khi d·y {In} bÞ chÆn, trong ®ã In =
n∫
1

f(x)dx.

3.3.2. Cho f lµ hµm d−¬ng vµ kh¶ vi trªn kho¶ng (0,∞) sao cho f ′ ®¬n ®iÖu
gi¶m tíi 0. Chøng minh r»ng hai chuçi

∞∑

n=1

f ′(n) vµ

∞∑

n=1

f ′(n)

f(n)

cïng héi tô hoÆc cïng ph©n kú.

3.3.3. Cho f lµ hµm d−¬ng vµ ®¬n ®iÖu gi¶m trªn [1,∞). §Æt

SN =
N∑

n=1

f(n) vµ IN =

∫ N

1

f(x)dx.

Chøng minh r»ng d·y {SN − IN} ®¬n ®iÖu gi¶m vµ cã giíi h¹n thuéc vµo ®o¹n
[0, f(1)].

3.3.4. Chøng minh r»ng giíi h¹n cña c¸c d·y sau

1 +
1

2
+ . . . +

1

n
− lnn,(a)

1 +
1

2α
+ . . . +

1

nα
−
∫ n

1

1

xα
dx, 0 < α < 1,(b)

®Òu thuéc vµo kho¶ng (0, 1).

3.3.5. Sö dông dÊu hiÖu tÝch ph©n, h·y nghiªn cøu sù héi tô cña chuçi cho
trong bµi 3.2.29.

3.3.6. Cho
∞∑

n=1

an lµ mét chuçi d−¬ng ph©n kú vµ Sn = a1 +a2 + . . .+an > 1

víi n ≥ 1. H·y kiÓm tra c¸c kÕt qu¶ sau:

∞∑

n=1

an+1

Sn lnSn
ph©n kú,(a)

∞∑

n=1

an

Sn ln2 Sn

héi tô.(b)
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3.3.7. Cho f lµ hµm d−¬ng vµ ®¬n ®iÖu gi¶m trªn [1,∞). Gi¶ sö hµm ϕ t¨ng
ngÆt, kh¶ vi vµ tho¶ m·n ϕ(x) > x víi x > 1. Chøng minh r»ng nÕu tån t¹i

q < 1 sao cho ϕ′(x)f(ϕ(x))
f(x)

≤ q khi x ®ñ lín th× chuçi
∞∑

n=1

f(n) héi tô. Ng−îc

l¹i, nÕu ϕ′(x)f(ϕ(x))
f(x)

≥ 1 khi x ®ñ lín, th× chuçi
∞∑

n=1

f(n) ph©n kú.

3.3.8. Cho f, g lµ c¸c hµm d−¬ng, kh¶ vi liªn tôc trªn kho¶ng (0,∞). Gi¶ sö
hµm f ®¬n ®iÖu gi¶m. Chøng minh r»ng:

(a) NÕu lim
x→∞

(
−g(x)f ′(x)

f(x)
− g′(x)

)
> 0 th× chuçi

∞∑
n=1

f(n) héi tô.

(b) NÕu d·y

{
n∫
1

1
g(x)

dx

}
kh«ng bÞ chÆn vµ −g(x)f ′(x)

f(x)
− g′(x) ≤ 0 khi x ®ñ

lín th× chuçi
∞∑

n=1

f(n) ph©n kú.

3.3.9. Cho f lµ hµm d−¬ng, kh¶ vi liªn tôc trªn kho¶ng (0,∞). Chøng minh
r»ng:

(a) NÕu lim
x→∞

(
−xf ′(x)

f(x)

)
> 1 th× chuçi

∞∑
n=1

f(n) héi tô.

(b) NÕu −xf ′(x)
f(x)

≤ 1 khi x ®ñ lín th× chuçi
∞∑

n=1

f(n) ph©n kú.

3.3.10. Cho f lµ hµm d−¬ng, kh¶ vi liªn tôc trªn kho¶ng (0,∞). Chøng minh
r»ng:

(a) NÕu lim
x→∞

(
−f ′(x)

f(x)
− 1

x

)
x lnx > 1 th× chuçi

∞∑
n=1

f(n) héi tô.

(b) NÕu
(
−f ′(x)

f(x)
− 1

x

)
x lnx ≤ 1 khi x ®ñ lín th× chuçi

∞∑
n=1

f(n) ph©n kú.

3.3.11. Chøng minh chiÒu ng−îc l¹i cña ®Þnh lý cho trong bµi 3.3.8.

Cho f lµ hµm d−¬ng, ®¬n ®iÖu gi¶m, kh¶ vi liªn tôc trªn kho¶ng (0,∞).

(a) NÕu chuçi
∞∑

n=1

f(n) héi tô th× sÏ tån t¹i mét hµm g d−¬ng, kh¶ vi liªn tôc

trªn kho¶ng (0,∞) sao cho

lim
x→∞

(
−g(x)

f ′(x)

f(x)
− g′(x)

)
> 0.
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(b) NÕu chuçi
∞∑

n=1

f(n) ph©n kú th× sÏ tån t¹i mét hµm g d−¬ng, kh¶ vi liªn

tôc trªn kho¶ng (0,∞) sao cho d·y

{
n∫
1

1
g(x)

dx

}
kh«ng bÞ chÆn vµ khi x

®ñ lín th×

−g(x)
f ′(x)

f(x)
− g′(x) ≤ 0.

3.3.12. Víi γ ≥ 0, nghiªn cøu sù héi tô cña chuçi

∞∑

n=2

1

(lnn)(lnn)γ .

3.3.13. Nghiªn cøu sù héi tô cña chuçi

∞∑

n=3

1

n1+ 1
ln ln n lnn

.

3.3.14. Cho {λn} lµ d·y sè d−¬ng ®¬n ®iÖu t¨ng vµ f lµ hµm d−¬ng, ®¬n ®iÖu
t¨ng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn

∞∫

λ1

1

tf(t)
dt < ∞.

Chøng minh r»ng
∞∑

n=1

(
1 − λn

λn+1

)
1

f(λn)
< ∞.

3.3.15. Chøng minh tiªu chuÈn tÝch ph©n suy réng.

Cho {λn} lµ d·y t¨ng ngÆt tíi v« cïng vµ f lµ hµm d−¬ng, liªn tôc ®¬n ®iÖu
gi¶m trªn [λ1,∞).

(a) NÕu tån t¹i M > 0 sao cho λn+1 −λn ≥ M víi n ∈ N vµ nÕu tÝch ph©n
∞∫
λ1

f(t)dt héi tô th× chuçi
∞∑

n=1

f(λn) còng héi tô.

(b) NÕu tån t¹i M > 0 sao cho λn+1 −λn ≤ M víi n ∈ N vµ nÕu tÝch ph©n
∞∫
λ1

f(t)dt ph©n kú th× chuçi
∞∑

n=1

f(λn) còng ph©n kú.

3.3.16. Gi¶ sö r»ng f : (0,∞) → R lµ hµm d−¬ng, kh¶ vi vµ cã ®¹o hµm

d−¬ng. Chøng minh r»ng chuçi
∞∑

n=1

1
f(n)

héi tô khi vµ chØ khi chuçi
∞∑

n=1

f−1(n)
n2

héi tô.
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3.3.17. KÝ hiÖu ln1 x = lnx, lnk x = ln(lnk−1 x) víi k > 1 vµ x ®ñ lín. Víi
mçi n ∈ N, chän sè nguyªn d−¬ng ϕ(n) tho¶ m·n 1 ≤ lnϕ(n) n < e. Khi ®ã
chuçi

∞∑

n=3

1

n(ln1 n)(ln2 n) . . . (lnϕ(n) n)

héi tô hay ph©n kú?

3.4 Héi tô tuyÖt ®èi. §Þnh lý Leibniz

3.4.1. H·y xÐt sù héi tô tuyÖt ®èi, héi tô cã ®iÒu kiÖn hoÆc ph©n kú cña c¸c
chuçi sau theo a thuéc miÒn ®· chØ ra:

∞∑

n=1

(
an

n + 1

)n

, a ∈ R,(a)

∞∑

n=2

(−1)n (lnn)a

n
, a ∈ R,(b)

∞∑

n=1

(−1)n sin
a

n
, a ∈ R,(c)

∞∑

n=1

1

n + 1

(
a2 − 4a − 8

a2 + 6a − 16

)n

, a ∈ R\{−8, 2},(d)

∞∑

n=1

nn

an2 , a 6= 0,(e)

∞∑

n=1

(−1)n (lnn)ln n

na
, a > 0.(f)

3.4.2. Víi a ∈ R, nghiªn cøu sù héi tô vµ héi tô tuyÖt ®èi cña chuçi
∞∑

n=na

an−1

nan−1 + lnn
,

trong ®ã na lµ mét chØ sè phô thuéc vµo a sao cho nan−1 +lnn 6= 0 víi n ≥ na.

3.4.3. Gi¶ sö
∞∑

n=1

an lµ chuçi héi tô víi c¸c sè h¹ng kh¸c kh«ng. H·y nghiªn

cøu sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

(
1 − sin an

an

)
.
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3.4.4. Tõ ®iÒu kiÖn lim
n→∞

an

bn
= 1 cã suy ra ®−îc r»ng sù héi tô cña chuçi

∞∑
n=1

an

t−¬ng ®−¬ng víi sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

bn kh«ng?

3.4.5. Gi¶ sö r»ng chuçi
∞∑

n=1

an héi tô cã ®iÒu kiÖn vµ ®Æt pn = |an|+an

2
, qn =

|an|−an

2
. Chøng minh r»ng c¶ hai chuçi

∞∑
n=1

pn vµ
∞∑

n=1

qn ®Òu ph©n kú.

3.4.6. Gi¶ sö r»ng chuçi
∞∑

n=1

an héi tô cã ®iÒu kiÖn. Gäi {Pn} vµ {Qn} lÇn

l−ît lµ d·y tæng riªng cña chuçi
∞∑

n=1

pn vµ chuçi
∞∑

n=1

qn ®Þnh nghÜa trong bµi

trªn. Chøng minh r»ng

lim
n→∞

Pn

Qn
= 1.

3.4.7. Nghiªn cøu sù héi tô vµ héi tô tuyÖt ®èi cña chuçi

∞∑

n=1

(−1)[
n
3 ]

n
.

3.4.8. Víi a ∈ R, x¸c ®Þnh khi nµo chuçi
∞∑

n=1

(−1)[
√

n]

na

héi tô tuyÖt ®èi, héi tô cã ®iÒu kiÖn hoÆc ph©n kú.

3.4.9. X¸c ®Þnh xem chuçi
∞∑

n=1

(−1)[lnn]

n

héi tô tuyÖt ®èi, héi tô cã ®iÒu kiÖn hay ph©n kú.

3.4.10. §Æt

εn =

{
+1 nÕu 22k ≤ n < 22k+1,

−1 nÕu 22k+1 ≤ n < 22k+2,

trong ®ã k = 0, 1, 2, . . . . H·y xÐt sù héi tô cña c¸c chuçi sau

(a)

∞∑

n=1

εn

n
, (b)

∞∑

n=2

εn

n lnn
.
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3.4.11. Nghiªn cøu sù héi tô cña chuçi

∞∑

n=2

(−1)n

√
n

(−1)n +
√

n
sin

1√
n

.

3.4.12. Nghiªn cøu sù héi tô (tuyÖt ®èi, cã ®iÒu kiÖn) cña c¸c chuçi sau:

∞∑

n=1

(−1)n( n
√

n − 1)n,(a)

∞∑

n=1

(−1)n( n
√

a − 1), a > 1,(b)

∞∑

n=1

(−1)n( n
√

n − 1),(c)

∞∑

n=1

(−1)n

(
e −

(
1 +

1

n

)n)
,(d)

∞∑

n=1

(−1)n

((
1 +

1

n

)n+1

− e

)
.(e)

3.4.13. Cho a, b > 0, h·y xÐt sù héi tô cña c¸c chuçi sau:

(a)

∞∑

n=1

(−1)n (lnn)a

nb
, (b)

∞∑

n=1

(−1)n (lnn)ln n

nb
.

3.4.14. Cho
∞∑

n=1

(−1)n−1an lµ chuçi ®an dÊu tho¶ m·n ®iÒu kiÖn cña dÊu hiÖu

Leibniz, tøc lµ 0 < an+1 ≤ an víi mäi n vµ lim
n→∞

an = 0. §Æt rn lµ phÇn d−

thø n cña chuçi, rn =
∞∑

k=n+1

(−1)k−1ak. Chøng minh r»ng rn cïng dÊu víi sè

h¹ng (−1)nan+1 vµ |rn| < an+1.

3.4.15. Gi¶ sö r»ng d·y {an} dÇn tíi 0. Chøng minh r»ng hai chuçi sau

∞∑

n=1

an vµ

∞∑

n=1

(an + an+1)

cïng héi tô hoÆc cïng ph©n kú.
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3.4.16. Cho d·y {an} héi tô ®Õn 0 vµ c¸c sè a, b, c tho¶ m·n a + b + c 6= 0.
Chøng minh r»ng hai chuçi

∞∑

n=1

an vµ

∞∑

n=1

(aan + ban+1 + can+2)

cïng héi tô hoÆc cïng ph©n kú.

3.4.17. Cho d·y {an} cã c¸c sè h¹ng kh¸c 0 vµ lim
n→∞

an = a 6= 0. Chøng minh

r»ng hai chuçi

∞∑

n=1

(an+1 − an) vµ

∞∑

n=1

(
1

an+1
− 1

an

)

cïng héi tô tuyÖt ®èi hoÆc cïng kh«ng héi tô tuyÖt ®èi.

3.4.18. Chøng minh r»ng nÕu d·y {nan} vµ chuçi
∞∑

n=1

n(an−an+1) héi tô th×

chuçi
∞∑

n=1

an còng héi tô.

3.4.19. Cho d·y {an} ®¬n ®iÖu gi¶m tíi 0, h·y nghiªn cøu sù héi tô cña chuçi

∞∑

n=1

(−1)n+1a1 + a2 + . . . an

n
.

3.4.20. T×m c¸c gi¸ trÞ cña a ®Ó chuçi

∞∑

n=1

(−1)nn! sin a sin
a

2
· . . . · sin a

n

héi tô tuyÖt ®èi vµ t×m c¸c gi¸ trÞ cña a ®Ó chuçi ph©n kú.

3.4.21. Cho a, b vµ c lµ c¸c sè d−¬ng, nghiªn cøu sù héi tô cña chuçi

∞∑

n=1

(
n
√

a −
n
√

b + n
√

c

2

)
.

3.4.22. H·y nghiªn cøu sù héi tô cña c¸c chuçi sau:

(a)

∞∑

n=1

(cosn)n, (b)

∞∑

n=1

(sinn)n.
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3.4.23. Cho {an} lµ d·y sè d−¬ng. Chøng minh r»ng

(a) nÕu lim
n→∞

n
(

an

an+1
− 1
)

> 0 th× chuçi
∞∑

n=1

(−1)nan héi tô.

(b) nÕu n
(

an

an+1
− 1
)

≤ 0 th× chuçi
∞∑

n=1

(−1)nan ph©n kú (®Æc biÖt, nÕu

lim
n→∞

n
(

an

an+1
− 1
)

< 0 th× chuçi
∞∑

n=1

(−1)nan ph©n kú).

3.4.24. Cho {an} lµ d·y sè d−¬ng. Gi¶ sö tån t¹i α ∈ R, ε > 0 vµ mét d·y
bÞ chÆn {βn} sao cho

an

an+1

= 1 +
α

n
+

βn

n1+ε
.

Chøng minh r»ng chuçi
∞∑

n=1

(−1)nan héi tô víi α > 0 vµ ph©n kú víi α ≤ 0.

3.4.25. Nghiªn cøu sù héi tô cña chuçi

∞∑

n=1

(−1)n n!en

nn+p
, p ∈ R.

3.4.26. Gi¶ sö r»ng chuçi
∞∑

n=1

an héi tô vµ {pn} lµ d·y d−¬ng ®¬n ®iÖu t¨ng

®Õn +∞. Chøng minh r»ng

lim
n→∞

a1p1 + a2p2 + . . . + anpn

pn
= 0.

3.4.27. Cho {an} lµ d·y sè d−¬ng ®¬n ®iÖu gi¶m tíi 0. Chøng minh r»ng nÕu

chuçi
∞∑

n=1

anbn héi tô th×

lim
n→∞

an(b1 + b2 + . . . + bn) = 0.

3.4.28. Cho α lµ mét sè d−¬ng. Chøng minh r»ng nÕu chuçi
∞∑

n=1

an

nα héi tô th×

lim
n→∞

a1 + a2 + . . . + an

nα
= 0.
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3.4.29. Cho {kn} lµ d·y c¸c sè tù nhiªn t¨ng ngÆt. Khi ®ã chuçi
∞∑

n=1

akn ®−îc

gäi lµ chuçi con cña chuçi
∞∑

n=1

an. Chøng minh r»ng nÕu tÊt c¶ c¸c chuçi con

cña mét chuçi héi tô th× chuçi ®ã héi tô tuyÖt ®èi.

3.4.30. Cho k, l lµ c¸c sè nguyªn sao cho k ≥ 1, l ≥ 2. Chuçi
∞∑

n=1

an cã héi

tô tuyÖt ®èi kh«ng nÕu tÊt c¶ c¸c chuçi con cã d¹ng

∞∑

n=1

ak+(n−1)l

®Òu héi tô?

3.4.31. H·y t×m vÝ dô mét chuçi
∞∑

n=1

an héi tô sao cho chuçi
∞∑

n=1

a3
n ph©n kú.

3.4.32. Cã tån t¹i hay kh«ng chuçi
∞∑

n=1

an héi tô sao cho tÊt c¶ c¸c chuçi cã

d¹ng
∞∑

n=1

ak
n, trong ®ã k ∈ N, k ≥ 2, ®Òu ph©n kú?

3.4.33. Cho {an} lµ d·y ®¬n ®iÖu gi¶m c¸c sè d−¬ng sao cho chuçi
∞∑

n=1

an ph©n

kú. Gi¶ sö r»ng chuçi
∞∑

n=1

εnan héi tô, trong ®ã εn b»ng 1 hoÆc−1. Chøng minh

r»ng

lim
n→∞

ε1 + ε2 + . . . + εn

n
≤ 0 ≤ lim

n→∞

ε1 + ε2 + . . . + εn

n
.

3.4.34. Gi¶ sö {an} lµ d·y ®¬n ®iÖu gi¶m c¸c sè d−¬ng vµ chuçi
∞∑

n=1

εnan héi

tô, trong ®ã εn b»ng 1 hoÆc −1. Chøng minh r»ng

lim
n→∞

(ε1 + ε2 + . . . + εn)an = 0.

(Xem 3.2.35.)

3.4.35. Gi¶ sö r»ng chuçi
∞∑

n=1

bn héi tô vµ {pn} lµ d·y ®¬n ®iÖu t¨ng sao cho

lim
n→∞

pn = +∞ vµ
∞∑

n=1

1
pn

= +∞. Chøng minh r»ng

lim
n→∞

p1b1 + p2b2 + . . . + pnbn

n
≤ 0 ≤ lim

n→∞

p1b1 + p2b2 + . . . + pnbn

n
.
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3.4.36. Chøng minh r»ng chuçi nhËn ®−îc tõ chuçi ®iÒu hoµ
∞∑

n=1

1
n
b»ng c¸ch

cho p sè h¹ng ®Çu mang dÊu “ + ”, q sè h¹ng tiÕp theo mang dÊu “ − ”, p sè
h¹ng tiÕp theo mang dÊu “ + ” . . . , héi tô khi vµ chØ khi p = q.

3.4.37. Chøng minh ®Þnh lý Toeplitz tæng qu¸t (xem 2.3.1 vµ 2.3.36).

Cho {cn,k : n, k ∈ N} lµ b¶ng c¸c sè thùc. Khi ®ã víi mçi d·y héi tô {an},
d·y {bn} x¸c ®Þnh bëi

bn =

∞∑

k=1

cn,kak, n ≥ 1,

sÏ héi tô vµ cã cïng giíi h¹n khi vµ chØ khi ba ®iÒu kiÖn sau tho¶ m·n:

(i) cn,k −→
n→∞

0 víi mçi k ∈ N.

(ii)
∞∑

k=1

cn,k = 1,

(iii) tån t¹i C > 0 sao cho víi mäi sè nguyªn d−¬ng n ®Òu cã

∞∑

k=1

|cn,k| ≤ C.

3.5 Tiªu chuÈn Dirichlet vµ tiªu chuÈn Abel

3.5.1. Sö dông tiªu chuÈn Dirichlet vµ tiªu chuÈn Abel, h·y nghiªn cøu sù héi
tô cña c¸c chuçi sau:

∞∑

n=1

(−1)n sin2 n

n
,(a)

∞∑

n=1

sinn

n

(
1 +

1

2
+ . . . +

1

n

)
,(b)

∞∑

n=2

1

ln2 n
cos

(
π

n2

n + 1

)
,(c)

∞∑

n=1

sin nπ
4

na + sin nπ
4

, a > 0.(d)
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3.5.2. Chuçi
∞∑

n=2

sin(n + 1
n
)

ln lnn
cã héi tô kh«ng?

3.5.3. Víi a ∈ R, h·y nghiªn cøu sù héi tô cña c¸c chuçi
∞∑

n=1

sin(na) sin(n2a)

n
,(a)

∞∑

n=1

sin(na) cos(n2a)

n
.(b)

3.5.4. Chøng minh r»ng chuçi
∞∑

n=1

cos n sin(na)

n

héi tô víi mäi a ∈ R.

3.5.5. T×m a ∈ R sao cho chuçi
∞∑

n=1

sin(na)

n
héi tô tuyÖt ®èi.

3.5.6. Chøng minh r»ng víi a ∈ R vµ n ∈ N th×
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

sin(ak)

k

∣∣∣∣∣ < 2
√

π.

3.5.7. Chøng minh r»ng chuçi
∞∑

n=1

(−1)n arctann√
n

héi tô.

3.5.8. Víi x > 1, nghiªn cøu sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

(−1)n
n
√

lnx

n
.

3.5.9. Chøng minh bæ ®Ò Kronecker.

Cho chuçi
∞∑

n=1

an héi tô vµ {bn} lµ d·y ®¬n ®iÖu t¨ng tho¶ m·n lim
n→∞

bn =

+∞. Khi ®ã

(a)

∞∑

k=n

ak

bk
= o

(
1

bn

)
, (b)

n∑

k=1

akbk = o(bn),

trong ®ã o(bn) lµ v« cïng bÐ cña bn, tøc lµ lim
n→∞

o(bn)
bn

= 0.
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3.5.10. Gi¶ sö chuçi
∞∑

n=1

ncn héi tô. Chøng minh r»ng víi mäi n ∈ N, chuçi
∞∑

k=0

(k+1)cn+k còng héi tô. H¬n n÷a, nÕu tn =
∞∑

k=0

(k+1)cn+k th× lim
n→∞

tn = 0.

3.5.11. Gi¶ sö chuçi
∞∑

n=1

an cã d·y tæng riªng bÞ chÆn. Chøng minh r»ng nÕu

chuçi
∞∑

n=1

|bn − bn+1| héi tô vµ lim
n→∞

bn = 0 th× víi mäi sè tù nhiªn k, chuçi

∞∑
n=1

anb
k
n còng héi tô.

3.5.12. Chøng minh r»ng nÕu chuçi
∞∑

n=1

(bn − bn+1) héi tô tuyÖt ®èi vµ chuçi

∞∑
n=1

an héi tô th× chuçi
∞∑

n=1

anbn còng héi tô.

3.5.13. Sö dông tiªu chuÈn Abel, chøng minh r»ng tõ sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

an suy ra sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

anx
n víi |x| < 1.

3.5.14. Cho d·y sè {an}. Chøng minh r»ng nÕu chuçi Dirichlet
∞∑

n=1

an

nx

héi tô víi x = x0 th× nã sÏ héi tô víi mäi x > x0.

3.5.15. Chøng minh r»ng sù héi tô cña chuçi Dirichlet
∞∑

n=1

an

nx cho ta sù héi tô

cña chuçi
∞∑

n=1

n!an

x(x + 1) . . . (x + n)
, x 6= 0,−1,−2, . . . .

3.5.16. Chøng minh r»ng nÕu chuçi
∞∑

n=1

anxn héi tô víi |x| < 1 th×
∞∑

n=1

an
xn

1−xn

còng héi tô.

3.5.17. Sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

an cã lµ tuyÖt ®èi kh«ng nÕu mäi chuçi con cña

nã cã d¹ng
∞∑

n=1

akln, k ≥ 1, l ≥ 2,

®Òu héi tô?
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3.6 TÝch Cauchy cña c¸c chuçi v« h¹n

3.6.1. Chøng minh ®Þnh lý Mertens.

NÕu Ýt nhÊt mét trong hai chuçi héi tô
∞∑

n=0

an vµ
∞∑

n=0

bn héi tô tuyÖt ®èi th×

tÝch Cauchy cña chóng ( tøc lµ chuçi
∞∑

n=0

cn mµ cn = a0bn+a1bn−1+. . .+anb0)

héi tô. H¬n n÷a nÕu
∞∑

n=0

an = A vµ
∞∑

n=0

bn = B th×
∞∑

n=1

cn = AB.

3.6.2. T×m tæng c¸c chuçi sau:
∞∑

n=1

nxn−1, |x| < 1,(a)

∞∑

n=1

cn, víi cn =

n∑

k=0

xkyn−k, |x| < 1, |y| < 1,(b)

∞∑

n=1

cn, víi cn =

n∑

k=1

1

k(k + 1)(n − k + 1)!
.(c)

3.6.3. LËp tÝch Cauchy cña c¸c chuçi ®· cho vµ tÝnh c¸c tæng cña chóng:
∞∑

n=0

2n

n!
vµ

∞∑

n=0

1

2nn!
,(a)

∞∑

n=1

(−1)n 1

n
vµ

∞∑

n=1

1

3n
,(b)

∞∑

n=0

(n + 1)xn vµ

∞∑

n=0

(−1)n(n + 1)xn.(c)

3.6.4. Gi¶ sö r»ng chuçi
∞∑

n=0

an héi tô vµ ®Æt An = a0 +a1 + . . .+an. Chøng

minh r»ng víi |x| < 1 chuçi
∞∑

n=0

Anx
n héi tô vµ

∞∑

n=0

anx
n = (1 − x)

∞∑

n=0

Anx
n.

3.6.5. TÝnh tÝch Cauchy cña chuçi
∞∑

n=0

(−1)n x2n

(n!)2
, x ∈ R víi chÝnh nã.

Gîi ý. Sö dông ®¼ng thøc
∞∑

n=0

(
n
k

)2
=
(
2n
n

)
.
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3.6.6. Cho a > 0 vµ |x| < 1 h·y chøng tá c¸c kh¼ng ®Þnh sau:

(
1

a
+

1

2

x

a + 2
+

1.3

2.4

x2

a + 4
+ . . . +

1.3. . . . (2n − 1)

2.4. . . . .(2n)

xn

a + 2n
+ . . .

)

×
(

1 +
1

2
x +

1.3

2.4
x2 + . . . +

1.3. . . . (2n − 1)

2.4. . . . (2n)
xn + . . .

)

=
1

a

(
1 +

a + 1

a + 2
x +

(a + 1)(a + 3)

(a + 2)(a + 4)
x2 +

+ . . . +
(a + 1) . . . (a + 2n − 1)

(a + 2) . . . (a + 2n)
xn + . . .

)
.

3.6.7. Chøng minh ®Þnh lý Abel.

NÕu tÝch Cauchy
∞∑

n=0

cn cña hai chuçi héi tô
∞∑

n=0

an = A vµ
∞∑

n=0

bn = B

còng héi tô tíi C th× C = AB.

3.6.8. Chøng minh r»ng chuçi

∞∑

n=1

(−1)n−1 2

n + 1

(
1 +

1

2
+ . . . +

1

n

)

lµ tÝch Cauchy cña chuçi
∞∑

n=1

(−1)n−1 1
n
víi chÝnh nã. H·y t×m tæng ®ã.

3.6.9. Nghiªn cøu tÝnh héi tô cña tÝch Cauchy cña chuçi
∞∑

n=1

(−1)n−1 1√
n
víi

chÝnh nã.

3.6.10. Chøng minh r»ng nÕu Ýt nhÊt mét trong hai chuçi d−¬ng ph©n kú th×
tÝch Cauchy cña chóng sÏ ph©n kú.

3.6.11. TÝch Cauchy cña hai chuçi ph©n kú cã nhÊt thiÕt ph©n kú kh«ng ?

3.6.12. Chøng minh r»ng tÝch Cauchy cña hai chuçi héi tô
∞∑

n=1

an vµ
∞∑

n=1

bn

héi tô khi vµ chØ khi

lim
n→∞

n∑

k=1

ak(bn + bn−1 + . . . + bn−k+1) = 0.
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3.6.13. Cho hai d·y d−¬ng {an} vµ {bn} gi¶m ®¬n ®iÖu vÒ 0. Chøng minh

r»ng tÝch Cauchy cña c¸c chuçi
∞∑

n=0

(−1)nan vµ
∞∑

n=0

(−1)nbn héi tô khi vµ chØ

khi

lim
n→∞

an(bn + bn−1 + . . .+ b0) = 0 vµ lim
n→∞

bn(an + an−1 + . . .+ a0) = 0.

3.6.14. Chøng minh r»ng tÝch Cauchy cña hai chuçi

∞∑

n=1

(−1)n

nα
vµ

∞∑

n=1

(−1)n

nβ
, α, β > 0,

héi tô khi vµ chØ khi α + β > 1.

3.6.15. Gi¶ sö c¸c d·y d−¬ng {an} vµ {bn} ®¬n ®iÖu gi¶m vÒ 0. Chøng minh

r»ng sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=0

anbn lµ ®iÒu kiÖn ®ñ ®Ó chuçi tÝch Cauchy cña

chuçi
∞∑

n=0

(−1)nan vµ
∞∑

n=1

(−1)nbn héi tô, vµ chøng minh r»ng sù héi tô cña

chuçi
∞∑

n=0

(anbn)1+α víi mäi α > 0 lµ mét ®iÒu kiÖn cÇn cho sù héi tô cña chuçi

Cauchy nµy.

3.7 S¾p xÕp l¹i chuçi. Chuçi kÐp

3.7.1. Cho {mk} lµ mét d·y t¨ng thùc sù c¸c sè nguyªn d−¬ng vµ ®Æt

b1 = a1 + a2 + . . . + am1 , b2 = am1+1 + am1+2 + . . . + am2, . . . .

Chøng minh r»ng nÕu chuçi
∞∑

n=1

an héi tô th× chuçi
∞∑

n=1

bn còng héi tô vµ hai

chuçi cã tæng b»ng nhau.

3.7.2. XÐt chuçi

1 − 1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

6
− 1

8
+

1

5
− . . . ,

nhËn ®−îc b»ng c¸ch thay ®æi thø tù cña chuçi
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
b»ng c¸ch ®Æt hai

phÇn tö ©m sau mçi mét phÇn tö d−¬ng, H·y t×m tæng cña chuçi ®ã.
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3.7.3. Ta thay ®æi thø tù c¸c sè h¹ng cña chuçi
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
sao cho khèi α

thµnh phÇn d−¬ng cña chuçi ®−îc xen kÏ víi khèi β thµnh phÇn ©m cña chuçi,
tøc lµ

1 +
1

3
+ . . . +

1

2α − 1
− 1

2
− 1

4
− . . .− 1

2β
+

1

2α + 1
+

1

2α + 3
+ . . . +

+
1

4α − 1
− 1

2β + 2
− 1

2β + 4
− . . .− 1

4β
+ . . . .

H·y t×m tæng chuçi võa nhËn ®−îc.

3.7.4. Chøng minh r»ng

1 − 1

2
− 1

4
− 1

6
− 1

8
+

1

3
− 1

10
− 1

12
− 1

14
− 1

16
+

1

5
− . . . = 0.

3.7.5. H·y thay ®æi thø tù c¸c sè h¹ng cña chuçi
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
®Ó chuçi nhËn

®−îc tæng lín gÊp ®«i chuçi ban ®Çu.

3.7.6. H·y thay ®æi thø tù c¸c sè h¹ng cña chuçi
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
®Ó nhËn ®−îc mét

chuçi ph©n kú.

3.7.7. Nghiªn cøu tÝnh héi tô cña chuçi

1 +
1√
3
− 1√

2
+

1√
5

+
1√
7
− 1√

4
+ . . .

nhËn ®−îc b»ng c¸ch ®Æt liªn tiÕp hai phÇn tö d−¬ng vµ mét phÇn tö ©m cña

chuçi
∞∑

n=1

(−1)n−1
√

n
.

3.7.8. Chøng minh r»ng mäi chuçi nhËn ®−îc b»ng c¸ch ®æi chç c¸c phÇn tö
cña mét chuçi héi tô tuyÖt ®èi sÏ héi tô vµ cã chung tæng.

3.7.9. Gi¶ sö xÐt hµm f : (0,+∞) → (0,∞), gi¶m tíi 0 khi x → ∞ sao cho

d·y {nf(n)} t¨ng tíi∞. §Æt S lµ tæng cña chuçi
∞∑

n=1

(−1)n−1f(n). Cho tr−íc

l, t×m mét c¸ch ®æi thø tù chuçi trªn ®Ó chuçi nhËn ®−îc héi tô vÒ S + l.

3.7.10. Gi¶ sö hµm f : (0,+∞) → (0,∞), gi¶m tíi 0 khi x → ∞ tho¶
m·n ®iÒu kiÖn lim

n→∞
nf(n) = g, g ∈ (0,+∞). §Æt S lµ tæng cña chuçi

∞∑
n=1

(−1)n−1f(n). Cho tr−íc l, t×m mét c¸ch ®æi thø tù chuçi trªn ®Ó chuçi nhËn

®−îc héi tô vÒ S + l.
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3.7.11. H·y ®æi chç c¸c phÇn tö cña chuçi
∞∑

n=1

(−1)n−1 1
np , p ∈ (0, 1) ®Ó t¨ng

gi¸ trÞ cña tæng chuçi ®ã lªn l.

3.7.12. Cho tr−íc sè α > 0, h·y sö dông kÕt qu¶ bµi 3.7.10, t×m mét c¸ch ®æi

thø tù cña chuçi
∞∑

n=1

(−1)n 1
n
®Ó ®¹t ®−îc mét chuçi cã tæng b»ng ln 2 + 1

2
lnα.

3.7.13. B»ng c¸ch ®æi chç c¸c sè h¹ng, cã thÓ lµm nhanh ®é ph©n kú cña mét
chuçi ph©n kú víi c¸c sè hµng d−¬ng vµ gi¶m ®¬n ®iÖu ®−îc kh«ng?

3.7.14. Gi¶ sö chuçi
∞∑

n=1

an víi c¸c sè h¹ng d−¬ng ph©n kú vµ lim
n→∞

an = 0.

Chøng minh r»ng cã thÓ lµm chËm tèc ®é ph©n kú mét c¸ch tuú ý b»ng c¸ch ®æi
chç c¸c phÇn tö; tøc lµ víi mäi d·y {Qn} tho¶ m·n

0 < Q1 < Q2 < . . . < Qn < . . . , lim
n→∞

Qn = +∞.

tån t¹i mét sù ®æi chç
∞∑

n=1

ank
sao cho

an1 + an2 + . . . + anm 6 Qm, víi m ∈ N.

3.7.15. Cho {rn} vµ {sn} lµ hai d·y sè nguyªn d−¬ng t¨ng thùc sù kh«ng cã
phÇn tö chung. Gi¶ sö r»ng mäi sè nguyªn d−¬ng ®Òu xuÊt hiÖn ë mét trong hai

d·y nµy. Khi ®ã hai chuçi con
∞∑

n=1

arn vµ
∞∑

n=1

asn ®−îc gäi lµ hai chuçi con bï

cña chuçi
∞∑

n=1

an. Ta nãi r»ng sù s¾p xÕp l¹i dÞch chuyÓn hai chuçi con bï nhau,

nÕu víi mäi sè nguyªn d−¬ng m vµ n sao cho m < n sè h¹ng arm xuÊt hiÖn
tr−íc arn vµ sè h¹ng asm xuÊt hiÖn tr−íc asn . Chøng minh r»ng, c¸c sè h¹ng

cña chuçi héi tô cã ®iÒu kiÖn
∞∑

n=1

an cã thÓ s¾p xÕp l¹i b»ng c¸ch dÞch chuyÓn

hai chuçi con bï nhau cña tÊt c¸c c¸c sè h¹ng ©m vµ sè h¹ng d−¬ng cña nã ®Ó
nhËn ®−îc mét chuçi héi tô cã tæng lµ mét sè ®Þnh dÊu tuú ý.

3.7.16. Cho
∞∑

k=1

ank
lµ mét sù ®æi chç cña mét chuçi héi tô cã ®iÒu kiÖn

∞∑
n=1

an.

Chøng minh r»ng nÕu {nk − k} lµ mét d·y bÞ chÆn, th×
∞∑

k=1

ank
=

∞∑
n=1

an. §iÒu

g× sÏ x¶y ra nÕu d·y {nk − k} kh«ng bÞ chÆn?
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3.7.17. Cho
∞∑

k=1

ank
lµ mét sù ®æi chç cña mét chuçi héi cã ®iÒu kiÖn tô

∞∑
n=1

an.

Chøng minh r»ng
∞∑

k=1

ank
=

∞∑
n=1

an khi vµ chØ khi tån t¹i mét sè nguyªn d−¬ng

N sao cho mäi tËp {nk : 1 6 k 6 m} ®Òu lµ hîp cña nhiÒu nhÊt N khèi rêi
nhau cña c¸c sè nguyªn d−¬ng liªn tiÕp nhau.

3.7.18. Tõ mét ma trËn v« h¹n {ai,k}, i = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . cña c¸c

sè thùc, ta thiÕt lËp mét chuçi kÐp
∞∑

i,k=1

ai,k. Ta nãi r»ng chuçi kÐp héi tô tíi

S ∈ R nÕu víi ε > 0 cho tr−íc, tån t¹i mét sè n0 ∈ N sao cho

|Sm,n − S| < ε víi m,n > n0,

trong ®ã

Sm,n =
m∑

i=1

n∑

k=1

ai,k.

Khi ®ã ta viÕt

S = lim
m,n→∞

Sm,n =
∞∑

i,k=1

ai,k.

Nãi r»ng d·y
∞∑

i,k=1

ai,k héi tô tuyÖt ®èi nÕu
∞∑

i,k=1

|ai,k| héi tô. Chó ý r»ng c¸c sè

h¹ng cña mét ma trËn v« h¹n (ai,k)i,k=1,2,... cã thÓ ®−îc xÕp thø tù thµnh mét

d·y {cn}, vµ khi ®ã chuçi
∞∑

n=1

cn ®−îc gäi lµ sù xÕp thø tù cña
∞∑

i,k=1

ai,k thµnh

mét chuçi ®¬n. Chøng minh r»ng nÕu mét trong c¸c c¸ch s¾p xÕp thø tù cña
chuçi kÐp héi tô tuyÖt ®èi th× chuçi kÐp héi tô (tuyÖt®èi) tíi cïng tæng.

3.7.19. Chøng minh r»ng nÕu mét chuçi kÐp
∞∑

i,k=1

ai,k héi tô tuyÖt ®èi, th× mäi

c¸ch xÕp thø tù cña nã
∞∑

n=1

cn héi tô vµ

∞∑

i,k=1

ai,k =
∞∑

n=1

cn.

3.7.20. Chøng minh r»ng mäi chuçi kÐp héi tô tuyÖt ®èi lµ héi tô.
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3.7.21. Ta gäi mét chuçi lÆp
∞∑
i=1

(
∞∑

k=1

ai,k

)
lµ héi tô tuyÖt ®èi nÕu chuçi

∞∑
i=1

(
∞∑

k=1

|ai,k|
)
héi tô; ®Þnh nghÜa t−¬ng tù cho chuçi

∞∑
k=1

(
∞∑
i=1

ai,k

)
. Chøng

minh r»ng mét chuçi lÆp héi tô tuyÖt ®èi lµ héi tô.

3.7.22. Chøng minh r»ng nÕu chuçi kÐp
∞∑

i,k=1

ai,k héi tô tuyÖt ®èi th× hai chuçi

lÆp
∞∑

i=1

(
∞∑

k=1

ai,k

)
vµ

∞∑

k=1

(
∞∑

i=1

ai,k

)

héi tô tuyÖt ®èi vµ

∞∑

i=1

(
∞∑

k=1

ai,k

)
=

∞∑

k=1

(
∞∑

i=1

ai,k

)
=

∞∑

i,k=1

ai,k.

3.7.23. Chøng minh r»ng nÕu mét trong bèn chuçi

∞∑

i,k=1

|ai,k|,
∞∑

i=1

(
∞∑

k=1

|ai,k|

)
,

∞∑

k=1

(
∞∑

i=1

|ai,k|

)
,

∞∑

n=1

(|an,1| + |an−1,2| + |an−2,3| + . . . + |a1,n|)

héi tô th× mäi chuçi

∞∑

i,k=1

ai,k,
∞∑

i=1

(
∞∑

k=1

ai,k

)
,

∞∑

k=1

(
∞∑

i=1

ai,k

)
,

∞∑

n=1

(an,1 + an−1,2 + an−2,3 + . . . + a1,n)

®Òu héi tô tíi cïng mét tæng.

3.7.24. TÝnh
∞∑

n,k=0

1

n!k!(n + k + 1)
.

3.7.25. TÝnh
∞∑

n,k=1

1

nk(n + k + 2)
.
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3.7.26. Chøng minh r»ng
∞∑

n,k=0

n!k!

(n + k + 2)!
=

π2

6
.

3.7.27. Cho 0 < x < 1, xÐt ma trËn v« h¹n




x −x2 x2 −x3 x3 ·
x(1 − x) −x2(1 − x2) x2(1 − x2) −x3(1 − x3) x3(1 − x3) ·
x(1 − x)2 −x2(1 − x2)2 x2(1 − x2)2 −x3(1 − x3)2 x3(1 − x3)2 ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .




Chøng minh r»ng chØ cã mét chuçi lÆp t−¬ng øng víi ma trËn nµy héi tô (kh«ng
héi tô tuyÖt ®èi).

3.7.28. Nghiªn cøu tÝnh héi tô cña c¸c chuçi kÐp sau:
∞∑

i,k=0

xiyk, víi |x|, |y| < 1.(a)

∞∑

i,k=1

1

iαkβ
, víi α, β > 0.(b)

∞∑

i,k=1

1

(i + k)p
, víi p > 0.(c)

3.7.29. T×m tæng cña c¸c chuçi kÐp sau:
∞∑

i,k=2

1

(p + i)k
, víi p > −1.(a)

∞∑

i=2,k=1

1

(2k)i
,(b)

∞∑

i,k=1

1

(4i − 1)2k
.(c)

3.7.30. Cho mét ma trËn v« h¹n (bi,k)i,k=1,2,..., chøng minh r»ng tån t¹i duy

nhÊt mét chuçi kÐp
∞∑

i,k=1

ai,k sao cho

Sm,n =

m∑

i=1

n∑

k=1

ai,k = bm,n, m, n = 1, 2, . . . .
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3.7.31. LÊy

bi,k = (−1)i+k

(
1

2i
+

1

2k

)
, i, k = 1, 2, . . . ,

trong bµi to¸n trªn h·y nghiªn cøu tÝnh héi tô cña chuçi kÐp t−¬ng øng
∞∑

i,k=1

ai,k.

3.7.32. Chøng minh r»ng víi |x| < 1, chuçi kÐp
∞∑

i,k=1

xik héi tô tuyÖt ®èi Sö

dông ®iÒu ®ã h·y chøng minh r»ng

∞∑

i,k=1

xik =

∞∑

k=1

xk

1 − xk
=

∞∑

n=1

θ(n)xn = 2

∞∑

n=1

xn2

1 − xn
+

∞∑

n=1

xn2

,

trong ®ã θ(n) lµ c¸c −íc tù nhiªn cña n.

3.7.33. Chøng minh r»ng víi |x| < 1 chuçi kÐp
∞∑

i,k=1

ixik héi tô tuyÖt ®èi. H¬n

n÷a, h·y chøng minh r»ng

∞∑

i,k=1

ixik =

∞∑

i,k=1

kxk

1 − xk
=

∞∑

i,k=1

σ(n)xn,

trong ®ã σ(n) lµ tæng c¸c −íc tù nhiªn cña n.

3.7.34. Cho ζ(p) =
∞∑

n=1

1
np , p > 1, lµ hµm zeta Riemann. §Æt

Sp =
∞∑

n=2

1

np
= ζ(p) − 1, p > 1,

Chøng minh r»ng

(a)

∞∑

p=2

Sp = 1, (b)

∞∑

p=2

(−1)pSp =
1

2
.

3.7.35. Chøng minh ®Þnh lý Goldbach.

NÕu A = {km ; m,k = 2, 3, . . . } th×
∑

n∈A

1
n−1

= 1.
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3.7.36. Gi¶ sö ζ lµ hµm zeta Riemann. Chøng minh r»ng víi mäi sè nguyªn
n ≥ 2,

ζ(2)ζ(2n − 2) + ζ(4)ζ(2n − 4) + . . . + ζ(2n − 2)ζ(2) =

(
n +

1

2

)
ζ(2n).

3.7.37. Sö dông kÕt qu¶ cña bµi tËp trªn h·y t×m tæng cña c¸c chuçi

∞∑

n=1

1

n6
vµ

∞∑

n=1

1

n8
.

3.8 TÝch v« h¹n

3.8.1. TÝnh:

(a)

∞∏

n=2

(
1 − 1

n2

)
, (b)

∞∏

n=2

n3 − 1

n3 + 1
,

(c)

∞∏

n=1

cos
x

2n
, x 6= 2m

(π

2
+ kπ

)
, m ∈ N, k ∈ Z,

(d)

∞∏

n=1

cosh
x

2n
, x ∈ R, (e)

∞∏

n=0

(
1 + x2n)

, |x| < 1

(f)

∞∏

n=1

(
1 +

1

n(n + 2)

)
, (g)

∞∏

n=1

a
(−1)n

n , a > 0

(h)

∞∏

n=1

e
1
n

1 + 1
n

, (i)

∞∏

n=1

9n2

9n2 − 1
,

3.8.2. Nghiªn cøu tÝnh héi tô cña tÝch v« h¹n sau:

∞∏

n=2

(
1 +

(−1)n

n

)
, (b)

∞∏

n=1

(
1 +

1

n

)
,(a)

∞∏

n=2

(
1 − 1

n

)
,(c)

3.8.3. Gi¶ sö an ≥ 0, n ∈ N. Chøng minh r»ng tÝch v« h¹n
∞∏

n=1

(1 + an) héi

tô khi vµ chØ khi chuçi
∞∑

n=1

an héi tô.
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3.8.4. Gi¶ sö an ≥ 0 vµ an 6= 1 víi n ∈ N. Chøng minh r»ng tÝch v« h¹n
∞∏

n=1

(1 − an) héi tô khi vµ chØ khi chuçi
∞∑

n=1

an héi tô.

3.8.5. Cho

a2n−1 =
1√
n

+
1

n
, a2n = − 1√

n
, n ∈ N.

Chøng minh r»ng tÝch
∞∏

n=1

(1 + an) héi tô mÆc dï chuçi
∞∑

n=1

an ph©n kú.

3.8.6. Nghiªn cøu tÝnh héi tô cña tÝch sau:

∞∏

n=1

cos
1

n
, (b)

∞∏

n=1

n sin
1

n
,(a)

∞∏

n=1

tan

(
π

4
+

1

n

)
(d)

∞∏

n=1

n ln(1 +
1

n
)(c)

∞∏

n=1

n
√

n, (f)

∞∏

n=1

n2√
n(e)

3.8.7. Gi¶ sö r»ng chuçi
∞∑

n=1

an héi tô. Chøng minh r»ng tÝch
∞∏

n=1

(1+ an) héi

tô khi vµ chØ khi chuçi
∞∑

n=1

a2
n héi tô. Chøng minh r»ng nÕu chuçi

∞∑
n=1

a2
n ph©n

kú th× tÝch v« h¹n
∞∏

n=1

(1 + an) ph©n kú tíi 0.

3.8.8. Gi¶ sö r»ng d·y {an} ®¬n ®iÖu gi¶m vÒ 0. Chøng minh r»ng tÝch v«

h¹n
∞∏

n=1

(1 + (−1)nan) héi tô khi vµ chØ khi chuçi
∞∑

n=1

a2
n héi tô.

3.8.9. Chøng minh r»ng tÝch v« h¹n

∞∏

n=1

(
1 + (−1)n+1 1√

n

)

ph©n kú, nh−ng chuçi
∞∑

n=1

(−1)n+1 1√
n
l¹i héi tô .

3.8.10. Chøng minh r»ng nÕu hai chuçi

∞∑

n=1

(
an − 1

2
a2

n

)
vµ

∞∑

n=1

|an|3
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héi tô th× tÝch
∞∏

n=1

(1 + an) héi tô.

3.8.11. Sù héi tô cña tÝch
∞∏

n=1

(1+ an) cã suy ra sù héi tô cña c¸c chuçi
∞∑

n=1

a2
n

vµ
∞∑

n=1

an ®−îc kh«ng?

Gîi ý. XÐt tÝch(
1 − 1

2α

)(
1 +

1

2α
+

1

22α

)(
1 − 1

3α

)(
1 +

1

3α
+

1

32α

)
. . . ,

trong ®ã 1
3

< α 6 1
2
.

3.8.12. Chøng minh kÕt qu¶ tæng qu¸t ho¸ cña bµi 3.8.10. Cho k ≥ 2, nÕu hai
chuçi

∞∑

n=1

(
an − 1

2
a2

n + . . . +
(−1)k−1

k
ak

n

)
, vµ

∞∑

n=1

|an|k+1

héi tô th× tÝch
∞∏

n=1

(1 + an) héi tô.

3.8.13. Chøng minh r»ng tõ sù héi tô cña tÝch
∞∏

n=1

(1+an) vµ cña chuçi
∞∑

n=1

a2
n

suy ra sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

an.

3.8.14. Chøng minh r»ng nÕu tÝch
∞∏

n=1

(1 + an) vµ tÝch
∞∏

n=1

(1− an) héi tô th×

c¸c chuçi
∞∑

n=1

an vµ
∞∑

n=1

a2
n còng héi tô.

3.8.15. Gi¶ sö d·y {an} gi¶m ®¬n ®iÖu vÒ 1. TÝch v« h¹n

a1 ·
1

a2
· a3 ·

1

a4
· a5 . . .

cã lu«n héi tô kh«ng?

3.8.16. Cho c¸c tÝch v« h¹n héi tô
∞∏

n=1

an vµ
∞∏

n=1

bn víi c¸c thõa sè d−¬ng. H·y

nghiªn cøu tÝnh héi tô cña c¸c tÝch sau:
∞∏

n=1

(an + bn), (b)

∞∏

n=1

a2
n,(a)

∞∏

n=1

anbn, (d)

∞∏

n=1

an

bn
.(c)
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3.8.17. Chøng minh r»ng víi xn ∈ (0, π
2
), n ∈ N, tÝch

∞∏

n=1

cos xn vµ

∞∏

n=1

sinxn

xn

héi tô khi vµ chØ khi chuçi
∞∑

n=1

x2
n héi tô.

3.8.18. Cho
∞∑

n=1

an lµ chuçi d−¬ng héi tô, ®Æt Sn lµ tæng riªng thø n cña chuçi.

Chøng minh r»ng

a1

∞∏

n=2

(
1 +

an

Sn−1

)
=

∞∑

n=1

an.

3.8.19. Chøng minh r»ng nÕu tÝch v« h¹n
∞∏

n=1

(1 + an), an > −1 héi tô vÒ P

th× chuçi
∞∑

n=1

an

(1 + a1) · (1 + a2) · . . . · (1 + an)

còng héi tô. H¬n n÷a nÕu S lµ tæng cña nã th× S = 1 − 1
P
.

3.8.20. Gi¶ sö tÝch v« h¹n

∞∏

n=1

(1 + an), víi an > 0, n ∈ N,

ph©n kú. Chøng minh r»ng

∞∑

n=1

an

(1 + a1) · (1 + a2) · . . . · (1 + an)
= 1.

3.8.21. Chøng minh r»ng

∞∑

n=1

xn

(1 + x) · (1 + x2) · . . . · (1 + xn)
= 1, víi x > 1.

3.8.22. Cho an 6= 0 víi n ∈ N. Chøng minh r»ng tÝch v« h¹n
∞∏

n=1

an héi tô

khi vµ chØ khi nã tho¶ m·n tiªu chuÈn Cauchy sau: Víi mäi ε > 0 tån t¹i sè
nguyªn d−¬ng n0 sao cho

|anan+1 · . . . · an+k − 1| < ε

víi mäi n > n0 vµ k ∈ N.
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3.8.23. Cho |x| < 1, h·y kiÓm tra ®¼ng thøc sau:

∞∏

n=1

(1 + xn) =
1

∞∏
n=1

(1 − x2n−1)
.

3.8.24. TÝch
∞∏

n=1

(1 + an) ®−îc gäi lµ héi tô tuyÖt ®èi nÕu
∞∏

n=1

(1 + |an|) héi tô.

Chøng minh r»ng tÝch
∞∏

n=1

(1 + an) héi tô tuyÖt ®èi khi vµ chØ khi chuçi
∞∑

n=1

an

héi tô tuyÖt ®èi.

3.8.25. Chøng minh r»ng mäi tÝch
∞∏

n=1

(1 + an) héi tô tuyÖt ®èi lµ héi tô.

3.8.26. Chøng minh r»ng nÕu tÝch
∞∏

n=1

(1 + an) héi tô tuyÖt ®èi th×

∞∏

n=1

(1 + an) = 1 +

∞∑

n=1

an +

∞∑

n1,n2=1
n1<n2

an1an2 +

+ . . . +
∞∑

n1 ,n2 ,... ,nk=1
n1<n2<...<nk

an1an2 . . . ank
+ . . .

3.8.27. Gi¶ sö tÝch v« h¹n
∞∏

n=1

(1 + an) héi tô tuyÖt ®èi, chøng minh r»ng tÝch

v« h¹n
∞∏

n=1

(1 + anx) héi tô tuyÖt ®èi víi mäi x ∈ R vµ cã thÓ khai triÓn thµnh

mét chuçi héi tô tuyÖt ®èi theo hÖ thøc

∞∏

n=1

(1 + anx) = 1 +

∞∑

k=1

Akx
k,

trong ®ã

Ak =
∞∑

n1 ,n2 ,... ,nk=1
n1<n2<...<nk

an1an2 . . . ank
.

3.8.28. ThiÕt lËp ®¼ng thøc sau:

∞∏

n=1

(1 + qnx) = 1 +
∞∑

n=1

q
n(n+1)

2

(1 − q)(1 − q2) · . . . · (1 − qn)
xn, |q| < 1.
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3.8.29. KiÓm tra ®¼ng thøc sau:

∞∏

n=1

(1 + q2n−1x) = 1 +
∞∑

n=1

qn2

(1 − q2)(1 − q4) · . . . · (1 − q2n)
xn, |q| < 1.

3.8.30. Gi¶ sö chuçi
∞∑

n=1

an héi tô tuyÖt ®èi. Chøng minh r»ng nÕu x 6= 0 th×

∞∏

n=1

(1 + anx)
(
1 +

an

x

)
= B0 +

∞∑

n=1

Bn

(
xn +

1

xn

)
,

víi Bn = An + A1An+1 + +A2An+2 . . . , n = 0, 1, 2, . . . , vµ

∞∏

n=1

(1 + anx) = A0 +
∞∑

k=1

Akx
k ( xem 3.8.27).

3.8.31. Cho |q| < 1 vµ x 6= 0 h·y chøng minh ®¼ng thøc sau:

∞∏

n=1

(1 − q2n)

∞∏

n=1

(1 + q2n−1x)

(
1 +

q2n−1

x

)
= 1 +

∞∑

n=1

qn2

(
xn +

1

xn

)
.

3.8.32. Cho |q| < 1, h·y kiÓm tra c¸c ®¼ng thøc sau:

∞∏

n=1

(1 − q2n)
∞∏

n=1

(1 − q2n−1)2 = 1 + 2
∞∑

n=1

(−1)nqn2

,(a)

∞∏

n=1

(1 − q2n)
∞∏

n=1

(1 + q2n−1)2 = 1 + 2
∞∑

n=1

qn2

,(b)

∞∏

n=1

(1 − q2n)
∞∏

n=1

(1 + q2n)2 = 1 +
∞∑

n=1

qn2+n,(c)

3.8.33. Cho x > 0, xÐt d·y {an} nh− sau:

a1 =
1

1 + x
, an =

n

x + n

n−1∏

k=1

x − k

x + k
, n > 1.

Chøng minh r»ng chuçi
∞∑

n=1

an héi tô, t×m tæng cña nã.
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3.8.34. Chøng minh r»ng nÕu tÝch v« h¹n
∞∏

n=1

(1 + can) héi tô víi hai gi¸ trÞ

kh¸c nhau cña h»ng sè c ∈ R\{0} th× nã héi tô víi mäi c.

3.8.35. Chøng minh r»ng nÕu chuçi

∞∑

n=1

an

n∏

k=0

(x2 − k2)

héi tô t¹i x = x0, x0 6∈ Z th× nã héi tô víi mäi gi¸ trÞ cña x.

3.8.36. Cho {pn} lµ mét d·y c¸c sè nguyªn tè liªn tiÕp lín h¬n 1.
(a) Chøng minh c«ng thøc tÝch Euler

∞∏

n=1

(
1 − 1

px
n

)−1

=

∞∑

n=1

1

nx
víi x > 1.

(b) Chøng minh r»ng chuçi
∞∑

n=1

1
pn
ph©n kú (h·y so s¸nh víi bµi tËp 3.2.72).

3.8.37. H·y dïng quy t¾c DeMoivre ®Ó chøng minh c¸c kh¼ng ®Þnh sau:

sinx = x
∞∏

n=1

(
1 − x2

n2π2

)
,(a)

cos x =
∞∏

n=1

(
1 − 4x2

(2n − 1)2π2

)
.(b)

3.8.38. Sö dông kÕt qu¶ c©u trªn h·y chøng minh c«ng thøc Wallis

lim
n→∞

(2n)!!

(2n − 1)!!
√

n
=

√
π.

3.8.39. Nghiªn cøu s− héi tô cña c¸c tÝch sau:

∞∏

n=1

(
1 +

x

n

)
e−

x
n , x > −1,(a)

∞∏

n=1

(
1 + 1

n

)x

1 + x
n

, x > −1.(b)

3.8.40. Chøng minh r»ng tÝch v« h¹n
∞∏

n=1

(1 + an) héi tô tuyÖt ®èi khi vµ chØ

khi mäi sù ®æi chç c¸c thõa sè cña nã kh«ng lµm thay ®æi gi¸ trÞ cña nã.
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3.8.41. TÝnh
(

1 +
1

2

)(
1 +

1

4

)
. . .

(
1 +

1

2α

)

×
(

1 − 1

3

)
. . .

(
1 − 1

2β + 1

)(
1 +

1

2α + 2

)
. . .

tÝch nµy lµ sù ®æi chç c¸c nh©n tö cña tÝch
∞∏

n=2

(
1 + (−1)n

n

)
b»ng c¸ch ®Æt c¸c

khèi gåm α thõa sè lín h¬n 1 vµ khèi gåm β thõa sè lín h¬n 1 xen kÏ nhau.

3.8.42. Chøng minh r»ng tõ tÝch
∞∏

n=1

(1 + an), an > −1 héi tô nh−ng kh«ng

héi tô tuyÖt ®èi ta cã thÓ ®æi chç ®Ó nhËn ®−îc mét tÝch cã gi¸ trÞ lµ mét sè
d−¬ng bÊt kú cho tr−íc, hoÆc mét tÝch ph©n kú vÒ 0 hoÆc v« cïng. (So s¸nh víi
bµi tËp 3.7.15).



Lêi gi¶i





Ch−¬ng 1

Sè thùc

1.1 CËn trªn ®óng vµ cËn d−íi ®óng cña tËp c¸c
sè thùc. Liªn ph©n sè

1.1.1. §Æt A = {x ∈ Q : x > 0, x2 < 2} vµ s = sup A, dÔ thÊy s > 1. Ta
sÏ chØ ra r»ng víi sè n nguyªn d−¬ng bÊt kú th×

(
s − 1

n

)2

≤ 2 ≤
(

s +
1

n

)2

.(1)

ThËt vËy, v× s − 1
n
kh«ng lµ cËn trªn cña A nªn tån t¹i x? ∈ A sao cho

s − 1
n

< x?, suy ra

(
s − 1

n

)2

< (x?)2 < 2.

Gi¶ sö r»ng
(
s + 1

n

)2
< 2. NÕu s lµ sè h÷u tØ th× s + 1

n
∈ A vµ s+ 1

n
> s,

tr¸i víi gi¶ thiÕt s = supA. NÕu s lµ sè v« tØ th× w = [(n+1)s]
n+1

+ 1
n+1

lµ sè h÷u

tû tho¶ m·n s < w < s + 1
n
, do ®ã w2 <

(
s + 1

n

)2
< 2 tøc lµ w ∈ A, m©u

thuÉn. VËy ta ®· chøng minh ®−îc r»ng
(
s + 1

n

)2 ≥ 2. Sö dông vÕ tr¸i cña

(1) ta cã s2 − 2s
n

< s2 − 2s
n

+ 1
n2 ≤ 2, tõ ®ã suy ra s2−2

2s
< 1

n
. Cho n → ∞,

ta nhËn ®−îc s2 − 2 ≤ 0. T−¬ng tù, tõ bÊt ®¼ng thøc ë vÕ ph¶i cña (1) suy ra
s2−2
2s

≥ − 1
n
, suy ra s2 − 2 ≥ 0. Do ®ã s2 = 2.

1.1.2. Gi¶ sö A bÞ chÆn d−íi vµ ®Æt a = inf A, khi ®ã

121
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(1) x ≥ a víi mäi x ∈ A,

(2) víi ε > 0, tån t¹i x? ∈ A sao cho x? < a + ε.

Nh©n hai bÊt ®¼ng thøc trong (1) vµ (2) víi −1, ta cã

(1') x ≤ −a víi mäi x ∈ (−A),

(2') víi ε > 0 bÊt kú , tån t¹i x? ∈ (−A) sao cho x? > −a− ε.

Tõ ®ã suy ra −a = sup(−A). NÕu A kh«ng bÞ chÆn d−íi th× −A kh«ng bÞ
chÆn trªn vµ do ®ã sup(−A) = − inf(A) = +∞. C¸c ®¼ng thøc cßn l¹i ®−îc
chøng minh t−¬ng tù.

1.1.3. Gi¶ sö A vµ B bÞ chÆn trªn vµ ®Æt a = sup A vµ b = sup B, khi
®ã a lµ mét cËn trªn cña A, b lµ mét cËn trªn cña B, suy ra a + b lµ mét cËn
trªn cña A + B. H¬n n÷a, víi mäi ε > 0, tån t¹i x? ∈ A vµ y? ∈ B sao cho
x? > a− ε

2
vµ y? > b− ε

2
, do ®ã x? +y? > a+b−ε. V× z? = x?+y? ∈ A + B

suy ra a + b = sup(A + B). NÕu A hoÆc B kh«ng bÞ chÆn trªn, th× A + B
kh«ng bÞ chÆn trªn, tõ ®Þnh nghÜa cña cËn trªn ®óng ta suy ra sup(A + B) =
sup A + sup B = +∞.

§¼ng thøc thø hai lµ mét hÖ qu¶ trùc tiÕp cña ®¼ng thøc thø nhÊt vµ cña
bµi to¸n tr−íc. ThËt vËy,

sup(A − B) = sup(A + (−B)) = sup A + sup(−B) = sup A − inf B.

LËp luËn t−¬ng tù trªn cã thÓ suy ra c¸c ®¼ng thøc

inf(A + B) = inf A + inf B,

inf(A −B) = inf A − sup B.

1.1.4. Gi¶ sö c¶ hai tËp bÞ chÆn trªn, ®Æt a = sup A vµ b = supB. V× c¸c
phÇn tö cña A vµ cña B lµ c¸c sè d−¬ng nªn xy ≤ ab víi x ∈ A vµ y ∈ B.
Ta sÏ chøng minh r»ng ab lµ cËn trªn bÐ nhÊt cña A · B. Cho tr−íc ε > 0,
tån t¹i x? ∈ A vµ y? ∈ B sao cho x? > a − ε vµ y? > b − ε. Khi ®ã
x?y? > ab − ε(a + b − ε). V× ε(a + b − ε) cã thÓ nhá tuú ý víi ε ®ñ nhá, ta
thÊy r»ng bÊt kú sè nµo nhá h¬n ab kh«ng thÓ lµ cËn trªn cña A · B. Do ®ã
ab = supA · B. NÕu A hoÆc B kh«ng bÞ chÆn trªn th× A · B còng kh«ng bÞ
chÆn. Do ®ã sup(A · B) = supA · supB = +∞.

C«ng viÖc b©y giê lµ chøng minh sup
(

1
A

)
= 1

inf A
> 0 nÕu a′ = inf A > 0.

ThËt vËy, víi mäi x ∈ A, bÊt ®¼ng thøc x ≥ a′ t−¬ng ®−¬ng víi 1
x
≤ 1

a′ nªn
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1
a′ lµ cËn trªn cña

1
A
. H¬n n÷a, víi ε > 0 bÊt kú, tån t¹i x? ∈ A sao cho

x? < a′ + ε, do ®ã
1

x?
>

1

a′ + ε
=

1

a′ −
ε

a′(a′ + ε)
.

V× ε
a′(a′+ε)

nhá tuú ý nªn 1
a′ lµ cËn trªn nhá nhÊt cña

1
A
. XÐt tr−êng hîp a′ = 0,

thÊy r»ng tËp 1
A
lµ bÞ chÆn (thËt vËy, víi ε > 0, tån t¹i x? ∈ 1

A
sao cho x? > 1

ε
).

Do ®ã, sup 1
A

= +∞.

B©y giê gi¶ sö r»ng A,B lµ c¸c tËp bÞ chÆn c¸c sè thùc bÊt kú vµ ®Æt
a = sup A, b = sup B, a′ = inf A, b′ = inf B. NÕu a′ vµ b′ lµ kh«ng ©m th×
sö dông kÕt qu¶ ë trªn ta suy ra ®¼ng thøc cÇn chøng minh. NÕu a′ < 0 vµ
a, b′ > 0 th× xy ≤ ab víi bÊt kú x ∈ A vµ y ∈ B. Chän ε > 0 ®ñ nhá ®Ó
a− ε > 0. Khi ®ã tån t¹i x? ∈ A sao cho x? > a− ε. H¬n n÷a, tån t¹i y? ∈ B
sao cho y? > b − ε. Do ®ã

x?y? > x?(b− ε) > (a− ε)(b − ε) = ab− ε(b + b − ε).

VËy trong tr−êng hîp nµy ta cã sup(A · B) = ab.

XÐt tr−êng hîp a′, b′ < 0 vµ a, b > 0. Víi bÊt kú x ∈ A vµ y ∈ B ta cã

xy ≤ max{ab, a′b′}.

§Çu tiªn xÐt tr−êng hîp max {ab, a′b′} = a′b′. Theo ®Þnh nghÜa cña cËn d−íi
®óng, víi ε > 0 ®ñ nhá tån t¹i x? ∈ A vµ y? ∈ B sao cho x? < a′ + ε < 0 vµ
y? < b′ + ε < 0, suy ra

x?y? > x?(b′ + ε) > (a′ + ε)(b′ + ε) = a′b′ + ε(a′ + b′ + (a′ + b′ + ε).

Tõ nhËn xÐt r»ng a′ + b′ + ε lµ sè ©m suy ra a′b′ lµ cËn trªn bÐ nhÊt cña
A · B. Trong tr−êng hîp max {ab, a′b′} = ab lËp luËn t−¬ng tù ta suy ra
sup(A · B) = ab. C¸c tr−êng hîp cßn l¹i ®−îc chøng minh t−¬ng tù.

1.1.5. Tr−íc hÕt gi¶ sö A vµ B bÞ chÆn trªn, ®Æt a = sup A vµ b = sup B,
kh«ng gi¶m tæng qu¸t ta coi a ≤ b, thÕ th× víi mäi x ∈ A ∪ B ta cã x ≤ b.
H¬n n÷a, víi ε > 0, tån t¹i x? ∈ B sao cho x? > b − ε. HiÓn nhiªn x? thuéc
vµo A ∪ B. Do ®ã ®¼ng thøc thø nhÊt lµ ®óng. NÕu A hoÆc B kh«ng bÞ chÆn
trªn th× A ∪ B còng kh«ng bÞ chÆn trªn. V× vËy sup(A ∪ B) = +∞, vµ ta
qui −íc r»ng max{+∞, c} = max{+∞,+∞} = +∞ mäi sè thùc c. Chøng
minh ®¼ng thùc thø hai t−¬ng tù.
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1.1.6. Ta cã

A1 =

{
−3,−11

2
, 5

}

∪
{

3

4k
,− 3

4k + 1
,−4 − 3

4k + 2
, 4 +

3

4k + 3
; k ∈ N

}
,

A2 =

{
3k − 1

3k + 1
,−3k − 2

6k
,− 3k − 3

2(3k − 1)
; k ∈ N

}
.

Do ®ã inf A1 = −11
2
, supA1 = 5 vµ inf A2 = −1

2
, supA2 = 1.

1.1.7. supA = 2
9
, inf A = 1

5
, sup B = 1

9
, inf B = 0.

1.1.8. Cã thÓ chØ ra b»ng quy n¹p r»ng víi n ≥ 11, 2n > (n + 1)3. Do ®ã

0 <
(n + 1)2

2n
<

(n + 1)2

(n + 1)3
=

1

n + 1
víi n ≥ 11,

do ®ã 0 lµ cËn d−íi ®óng cña tËp hîp ®ang xÐt. Bªn c¹nh ®ã ta dÔ dµng chøng
minh r»ng 2n > (n + 1)2 víi n ≥ 6, do ®ã (n+1)2

2n < 1 víi n ≥ 6. C¸c sè
2, 9

4
, 25

16
, 36

32
(lín h¬n 1) còng n»m trong tËp ®ang xÐt, suy ra cËn trªn ®óng cña

tËp lµ 9
4
.

1.1.9. Tõ bµi to¸n tr−íc suy ra cËn d−íi ®óng cña tËp nµy b»ng 0. Sö dông
bÊt ®¼ng thøc ®· nªu trong lêi gi¶i bµi tr−íc ta ®−îc 2nm > (nm + 1)2 víi
nm ≥ 6. V× nm + 1 ≥ n + m víi n,m ∈ N, ta cã

(n + m)2

2nm
<

(n + m)2

(nm + 1)2
≤ (n + m)2

(n + m)2
= 1 nÕu nm ≥ 6.

Víi nm < 6, c¸c phÇn tö 1, 2, 9
4
, 25

16
, 36

32
còng thuéc tËp ®ang xÐt, do ®ã cËn trªn

bÐ nhÊt lµ 9
4
.

1.1.10.

(a) HiÓn nhiªn 2 lµ cËn trªn cña tËp A, ta sÏ chØ ra r»ng nã lµ cËn trªn ®óng
cña A. ThËt vËy, nÕu ε > 0 lµ mét sè cè ®Þnh bÊt kú , th× víi sè nguyªn
d−¬ng bÊt kú n? >

[
2
ε

]
, ta thu ®−îc 2(n?−1)

n? > 2 − ε. CËn trªn ®óng
cña A lµ 0, v× m

n
> 0 víi m,n ∈ N. Cho tr−íc ε > 0, tån t¹i n̂ sao cho

1
n̂

< ε.
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(b) HiÓn nhiªn 0 ≤
√

n − [
√

n] < 1. Chän n = k2, k ∈ N, ta thÊy r»ng
0 ∈ B, do ®ã inf B = 0. §Ó chøng minh r»ng supB = 1 tr−íc hÕt ta cã[√

n2 + 2n
]

= n víi mçi n nguyªn d−¬ng, xÐt 0 < ε < 1, thùc hiÖn mét
sè tÝnh to¸n ta ®−îc bÊt ®¼ng thøc

√
n2 + 2n −

[√
n2 + 2n

]
=

2√
1 + 2

n
+ 1

> 1 − ε

tho¶ m·n víi bÊt kú n > (1−ε)2

2ε
.

1.1.11.

(a) sup {x ∈ R : x2 + x + 1 > 0} = +∞,

(b) inf {z = x + x−1 : x > 0} = 2,

(c) inf
{
z = 2x + 2

1
x : x > 0

}
= 4.

Hai ®¼ng thøc ®Çu tiªn dÔ kiÓm tra. §Ó chøng minh ®¼ng thøc thø ba, chó ý
r»ng a+b

2
≥

√
ab víi a, b > 0, do ®ã

2x + 2
1
x

2
≥
√

2
1
x
+x ≥

√
22 = 2,

dÊu ®¼ng thøc khi vµ chØ khi x = 1. Ta ®−îc ®iÒu ph¶i chøng minh.

1.1.12.

(a) Sö dông bÊt ®¼ng thøc a+b
2

≥
√

ab víi a, b > 0, ta cã

m

n
+

4n

m
≥ 4,

dÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi m = 2n. Do ®ã inf A = 4. LÊy m = 1, cã thÓ
chØ ra r»ng tËp A kh«ng bÞ chÆn trªn. §iÒu nµy cã nghÜa sup A = +∞.

(b) T−¬ng tù ta cã

−1

4
≤ mn

4m2 + n2
≤ 1

4
,

c¸c bÊt ®¼ng thøc trë thµnh ®¼ng thøc khi lÇn l−îtm = −2n vµm = 2n.
KÕt qu¶ lµ inf B = −1

4
, supB = 1

4
.



126 Ch−¬ng 1. Sè thùc

(c) Ta cã inf C = 0 vµ sup C = 1. Thùc vËy, 0 < m
m+n

< 1, vµ víi bÊt kú
ε > 0, tån t¹i c¸c sè nguyªn d−¬ng n1 vµ m1 sao cho

1

n1
< ε vµ

m1

m1 + 1
> 1 − ε

(d) inf D = −1 vµ sup D = 1.

(e) Chän m = n th× tËp kh«ng bÞ chÆn trªn. Do ®ã supE = +∞. Tr¸i l¹i, víi
bÊt kúm,n ∈ N ta cã mn

1+m+n
≥ 1

3
, dÊu ®¼ng thøc x¶y ra khim = n = 1,

tøc lµ inf E = 1
3
.

1.1.13. §Æt s = a1 + a2 + ... + an, ta cã

ak

s
≤ ak

ak + ak+1 + ak+2
≤ 1 − ak+1

s
− ak+2

s
,

suy ra

1 ≤
n∑

k=1

ak

ak + ak+1 + ak+2
≤ n − 2.

B©y giê ta cÇn chøng minh r»ng

inf
n∑

k=1

ak

ak + ak+1 + ak+2
= 1 vµ sup

n∑

k=1

ak

ak + ak+1 + ak+2
= n − 2.

Chän ak = tk, t > 0 th×

n∑

k=1

ak

ak + ak+1 + ak+2
=

t

t + t2 + t3

+ ... +
tn−2

tn−2 + tn−1 + tn
+

tn−1

tn−1 + tn + t
+

tn

tn + t + t2

= (n − 2)
1

1 + t + t2
+

tn−2

tn−1 + tn−2 + 1
+

tn−1

tn−1 + t + 1
.

Cho t → 0+, ta thÊy r»ng sup
n∑

k=1

ak

ak+ak+1+ak+2
= n− 2, vµ cho t → +∞,

ta thu ®−îc inf
n∑

k=1

ak

ak+ak+1+ak+2
= 1.
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1.1.14. Cè ®Þnh n ∈ N vµ xÐt n + 1 sè thùc thuéc kho¶ng [0, 1)

0, α − [α], 2α − [2α], ..., nα − [nα].

V× n kho¶ng
[

j
n
, j+1

n

)
, j = 0, 1, ..., n− 1, phñ [0, 1) nªn tån t¹i kho¶ng chøa

Ýt nhÊt hai trong sè nh÷ng ®iÓm nµy, gi¶ sö nh− n1α − [n1α] vµ n2α − [n2α]
víi 0 ≤ n1 < n2 ≤ n. Tõ ®ã suy ra

|n2α − [n2α] − n1α + [n1α]| <
1

n
.

B©y giê ta xÐt qn = n2 − n1 vµ pn = [n2α] − [n1α], tõ nhËn xÐt trªn suy ra
qn ≤ n, tøc lµ bÊt ®¼ng thøc thø hai ®óng.

1.1.15. Ta sÏ chØ ra r»ng trong bÊt kú kho¶ng (p, q) tån t¹i Ýt nhÊt mét phÇn
tö cña A. Gäi 0 < ε = q − p. Tõ bµi to¸n tr−íc suy ra tån t¹i c¸c sè pn vµ qn

sao cho ∣∣∣∣α − pn

qn

∣∣∣∣ <
1

q2
n

.

V× α lµ v« tû nªn lim
n→∞

qn = +∞. Do ®ã

|qnα − pn| <
1

qn
< ε.

víi hÇu hÕt n. §Æt a = |qnα − pn| th× Ýt nhÊt mét trong c¸c sè ma,m ∈ Z,
thuéc kho¶ng (p, q); tøc lµ hoÆcmqnα−mpn hoÆc−mqnα+mpn thuéc kho¶ng
nµy.

1.1.16. Cho t ∈ [−1, 1], khi ®ã tån t¹i x sao cho t = cos x. Tõ kÕt qu¶
cña bµi to¸n tr−íc, tån t¹i c¸c d·y sè nguyªn {mn} vµ {kn} sao cho x =
lim

n→∞
(kn2π + mn). Tõ nhËn xÐt nµy vµ tÝnh liªn tôc cña hµm cos x ta suy ra

t = cosx = cos( lim
n→∞

(kn2π + mn)) = lim
n→∞

cosmn = lim
n→∞

cos |mn|.

V× vËy, mçi sè trong [−1, 1] lµ giíi h¹n cña tËp {cos n : n ∈ N} . Ta ®−îc ®iÒu
ph¶i chøng minh.

1.1.17. HiÓn nhiªn, nÕu tån t¹i n sao cho xn lµ mét sè nguyªn, th× x lµ h÷u

tû. B©y giê gi¶ sö x = p
q
víi p ∈ Z vµ q ∈ N. NÕu x− [x] 6= 0 th× p

q
−
[

p
q

]
= l

q

víi l lµ mét sè nguyªn d−¬ng nhá h¬n q. Do ®ã mÉu sè cña x1 = q
l
nhá h¬n

mÉu sè cña x. §iÒu nµy cã nghÜa x1, x2, ... lµ d·y t¨ng chÆt liªn tiÕp vµ kh«ng
thÓ t¹o thµnh mét d·y v« h¹n.
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1.1.18. Ta sÏ chøng minh b»ng quy n¹p . DÔ kiÓm tra r»ng

Rk =
pk

qk
víi k = 0, 1, 2.

Gi¶ sö víi m ≥ 2 bÊt kú chän tr−íc,

Rm =
pm

qm

=
pm−1am + pm−2

qm−1am + qm−2

.

Chó ý lµ nÕu b©y giê thay am trong Rm b»ng am + 1
am+1

, th× ta thu ®−îc phÇn
tö héi tô Rm+1. Do ®ã

Rm+1 =
pm−1

(
am + 1

am+1

)
+ pm−2

qm−1

(
am + 1

am+1

)
+ qm−2

=
(pm−1am + pm−2)am+1 + pm−1

(qm−1am + qm−2)am+1 + qm−1
=

pm+1

qm+1
.

1.1.19. KÝ hiÖu

∆k = pk−1qk − qk−1pk víi k = 1, 2, ..., n.

Khi ®ã víi k > 1,

∆k = pk−1(qk−1ak + qk−2) − qk−1(pk−1ak + pk−2)

= −(pk−2qk−1 − qk−2pk−1) = −∆k−1.

V× ∆1 = p0q1 − q0p1 = a0a1 − (a0a1 + 1) = −1, ta thu ®−îc ∆k = (−1)k, tõ
®ã suy ra pk vµ qk nguyªn tè cïng nhau.

1.1.20. Theo lêi gi¶i cña 1.1.18 ta cã víi n > 1

Rn =
pn

qn
=

pn−1an + pn−2

qn−1an + qn−2
.

T−¬ng tù

x =
pnxn+1 + pn−1

qnxn+1 + qn−1

víi n = 1, 2, ....

Do ®ã

x − Rn =
pnan+1 + pn−1

qnan+1 + qn−1
− pn

qn

=
pn−1qn − qn−1pn

(qnxn+1 + qn−1)qn
=

(−1)n

(qnxn+1 + qn−1)qn
,
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trong ®ã, ®¼ng thøc cuèi cïng suy ra tõ kÕt qu¶ trong 1.1.19. Do ®ã

x − Rn

{
> 0 víi n ch½n,

< 0 víi n lÎ.

Do vËy x n»m gi÷a hai d·y héi tô liªn tiÕp.

1.1.21. Tr−íc hÕt ta chøng minh r»ng nÕu α lµ mét sè v« tØ d−¬ng, th× tËp
{n − mα : n,m ∈ N} lµ trï mËt trong R+. §Ó lµm ®iÒu ®ã, lÊy mét kho¶ng
(a, b), 0 < a < b. Ta sÏ chØ ra r»ng kho¶ng nµy chøa Ýt nhÊt mét phÇn tö cña
tËp ®· cho. §Æt ε = b − a > 0, tõ kÕt qu¶ bµi to¸n tr−íc, tån t¹i mét d·y héi
tô Rn sao cho

0 < Rn − α <
1

q2
n

,(1)

Thùc vËy, lÊy mét sè n lÎ vµ chó ý r»ng

(qnxn+1 + qn−1)qn > q2
n.

V× lim
n→∞

qn = +∞, víi n ®ñ lín ta cã 1
qn

< ε. Tõ ®iÒu nµy vµ (1) suy ra

0 < pn − αqn < 1/qn < ε víi n ®ñ lín, do ®ã tån t¹i n0 ∈ N sao cho
n0(pn − αqn) ∈ (a, b). Cho t ∈ [−1, 1], tån t¹i sè nguyªn x sao cho t = sinx.
Tõ nhËn xÐt ë trªn suy ra tån t¹i mét d·y c¸c sè nguyªn d−¬ng {mn} vµ {kn}
víi x = lim

n→∞
(mn−2πkn) = +∞. Sö dông tÝnh liªn tôc cña hµm sinx ta ®−îc

t = sinx = sin( lim
n→∞

(mn − 2πkn)) = lim
n→∞

sin mn).

Do vËy, ta ®· chøng minh ®−îc r»ng mäi sè thuéc kho¶ng [−1, 1] ®Òu lµ ®iÓm
giíi h¹n cña tËp {sinn : n ∈ N}.

1.1.22. Gäi pn vµ qn lµ c¸c sè nguyªn ®−îc ®Þnh nghÜa trong 1.1.20. V× xn+1 =
an+1 + 1

xn+2
> an+1, ta cã (qnxn+1 + qn−1)qn > (qnan+1 + qn−1)qn = qn+1qn.

Do ®ã, theo 1.1.20,

|x −Rn| <
1

qnqn+1

V× qn+1 = qnan+1 + qn−1 > qnan+1 > qn, kÐo theo bÊt ®¼ng thøc mong muèn.
Ta sÏ chØ ra r»ng d·y {qn} chøa v« h¹n c¸c sè lÎ. Thùc vËy, theo kÕt qu¶ trong
1.1.19, qn vµ qn+1 kh«ng thÓ cïng ch½n.

1.1.23. Sö dông bµi 1.1.19.
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1.1.24. Tr−íc hÕt ta cã nhËn xÐt r»ng d·y {qn} t¨ng ngÆt vµ qn ≥ n. H¬n
n÷a tõ bµi 1.1.20 suy ra

|x − Rn| =
1

(qnxn+1 + qn−1)qn

.

kÕt hîp víi bÊt ®¼ng thøc xn+1 < an+1 + 1 ta suy ra

|x − Rn| >
1

(qn(an+1 + 1) + qn−1)qn
=

1

(qn+1 + qn)qn
.

V× an+2 ≥ 1 ta cã

|x − Rn+1| <
1

(qn+1an+2 + qn)qn+1
<

1

(qn+1 + qn)qn
.

Tõ c¸c bÊt ®¼ng thøc nµy suy ra ®iÒu cÇn chøng minh.

1.1.25. Gi¶ sö
∣∣x − r

s

∣∣ < |x − Rn| < |x − Rn−1|. V× x n»m gi÷a Rn vµ
Rn−1 (xem bµi to¸n 1.1.20), suy ra

∣∣∣r
s
− Rn−1

∣∣∣ < |Rn−1 − Rn| .

Do ®ã, theo kÕt qu¶ cña 1.1.23,

|rqn−1 − spn−1|
sqn−1

<
1

qn−1qn

.

H¬n n÷a, ta cã 1
sqn−1

< 1
qnqn−1

v× |rqn−1 − spn−1| ≥ 1. Do ®ã s > qn.

1.1.26. Theo thuËt to¸n cho trong 1.1.20, ta cã

a0 =
[√

2
]

= 1, x1 =
1√

2 − 1
=

√
2 + 1.

Do ®ã, a1 = [x1] = 2. T−¬ng tù,

x2 =
1(√

2 + 1
)
− 2

vµ a2 = a1 = 2.

B»ng quy n¹p ,
√

2 = 1 +
1|
|2 +

1|
|2 + ....

T−¬ng tù √
5 − 1

2
=

1|
|1 +

1|
|1 +

1|
|1 + ....
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1.1.27. V× k <
√

k2 + k < k + 1, a0 =
[√

k2 + k
]

= k nªn x1 =
√

k2+k+k
k

.
VËy, 2 < x1 < 2 + 1

k
vµ a1 = 2. H¬n n÷a,

x2 =
1

1√
k2+k−k

− 2
= k +

√
k2 + k.

Do ®ã 2k < x2 < 2k + 1 vµ a2 = 2k. T−¬ng tù ta thu ®−îc a3 = 2. Sö dông
quy n¹p ta suy ra

√
k2 + k = k +

1|
|2 +

1|
|2k +

1|
|2 +

1|
|2k + ....

1.1.28. V× 0 < x < 1, suy ra a0 = 0 vµ x1 = 1/x. Do ®ã a1 = n suy ra
[1/x] = n. Tõ 1/x − 1 < n ≤ 1/x suy ra 1/(n + 1) < x ≤ 1/n.

1.2 Mét sè bÊt ®¼ng thøc s¬ cÊp

1.2.1. Ta sÏ sö dông quy n¹p sau. Víi n = 1, bÊt ®¼ng thøc lµ hiÓn nhiªn.
LÊy n nguyªn d−¬ng bÊt kú vµ gi¶ sö lµ

(1 + a1) · (1 + a2) · ... · (1 + an) ≥ 1 + a1 + a2 + ... + an.

Th×

(1 + a1)(1 + a2) · ... · (1 + an)(1 + an+1)

≥ (1 + a1 + a2 + ... + an)(1 + an+1)

= 1 + a1 + a2 + ... + an + an+1 + an+1(1 + a1 + a2 + ... + an)

≥ (1 + a1 + a2 + ... + an + an+1).

Ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.

1.2.2. Ta sö dông quy n¹p. Víi n = 1, ®iÒu kh¼ng ®Þnh lµ hiÓn nhiªn. Ta
gi¶ sö r»ng kh¼ng ®Þnh ®óng víi n bÊt kú chän tr−íc. Kh«ng mÊt tÝnh tæng
qu¸t, gi¶ sö a1, a2, ..., an tho¶ m·n ®iÒu kiÖn a1 · a2 · ... · an+1 = 1 ®−îc
s¾p theo thø tù a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an ≤ an+1, thÕ th× a1 ≤ 1 vµ an+1 ≥
1. V× a2 · a3 · ... · an · (an+1 · a1) = 1, sö dông gi¶ thiÕt quy n¹p suy ra
a2 + a3 + ... + an + (an+1 · a1) ≥ n, do ®ã

a1 + a2 + ... + an + an+1 ≥ n + an+1 + a1 − an+1 · a1

= n + an+1 · (1 − a1) + a1 − 1 + 1

= n + 1 + (an+1 − 1)(1 − a1) ≥ n + 1.
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1.2.3. Sö dông kÕt qu¶ trong bµi 1.2.2. suy ra bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh.
Thùc vËy, thay aj b»ng

aj
n
√

a1·...·an
, ta cã An ≥ Gn, thay aj b»ng nghÞch ®¶o cña

nã 1
aj
trong bÊt ®¼ng thøc nµy ta suy ra bÊt ®¼ng thøc Gn ≥ Hn.

1.2.4. Sö dông bÊt ®¼ng thøc liªn hÖ gi÷a trung b×nh céng vµ trung b×nh nh©n
cña bé sè a1, ..., an ta cã

n
√

(1 + nx) · 1 · 1... · 1 ≤ 1 + x (n nh©n tö).

1.2.5.

(a) Sö dông bÊt ®¼ng thøc liªn hÖ gi÷a trung b×nh céng vµ trung b×nh ®iÒu
hoµ(1).

(b) Sö dông bÊt ®¼ng thøc liªn hÖ gi÷a trung b×nh céng vµ trung b×nh ®iÒu
hoµ.

(c) BÊt ®¼ng thøc vÕ tr¸i ®−îc chøng minh nh− trong (a) vµ (b). §Ó chøng minh
bÊt ®¼ng thøc vÕ ph¶i, ta chó ý r»ng

1

3n + 1
+

1

3n + 1
+ ... +

1

5n
+

1

5n + 1
<

1

3n + 1
+

2n

3n + 2
<

2

3
.

(a) Sö dông bÊt ®¼ng thøc liªn hÖ gi÷a trung b×nh céng vµ trung b×nh nh©n(2)

ta ®−îc
2

1
+

3

2
+

4

3
+ ... +

n + 1

n
> n n

√
n + 1,

do ®ã

1 + 1 + 1 +
1

2
+ 1 +

1

3
+ ... + 1 +

1

n
> n n

√
n + 1

vµ

1 +
1

2
+

1

3
+ ... +

1

n
> n( n

√
n + 1 − 1).

§Ó chøng minh bÊt ®¼ng thøc cßn l¹i, ta còng dïng bÊt ®¼ng thøc liªn hÖ
gi÷a trung b×nh céng vµ trung b×nh nh©n, cã

1

2
+

2

3
+

3

4
+ ... +

n

n + 1
>

n
n
√

n + 1
,

suy ra

1 +
1

2
+

1

3
+ ... +

1

n
< n

(
1 − 1

n
√

n + 1
+

1

n + 1

)
.

(1)Cßn gäi lµ bÊt ®¼ng thøc trung b×nh ®iÒu hoµ.
(2)Cßn gäi lµ bÊt ®¼ng thøc Cauchy tæng qu¸t.
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1.2.6. Tõ bÊt ®¼ng thøc Gn ≤ An suy ra

xn =
2n+1
√

1 · x · ... · x2n ≤ 1 + ... + x2n

2n + 1
.

1.2.7. BÊt ®¼ng thøc ë vÕ ph¶i lµ hÖ qu¶ trùc tiÕp cña Gn ≤ An. Cã thÓ
chøng minh bÊt ®¼ng thøc cßn l¹i b»ng quy n¹p. Râ rµng bÊt ®¼ng thøc ®óng
víi n = 1, gi¶ sö nã ®óng víi n, ta ®i chøng minh bÊt ®¼ng thøc ®óng víi
n + 1. Tøc lµ ta cÇn chøng minh r»ng (a1 · an+1)

n+1 ≤ (a1 · ... · anan+1)
n biÕt

(a1 · an)
n ≤ (a1 · ... · an)

2. Qu¶ vËy, ta cã

(a1an+1)
n+1 ≤ a1 · an(a1 · ... · an)

2 ·
(

an+1

an

)n+1

.

Suy ra ta chØ cßn ph¶i chøng minh r»ng

a1

an+1
n+1

an
n

≤ a2
n+1.

Nh−ng bÊt ®¼ng thøc cuèi cïng cã thÓ viÕt d−íi d¹ng

a1

(
1 +

d

a1 + (n − 1)d

)n−1

≤ a1 + (n − 1)d,

trong ®ã an = a1 + (n + 1)d, nªn sö dông quy n¹p ta cã thÓ chøng minh bÊt
®¼ng thøc nµy dÔ dµng, tõ ®ã suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.

1.2.8. §©y lµ mét hÖ qu¶ trùc tiÕp cña kÕt qu¶ tr−íc.

1.2.9. Sö dông bÊt ®¼ng thøc gi÷a trung b×nh céng vµ ®iÒu hoµ.

1.2.10.

(a) Sö dông bÊt ®¼ng thøc gi÷a trung b×nh céng vµ ®iÒu hoµ ta ®−îc

n

(
n∑

k=1

1

ak

)−1

≤ 1

n

n∑

k=1

ak,

cô thÓ, ta cã
n∑

k=1

1

ak
≥ n2

s
.
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T−¬ng tù nh− vËy, tõ bÊt ®¼ng thøc

n

(
n∑

k=1

1

s − ak

)−1

≤ 1

n

n∑

k=1

(s − ak)

ta suy ra
n∑

k=1

1

s − ak
≥ n2

s(n − 1)
.

Sö dông bÊt ®¼ng thøc trªn cïng c¸c ®¼ng thøc

n∑

k=1

ak

s − ak
= s

n∑

k=1

1

s − ak
− n vµ

n∑

k=1

s − ak

ak
= s

n∑

k=1

1

ak
− n

suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.

(b) Xem lêi gi¶i phÇn (a).

(c) Chøng minh t−¬ng tù c©u (a).

1.2.11. Sö dông bÊt ®¼ng thøc 1+ak

2
≥ √

ak.

1.2.12. Ta cã

n∑

k=1

a2
k

n∑

k=1

b2
k −

(
n∑

k=1

akbk

)2

=

n∑

k,j=1

a2
kb

2
j −

n∑

k,j=1

akbkajbj

=
1

2

n∑

k,j=1

(akbj − bkaj)
2 ≥ 0.

1.2.13. BÊt ®¼ng thøc nµy t−¬ng ®−¬ng víi

n∑

k,j=1

(akaj + bkbj) ≤
n∑

k,j=1

(
a2

k + b2
k

) 1
2
(
a2

j + b2
j

) 1
2 ,

®©y lµ mét hÖ qu¶ trùc tiÕp cña bÊt ®¼ng thøc (3)hiÓn nhiªn akaj + bkbj ≤
(a2

k + b2
k)

1
2 (a2

j + b2
j)

1
2 .

1.2.14. Suy ra tõ bÊt ®¼ng thøc Cauchy.

(3)Ta gäi ®©y lµ bÊt ®¼ng thøc Buniakovskii - Cauchy - Schwarz.
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1.2.15.

(a) Theo bÊt ®¼ng thøc Cauchy ,

n∑

k=1

ak

n∑

k=1

1

ak

≥
(

n∑

k=1

√
ak

1

ak

)2

= n2.

(b) Tõ (a) suy ra

n∑

k=1

ak

n∑

k=1

1 − ak

ak
=

n∑

k=1

ak

n∑

k=1

1

ak
− n

n∑

k=1

ak

≥ n2 − n
n∑

k=1

ak = n
n∑

k=1

(1 − ak).

(c) Theo gi¶ thiÕt cña ta th× loga a1 +loga a2 + ...+loga an = 1. §iÒu nµy kÕt
hîp víi bÊt ®¼ng thøc Cauchy (bµi 1.2.12) suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.

1.2.16. BÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh t−¬ng ®−¬ng víi

0 ≤ −4α

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akbk

∣∣∣∣∣+ 4
n∑

k=1

a2
k + α2

n∑

k=1

b2
k,

bÊt ®¼ng thøc nµy ®óng víi mçi α thùc, bëi v×

∆ = 16

(
n∑

k=1

akbk

)2

− 16
n∑

k=1

a2
k

n∑

k=1

b2
k ≤ 0.

1.2.17. Sö dông bÊt ®¼ng thøc Cauchy ta cã

n∑

k=1

|ak| =
n∑

k=1

1|ak| ≤
√

n

(
n∑

k=1

a2
k

) 1
2

≤
√

n
n∑

k=1

|ak|.

1.2.18.

(a) Sö dông bÊt ®¼ng thøc Cauchy ta cã

n∑

k=1

(akbk)
2 =

(
n∑

k=1

√
kak

bk√
k

)2

≤
n∑

k=1

ka2
k

n∑

k=1

b2
k

k
.
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(b) T−¬ng tù

(
n∑

k=1

ak

k

)2

=

(
n∑

k=1

k
3
2 ak

k
5
2

)2

≤
n∑

k=1

k3a2
k

n∑

k=1

1

k5
.

1.2.19. Tõ bÊt ®¼ng thøc Cauchy suy ra

(
n∑

k=1

ap
k

)2

=

(
n∑

k=1

a
p+q
2

k a
p−q
2

k

)2

≤
n∑

k=1

ap+q
k

n∑

k=1

ap−q
k .

1.2.20. Sö dông bÊt ®¼ng thøc Cauchy ta ®−îc

n∑

k=1

a2
k · n =

n∑

k=1

a2
k

n∑

k=1

1 ≥
(

n∑

k=1

ak

)2

= 1.

V×
n∑

k=1

a2
k ≥ 1

n
, ®¼ng thøc víi ak = 1

n
, k = 1, 2, ..., n. Do ®ã gi¸ trÞ bÐ nhÊt cÇn

t×m lµ 1
n
.

1.2.21. Hoµn toµn t−¬ng tù nh− lêi gi¶i cña bµi to¸n trªn ta cã

1 =

(
n∑

k=1

ak

)2

=

(
n∑

k=1

√
pkak

1
√

pk

)2

≤
n∑

k=1

pka
2
k

n∑

k=1

1

pk
.

Do vËy,
n∑

k=1

pka
2
k ≥ 1

n∑
k=1

1
pk

dÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi ak = 1
pk

(
n∑

k=1

1
pk

)−1

, suy ra gi¸ trÞ nhá nhÊt cÇn t×m

lµ

(
n∑

k=1

1
pk

)−1

.

1.2.22. Tõ lêi gi¶i cña bµi to¸n 1.2.20 suy ra

(
n∑

k=1

ak

)2

≤ n

n∑

k=1

a2
k.
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Do ®ã

(
n∑

k=1

ak

)2

=

(
(a1 + a2) +

n∑

k=3

ak

)2

≤ (n − 1)

(
(a1 + a2)

2 +
n∑

k=3

a2
k

)

= (n − 1)(
n∑

k=1

a2
k + 2a1a2).

1.2.23.

(a) Sö dông bÊt ®¼ng thøc Cauchy,

(
n∑

k=1

(ak + bk)
2

) 1
2

=

(
n∑

k=1

(
a2

k + 2akbk + b2
k

)
) 1

2

≤




n∑

k=1

a2
k + 2

(
n∑

k=1

a2
k

) 1
2
(

n∑

k=1

b2
k

) 1
2

+
n∑

k=1

b2
k




1
2

=

(
n∑

k=1

a2
k

) 1
2

+

(
n∑

k=1

b2
k

) 1
2

(b) Sö dông c©u (a) ta ®−îc

(
n∑

k=1

a2
k

) 1
2

−
(

n∑

k=1

b2
k

) 1
2

≤
(

n∑

k=1

(ak − bk)
2

) 1
2

.

Tõ bÊt ®¼ng thøc trªn cïng víi bÊt ®¼ng thøc nªu trong bµi 1.2.17 ta suy
ra (

n∑

k=1

a2
k

) 1
2

−
(

n∑

k=1

b2
k

) 1
2

≤
n∑

k=1

|ak − bk|.

T−¬ng tù
(

n∑

k=1

b2
k

) 1
2

−
(

n∑

k=1

a2
k

) 1
2

≤
n∑

k=1

|ak − bk|

vµ ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.
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1.2.24. V×
n∑

k=1

pkak = 1 nªn 1 =
n∑

k=1

pkak =
n∑

k=1

(pk − α)ak + α
n∑

k=1

ak víi

mäi sè thùc α. Sö dông bÊt ®¼ng thøc Cauchy ta cã

1 ≤
(

n∑

k=1

(pk − α)2 + α2

)


n∑

k=1

a2
k +

(
n∑

k=1

ak

)2

 ,

do ®ã
n∑

k=1

a2
k +

(
n∑

k=1

ak

)2

≥

(
n∑

k=1

(pk − α)2 + α2

)−1

.

§Æt α = 1
n+1

n∑
k=1

pk, ta thu ®−îc cËn d−íi ®óng. Do ®ã

n∑

k=1

a2
k +

(
n∑

k=1

ak

)2

≥ n + 1

(n + 1)
n∑

k=1

p2
k −

(
n∑

k=1

pk

)2 ,

bÊt ®¼ng thøc trë thµnh ®¼ng thøc khi

ak =

(n + 1)pk −
n∑

k=1

pk

(n + 1)
n∑

k=1

p2
k −

(
n∑

k=1

pk

)2 .

1.2.25. Sö dông quy n¹p. Víi n = 1 ta cã ®¼ng thøc a1b1 = a1b1. H¬n n÷a,
nÕu bÊt ®¼ng thøc ®óng víi n, th×

n+1∑

k=1

ak

n+1∑

k=1

bk − (n + 1)
n+1∑

k=1

akbk

≤ an+1

n∑

k=1

bk + bn+1

n∑

k=1

ak − nan+1bn+1 −
n∑

k=1

akbk

=
n∑

k=1

(bn+1 − bk)(ak − an+1) ≤ 0.

Theo gi¶ thiÕt quy n¹p suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.
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1.2.26. Sö dông quy n¹p theo p. Víi p = 1, ®¼ng thøc ap
1 = ap

1 lu«n ®óng.
Gi¶ sö bÊt ®¶ng thøc ®óng víi p, ta sÏ chøng minh nã ®óng víi p + 1. Râ rµng,
kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, ta cã thÓ gi¶ sö r»ng c¸c sè ak ®−îc s¾p xÕp theo thø
tù sao cho a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an, theo gi¶ thiÕt quy n¹p vµ kÕt qu¶ cña bµi to¸n
tr−íc ta suy ra

(
1

n

n∑

k=1

ak

)p+1

≤ 1

n2

n∑

k=1

ap
k

n∑

k=1

ak ≤ 1

n

n∑

k=1

ap+1
k .

1.2.27. Ta cã

(1 + c)a2 +

(
a +

1

c

)
b2 = a2 + b2 +

(√
ca − 1√

c
b

)2

+ 2ab ≥ (a + b)2.

1.2.28. Râ rµng
√

a2 + b2 +
√

a2 + c2 ≥ |b|+ |c| ≥ |b + c|. Do ®ã ta suy ra
bÊt ®¼ng thøc |b2 − c2| ≤ |b − c|

(√
a2 + b2 +

√
a2 + c2

)
vµ nã t−¬ng ®−¬ng

víi bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh.

1.2.29.

(a) Víi c¸c sè thùc a, b, c ta cã a2 + b2 + c2 ≥ ab + bc + ca. Do ®ã b2c2 +
a2c2 + a2b2 ≥ abc(a + b + c), t−¬ng ®−¬ng víi kÕt luËn cña ta.

(b) §iÒu ph¶i chøng minh ®−îc suy ra tõ bÊt ®¼ng thøc a2 + b2 + c2 ≥ ab +
bc + ca theo c¸ch hoµn toµn t−¬ng tù nh− trong (a).

(c) §©y lµ kÕt qu¶ cña bÊt ®¼ng thøc liªn hÖ gi÷a trung b×nh céng vµ trung
b×nh ®iÒu hoµ.

(d) Ta cã
b2 − a2

c + a
=

b + a

c + a
(b − a) =

b + a

c + a
((b + c) − (c + a)).

§Æt u = a + b, v = b + c vµ z = c + a ta thu ®−îc

b2 − a2

c + a
+

c2 − b2

a + b
+

a2 − c2

b + c
=

u

z
(v − z) +

v

u
(z − u) +

z

v
(u − v)

=
u2v2 + v2z2 + z2u2 − (u2vz + v2uz + z2uv)

uvz

=
u2(v2 + z2) + v2(u2 + z2) + z2(u2 + z2) − 2(u2vz + v2uz + z2uv)

2uvz
≥ 0.
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(e) Víi a = b, bÊt ®¼ng thøc lµ hiÓn nhiªn. Gi¶ sö 0 < b < a, thÕ th×

a− b

2
√

a
=

(√
a−

√
b
)(√

a +
√

b
)

2
√

a
<

√
a −

√
b <

a− b

2
√

b

vµ do ®ã

(a − b)2

4a
<
(√

a−
√

b
)2

<
(√

a −
√

b
)2

= a+b−2
√

ab <
(a − b)2

4b
.

1.2.30. §Æt m = ai

bi
. ThÕ th×

m(b1 + ... + bn) =
ai

bi

(b1 + b2 + ... + bn) =
ai

bi

b1 +
ai

bi

b2 + ... +
ai

bi

bn

≤ a1

b1
b1 +

a2

b2
b2 + ... +

an

bn
bn = a1 + a2 + ... + an ≤ M(b1 + b2 + ... + bn).

1.2.31. BÊt ®¼ng thøc suy ra tõ kÕt qu¶ trong bµi to¸n tr−íc vµ tõ tÝnh ®¬n
®iÖu cña hµm tan x trªn kho¶ng (0, π/2).

1.2.32. ¸p dông bÊt ®¼ng thøc cho trong 1.2.30 víi ai = ln ci vµ bi = ki, i =
1, 2, ..., n.

1.2.33. Chó ý r»ng

a1

b1
≤ M,

a2
2

Mb2
2

≤ M, ...,
an

n

Mn−1bn
n

≤ M

vµ sö dông bÊt ®¼ng thøc ®−îc chøng minh trong 1.2.30 suy ra ®iÒu ph¶i chøng
minh.

1.2.34. Sö dông bÊt ®¼ng thøc liªn hÖ gi÷a trung b×nh céng vµ trung b×nh
®iÒu hoµ (xem vÝ dô 1.2.3) ta ®−îc

n
1

x−a1
+ 1

x−a2
+ ... + 1

x−an

≤ (x − a1) + (x − a2) + ... + (x − an)

n

=
nx − (a1 + a2 + ... + an

n
.

tõ ®ã suy ra kÕt qu¶ cÇn chøng minh rÊt dÔ dµng.

1.2.35. Ta cã

1 + c1 + c2 + ... + cn = (1 + 1)n = 2n,

¸p dông bÊt ®¼ng thøc Cauchy (xem 1.2.12) víi ak = 1 vµ bk =
√

ck, k =
1, 2, ..., n.
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1.2.36. V×

n∏

k=0

(
n

k

)
=

n−1∏

k=1

(
n

k

)
vµ 2n − 2 =

n−1∑

k=1

(
n

k

)
,

sö dông bÊt ®¼ng thøc liªn hÖ gi÷a trung b×nh céng vµ trung b×nh ®iÒu hoµ ta
suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh (xem 1.2.3).

1.2.37. Sö dông bÊt ®¼ng thøc liªn hÖ gi÷a trung b×nh céng vµ trung b×nh
®iÒu hoµ (xem 1.2.3) ta ®−îc

Ap−1
k Ak−1 ≤

(p − 1)Ap
k + Ap

k−1

p
, k = 1, 2, ..., n

trong ®ã A0 = 0. Tõ ®ã suy ra

Ap
k −

p

p − 1
Ap−1

k ak = Ap
k −

p

p − 1
Ap−1

k (kAk − (k − 1)Ak−1)

= Ap
k

(
1 − kp

p − 1

)
+ Ap−1

k Ak−1
(k − 1)p

p − 1
≤ Ap

k

(
1 − kp

p − 1

)

+
k − 1

p − 1

(
(p − 1)Ap

k + Ap
k−1

)
=

1

p − 1

(
(k − 1)Ap

k−1 − kAp
k

)
.

Céng c¸c bÊt ®¼ng thøc ta ®−îc ®iÒu cÇn chøng minh.

1.2.38. Gi¶ sö ai = max {a1, a2, ..., an}, khi ®ã ta cã

n−1∑

k=1

akak+1 =

i−1∑

k=1

akak+1 +

n−1∑

k=i

akak+1 ≤ ai

i−1∑

k=1

ak + ai

n−1∑

k=i

ak+1

= ai(a− ai) =
a2

4
−
(a

2
− ai

)2

≤ a2

4
.

1.2.39. ¸p dông kÕt qu¶ trong 1.2.2

1.2.40. BÊt ®¼ng thøc vÕ tr¸i suy ra tõ 1.2.1

(a) Râ rµng

1 + ak =
1 − a2

k

1 − ak

<
1

1 − ak

.

Do ®ã
n∏

k=1

(1 + ak) <

(
n∏

k=1

(1 − ak)

)−1

.
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V× a1 + a2 + ...+ an < 1, ¸p dông mét lÇn n÷a kÕt qu¶ trong 1.2.1 ta cã

n∏

k=1

(1 + ak) <

(
1 −

n∑

k=1

ak

)−1

.

(b) LËp luËn nh− c©u (a).

1.2.41. ¸p dông bÊt ®¼ng thøc cho trong 1.2.15 (b), thay ak b»ng 1 − ak.

1.2.42. V× 0 < ak ≤ 1 víi k = 1, 2, ..., n bÊt ®¼ng thøc

n∑

k=1

ak ≥
n∏

k=1

ak ·
n∑

k=1

1

ak
(1)

®óng víi n ≥ 2. B©y giê ta sö dông bÊt ®¼ng thøc 1.2.15 (b), trong ®ã ta thay
ak bëi

ak

1+ak
, k = 1, 2, ..., n ®−îc

n∑

k=1

1

ak

(
n −

n∑

k=1

1

1 + ak

)
≥ n

n∑

k=1

1

1 + ak
.

Nh©n c¶ hai vÕ cña bÊt ®¼ng thøc nµy víi
n∏

k=1

ak vµ sö dông (1), ta ®−îc kÕt qu¶

cÇn chøng minh.

1.2.43.

(a) Sö dông bÊt ®¼ng thøc liªn hÖ gi÷a trung b×nh céng vµ trung b×nh ®iÒu hoµ
ta ®−îc

n∏
k=1

(1 + ak)

(n + 1)n
=

2a1 + a2 + ... + an

n + 1
· a1 + 2a2 + ... + an

n + 1

· ... · a1 + a2 + ... + 2an

n + 1
≥

n∏

k=1

ak.

(b) Chøng minh cña phÇn nµy gièng nh− trong (a).

1.2.44. Chó ý r»ng nÕu
n∑

k=1

1
1+ak

= n − 1 th×
n∑

k=1

ak

1+ak
= 1. §Ó nhËn ®−îc

kÕt qu¶ cÇn chøng minh, ta sö dông bÊt ®¼ng thøc trong 1.2.43 (b) víi ak ®−îc
thay bëi ak

1+ak
.



1.2. Mét sè bÊt ®¼ng thøc s¬ cÊp 143

1.2.45. [M. S. Klamkin, Amer. Math. Monthly 82 (1975), 741-742] Ta cã
thÓ gi¶ sö r»ng a1, a2, ..., an ®−îc s¾p xÕp sao cho a1 = min{a1, a2, ..., an}
vµ a2 = max {a1, a2, ..., an}, vµ gi¶ sö An = 1/n lµ trung b×nh céng cña
a1, ..., an. XÐt mét d·y

{
a

′

k

}
b»ng c¸ch ®Æt a

′
1 = An, a

′
2 = a1 +a2−An, a

′
i =

ai víi 3 ≤ i ≤ n. Ta sÏ chøng minh r»ng

n∏

k=1

1 + ak

1 − ak
≥

n∏

k=1

1 + a
′

k

1 − a
′
k

.(1)

Tõ c¸ch x¸c ®Þnh cña d·y
{
a

′

k

}
ta suy ra (1) t−¬ng ®−¬ng víi

(1 + a1)(1 + a2)

(1 − a1)(1 − a2)
≥ (1 + An)(1 + a1 + a2 − An)

(1 − An)(1 − a1 − a2 + An)

tøc lµ t−¬ng ®−¬ng víi

(An − a1)(An − a2) ≤ 0.

BÊt ®¼ng thøc cuèi cïng lµ mét hÖ qu¶ trùc tiÕp cña gi¶ thiÕt trªn. Giê ra lÆp
l¹i c¸c thñ tôc ë trªn cho d·y

{
a

′
n

}
®Ó cã d·y

{
a”

n

}
; Cã Ýt nhÊt hai h¹ng tö cña

d·y
{
a”

n

}
b»ng An. H¬n thÕ, d·y ®ã tho¶ m·n bÊt ®¼ng thøc (1). NÕu ta lÆp l¹i

thñ tôc nµy ë nhiÒu nhÊt n − 1 lÇn, ta cã d·y h»ng mµ c¸c phÇn tö ®Òu b»ng
An. Sö dông bÊt ®¼ng thøc (1) trong tr−êng hîp nµy ta ®−îc

n∏

k=1

1 + ak

1 − ak
≥

n∏

k=1

1 + An

1 − An
=

(
n + 1

n − 1

)n

.

1.2.46. Gäi ak1 = max {a1, a2, ..., an} . Tån t¹i mét ph©n sè ë vÕ tr¸i cña bÊt
®¼ng thøc cã tö sè b»ng ak1 . MÉu sè cña ph©n sè nµy cã hai h¹ng tö. KÝ hiÖu
h¹ng tö lín h¬n lµ ak2 . LÊy ph©n sè cã tö sè lµ ak2 vµ kÝ hiÖu ak3 lµ h¹ng tö lín
h¬n trong hai h¹ng tö trong mÉu sè cña nã , ... Chó ý r»ng

aaki

aki+1 + aki+2

≥ aki

2aki+1

, i = 1, 2, ....(1)

Tõ c¸ch x©y dùng trªn suy ra tån t¹i mét sè l sao cho akl+1
= ak1. TiÕp

theo, râ rµng c¸c sè aki vµ aki+1 xuÊt hiÖn trong bÊt ®¼ng thøc nh− lµ tö sè cña
hoÆc lµ hai ph©n sè l©n cËn hoÆc lµ cña hai ph©n sè c¸ch nhau bëi mét h¹ng
tö (ta gi¶ sö ë ®©y r»ng hai ph©n sè ®Çu vµ cuèi lµ c¸c ph©n sè l©n cËn). H¬n
n÷a, aki+1 xuÊt hiÖn nh− lµ tö sè cña ph©n sè bªn ph¶i ph©n sè cã tö sè aki . §Ó
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chuyÓn tõ ph©n sè cã chØ sè ak1 ®Õn ph©n sè cã chØ sè akl+1 cÇn l b−íc, trong
®ã l ≥ n

2
. Do ®ã, tõ (1) vµ bÊt ®¼ng thøc liªn hÖ gi÷a trung b×nh céng vµ trung

b×nh ®iÒu hoµ ta ®−îc

ak1

2ak2

+
ak2

2ak3

+ ... +
akl

2ak1

≥ l
l

√
1

2l
≥ n

4
.

1.2.47. Ta cã
n∑

k=1

√
|ak − t|
2k

≥
(

1

22
+

1

23
+ ... +

1

2n

)√
|a1 − t| +

√
|a2 − t|
22

+ ... +

√
|an − t|
2n

≥ 1

22

(√
|a1 − t| +

√
|a2 − t|

)
+

1

23

(√
|a1 − t|

+
√

|a3 − t|
)

+ ... +
1

2n

(√
|a1 − t| +

√
|an − t|

)

suy ra bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh.

1.2.48. Sö dông bÊt ®¼ng thøc liªn hÖ gi÷a trung b×nh nh©n vµ trung b×nh
céng ta ®−îc

n

√
a1

a1 + b1
· a2

a2 + b2
· ... · an

an + bn
+ n

√
b1

a1 + b1
· b2

a2 + b2
· ... · bn

an + bn

≤ 1

n

(
a1

a1 + b1
+ ...

an

an + bn
+

b1

a1 + b1
+ ... +

bn

an + bn

)
= 1

1.2.49. [V. Ptak, Amer. Math. Monthly 102 (1995), 820-821] Tr−íc hÕt chó ý
r»ng khi thay mçi ak b»ng cak víi c > 0 th× c¶ hai vÕ tr¸i vµ vÕ ph¶i cña bÊt
®¼ng thøc kh«ng thay ®æi, do ®ã ta cã thÓ gi¶ thiÕt r»ng G = 1, suy ra an = 1

a1
.

H¬n n÷a nÕu a1 ≤ x ≤ 1
a1
th× x + 1

x
≤ a1 + 1

a1
. Do ®ã

n∑

k=1

pkak +

n∑

k=1

pk
1

ak
≤ a1 +

1

a1
= 2A.

§Ó thu ®−îc ®iÒu ph¶i chøng minh ta ¸p dông bÊt ®¼ng thøc liªn hÖ gi÷a trung
b×nh céng vµ trung b×nh nh©n.

1.2.50. Ta h·y s¾p xÕp c¸c −íc nguyªn d−¬ng cña n thµnh c¸c cÆp (k, l) theo
c¸ch sao cho kl = n. Sö dông bÊt ®¼ng thøc liªn hÖ gi÷a trung b×nh céng vµ
trung b×nh nh©n(4) suy ra k+l

2
≥

√
kl. Céng c¸c bÊt ®¼ng thøc l¹i ta ®−îc

σ(n)

2
≥ τ (n)

2

√
n.

(4)ë ®©y lµ bÊt ®¼ng thøc Cauchy ®èi víi k vµ l.



Ch−¬ng 2

D·y sè thùc

2.1 D·y ®¬n ®iÖu

2.1.1.

(a) Cho {an} lµ d·y ®¬n ®iÖu t¨ng, bÞ chÆn trªn th×
sup{an : n ∈ N} = A < ∞,

suy ra víi mäi n ∈ N, an ≤ A. V× víi mäi ε > 0, sè A − ε kh«ng ph¶i lµ cËn
trªn cña tËp {an : n ∈ N} nªn tån t¹i sè an0 sao cho an0 > A− ε. Do tÝnh ®¬n
®iÖu cña d·y sè ta cã : A ≥ an > A − ε víi n > n0. Do vËy, lim

n→∞
an = A.

B©y giê ta gi¶ sö r»ng an kh«ng bÞ chÆn trªn, khi ®ã víi mäi M , tån t¹i an0

sao cho an0 > M , theo tÝnh ®¬n ®iÖu cña d·y sè ta cã, an > M víi n > n0, v×
vËy, lim

n→∞
an = +∞.

(b) HÖ qu¶ cña (a).

2.1.2. Ta cã
sn

sn−1
≤ sn+1

sn
víi n ≥ 2.

Thùc vËy, theo1.2.19,

s2
n ≤ sn+1sn−1.(1)

Ta sÏ chøng minh r»ng {xn} lµ d·y t¨ng. ThËt vËy, tõ
(

p∑
i=1

ak

)2

≤ p
p∑

i=1

a2
k

suy ra x1 ≤ x2 (hÖ qu¶ cña 1.2.20). Gi¶ sö r»ng xn−1 ≤ xn th×

sn−1 ≤ s
n−1

n
n ,

145
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do ®ã, theo (1) vµ (2),

xn+1 = n+1
√

sn+1 ≥ n+1

√
s2

n

sn−1
≥ n+1

√
s2

n

s
n−1

n
n

= xn.

2.1.3. Ta cã an+1 = n+1
2n

an < an, n > 1. Do ®ã {an} lµ d·y gi¶m ngÆt. Tõ
tÝnh chÊt d·y bÞ chÆn d−íi, ch¼ng h¹n bëi 0, do ®ã tån t¹i lim

n→∞
an = g. Ta thÊy

g tho¶ m·n ®iÒu kiÖn g = 1
2
g. Do ®ã, g = 0.

2.1.4. Cho bn = an − 1
2n−1 . Ta cã bn+1 − bn = an+1 − an + 1

2n ≥ 0. Do ®ã
d·y {bn} héi tô, kÐo theo d·y {an} héi tô.

2.1.5.

(a) Ta ph¶i chøng minh r»ng d·y {an} lµ d·y ®¬n ®iÖu gi¶m vµ bÞ chÆn d−íi.
Thùc vËy,

an+1 − an =
−1

√
n + 1

(√
n + 1 +

√
n
)2 < 0.

Ngoµi ra, theo bÊt ®¼ng thøc ®−îc cho trong phÇn h−íng dÉn (chøng minh
b»ng quy n¹p) ta cã an > 2(

√
n + 1 −

√
n − 1) > −2.

(b) Chøng minh t−¬ng tù c©u (a).

2.1.6. §Çu tiªn, theo quy n¹p, chóng ta chøng minh ®−îc r»ng 3
2
≤ an ≤ 2

víi n ∈ N vµ d·y {an} lµ t¨ng ngÆt, suy ra nã héi tô. §Æt g = lim
n→∞

an. Do

an =
√

3an−1 − 2 ta cã g =
√

3g − 2, suy ra g = 2.

2.1.7. Chøng minh ®−îc b»ng ph−¬ng ph¸p qui n¹p r»ng an > 2c. Ta cã,
a1 < a2. Ngoµi ra nÕu an > an−1, th×

an+1 = (an − c)2 > (an−1 − c)2 = an.

BÊt ®¼ng thøc cßn l¹i ®−îc suy ra tõ tÝnh ®¬n ®iÖu cña hµm sè f(x) = x2 trªn
R+.

2.1.8. Theo bÊt ®¼ng thøc Cauchy vµ gi¶ thiÕt ta cã

an + (1 − an+1)

2
≥
√

an(1 − an+1) >
1

2
.

Suy ra an−an+1 > 0, do ®ã d·y {an} héi tô tíi g. Tõ ®iÒu kiÖn an(1−an+1) >
1
4
suy ra g(1− g) ≥ 1

4
. BÊt ®¼ng thøc cuèi cïng t−¬ng ®−¬ng víi bÊt ®¼ng thøc

(2g − 1)2 ≤ 0, tõ ®ã suy ra g = 1
2
.
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2.1.9. HiÓn nhiªn 0 ≤ an < 3 víi n ≥ 1. H¬n n÷a, a2
n+1 − a2

n = −a2
n +

an + 6 > 0 víi 0 ≤ an < 3, do ®ã {an} lµ d·y t¨ng bÞ chÆn trªn nªn nã héi tô
. Theo ®Þnh nghÜa cña d·y ta cã lim

n→∞
an = 3.

2.1.10. Ta cã 0 ≤ an < 1 víi n ≥ 1. §Ó chøng minh tÝnh ®¬n ®iÖu cña d·y,
ta lµm nh− sau:

W (n) ®óng víi mäi sè tù nhiªn n nÕu hai ®iÒu kiÖn sau tho¶ m·n:

(i) W (1) ®óng.

(ii) NÕu W (k) ®óng víi1 ≤ k ≤ n kÐo theo W (n + 1) ®óng.

Gi¶ sö r»ng an−1 ≥ an−2 vµ an ≥ an−1, th×

an+1 − an =
1

3
(an − an−1 + a3

n−1 − a3
n−2) ≥ 0.

Suy ra d·y héi tô. Ký hiÖu giíi h¹n lµ g th× ta cã g = 1
3
(1 + g + g3), VËy

g = 1 hoÆc g =
−1 +

√
5

2
hoÆc g =

−1 −
√

5

2
.

Chó ý r»ng c¸c phÇn tö cña d·y lµ kh«ng ©m vµ nhá h¬n −1+
√

5
2

, do vËy

lim
n→∞

an = −1+
√

5
2

.

2.1.11. Ta cã an+1 = n+1
2n+3

an < an, n ≥ 1. Theo phÇn 2.1.3 ta cã g = 0.

2.1.12. Tõ an+1 = 2n+2
2n+3

an < an, n ≥ 1 lµ d·y ®¬n ®iÖu gi¶m , nã bÞ chÆn
d−íi bëØ 0, do ®ã nã héi tô.
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2.1.13.

(a) Râ rµng {an} lµ d·y ®¬n ®iÖu t¨ng. Ta cÇn chøng minh r»ng nã bÞ chÆn
trªn. Thùc vËy,

an = 1 +
1

22
+

1

32
+ . . . +

1

n2
< 1 +

1

1 · 2 +
1

2 · 3 + . . . +
1

(n − 1)n

= 1 +

(
1 − 1

2

)
+

(
1

2
− 2

3

)
+ . . . +

(
1

n − 1
− 1

n

)

= 2 − 1

n
< 2.

(b) HiÓn nhiªn {an} lµ d·y ®¬n ®iÖu t¨ng. H¬n n÷a,

an = 1 +
1

22
+

1

33
+ . . . +

1

nn
< 1 +

1

22
+

1

32
+ . . . +

1

n2
.

Nªn theo c©u (a) d·y nµy bÞ chÆn trªn.

2.1.14. Víi n ≥ 1, ta cã

an+1 − an = − 1√
n(n + 1)

+
1√

2n(2n + 1)
+

1√
(2n + 1)(2n + 2)

< 0,

suy ra nã lµ d·y ®¬n ®iÖu gi¶m bÞ chÆn d−íi, do ®ã nã héi tô.

2.1.15. Tõ bÊt ®¼ng thøc Cauchy chóng ta cã

an+1 ≥ p

√
ap−1

n
a

ap−1
n

= p
√

a, n ≥ 1.

Do ®ã

an+1 − an = −an

p
+

a

pap−1
n

= −ap
n − a

pap−1
n

≤ 0, n ≥ 2,

suy ra d·y {an} héi tô vµ lim
n→∞

an = p
√

a.

2.1.16. DÔ dµng thÊy r»ng, 0 ≤ an < 2 víi n ≥ 1. H¬n n÷a, nÕu an > an−1

th×
a2

n+1 − a2
n =

√
an −√

an−1 > 0, khi an > an−1.

Do ®ã d·y héi tô tíi g nµo ®ã tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh g =
√

2 +
√

g.

Chó ý. Sö dông c«ng thøc Cardano vÒ nghiÖm thùc cña ®a thøc bËc ba, cã thÓ
chØ ra r»ng

g =
1

3

(
3

√
1

2
(79 + 3

√
249) +

3

√
1

2
(79 − 3

√
249) − 1

)
.
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2.1.17. Chó ý r»ng an+1 = 2
(
2 − 5

an+3

)
, n ≥ 1. B»ng ph−¬ng ph¸p qui

n¹p ta cã thÓ chØ ra r»ng 0 < an < 2 víi n ≥ 1. H¬n n÷a,

an+1 − an = −(an + 1)(an − 2)

an + 3
≥ 0.

Do ®ã d·y héi tô vµ lim
n→∞

an = 2.

2.1.18. B»ng qui n¹p cã thÓ chØ ra r»ng d·y {an} t¨ng ngÆt. NÕu nã bÞ chÆn
trªn th× sÏ tån t¹i sè g tho¶ m·n g = lim

n→∞
an, hay g2−2g+c = 0. Ph−¬ng tr×nh

nµy cã nghiÖm thùc khi vµ chØ khi c ≤ 1, v× vËy nÕu gi¶ sö r»ng 0 < c ≤ 1.
Suy ra d·y {an} bÞ chÆn trªn bëi 1 −

√
1 − c, vµ lim

n→∞
an = 1 −

√
1 − c.

Tr−êng hîp c > 1 th× d·y t¨ng ngÆt, vµ do ®ã ph©n kú vÒ +∞.

2.1.19. Tõ

an+1 = an

(
1 − 2

a2
n − a

3a2
n + a

)
, n ≥ 1,

ta cã

NÕu an >
√

a th× an+1 < an,

NÕu an <
√

a th× an+1 > an,

NÕu an =
√

a th× an+1 = an.

Ta nhËn thÊy r»ng

an
a2

n + 3a

3a2
n + a

>
√

a khi vµ chØ khi
(
an −

√
a
)3

> 0,

tøc lµ an >
√

a. Do ®ã ta cã c¸c kÕt luËn

NÕu 0 < a1 <
√

a th× {an} lµ d·y t¨ng vµ bÞ chÆn trªn bëi
√

a,

NÕu a1 >
√

a th× {an} lµ d·y gi¶m vµ bÞ chÆn d−íi bëi
√

a,

NÕu a1 =
√

a th× {an} lµ d·y h»ng.

Trong mäi tr−êng hîp trªn d·y ®Òu héi tô tíi
√

a.
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2.1.20. Theo qui n¹p ta cã

an =
(3n−1 − 1) − (3n−1 − 3)a1

(3n − 1) − (3n − 3)a1
víi n = 1, 2, 3 . . . .

Do ®ã d·y kh«ng x¸c ®Þnh víi a1 = 3n+1−1
3n+1−3

víi n ∈ N. Khi a1 = 1 th× an = 1

víi n = 1, 2, 3 . . . . Víi c¸c gi¸ trÞ kh¸c cña a1, d·y héi tô tíi
1
3
.

2.1.21. Ta cã an+1 = (an − a)2 + an ≥ an víi n = 1, 2, 3 . . . . Do ®ã
d·y lµ ®¬n ®iÖu t¨ng. H¬n n÷a, nÕu d·y héi tô th× lim

n→∞
an = a. Do ®ã nÕu

a1 > a, th× d·y ®· cho ph©n kú. Trong tr−êng hîp a − 1 ≤ a1 ≤ a, ta còng
cã a − 1 ≤ an ≤ a víi n = 1, 2, 3 . . . , do ®ã d·y héi tô. Cuèi cïng, nÕu
a1 < a − 1, th× a2 > a, suy ra d·y ph©n kú.

2.1.22. Râ rµng nh©n thÊy r»ng d·y chØ cã thÓ héi tô tíi a hoÆc b, xÐt c¸c
tr−êng hîp sau.

10 c > b. Khi ®ã a2 = c2+ab
a+b

> c = a1, sö dông qui n¹p ta cã an+1 > an.
Do ®ã, lim

n→∞
an = +∞.

20 c = b. HiÓn nhiªn, an = b víi n = 1, 2, 3 . . . .

30 a < c < b. Ta cã thÓ chøng minh theo qui n¹p r»ng d·y {an} lµ ®¬n
®iÖu gi¶m vµ bÞ chÆn d−íi bëi a, do ®ã lim

n→∞
an = a.

40 c = a. DÔ dµng thÊy r»ng, an = a víi n = 1, 2, 3 . . . .

50 0 < c < a. Sö dông qui n¹p ta cã thÓ chØ ra r»ng {an} lµ ®¬n ®iÖu t¨ng
vµ bÞ chÆn trªn bëi a. Do ®ã lim

n→∞
an = a.

2.1.23. Chó ý r»ng an+1 = 6
(
1 − 6

an+7

)
víi n ∈ N. Do ®ã theo qui n¹p ta

cã

NÕu a1 < 2 th× an < 2, n ∈ N
NÕu a1 > 2 th× an > 2, n ∈ N.

H¬n n÷a

an+1 − an = −(an + 3)(an − 2)

an + 7
.

Do ®ã
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10 NÕu 0 < a1 < 2 th× {an} lµ d·y t¨ng vµ bÞ chÆn trªn bëi 2 vµ
lim

n→∞
an = 2,

20 NÕu a1 > 2 th× {an} lµ d·y gi¶m vµ bÞ chÆn d−íi bëi 2 vµ lim
n→∞

an = 2,

30 NÕu a1 = 2 th× an = 2, víi n ∈ N.

2.1.24. Tõ 0 = a1 ≤ a2 vµ a2
n+1 − a2

n = an − an−1, do ®ã theo qui n¹p ta
thÊy r»ng an+1 ≥ an víi n ∈ N. MÆt kh¸c d·y bÞ chÆn trªn bëi

√
1 + 4c. DÔ

dµng tÝnh ®−îc r»ng lim
n→∞

an = 1+
√

1+4c
2

.

2.1.25. V× a2 =
√

2
√

2 >
√

2 = a1 vµ a2
n+1 − a2

n = 2(an − an−1), theo qui
n¹p ta nhËn thÊy r»ng an+1 ≥ an víi n ∈ N, ®ång thêi d·y bÞ chÆn trªn bëi 2,
do ®ã lim

n→∞
an = 2.

2.1.26. Víi k = 1 ta cã an = 5n víi n ∈ N, do ®ã d·y {an} ph©n kú.
Víi k > 1,

a2 =
k

√
5

k
√

5 >
k
√

5 = a1 vµ ak
n+1 − ak

n = 5(an − an−1).

Theo qui n¹p {an} t¨ng ngÆt. H¬n n÷a an < k−1
√

5, n ∈ N, tõ ®ã suy ra
lim

n→∞
an = k−1

√
5.

2.1.27. Theo qui n¹p, ta thÊy 1 ≤ an ≤ 2, n ∈ N. TÝnh ®¬n ®iÖu cña d·y
sè suy ra tõ ®¼ng thøc a2

n+1 − a2
n = 3(an − an−1), do ®ã, víi 1 < a1 < 2 d·y

®¬n ®iÖu t¨ng vµ giíi h¹n cña nã b»ng 2, ngoµi ra, nÕu a1 = 1 hoÆc a1 = 2 th×
nã lµ d·y h»ng.

2.1.28.

(a) Ta cã a1 < a2 vµ a2
n+1 − a2

n = an − an−1 theo qui n¹p ta nhËn thÊy r»ng
{an} lµ d·y ®¬n ®iÖu t¨ng vµ bÞ chÆn trªn bëi c. Râ rµng lim

n→∞
an = c.

(b) Tõ b2 =
√

c
√

c >
√

c = b1 vµ b2
n+1 − b2

n = c(bn − bn−1) theo qui n¹p
ta nhËn thÊy r»ng d·y lµ ®¬n ®iÖu t¨ng vµ bÞ chÆn trªn bëi c, suy ra
lim

n→∞
an = c.

2.1.29. Sö dông qui n¹p chøng minh ®−îc r»ng 0 < an < b, vµ lµ d·y t¨ng
ngÆt; Giíi h¹n cña nã b»ng b.
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2.1.30. D·y lµ t¨ng ngÆt vµ bÞ chÆn trªn bëi mét sè h÷u h¹n, vÝ dô 3, chøng
minh ®−îc giíi h¹n cña nã lµ 3+

√
15

3
.

2.1.31. Chóng ta cã a1 < a2 < a3. H¬n n÷a, ta nhËn thÊy r»ng víi bÊt kú
n ∈ N,

nÕu an < an+1 < an+2 th× an+2 < an+3,

do ®ã theo ph−¬ng ph¸p qui n¹p trong c¸ch gi¶i bµi to¸n 2.1.10 ta nhËn thÊy
r»ng d·y {an} t¨ng chÆt, mÆt kh¸c nã bÞ chÆn trªn bëi 4 suy ra lim

n→∞
an = 4.

2.1.32. Theo c¸ch gi¶i cña nh÷ng bµi to¸n tr−íc, chóng ta cã thÓ chØ ra r»ng
d·y {an} ®¬n ®iÖu gi¶m, bÞ chÆn d−íi bëi 4, vµ lim

n→∞
an = 4.

2.1.33. Theo bÊt ®¼ng thøc Cauchy, an ≥ bn. Ta cã

an+1 =
an + bn

2
≤ an, n ∈ N.

Do ®ã d·y {an} ®¬n ®iÖu gi¶m. MÆt kh¸c, d·y {bn} t¨ng v×

bn+1 =
√

bnan ≥
√

b2
n = bn, n ∈ N

Ngoµi ra, b1 < an, bn < a1, do ®ã c¶ hai d·y ®Òu héi tô. §Æt α = lim
n→∞

an vµ

β = lim
n→∞

bn. Ta cã an+1 = an+bn

2
cho n → ∞ ta ®−îc α = α+β

2
, suy ra α = β.

2.1.34. Tõ 2(a2
n + b2

n) ≥ (an + bn)
2 ta cã an ≥ bn, n ∈ N Do ®ã

an+1 =
a2

n + b2
n

an + bn

≤ a2
n + anbn

an + bn

= an n ∈ N

§iÒu ®ã cã nghÜa lµ d·y {an} ®¬n ®iÖu gi¶m
Hoµn toµn t−¬ng tù ta cã d·y {bn} ®¬n ®iÖu t¨ng. Ngoµi ra, b1 < an, bn <

a1. Do ®ã c¶ hai d·y ®Òu héi tô.

§Æt α = lim
n→∞

an vµ β = lim
n→∞

bn. Ta cã bn+1 = an+bn

2
cho n → ∞ ta ®−îc

β = α+β
2
, suy ra α = β.

2.1.35. Theo bÊt ®¼ng thøc liªn hÖ gi÷a trung b×nh céng vµ trung b×nh nh©n
(tøc lµ bÊt ®¼ng thøc Cauchy) ta cã an ≥ bn. Ta cã

an+1 =
an + bn

2
≤ an, n ∈ N
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Do ®ã d·y {an} ®¬n ®iÖu gi¶m. MÆt kh¸c, d·y {bn} ®¬n ®iÖu t¨ng bëi v×

bn+1 =
2anbn

an + bn
≥ bn, n ∈ N

H¬n n÷a, b1 < an, bn < a1 do ®ã c¶ hai d·y ®Òu héi tô.

§Æt α = lim
n→∞

an vµ β = lim
n→∞

bn. Ta cã an+1 = an+bn

2
, cho n → ∞ ta ®−îc

α = α+β
2
, do vËy α = β.

Víi nhËn xÐt r»ng an+1bn+1 = anbn ta suy ra tÊt c¶ c¸c phÇn tö cña d·y
{anbn} ®Òu b»ng a1b1, do ®ã α = β =

√
a1b1.

2.1.36. Ta cã an+1 = n+2
2(n+1)

(an + 1) n ∈ N. Suy ra

an+1 − an =
−nan + (n + 2)

2(n + 1)
.

Sö dông bÊt ®¼ng thøc nan > n + 2 víi n ≥ 1 (cã thÓ chøng minh b»ng qui
n¹p) ta thÊy r»ng d·y lµ ®¬n ®iÖu gi¶m, vµ do ®ã nã héi tô. §Æt α = lim

n→∞
an,

tõ ph−¬ng tr×nh an+1 = n+2
2(n+1)

(an + 1) cho n → ∞ ta ®−îc α = 1.

2.1.37. Tõ bÊt ®¼ng thøc an+2 ≤ 1
3
an+1 + 2

3
an ta cã an+2 + 2

3
an+1 ≤ an+1 +

2
3
an. Do ®ã d·y bn = an+1 + 2

3
an lµ d·y gi¶m, bÞ chÆn, vµ do ®ã héi tô. §Æt b

lµ giíi h¹n cña nã, chóng ta sÏ chØ ra r»ng{an} héi tô tíi a = 3
5
b. Víi ε > 0

tuú ý, tån t¹i n0 ∈ N sao cho ε
6

> |bn − b| víi n ≥ n0. Do ®ã,

ε

6
>

∣∣∣∣an+1 +
2

3
an − 5

3
a

∣∣∣∣ ≥ |an+1 − a| − 2

3
|an − a| víi n ≥ n0.

Do vËy |an+1 − a| < 2
3
|an − a|+ ε

6
. Theo qui n¹p ta cã

|an0+k − a| ≤
(

2

3

)k

|an0 − a| +
((

2

3

)k−1

+ . . . +
2

3
+ 1

)
ε

6

≤
(

2

3

)k

|an0 − a|+
1 − 2

3

k

1 − 2
3

ε

6
<

2

3

k

|an0 − a| + ε

2
.

Tõ
(

2
3

)k |an0 − a| < ε
2
víi k ®ñ lín suy ra |an − a| < ε víi n ®ñ lín.

2.1.38.

(a) bn =
(
1 + 1

n

)n+1
= (1 + 1

n
)an > an.
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(b) Theo bÊt ®¼ng thøc Cauchy Gn+1 < An+1 (xem Bµi tËp 1.2.3) víi a1 =
1, a2 = a3 = . . . = an+1 = 1 + 1

n
ta cã

n+1

√(
1 +

1

n

)n

< 1 +
1

n + 1
.

Do ®ã (
1 +

1

n

)n

<

(
1 +

1

n + 1

)n+1

, n ∈ N.

(c) Sö dông bÊt ®¼ng thøc liªn hÖ gi÷a trung b×nh nh©n vµ trung b×nh ®iÒu hoµ
Hn+1 < Gn+1, n > 1 (xem Bµi tËp 1.2.3), trong ®ã a1 = 1, a2 = a3 =
. . . = an+1 = 1 + 1

n−1
ta ®−îc

1 +
1

n
< n+1

√(
n

n − 1

)n

,

suy ra bn < bn−1 n > 1. NhËn thÊy r»ng a1 ≤ an < bn ≤ b1, n ∈ N do
®ã hai d·y {an} vµ {bn} héi tô. Ngoµi ra, lim

n→∞
bn = lim

n→∞

(
1 + 1

n

)
an =

lim
n→∞

an.

2.1.39.

(a) Theo bÊt ®¼ng thøc Cauchy ta cã Gn+1 < An+1 (xem Bµi tËp 1.2.3), víi
a1 = 1, a2 = a3 = . . . = an+1 = 1 + x

n
, n ∈ N ta nhËn thÊy d·y

t¨ng ngÆt

NÕu 0 < x ≤ 1, th× theo bµi tr−íc,

(
1 +

x

n

)n

≤
(

1 +
1

n

)n

< e.

NÕu x > 1 th× tån t¹i sè nguyªn d−¬ng n0 sao cho x ≤ n0. Do ®ã, theo
tÝnh ®¬n ®iÖu cña d·y

{(
1 + n0

n

)n}
vµ kÕt qu¶ cña bµi tËp tr−ícta cã

(
1 +

x

n

)n

≤
(
1 +

n0

n

)n

<

(
1 +

n0

nn0

)n0n

< en0 .

(b) Hoµn toµn t−¬ng tù c©u (a) vµ chó ý r»ng x ≤ 0, d·y bÞ chÆn trªn, vÝ dô
bëi 1.
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2.1.40. Sö dông bÊt ®¼ng thøc Hn+l+1 < Gn+l+1, n > 1 (xem Bµi tËp 1.2.3),
víi a1 = 1, a2 = a3 = . . . = an+l+1 = 1 + x

n
, ta cã

n+l+1

√(
1 +

x

n

)n+l

> 1 +
x(n + l)

n2 + nl + x + n
> 1 +

x(n + l)

(n + 1)(n + l)
.

Do ®ã, bn > bn+1, n ∈ N.

2.1.41. Theo bÊt ®¼ng thøc ®−îc cho trong phÇn h−íng dÉn,

an+1 − an =
1

n
− log

n + 1

n
> 0,

bn+1 − bn =
1

n + 1
− log

n + 1

n
< 0.

DÔ dµng thÊy r»ng a1 ≤ an < bn ≤ b1 n ∈ N, suy ra c¶ hai d·y héi tô tíi
cïng giíi h¹n.

Chó ý. Ký hiÖu log trong bµi chÝnh lµ l«ga víi c¬ sè tù nhiªn mµ ta th−êng ký
hiÖu lµ ln.

2.1.42. DÔ dµng nh©n thÊy tÝnh ®¬n ®iÖu vµ tÝnh bÞ chÆn cña d·y {an}. Tõ
®¼ng thøc a2

n+1 = an ta thÊy r»ng giíi h¹n cña nã b»ng 1. TiÕp theo ta kiÓm
tra tÝnh ®¬n ®iÖu cña d·y {cn}. §Çu tiªn gi¶ sö r»ng x > 1 th×

cn = 2n(an − 1) = 2n(a2
n+1 − 1) = 2n(an+1 − 1)(an+1 + 1)

= 2n+1(an+1 − 1)
an+1 + 1

2
> cn+1.

§iÒu ®ã cã nghÜa lµ víi x > 1 d·y {c − n} t¨ng ngÆt, hoµn toµn t−¬ng tù cho
tr−êng hîp 0 < x < 1. Víi x = 1, d·y lµ h»ng sè. TÝnh ®¬n ®iÖu cña d·y {dn}
chøng minh hoµn toµn t−¬ng tù.

Víi x > 1 d·y {cn} héi tô (bëi v× nã ®¬n ®iÖu gi¶m, bÞ chÆn d−íi bëi 0). MÆt
kh¸c, víi 0 < x < 1, d·y {dn} lµ ®¬n ®iÖu t¨ng vµ bÞ chÆn trªn bëi 0. Tõ bÊt
®¼ng thøc

dn =
cn

an

kÐo theo c¶ hai d·y tiÕn tíi cïng giíi h¹n víi mäi sè d−¬ng x 6= 1. NÕu x = 1,
th× cn = dn = 0.
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2.2 Giíi h¹n. TÝnh chÊt cña d·y héi tô

2.2.1.

(a) 1.

(b) 1.

(c) -1.

(d) Ta cã

0 <
(√

2 − 3
√

2
) (√

2 − 5
√

2
)

. . .
(√

2 − 2n+1
√

2
)

< (
√

2 − 1)n.

Do vËy giíi h¹n cña d·y b»ng 0.

(e) §Çu tiªn ta cÇn chøng minh r»ng d·y an = n2

2n héi tô tíi 0. Ta cã

an+1 = an
1

2

(n + 1)2

n2
< an,

víi n ≥ 3, do ®ã d·y lµ ®¬n ®iÖu gi¶m. Râ rµng nã bÞ chÆn d−íi bëi 0,
nªn nã héi tô vµ giíi h¹n g cña nã tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh g = 1

2
g, suy

ra g = 0. B©y giê ta ®i x¸c ®Þnh giíi h¹n cña d·y. §Æt kn = [
√

n], thÕ
th× kn ≤

√
n < kn + 1, do ®ã

0 <
n

2
√

n
< 2

(kn + 1)2

2kn+1
.

Do ®ã giíi h¹n cña d·y ®· cho b»ng 0.

(f) §Æt an = n!

2n2 , suy ra an+1 = an
1
2

(n+1)
22n < an, n ∈ N, theo c¸ch gi¶i cña

bµi 2.1.3 ta ®−îc g = 0.

(g) §Æt

an =
1√
n

(
1√

1 +
√

3
+

1√
3 +

√
5

+ . . . +
1√

2n − 1 +
√

2n + 1

)
.

Ta cã 1√
2k−1+

√
2k+1

=
√

2n−1−
√

2n+1
−2

do ®ã an =
√

2n+1−1
2
√

n
. VËy lim

n→∞
an =

√
2

2
.
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(h) Tõ bÊt ®¼ng thøc

(1 + 2 + . . . + n)
1

n2 + n
≤ 1

n2 + 1
+

2

n2 + 2
+ . . . +

n

n2 + n

≤ (1 + 2 + . . . + n)
1

n2 + 1

sö dông nguyªn lý kÑp ta thÊy nã cã giíi h¹n b»ng 1
2
.

(i) Nh− phÇn trªn giíi h¹n b»ng 1
2
.

2.2.2. §Æt an = ns

(1+p)n , ta cã

an+1

an
=

(
n + 1

n

)s
1

p + 1
.

Ngoµi ra, lim
n→∞

(
n+1
n

)s 1
p+1

= 1
p+1

. Suy ra d·y {an} lµ ®¬n ®iÖu gi¶m b¾t ®Çu

tõ chØ sè n0 nµo ®Êy, nã còng bÞ chÆn d−íi vÝ dô bëi 0. Gäi giíi h¹n cña nã b»ng
g, g tho¶ m·n tÝnh chÊt g = 1

p+1
g. Do ®ã g = 0.

2.2.3. Ta cã

0 < (n + 1)α − nα = nα

((
1 +

1

n

)α

− 1

)

< nα

((
1 +

1

n

)
− 1

)
=

1

n1−α
.

Do vËy giíi h¹n cña d·y b»ng 0.

2.2.4. §Æt α = p
q
, víi p ∈ Z vµ q ∈ N. Víi n > q sè n!απ lµ béi cña π, ®iÒu

®ã cã nghÜa lµ ®Õn mét lóc nµo ®ã c¸c phÇn tö cña d·y ®Òu b»ng 0

2.2.5. Gi¶ sö giíi h¹n cña d·y tån t¹i, ta cã

0 = lim
n→∞

(sin(n + 2) − sin n) = 2 sin 1 lim
n→∞

cos(n + 1),

suy ra lim
n→∞

cos n = 0. T−¬ng tù,

0 = lim
n→∞

(cos(n + 2) − cosn) = −2 sin 1 lim
n→∞

sin(n + 1),

V« lý bëi v× sin2 n + cos2 n = 1. Do ®ã giíi h¹n cña {sinn} kh«ng tån t¹i.

2.2.6. Theo c¸ch chøng minh cña bµi tr−íc.
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2.2.7. Ta cã

lim
n→∞

1

n

((
a +

1

n

)2

+

(
a +

2

n

)2

+ . . . +

(
a +

n − 1

n

)2
)

= lim
n→∞

(
n − 1

n
a2 +

n(n − 1)

n2
+

1 + 22 + . . . + (n − 1)2

n3

)

= a2 + a +
1

3
.

2.2.8. Ta cã

an + a2
n + . . . + ak

n − k = (an − 1) + (a2
n − 1) + . . . + (ak

n − 1)

H¬n n÷a

lim
n→∞

al
n − 1

an − 1
= l víi l = 1, 2, . . . , k

do ®ã giíi h¹n b»ng 1 + 2 + . . . + k = k(k+1)
2

.

2.2.9. Sö dông ®¼ng thøc

1

k(k + 1)(k + 2)
=

1

2
· 1

k
− 1

k + 1
+

1

2
· 1

k + 2
, k ∈ N

Do ®o giíi h¹n b»ng 1
4
.

2.2.10. Tõ
k3 − 1

k3 + 1
=

(k − 1)((k + 1)2 − (k + 1) + 1)

(k + 1)(k2 − k + 1)

ta cã
n∏

k=2

k3 − 1

k3 + 1
=

2

3

n2 + n + 1

n2 + n
−→
n→∞

2

3

.

2.2.11. 1
6
.

2.2.12. Tõ 1 − 2
k(k+1)

= (k−1)(k+2)
k(k+1)

, ta nhËn ®−îc

(
1 − 2

2.3

)(
1 − 2

3.4

)
. . .

(
1 − 2

(n + 1)(n + 2)

)
=

1

3

n + 3

n + 1
−→
n→∞

1

3
.
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2.2.13. Ta cã

k3 + 6k2 + 11k + 5 = (k + 1)(k + 2)(k + 3) − 1,

Do ®ã

lim
n→∞

n∑

k=1

k3 + 6k2 + 11k + 5

(k + 3)!
= lim

n→∞

n∑

k=1

(
1

k!
− 1

(k + 3)!

)
=

5

3
.

2.2.14. Ta nhËn thÊy r»ng

x2k−1

1 − x2k =
1

1 − x2k−1 − 1

1 − x2k k = 1, 2, . . . , n.

Do ®ã

lim
n→∞

n∑

k=1

x2k−1

1 − x2k =

{
x

1−x
nÕu |x| < 1,

1
1−x

nÕu |x| > 1.

2.2.15. Víi x 6= 1,

(1 − x)(1 + x)(1 + x2) . . . (1 + x2n
)

1 − x
=

1 − x2n+1

1 − x

suy ra,

an =
n∏

k=0

(1 + x2k

) =

{
1−x2n+1

1−x
nÕu x 6= 1,

2n+1 nÕu x = 1.

Do ®ã

lim
n→∞

an =





−∞ nÕu x < −1,

0 nÕu x = −1,
1

1−x
nÕu |x| < 1,

+∞ nÕu x ≥ 1.

2.2.16. Víi x 6= 1 ta cã

an =

n∏

k=0

(
1 +

2

x2k + x−2k

)
=

n∏

k=0

(x2k
+ 1)2

x2k+1 + 1

=
(x + 1)(x − 1)(x + 1)(x2 + 1) . . . (x2n

+ 1)

(x − 1)(x2n+1 + 1)

=
x + 1

x − 1
· x2n+1 − 1

x2n+1 + 1
.
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Do ®ã

lim
n→∞

an =





−x+1
x−1

nÕu |x| < 1,
x+1
x−1

nÕu |x| > 1,

0 nÕu x = −1,

+∞ nÕu x = 1.

2.2.17. Víi x 6= 1, th×

1 + x3k

+ x2.3k

=
(1 + x3k

+ x2.3k
)(x3k − 1)

x3k − 1
=

x3k+1 − 1

x3k − 1

Do vËy
n∏

k=1

(1 + x3k

+ x2.3k

) =
x3n+1 − 1

x3 − 1
.

Gäi g lµ giíi h¹n cña d·y, ta cã

g =





1
1−x3 nÕu |x| < 1,

+∞ nÕu |x| > 1,

1 nÕu x = −1,

+∞ nÕu x = 1.

2.2.18. Ta cã k · k! = (k + 1)! − k!, k ∈ N. Do ®ã

lim
n→∞

1 · 1! + 2 · 2! + . . . + n · n!

(n + 1)!
= lim

n→∞

(n + 1)! − 1

(n + 1)!
= 1.

2.2.19. Ta chó ý r»ng bµi to¸n chØ cã nghÜa víi x 6= 0. Theo 2.2.3, mÉu thøc
nx − (n− 1)x dÇn ®Õn 0 nÕu 0 < x < 1. Ngoµi ra, nÕu x < 0 th× mÉu sè còng
dÇn ®Õn 0. Víi x = 1 th× mÉu sè b»ng 1. Do ®ã d·y ph©n kú ®Õn v« cùc (+∞
hoÆc −∞) víi x ≤ 1, x 6= 0. Víi x > 1 nÕu ®Æt k = [x], th× k ≥ 1 vµ

1 −
(

1 − 1

n

)k

≤ 1 −
(

1 − 1

n

)x

< 1 −
(

1 − 1

n

)k+1

.

Tõ bÊt ®¼ng thøc trªn ta nhËn thÊy tån t¹i hai sè α vµ β sao cho

α < n

(
1 −

(
1 − 1

n

)x)
< β,

Do ®ã

αnx−1 < nx

(
1 −

(
1 − 1

n

)x)
< βnx−1,
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Do vËy nÕu x − 1 < 1999 th× d·y ph©n kú tíi +∞ NÕu x− 1 > 1999 th× d·y
héi tô tíi 0. TiÕp theo lÊy x = 2000. ta cã

lim
n→∞

n1999

n2000 − (n − 1)2000
=

1

2000
.

2.2.20. Ta cã

an =

{
an+1−bn+1

an−bn nÕu a > b,
n+1

n
a nÕu a = b.

Do ®ã lim
n→∞

an = a.

2.2.21. Theo qui n¹p ta cã an = (n − 1)2. Do vËy lim
n→∞

an = +∞.

2.2.22. Theo qui n¹p ta cã an = ab√
a2+nb2

. Do vËy lim
n→∞

an = 0.

2.2.23. Ta nhËn thÊy r»ng an = 1 −
(

1
4

)n−1
Do vËy lim

n→∞
an = 1.

2.2.24. DÔ dµng nhËn thÊy r»ng an+1 = 1 + b + . . . + bn−1 + bna. Do vËy

an+1 =

{
1

1−b
+
(
a − 1

1−b

)
bn víi b 6= 1,

n + a víi b = 1.

Do vËy nÕub = 1, a ∈ R, d·y ph©n kú tíi +∞. NÕu b 6= 1 vµ a = 1
1−b

, d·y

héi tô tíi 1
1−b

. Trong tr−êng hîp a 6= 1
1−b

vµ |b| < 1 th× d·y còng héi tô tíi
1

1−b
. Trong c¸c tr−êng hîp cßn l¹i d·y lµ ph©n kú, cã nghÜa lµ nÕu b ≤ −1 vµ

a 6= 1
1−b

, th× d·y kh«ng cã giíi h¹n hoÆc giíi h¹n kh«ng h÷u h¹n, nÕu b > 1 vµ

a > 1
1−b

, th× d·y ph©n kú tíi +∞. Cuèi cïng nÕu b > 1 vµ a < 1
1−b

, th× d·y
ph©n kú tíi −∞.

2.2.25. Theo qui n¹p dÔ dµng thÊy c«ng thøc cña c¸c phÇn tö cña d·y tho¶
m·n. Ta gi¶ sö r»ng α > β. Th× α = 1+

√
5

2
vµ β = 1−

√
5

2
. Ngoµi ra,

α n

√
1 −

∣∣∣∣
β

α

∣∣∣∣
n

≤ n
√

αn − βn ≤ α n

√
1 +

∣∣∣∣
β

α

∣∣∣∣
n

.

Tõ lim
n→∞

∣∣β
α

∣∣n = 0, ta cã lim
n→∞

n
√

an = α.
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2.2.26. §Çu tiªn chó ý r»ng bn+1 = an+3bn

4
, suy ra an+1−bn+1 = 1

4
(an−bn)

®iÒu ®ã cã nghÜa lµ d·y {an − bn} lµ cÊp sè nh©n víi c«ng béi lµ 1
4
, do ®ã d·y

héi tô tíi 0. V× vËy ta chØ cÇn chØ ra d·y {an} héi tô . Gi¶ sö a ≤ b, th× d·y
{an} ®¬n ®iÖu t¨ng vµ an ≤ bn ≤ b.Do ®ã nã héi tô, theo trªn suy ra d·y {bn}
héi tô vµ lim

n→∞
an = lim

n→∞
bn. Hoµn toµn t−¬ng tù cho tr−êng hîp a > b.

2.2.27. Ta cã

a + aa + . . . +

n - sè︷ ︸︸ ︷
aa . . . a = a(1 + 11 + . . . +

n - sè︷ ︸︸ ︷
11 . . . 1)

= a(10n−1 + 2 · 10n−2 + . . . + n · 100)

= a((1 + 10 + . . . + 10n−1) + (1 + 10 + . . . + 10n−2)

+ . . . + (1 + 10) + 1)

= a

(
10n − 1

9
+

10n−1 − 1

9
+ . . . +

102 − 1

9

10 − 1

9

)

= a
10(10n − 1) − 9n

81
.

Do ®ã, giíi h¹n b»ng 10a
81

.

2.2.28. Chó ý r»ng d·y { n
√

n} víi n > 2 ®¬n ®iÖu gi¶m, vµ giíi h¹n cña nã
b»ng 1. DÔ dµng kiÓm tra r»ng

(
n
√

n − 1
)n

<

(
1

2

)n

víi n ∈ N

Do vËy lim
n→∞

( n
√

n − 1)n = 0

2.2.29. Do lim
n→∞

an = 0 nªn b¾t ®Çu tõ chØ sè n0 nµo ®ã, |an|n <
(

1
2

)n
. Do

®ã, lim
n→∞

an
n = 0.

2.2.30. §Æt max{a1, a2, . . . , ak} = al. Chia c¶ tö vµ mÉu cho an
l ta ®−îc

lim
n→∞

p1a
n+1
1 + p2a

n+1
2 + . . . + pka

n+1
k

p1an
1 + p2an

2 + . . . + pkan
k

= al.
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2.2.31.

(a) Cho ε > 0 ®ñ nhá sao cho q + ε < 1. Th× tån t¹i n0 ∈ N sao cho
∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ < q + ε víi n ≥ n0.

Do ®ã
|an| < (q + ε)n−n0 |an0|, n ≥ n0.

Suy ra, lim
n→∞

|an| = 0, tøc lµ, lim
n→∞

an = 0.

(b) Cho ε > 0 ®ñ nhá sao cho q − ε > 1 Do ®ã b¾t ®Çu tõ mét chØ sè n1 nµo
®ã |an| > (q − ε)n−n1 |an1 |,, ta l¹i cã lim

n→∞
(q − ε)n−n1 = +∞. Do ®ã,

limn→∞ |an| = +∞.

2.2.32.

(a) Chän ε > 0 ®ñ nhá sao cho q + ε < 1, thÕ th× tån t¹i n0 ∈ N sao cho
|an| < (q + ε)n, n ≥ n0, suy ra lim

n→∞
an = 0.

(b) Ta cã |an| > (q− ε)n víi n > n1. NÕu ε > 0 ®ñ nhá th× q − ε > 1 vµ suy
ra lim

n→∞
(q − ε)n = +∞, do ®ã lim

n→∞
|an| = +∞.

2.2.33. §Æt an = nαxn, ta cã

lim
n→∞

an+1

an

= lim
n→∞

(
n + 1

n

)α

x = x, 0 < x < 1.

Suy ra d·y héi tô vÒ 0 theo bµi 2.2.31.

2.2.34. XÐt phÇn tö thø an cña d·y , ta cã
∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
m − n

n + 1
x

∣∣∣∣ −→n→∞
|x|.

Theo bµi 2.2.31 ta kÕt luËn r»ng d·y héi tô vÒ 0.

2.2.35. Gi¶ sö |bn| < M víi n ∈ N. V× lim
n→∞

an = 0 nªn víi mäi ε > 0 tån

t¹i n0 ∈ N sao cho |an| < ε
M
víi n > n0. Tõ ®ã suy ra

|anbn| < ε víi n > n0.

Do ®ã lim
n→∞

anbn = 0.
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2.2.36. Kh«ng gi¶m tæng qu¸t ta gi¶ thiÕt r»ng a ≤ b. XÐt a < b, chän
ε > 0 ®ñ nhá sao cho a + ε < b − ε, theo ®Þnh nghÜa giíi h¹n cña d·y suy ra
an < a + ε < b− ε < bn víi n ®ñ lín. Do ®ã max{an, bn} = bn, vµ tõ ®ã suy
ra

lim
n→∞

max{an, bn} = lim
n→∞

bn = b = max{a, b}.

NÕu a = b th× víi mäi ε > 0 tån t¹i n0 sao cho víi mäi n > n0 ta ®Òu cã
|an − a| < ε vµ |bb − b| < ε, tøc lµ

|max{an, bn} − a| < ε.

Tøc lµ ta ®· chøng minh ®−îc r»ng

lim
n→∞

max{an, bn} = max{a, b}.

2.2.37. V× lim
n→∞

an = 0 víi mäi ε ∈ (0, 1) nªn

p
√

1 − ε < p
√

1 + an < p
√

1 + ε víi n ®ñ lín.

Tõ ®ã suy ra lim
n→∞

p
√

1 + an = 1.

2.2.38. §Æt xn = p
√

1 + an, tõ lêi gi¶i bµi trªn ta ®−îc lim
n→∞

xn = 1. Tõ ®ã
suy ra

lim
n→∞

p
√

1 + an − 1

an
= lim

n→∞

xn − 1

xp
n − 1

= lim
n→∞

xn − 1

(xn − 1)(xp−1
n + . . . + 1)

=
1

p
.

2.2.39. Theo bµi 1.2.1 ta cã

n

(
p

√
1 +

a1 + a2 + . . . + ap

n
− 1

)

≤ n

(
p

√(
1 +

a1

n

)(
1 +

a2

n

)
· . . . ·

(
1 +

ap

n

)
− 1

)
(1)

= p

√
(n + a1)(n + a2) · . . . · (n + ap) − n.
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H¬n n÷a theo bµi 1.2.4 ta cã

≤ n

(
p

√(
1 +

a1

n

) (
1 +

a2

n

)
· . . . ·

(
1 +

ap

n

)
− 1

)

= n




p

√√√√
1 +

a1 + a2 + . . . + ap

n
+

∑
i<j

aiaj

n2
+ . . . +

a1 · a2 · . . . · ap

np
− 1




(2)

≤ a1 + a2 + . . . + ap

p
+

∑
i<j

aiaj

np
+ . . . +

a1 · a2 · . . . · ap

pnp−1
.

Tõ (1) vµ (2) cïng víi kÕt qu¶ bµi tËp trªn ta suy ra giíi h¹n cÇn t×m lµ
a1+a2+...+ap

p
.

2.2.40. Chó ý r»ng

n + 1√
n2 + n + 1

≤ 1√
n2 + 1

+
1√

n2 + 2
+ . . . +

1√
n2 + n + 1

≤ n + 1√
n2 + 1

.

Sö dông nguyªn lý kÑp ta suy ra giíi h¹n cÇn t×m lµ 1.

2.2.41. Ký hiÖu a lµ gi¸ trÞ lín nhÊt cña c¸c sè a1, a2, . . . , ap, thÕ th×

a
n
√

p
≤ n

√
an

1 + an
2 + . . . + an

p

p
≤ a.

Sö dông nguyªn lý kÑp ta suy ra

lim
n→∞

n

√
an

1 + an
2 + . . . + an

p

p
= a = max{a1, a2, . . . , ap}.

2.2.42. V×

1 ≤ n

√
2 sin2 n1999

n + 1
+ cos2

n1999

n + 1
≤ n

√
2.

Suy ra

lim
n→∞

n

√
2 sin2 n1999

n + 1
+ cos2

n1999

n + 1
= 1.
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2.2.43. Sö dông nguyªn lý kÑp ®èi víi c¸c d·y ®−îc

1 < (1 + n(1 + cosn))
1

2n+n sin n < (1 + 2n)
1

2n+n sin n .

Ta cÇn chØ ra r»ng

lim
n→∞

(1 + 2n)
1

2n+n sin n = 1.(∗)

®iÒu nµy ®−îc suy ra tõ c¸c bÊt ®¼ng thøc kÑp

1 < (1 + n(1 + cos n))
1

2n+n sin n < (1 + 2n)
1
n .

Do ®ã giíi h¹n cÇn t×m lµ 1.

2.2.44. Sö dông bÊt ®¼ng thøc liªn hÖ gi÷a trung b×nh céng, nh©n vµ ®iÒu hoµ
(xem 1.2.3) víi x > −1 ta ®−îc

1 +
x

2 + x
=

2
1

1+x
+ 1

≤
√

(1 + x)1 =
√

1 + x ≤ 1 + x + 1

2
= 1 +

x

2
.

§Æt x = k
n2 , k = 1, 2, . . . , n vµ thay vµo bÊt ®¼ng thøc råi céng vÕ víi vÕ cña

c¸c bÊt ®¼ng thøc ®−îc

n∑

k=1

k
n2

2 + k
n2

≤
n∑

k=1

(√
1 +

k

n2
− 1

)
≤

n∑

k=1

k

2n2
.(∗)

H¬n n÷a
n∑

k=1

k

2n2
=

n(n + 1)

4n2
−→
n→∞

1

4
.

vµ

n∑

k=1

k
n2

2 + k
n2

=
n∑

k=1

k

2n2 + k
≥ 1

2n2 + n

n∑

k=1

k =
n(n + 1)

2(2n2 + n)
−→
n→∞

1

4
.

Tõ ®ã cïng víi (∗) vµ nguyªn lý kÑp suy ra

lim
n→∞

n∑

k=1

(√
1 +

k

n2
− 1

)
=

1

4
.
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2.2.45. Chóng ta lÝ luËn t−¬ng tù nh− lêi gi¶i trong bµi tr−íc. LÊy x > −1.
Theo bÊt ®¼ng thøc liªn hÖ gi÷a trung b×nh céng, nh©n vµ ®iÒu hoµ ta cã

1 +
x

3 + 2x
=

3
1

1+x
+ 1 + 1

≤ 3
√

(1 + x)1.1 ≤ 1 + x + 1 + 1

3
= 1 +

x

3
.

Víi x = k2

n3 , ta cã

n∑

k=1

k2

n3

3 + 2 k2

n3

≤
n∑

k=1

(
3

√
1 +

k2

n3
− 1

)
≤

n∑

k=1

k2

3n3
.(∗)

H¬n n÷a
n∑

k=1

k2

3n3
=

n(n + 1)(2n + 1)

18n3
−→
n→∞

1

9
.

Vµ

n∑

k=1

k2

n3

3 + 2 k2

n3

=

n∑

k=1

k2

3n3 + 2k2
≥ 1

3n3 + 2k2

n∑

k=1

k2

=
a(n + 1)(2n + 1)

6(3n3 + 22)
−→
n→∞

1

9
.

nªn tõ kÕt qu¶ trªn cïng víi (∗) vµ ®Þnh lÝ giíi h¹n cña c¸c d·y bÞ kÑp, ta cã

lim
n→∞

n∑

k=1

(
3

√
1 +

k2

n3
− 1

)
=

1

9
.

2.2.46. Râ rµng, lim
n→∞

n
√

ak = 1 víi k = 1, 2, ..., p. V× vËy, ta cã

lim
n→∞

(
1

p

p∑

k=1

n
√

ak

)p

= 1.

2.2.47. Víi n0 ®ñ lín vµ víi n > n0, ta cã 0 < α + 1
n

< α + 1
n0

< 1. V× vËy

lim
n→∞

n−1∑

k=0

(
α +

1

n

)k

= lim
n→∞

1 −
(
α + 1

n

)n

1 −
(
α + 1

n

) =
1

1 − α
.

2.2.48. BÊt ®¼ng thøc hiÓn nhiªn ®óng víi x = 1. Gi¶ sö x > 1. §Ó tÝnh giíi
h¹n, chóng ta ¸p dông qui t¾c kÑp c¸c d·y.
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Chóng ta cã
0 < ( n

√
x − 1)2 =

n
√

x2 − 2 n
√

x + 1.

V× vËy

(2 n
√

x − 1)n < (
n
√

x2)n = x2.(∗)

H¬n n÷a

(2 n
√

x − 1)n = x2

(
2

n
√

x
− 1

n
√

x2

)n

= x2

(
1 +

(
2

n
√

x
− 1

n
√

x2
− 1

))n

.

Sö dông bÊt ®¼ng thøc Bernoulli, ta cã

(2 n
√

x − 1)n ≥ x2

(
1 + n

(
2

n
√

x
− 1

n
√

x2
− 1

))
(∗∗)

= x2

(
1 − n

( n
√

x − 1)2

n
√

x2

)
.

Còng sö dông bÊt ®¼ng thøc Berrnoulli, ta cã

x = ( n
√

x− 1 + 1)n ≥ 1 + n( n
√

x − 1) > n( n
√

x − 1).

HÖ qu¶ lµ

( n
√

x − 1)2 <
x2

n2
.

V× vËy, theo (∗∗) ta cã

(2 n
√

x− 1)n > x2

(
1 − x2

n
n
√

x2

)
.(∗ ∗ ∗)

KÕt hîp (∗) vµ (∗ ∗ ∗) víi qui t¾c kÑp c¸c d·y, ta thÊy

lim
n→∞

(2 n
√

x − 1)n = x2.

2.2.49. T−¬ng tù nh− lêi gi¶i cña c¸c bµi tr−íc , chóng ta cã thÓ thiÕt lËp c¸c
bÊt ®¼ng thøc sau

1 ≥ (2 n
√

n − 1)n

n2
≥ 1 − n

( n
√

n − 1)2

n
√

n2
.

Tõ ®ã suy ra

lim
n→∞

n
( n
√

n − 1)2

n
√

n2
= 0.
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§Ó kÕt thóc, chó ý r»ng víi n ≥ 3,

n = ( n
√

n − 1 + 1)n >
n(n − 1)(n − 2)

3!
( n
√

n − 1)3.

V× vËy

0 ≤ n( n
√

n − 1)2 ≤ n

(
3!

(n − 1)(n − 2)

) 2
3

.

Do ®ã,
lim

n→∞
n( n

√
n − 1)2 = 0.

2.2.50.

(a) Ta cã

|an+k − an| =
arctan(n + 1)

2n+1
+ · · · + arctan(n + k)

2n+k

<
π

2

(
1

2n+1
+ · · · + 1

2n+k

)
<

π

2n+1
.

Víi ε > 0 bÊt kú lÊy n0 = [log2
π
ε
− 1]. Khi ®ã víi bÊt kú k ∈ N vµ

n > n0 ta cã |an+k − an| < ε. VËy {an} lµ mét d·y Cauchy.

(b) Cã thÓ chØ ra b»ng qui n¹p r»ng 4n > n4 víi mäi n ≥ 5. V× vËy

|an+k − an| <
1

(n + 1)2
+

1

(n + 2)2
+ · · · + 1

(n + k)2
.

HÖ qu¶ lµ,

|an+k − an|

<
1

n(n + 1)
+

1

(n + 1)(n + 2)
+ · · · + 1

(n + k − 1)(n + k)

=
1

n
− 1

n + 1
+

1

n + 1
− 1

n + 2
+ · · · + 1

n + k − 1
− 1

n + k

=
1

n
− 1

n + k
<

1

n
< ε

víi bÊt kú k ∈ N vµ n >
[

1
ε

]
.

(c) Ta cã

|a2n − an| =
1

2n
+

1

2n − 1
+ · · · + 1

n + 1
≥ n

1

2n
=

1

2
.

§iÒu nµy chøng tá an kh«ng lµ d·y Cauchy.
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(d) Ta cã

|an+k − an|

=

∣∣∣∣
(−1)n+k−1

(n + k)(n + k + 1)
+

(−1)n+k−2

(n + k − 1)(n + k)
+ · · · + (−1)n

(n + 1)(n + 2)

∣∣∣∣

≤ 1

(n + k)(n + k + 1)
+

1

(n + k − 1)(n + k)
+ · · · + 1

(n + 1)(n + 2)

=
1

n + k
− 1

n + k + 1
+

1

n + k − 1
− 1

n + k
+ · · · + 1

n + 1
− 1

n + 2

=
1

n + 1
− 1

n + k + 1
<

1

n + 1
< ε

víi bÊt kú k ∈ N vµ n > [1
ε
− 1].

(e) Ta cã

|an+k − an| ≤ M(|q|n+k + |q|n+k−1 + · · · + |q|n+1)

= M

(
|q|n+1(1 − |q|k)

1 − |q|

)
≤ M

1 − |q||q|
n+1 < ε

víi bÊt kú k ∈ N vµ n > n0 =

[
ln

(1−|q|)ε
M

ln |q| − 1

]
.

(f) Ta cã

a2n − an =
2n

(2n + 1)2
+

2n − 1

(2n)2
+ · · · + n + 1

(n + 2)2

≥ n
2n

(2n + 1)2
≥ 2n2

(3n)2
=

2

9
.

Do ®ã {an} kh«ng lµ d·y Cauchy.

2.2.51. Tõ ®iÒu kiÖn ®· cho ta cã

|an+k − an| = |an+k − an+k−1 + an+k−1 − an+k−2 + · · · + an+1 − an|
< λ(|an+k−1 − an+k−2| + |an+k−2 − an+k−3| + · · · + |an − an−1|)
< (λk + λk−1 + · · · + λ2 + λ)|an − an−1|
≤ (λk + λk−1 + · · · + λ2 + λ)λn−2|a2 − a1|

=
λn−1(1 − λk)

1 − λ
|a2 − a1| <

λn−1

1 − λ
|a2 − a1|



2.2. Giíi h¹n. TÝnh chÊt cña d·y héi tô 171

Do ®ã, víi bÊt kú ε > 0 cho tr−íc, víi n >

[
1 +

ln(
ε(1−λ)
|a2−a1|

)

lnλ

]
vµ víi mäi k ∈ N

ta cã |an+k − an| < ε.

2.2.52. V× {Sn} héi tô nªn nã lµ d·y Cauchy. Chóng ta sÏ chøng minh {lnσn}
còng lµ d·y Cauchy. Tõ bÊt ®¼ng thøc trong 2.1.4,1 ta cã

lnσn+k − lnσn = ln

(
1 +

1

an+k

)
+ · · · + ln

(
1 +

1

an+1

)

<
1

an+k
+ · · · + 1

an+1
< ε

víi k ∈ N vµ n ®ñ lín.

2.2.53. Tõ kÕt qu¶ trong 1.1.23, ta cã

Rn+k − Rn

= (Rn+k − Rn+k−1) + (Rn+k−1 − Rn+k−2) + · · · + (Rn+1 − Rn)

= (−1)n

(
(−1)k−1

qn+k−1qn+k
+

(−1)k−2

qn+k−2qn+k−1
+ · · · − 1

qn+1qn+2
+

1

qnqn+1

)
.

Do ®ã, v× d·y {qn} ®¬n ®iÖu nªn qn ≥ n (xem lêi gi¶i cña bµi 1.1.24), ta cã

|Rn+k −Rn| ≤
1

qn+1qn

≤ 1

n2
.

2.2.54. Gäi d lµ c«ng sai cña cÊp sè céng ®· cho . Tr−íc hÕt chóng ta gi¶ sö
d 6= 0. Khi ®ã

1

akak+1
=

(
1

ak
−

1

ak+1

)
1

d
.

Do ®ã

lim
n→∞

(
1

a1a2

+
1

a2a3

+ · · · + 1

anan+1

)
=

1

a1d
.

Víi d = 0, cÊp sè céng lµ mét d·y h»ng, v× vËy

lim
n→∞

(
1

a1a2
+

1

a2a3
+ · · · + 1

anan+1

)
= +∞.

2.2.55. Gäi d lµ c«ng sai cña cÊp sè céng ®· cho . Tr−íc hÕt chóng ta gi¶ sö
d 6= 0. V×

1
√

ak +
√

ak+1
=

√
ak+1 −

√
ak

d
,
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ta cã

lim
n→∞

1√
n

(
1

√
a1 +

√
a2

+
1

√
a2 +

√
a3

+ · · · + 1
√

an +
√

an+1

)
=

1√
d
.

Víi d = 0, cÊp sè céng lµ mét d·y h»ng, v× vËy giíi h¹n b»ng +∞.

2.2.56.

(a) Theo bµi 2.1.38, ta cã

(
1 +

1

n

)n

< e <

(
1 +

1

n

)n+1

.

V× vËy

1 < n( n
√

e− 1) < n

((
1 +

1

n

)1+ 1
n

− 1

)
.(∗)

Sö dông bÊt ®¼ng thøc Berrnoulli (xem 1.2.4) chóng ta cã thÓ chøng minh

(
1 +

1

n

) 1
n

≤ 1 +
1

n2.

Do ®ã

n

((
1 +

1

n

)1+ 1
n

− 1

)
≤ 1 +

1

n
+

1

n2
.

V× vËy, tõ (∗) vµ qui t¾c kÑp c¸c d·y, ta cã

lim
n→∞

n( n
√

e − 1) = 1.

(b) Víi n bÊt kú cho tr−íc , ta cã

e
1
n + e

2
n + · · · + e

n
n

n
=

(e − 1)e
1
n

n(e
1
n − 1)

.

Do ®ã, ¸p dông c©u (a) , ta cã

lim
n→∞

e
1
n + e

2
n + · · · + e

n
n

n
= e − 1.
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2.2.57. Ta cã an+1 − an = −p(an − an−1). V× vËy

an = a + (b − a) + (a3 − a2) + · · · + (an − an−1)

a + (b − a)(1 − p + p2 + · · · + (−1)npn−2).

NÕu b = a th× {an} lµ d·y h»ng héi tô ®Õn a. NÕu a 6= b th× d·y héi tô víi ®iÒu
kiÖn |p| < 1, vµ giíi h¹n cña nã lµ a + b−a

1+p
.

2.2.58. Ta thÊy

cn+1 =
an + 2bn

an + bn
=

cn + 2

cn + 1
.

V× vËy

|cn+1 −
√

2| =

√
2 − 1

cn + 1
|cn −

√
2| < (

√
2 − 1)|cn −

√
2| <

1

2
|cn −

√
2|.

Tõ ®ã, qui n¹p ta cã

|cn+1 −
√

2| <
1

2n
|c1 −

√
2|,

§iÒu nµy suy ra giíi h¹n cña {cn} lµ
√

2.

2.3 §Þnh lý Toeplitz, ®Þnh lÝ Stolz vµ øng dông

2.3.1. NÕu tÊt c¶ c¸c sè h¹ng cña d·y {an} b»ng a th× tõ (ii) ta cã lim
n→∞

bn =

a lim
n→∞

cn,k = a. V× vËy, chØ cÇn xÐt tr−êng hîp d·y héi tô ®Õn 0. Khi ®ã, víi bÊt

kú m > 1 vµ n ≥ m ta cã

|bn − 0| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

cn,kak

∣∣∣∣∣ ≤
m−1∑

k=1

|cn,k|.|ak| +
n∑

k=m

|cn,k|.|ak|.(∗)

Tõ sù héi tô dÕn 0 cña {an} dÉn ®Õn víi ε > 0 cho tr−íc, tån t¹i n1 tho¶ m·n

|an| <
ε

2C
víi n ≥ n1.

DÜ nhiªn d·y {an} bÞ chÆn bëi D > 0 nµo ®ã. Tõ (i) chóng ta suy ra tån t¹i n2

sao cho víi n ≥ n2,
n1−1∑

k=1

|cn,k| <
ε

2D
.
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TiÕp theo, lÊy m = n1 trong (∗) ta cã

|bn| ≤ D
n1−1∑

k=1

|cn,k| +
ε

2C

n∑

k=n1

|cn,k| <
ε

2
+

ε

2
= ε

víi mäi n ≥ max{n1, n2}. V× vËy lim
n→∞

bn = 0.

2.3.2. Sö dông ®Þnh lÝ Toeplitz víi cn,k = 1
n
, k = 1, 2, ..., n.

2.3.3.

(a) NÕu cn,k kh«ng ©m th× (iii) ®−îc suy ra tõ (ii).

(b) Tõ ®iÒu kiÖn (ii) trong bµi 2.3.1 ta suy ra
n∑

k=1

cn,k > 1
2
víi n ®ñ lín, n > n0.

Tõ sù ph©n kú cña {an} ®Õn +∞ suy ra víi M > 0 cho tr−íc, tån t¹i n1

sao cho an ≥ 2M víi mäi n > n1.

Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t chóng ta cã thÓ gi¶ sö tÊt c¶ sè h¹ng an ®Òu
d−¬ng. §Æt n2 = max{n0, n1}. Khi ®ã

n∑

k=1

cn,kak =

n2∑

k=1

cn,kak +

n∑

k=n2+1

cn,kak ≥
n2∑

k=1

cn,kak + M ≥ M,

vµ do ®ã lim
n→∞

bn = +∞.

2.3.4. §©y lµ tr−êng hîp ®Æc biÖt cña 2.3.3 víi cn,k = 1
n
; k = 1, 2, ..., n.

2.3.5. Sö dông ®Þnh lÝ Toeplitz (2.3.1) víi cn,k = 2(n−k+1)
n2 .

2.3.6. Sö dông bÊt ®¼ng thøc liªn hÖ gi÷a trung b×nh céng, nh©n vµ ®iÒu hoµ
(xem 1.2.3), ®Þnh lÝ c¸c d·y bÞ kÑp vµ kÕt qu¶ trong 2.3.2.

2.3.7. ¸p dông bµi tr−íc cho d·y {an+1

an
}.

2.3.8. NÕu b 6= 0 th× chóng ta lÊy cn,k = bn−k+1

nb
, ta thÊy cn,k tho¶ m·n

®iÒu kiÖn (i) trong 2.3.1. Tõ 2.3.2 ta suy ra ®iÒu kiÖn (ii) còng tho· m·n.Trong
tr−êng hîp nµy kÕt qu¶ ®−îc suy ra tõ ®Þnh lÝ Toeplitz. NÕu b = 0 th× ®Æt
cn,k =

1+bn−k+1d

n
th× ta thu ®−îc

lim
n→∞

a1(1 + bn) + a2(1 + bn−1) + · · · + an(1 + b1)

n
= a.

Do ®ã, theo 2.3.2 ta cã

lim
n→∞

a1bn + a2bn−1 + · · · + anb1

n
= 0.
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2.3.9. Sö dông ®Þnh lÝ Toeplitz cho d·y {an

bn
} víi cn,k = bk

b1+···+bn
.

2.3.10. Sö dông ®Þnh lÝ Toeplitz víi cn,k = bk

b1+···+bn
.

2.3.11. Víi n > 1, chóng ta ®Æt

an =
xn − xn−1

yn − yn−1
, bn = yn − yn−1

vµ ¸p dông kÕt qu¶ trong bµi tr−íc.

2.3.12.

(a) Trong 2.3.10 chóng ta ®Æt xn = 1 + 1√
2

+ · · · + 1√
n
, yn =

√
n vµ chøng

minh giíi h¹n b»ng 2.

(b) §Æt

xn = a +
a2

2
+ · · · + an

n
, yn =

an+1

n
.

B¾t ®Çu tõ mét gi¸ trÞ nµo ®ã cña chØ sè n d·y {yn} t¨ng thùc sù. Tõ
2.2.31 (b) ta thÊy lim

n→∞
yn = +∞.

V× vËy

lim
n→∞

n

an+1

(
a +

a2

2
+ · · · + an

n

)
=

1

a− 1
.

(c) Chóng ta cã thÓ ¸p dông ®Þnh li Stolz (xem 2.3.11) cho c¸c d·y

xn = k! +
(k + 1)!

1!
+ · · · + (k + n)!

n!
, yn = nk−1.

Ta cã

lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1
= lim

n→∞

(n + 1)(n + 2) · · · (n + k)

nk+1 − (n − 1)k+1

= lim
n→∞

(1 + 1
n
) · · · (1 + k

n
)

n(1 − (1 − 1
n
)k+1)

= lim
n→∞

(1 + 1
n
) · · · (1 + k

n
)

1 + (1 − 1
n
) + · · · + (1 − 1

n
)k

=
1

k + 1
.
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(d) §Æt xn = 1√
n

+ · · · + 1√
2n

, yn =
√

n. Khi ®ã

lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1
= lim

n→∞

1√
2n

+ 1√
2n−1

− 1√
n−1√

n −
√

n − 1

= lim
n→∞

(
√

n +
√

n − 1)

(
1√
2n

+
1√

2n − 1
− 1√

n − 1

)

= lim
n→∞

(
1√
2

+

√
n

2n − 1
−
√

n

n − 1
+

√
n − 1

2n
+

√
n − 1

2n − 1
− 1

)

= 2(
√

2 − 1).

Tõ ®ã , ¸p dông ®Þnh lÝ Stolz ta cã giíi h¹n lµ 2(
√

2 − 1).

(e) §Æt xn = 1k + 2k + ... + nk vµ yn = nk+1, ta thÊy

xn − xn−1

yn − yn−1
=

nk

nk+1 − (n − 1)k+1
−→
n→∞

1

k + 1
.

Tõ ®©y, ta cã c¸c ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó ¸p dông ®Þnh lÝ Stolz.

(f) Sö dông ®Þnh lÝ Stolz, ta cã

lim
n→∞

1 + 1 · a + 2 · a2 + ... + n · an

n · an+1
=

1

a − 1
.

(g) Sö dông ®Þnh lÝ Stolz cho c¸c d·y

xn = (k + 1)(1k + 2k + ...nk) − nk+1 vµ yn = (k + 1)nk.

Khi ®ã

xn − xn−1

yn − yn−1
=

(k + 1)nk − nk+1 + (n − 1)k+1

(k + 1)[nk − (n − 1)k]
−→
n→∞

1

2
.

2.3.13. Sö dông ®Þnh lÝ Stolz trong tr−êng hîp

xn = a1 +
a2√
2

+ · · · + an√
n

vµ yn =
√

n.

Ta thÊy r»ng

lim
n→∞

1√
n

(
a1 +

a2√
2

+ · · · + an√
n

)
= 2a.
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2.3.14. Trong ®Þnh lÝ Stolz chóng ta ®Æt xn = an+1 vµ yn = n.

2.3.15. Sö dông phÐp biÕn ®æi Toeplitz ®èi víi tr−êng hîp {an} víi cn,k =
1

2n−k+1 , ta thÊy

lim
n→∞

(an

1
+

an−1

2
· · · + a1

2n−1

)
= 2a.

2.3.16.

(a) Sö dông phÐp biÕn ®æi Toeplitz cho {an} víi

cn,k =
1

(n + 1 − k)(n + 2 − k)
,

ta cã thÓ chøng minh r»ng

lim
n→∞

(
an

1.2
+

an−1

2.3
· · · + a1

n(n + 1)

)
= a.

(b) T−¬ng tù nh− c©u (a), chóng ta ¸p dông phÐp biÕn ®æi Toeplitz cho {an}
víi cn,k = 3

2
(−1)n−k

2n−k vµ chøng minh r»ng giíi h¹n lµ 2
3
a.

2.3.17. §Æt an =
(
nk
n

)
. §Ó ¸p dông kÕt qu¶ cña bµi 2.3.7 , chóng ta cÇn tÝnh

lim
n→∞

an+1

an
. Ta cã

(
(n+1)k

n+1

)
(

nk
n

) =
(nk + 1)(nk + 2)...(nk + k)

(n + 1)(nk − n + 1)(nk − n + 2)...(nk − n + k − 1)
.

Do ®ã, giíi h¹n b»ng kk

(k−1)k−1 .

2.3.18. LÊy an lµ cÊp sè céng víi c«ng sai d > 0. §Æt

cn =
nn(a1...an)

(a1 + · · · + an)n
.

Khi ®ã

cn+1

cn

=
(n + 1)an+1

a1 + a2 + ... + an+1

(
a1+...+an

n
a1+...an+1

n+1

)n

=
2an+1

a1 + an+1

(
2a1 + (n − 1)d

2a1 + nd

)n

−→
n→∞

2e−1.

Sö dông bµi 2.3.7, suy ra giíi h¹n b»ng 2e−1. NÕu d = 0 th× giíi h¹n lµ 1.
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2.3.19. Tõ bn = 2an + an−1, an = bn−an−1

2
vµ an−1 = bn−1−an−2

2
, ta cã

an = 2bn−bn−1+an−2

22 . Thùc hiÖn qu¸ tr×nh nµy n − 1 lÇn chóng ta thu ®−îc

an =
2n−1bn − 2n−2bn−2 + ... + (−1)n−221b2 + (−1)n−1a1

2n
.

Khi ®ã, theo 3.3.16 (b) ta cã lim
n→∞

an = 1
3
b.

2.3.20. §Æt cn = (a1a2...an)
nx. Khi ®ã

cn+1

cn
= (1 +

1

n
)nx(n + 1)xan+1 −→

n→∞
exa.

V× vËy, theo 2.3.7, lim
n→∞

nx(a1a2...an)
1
n = exa.
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2.3.21.

(a) Chóng ta ¸p dông ®Þnh lÝ Stolz cho d·y xn = 1+ 1
2
+ ...+ 1

n
vµ yn = lnn.

§iÒu nµy ®Én ®Õn

xn − xn−1

yn − yn−1
=

1

ln
(
1 + 1

n−1

)n −→
n→∞

1.

Bëi v× lim
n→∞

ln(1 + 1
n
)n = 1, ®iÒu nµy dÉn ®Õn bÊt ®¼ng thøc (1 + 1

n
)n <

e < (1 + 1
n
)n+1 (xem 2.1.41).

(b) Giíi h¹n lµ 1
2
(xem lêi gi¶i c©u a).

2.3.22. Chóng ta ¸p dông ®Þnh lÝ Stolz cho

xn =
a1

1
+

a2

2
+ ... +

an

n
vµ yn = lnn.

HÖ qu¶ lµ
xn − xn−1

yn − yn−1
=

an

ln(1 + 1
n−1

)n
−→
n→∞

a

2.3.23. Sö dông kÕt qu¶ trong bµi 2.3.7.

(a) 1,

(b) e−2,

(c) e−2,

(d) e3,

(e) Ta cã

lim
n→∞

k
√

n
n
√

n!
=

{
e víi k = 1

0 víi k > 1.

2.3.24. Sö dông ®Þnh lÝ Stolz (xem 2.3.11),

lim
n→∞

n∑
k=1

ak

k

lnn
= lim

n→∞

an+1

ln(1 + 1
n
)n+1

= a.
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2.3.25. DÔ dµng chØ ra r»ng

a1 = A1, a2 = 2A2 − A1, an = nAn − (n − 1)An−1, n ≥ 2.

V× thÕ

lim
n→∞

n∑
k=1

ak

k

lnn
= lim

n→∞

1
2
A1 + 1

3
A2 + ... + 1

n
An−1 + An

lnn
= A,

ë ®©y ®¼ng thøc cuèi cïng ®−îc suy tõ bµi tr−íc.

2.3.26. [O. Toeplitz, Prace Matematyczno-Fizyczne, 22(1991), 113-119] LÊy
{an} lµ d·y cã c¸c sã h¹ng cña nã ®Òu b»ng 1. Khi ®ã lim

n→∞
an = 1 vµ bn =

n∑
k=1

cn,kak =
n∑

k=1

cn,k. Do ®ã 1 = lim
n→∞

bn = lim
n→∞

n∑
k=1

cn,k. VËy (ii) ®−îc chøng

minh. LÊy {a(k)
n } lµ d·y mµ sè h¹ng thø k b»ng 1 vµ c¸c sè h¹ng cßn laÞ b»ng

0. Khi ®ã lim
n→∞

a
(k)
n = 0 vµ 0 = lim

n→∞
bn = lim

n→∞
cn,k . VËy (i) còng ®−îc chøng

minh. Gi¶ sö (iii) kh«ng ®óng, lóc ®ã víi bÊt kú C > 0 tån t¹i nC sao cho
nC∑
k=1

|cnc,k| ≥ C. Thùc tÕ, víi C > 0 cho tr−íc tån t¹i v« sè nc. LÊy n1 lµ sè

d−¬ng nhá nhÊt tho· m·n
n1∑

k=1

|cn1,k| > 102. Chóng ta ®Æt n1 sè h¹ng ®Çu tiªn

cña d·y {an} nh− sau

sgn cn1,k = sgn ak vµ |ak| =
1

10
.

Khi ®ã

bn1 =

n1∑

k=1

cn1 ,kak =

n1∑

k=1

1

10
|cn1 ,k| > 10.

Theo (i) tån t¹i n0 tho· m·n

n∑

k=1

|cn1 ,k| < 1 víi n ≥ n0.

HÖ qu¶ lµ ∣∣∣∣∣
n1∑

k=1

cn1 ,kak

∣∣∣∣∣ <
1

10
víi n ≥ n0.
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LÊy sè nguyªn nhá nhÊt n2 tho· m·n n2 ≥ max{n0, n1} vµ
n2∑

k=1

|cn2 ,k| >

104 + 1 + 10, c¸c sè h¹ng tiÕp theo cña d·y {an} ®−îc x¸c ®Þnh b»ng c¸ch ®Æt

sgn cn2 ,k = sgn ak vµ |ak| =
1

102
víi n1 + 1 ≤ k ≤ n2.

Khi ®ã

bn2 =
n2∑

k=1

cn2,kak =
n1∑

k=1

cn2 ,kak +
n2∑

k=n1+1

cn2,kak

=
n1∑

k=1

cn2,kak +
1

102

n2∑

k=n1+1

|cn2,k|.

Tõ ®ã suy ra

bn2 > − 1

10
+

1

102
(104 + 1 + 10 − 1) = 102.

Chóng ta x©y dùng qui n¹p d·y {an} víi c¸c sè h¹ng cã chØ sè tõ nk−1 + 1 tíi
nk b»ng

1
10k hoÆc

1
−10k , d·y biÕn ®æi bn tho· m·n

bnk
> 10k víi k = 1, 2, 3...

Khi ®ã, d·y an héi tô ®Õn 0 trong khi d·y biÕn ®æi bn cã mét d·y con bnk
ph©n

kú. §iÒu nµy m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt. V× vËy (iii) ®óng.

2.4 §iÓm giíi h¹n. Giíi h¹n trªn vµ giíi h¹n
d−íi

2.4.1.

(a) Tr−íc hÕt, chóng ta sÏ chøng minh c¸c d·y con cã cïng gi¸ trÞ giíi h¹n.
Gi¶ sö lim

n→∞
a2k = a, lim

n→∞
a2k+1 = b vµ lim

n→∞
a3k = c, Khi ®ã lim

n→∞
a6k =

a = c vµ lim
n→∞

a6k+3 = b = c. Tõ ®ã suy ra a = b = c. Víi ε > 0 cho

tr−íc tån t¹i c¸c sè nguyªn d−¬ng k1 vµ k2 sao cho

|a2k − a| < ε, víi mäi k > k1,

|a2k−1 − a| < ε, víi mäi k > k2.

V× vËy |an − a| < ε víi mäi n > n0 = max{2k1, 2k2 + 1}.
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(b) Kh«ng. LÊy {an} lµ d·y ®−îc x¸c ®Þnh bëi an = (−1)n. Khi ®ã lim
n→∞

a2k =

1, lim
n→∞

a2k+1 = −1. Nh−ng lim
n→∞

an kh«ng tån t¹i.

B©y giê , lÊy {an} lµ d·y ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau

an =

{
0 nÕu n = 2k, k = 0, 1, 2, ...

1 nÕu ng−îc l¹i.

Khi ®ã, limk→∞ a3k = 1 vµ limk→∞ a2k+1 = 1, nh−ng limk→∞ a2k = 0
kh«ng tån t¹i. HiÓn nhiªn, d·y {an} ph©n kú.
Cuèi cïng, xÐt d·y sau:

an =

{
0 nÕu n lµ sè nguyªn tè,

1 nÕu n lµ sè hîp tè.

Víi d·y nµy chóng ta cã lim
n→∞

a3k = 1 vµ lim
n→∞

a2k = 1, nh−ng lim
n→∞

a2k+1

kh«ng tån t¹i, bëi v× d·y {a2k+1} chøa mét d·y con gåm c¸c sè cã chØ sè
nguyªn tè vµ mét d·y con gåm c¸c sè cã chØ sè lµ hîp sè. (Chó ý r»ng
cã v« sè nguyªn tè. Ng−îc l¹i, nÕu p1, p2, ...., pn lµ c¸c sè nguyªn tè,
p1 < p2 < ... < pn vµ kh«ng tån t¹i mét sè nguyªn tè nµo lín h¬n pn

th× p1.p2...pn + 1 > pn còng lµ sè nguyªn tè, bëi v× nã kh«ng cã −íc sè
nguyªn tè nµo ngoµi nã vµ 1. VËy, ®iÒu nµy m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt.)

2.4.2. Kh«ng. Gäi {an} lµ d·y ®−îc x¸c ®Þnh bëi

an =

{
0 nÕu n lµ nguyªn tè,

1 nÕu n lµ hîp sè.

Khi ®ã, mäi d·y con {as.n}, s > 1, n ≥ 2, lµ d·y h»ng, do ®ã nã héi tô. D·y
{an} ph©n kú (xem lêi gi¶i cña bµi 2.4.1 (b)).

2.4.3. Râ rµng, Sp ∪ Sq ∪ ... ∪ Ss ⊂ S. §Ó chøng minh bao hµm thøc ng−îc
l¹i, ta gi¶ sö x /∈ Sp ∪ Sq ∪ ... ∪ Ss. Khi ®ã, tån t¹i c¸c sè d−¬ng εp, εq, ..., εs

vµ c¸c sè nguyªn d−¬ng np, nq, ..., ns sao cho

|x − apn| > εp, víi mäi n > np,

|x − aqn| > εq, víi mäi n > nq,

...

|x − asn| > εs, víi mäi n > ns.
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§Æt ε = min{εp, εq, ..., εs} vµ m = max{pnp , qnq , ..., sns}, ta thÊy |x − an|
víi n > m, ®iÒu nµy dÉn ®Õn x kh«ng lµ ®iÓm tô cña d·y {an}. VËy

S ⊂ Sp ∪ Sq ∪ ... ∪ Ss.

NÕu mäi d·y con {apn}, {aqn}, ..., {asn} héi tô ®Õn a th× tõ S = Sp∪Sq∪...∪Ss

ta suy ra {an} héi tô ®Õn a.

2.4.4. Kh«ng. LÊy {an} lµ d·y ®−îc x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc

an =

{
0 nÕu n = 2k, k = 0, 1, 2...,

1 c¸c tr−êng hîp cßn l¹i.

Mäi d·y con

{a2k−1}, {a2(2k−1)}, {a22(2k−1)}, ..., {a2m(2k−1)}, ...

héi tô ®Õn 1, trong khi d·y {an} ph©n kú.

2.4.5. Gi¶ sö d·y {an} kh«ng héi tô ®Õn a. Khi ®ã, tån t¹i ε > 0 sao cho víi
mäi sè nguyªn d−¬ng k tån t¹i nk > k tho· m·n |ank

− a| ≥ ε. NÕu chóng ta
gi¶ sö nk lµ sè nhá nhÊt cña nh÷ng sè trªn th× d·y {nk} ®¬n ®iÖu t¨ng. H¬n
n÷a, lim

n→∞
nk = +∞. Ta thÊy d·y {ank

} kh«ng chøa d·y con héi tô ®Õn a, ®iÒu

nµy m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt cña chóng ta. V× vËy {an} héi tô ®Õn a.

2.4.6.

(a) Râ rµng 1 lµ ®iÓm tô duy nhÊt cña d·y. V× vËy S chØ gåm mét ®iÓm,
S = {1}.

(b) Ta cã a3k = 0, a3k+1 = 1, a3k+2 = 0. V× vËy, theo bµi 2.4.3, tËp S c¸c ®iÓm
tô cña c¸c d·y nµy cã hai phÇn tö, S = {0, 1}.

(c) Ta cã

a2k =
1

22k + 3
vµ a2k+1 =

22k+2 + 1

22k+1 + 3
.

V× vËy S = {0, 2}.

(d) Ta cã

a2k =
2 ln(6k) + ln(2k)

ln(4k)
vµ a2k+1 =

ln(2k + 1)

ln(2(2k + 1))
.

V× vËy S = {1, 3}.
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(e)

a6k = 1, a6k+1 = (0, 5)6k+1, a6k+2 = (−0, 5)6k+2,

a6k+3 = −1, a6k+4 = (−0, 5)6k+4, a6k+5 = (0, 5)6k+5.

V× vËy S = {−1, 0, 1}.

(f)

a7k = 0, a7k+1 =
2

7
, a7k+2 =

1

7
, a7k+3 =

4

7
.

a7k+4 =
4

7
, a7k+5 =

1

7
, a7k+6 =

2

7
.

V× vËy S = {0, 1
7
, 2

7
, 4

7
}.

2.4.7.

(a) LÊy α = p
q
, p ∈ Z, q ∈ N, ë ®©y p, q nguyªn tè cïng nhau. Khi ®ã

akq = 0 vµ akq+l = kq +
lp

q
−
[
kp +

[
lp

q

]
+ r

]
=

lp

q
−
[
lp

q

]
,

ë ®©y l = 1, 2, .., q − 1 vµ r = lp
q
−
[

lp
q

]
. Do ®ã

S =

{
0,

p

q
−
[
p

q

]
,
2p

q
−
[
2p

q

]
, ...,

(q − 1)p

q
−
[
(q − 1)p

q

]}
.

(b) Chóng ta sÏ chøng minh mäi gi¸ trÞ thùc x ∈ [0, 1] lµ ®iÓm tô cña d·y
{nα − [nα]}. Theo bµi 1.1.20, tån t¹i pn ∈ Z vµ qn ∈ N sao cho 0 <
α − pn

qn
< 1

q2
n
. Tõ lim

n→∞
qn = +∞ suy ra lim

n→∞
(αqn − pn) = 0. LÊy

x ∈ (0, 1) vµ lÊy ε > 0 lµ sè nhá nhÊt tho· m·n 0 < x− ε < x+ ε < 1.
Gi¶ sö n1 lµ sè lín nhÊt tho· m·n

0 < αqn1 − pn1 <
1

qn1

< ε.

Khi ®ã tån t¹i n0 ∈ N tho· m·n

no(αqn1 − pn1 ) ∈ (x− ε, x + ε).(∗)

(xem lêi gi¶i cña bµi 1.1.21). Tõ (1) suy ra [n0αqn1 − n0pn1 ] = 0, hay
t−¬ng ®−¬ng víi n0pn1 = [n0αqn1 ]. Nh− vËy n0αqn1 − [n0αqn1 ] lµ mét
sè h¹ng cña d·y ®· cho thuéc kho¶ng (x− ε, x+ ε), ®iÒu nµy cã nghÜa x
lµ mét ®iÓm tô cña d·y ®· cho.
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(c) Tr−íc hÕt , chóng ta gi¶ sö α lµ mét sè h÷u tû trong kho¶ng (0, 1). LÊy α =
p
q
, ë ®©y p, q nguyªn tè cïng nhau vµ p < q. Khi ®ã a2kq = a2kq+q = 0,
vµ

a2kq+l = sin
lpπ

q
víi l = 1, 2, ..., q − 1, q + 1, ..., 2q − 1.

Do ®ã

S =

{
0, sin

pπ

q
, sin

2pπ

q
, ..., sin

(q − 1)pπ

q

}
.

NÕu α ∈ Z th× d·y lµ mét d·y h»ng. Khi α ∈ Q\Z, ta cã thÓ viÕt

α = [α] + (α − [α]) vµ α − [α] ∈ (0, 1).

V× vËy, sinnπα = (−1)[α] sin(α − [α])nπ, vµ tr−êng hîp cã thÓ rót ra
tõ tr−êng hîp nãi trªn.

(d) LÊy t ∈ [1,−1] lµ sè cho tr−íc bÊt kú. Khi ®ã, tån t¹i x ∈ R+ sao cho
sinx = −t. Chóng ta chØ cÇn xÐt tr−êng hîp α > 0, bëi v× sin e lµ hµm
lÎ. V× α lµ sè v« tû nªn tån t¹i c¸c d·y c¸c sè nguyªn d−¬ng {pn} vµ {qn}
sao cho

x

2π
= lim

n→∞
(pn − qn

α

2
).

(Xem lêi gi¶i cña bµi 1.1.21). V× vËy x = lim
n→∞

(2πpn − απqn). Do ®ã, tõ

tÝnh liªn tôc vµ tuÇn hoµn cña hµm sin e, ta cã

−t = sin x = lim
n→∞

sin(2πpn − απqn) = − lim
n→∞

sinαπqn.

Tõ ®ã suy ra mäi sè thùc trong ®o¹n [−1, 1] ®Òu lµ ®iÓm tô cña d·y.

2.4.8. Chóng ta sÏ chøng minh r»ng trong bÊt kú kho¶ng (a, b) ®Òu tån t¹i Ýt
nhÊt mét sè h¹ng cña d·y. Tõ lim

n→∞
( 3
√

n + 1− 3
√

n) = 0 suy ra tån t¹i n0 ∈ N
sao cho

3
√

n + 1 − 3
√

n < b − a, n > n0.

LÊy m0 lµ sè nguyªn d−¬ng tho· m·n 3
√

m0 > 3
√

n0 − a vµ lÊy A = {n ∈
N : 3

√
n − 3

√
m0 ≤ a}. TËp hîp A kh«ng trèng (ch¼ng h¹n n0 ∈ A) vµ bÞ

chÆn trªn. §Æt n1 = maxA vµ n2 = n1 + 1, ta cã 3
√

n2 − 3
√

m0 > a vµ
3
√

n2 > a + 3
√

m0 > 3
√

n0. V× vËy n2 > n0. Do ®ã 3
√

n2 < 3
√

n1 + b − a ≤
3
√

m0 + a + b − a, hay t−¬ng ®−¬ng víi a < 3
√

n2 − 3
√

m0 < b.
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2.4.9. Sù bÞ chÆn cña tËp tÊt c¶ c¸c ®iÓm tô cña d·y lµ hiÓn nhiªn. Gäi S lµ
tËp c¸c ®iÓm tô cña d·y {an}. NÕu S h÷u h¹n th× nã ®ãng. Gi¶ sö S lµ tËp v«
h¹n vµ lÊy s lµ mét phÇn tö cña nã. Gäi {sk} lµ d·y gåm c¸c thµnh phÇn cña
S ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau: víi s1 lµ mét sè cña S kh¸c s. Chän s2 thuéc S kh¸c
s vµ tho· m·n ®iÒu kiÖn sau |s2 − s| < 1

2
|s1 − s|, vµ qui n¹p theo k, ta cã

|sk+1 − s| < 1
2
|sk − s|, sk+1 6= s.

D·y {ak} nh− thÕ tho· m·n ®iÒu kiÖn sau

|sk − s| <
1

2k−1
|s1 − s|, k ∈ N.

Tõ sk lµ ®iÓm tô cña d·y {an} suy ra tån t¹i an,k sao cho |ank
−sk| < 1

2k−1 |s1−
s|. Do ®ã

|ank
− s| ≤ |ank

− sk|+ |sk − s| <
1

2k−2
|s1 − s|,

®iÒu nµy dÉn ®Õn s lµ mét ®iÓm tô cña d·y con {ank
}. V× vËy s ∈ S.

2.4.10. Gäi S lµ tËp tÊt c¶ c¸c ®iÓm tô cña d·y {an}.

(a) D·y {an} bÞ chÆn. Theo 2. 4. 6, S = {0, 1
7
, 2

7
, 4

7
}. V× vËy lim

n→∞
an = 0 vµ

lim
n→∞

an = 4
7
.

(b) Ta cã S = {−1, 1
2
, 1

2
, 1}, cïng víi tÝnh bÞ chÆn cña d·y ta suy ra lim

n→∞
an =

−1 vµ lim
n→∞

an = 1.

(c) D·y kh«ng bÞ chÆn vµ tËp c¸c ®iÓm tô lµ rçng . V× vËy

lim
n→∞

an = −∞ vµ lim
n→∞

an = +∞.

(d) D·y kh«ng bÞ chÆn trªn bëi v× d·y con a2k = (2k)2k tiÕn ®Õn v« cïng. D·y
con víi c¸c chØ sè lÎ tiÕn ®Õn 0. §iÒu nµy chøng tá

lim
n→∞

an = 0 vµ lim
n→∞

an = +∞.

(e) D·y kh«ng bÞ chÆn bëi v× a4k+1 = 4k + 2 −→
n→∞

+∞ vµ a4k+3 = −4k −
2 −→

n→∞
−∞. HÖ qu¶ lµ lim

n→∞
an = −∞ vµ lim

n→∞
an = +∞.
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(f) Râ rµng d·y bÞ chÆn. H¬n n÷a,

S =

{
−e−

√
2

2
,−e +

√
2

2
, e − 1, e, e + 1

}
.

Suy ra

lim
n→∞

an = −e −
√

2

2
vµ lim

n→∞
an = e + 1.

(g) lim
n→∞

an = 1 vµ lim
n→∞

an = 2.

(h) D·y kh«ng bÞ chÆn trªn v× a3k = 23k −→
n→∞

+∞. H¬n n÷a, S = {−1, 1}.
V× vËy lim

n→∞
an = −1 vµ lim

n→∞
an = +∞.

(i) Tr−íc hÕt, chóng ta sÏ chøng minh r»ng lim
n→∞

n
lnn

= +∞. ThËt vËy, ¸p

dông ®Þnh lÝ Stolz (xem 2.3.11), ta cã

lim
n→∞

lnn

n
= lim

n→∞

lnn − ln(n − 1)

n − n + 1
= lim

n→∞
ln(1 +

1

n − 1
) = 0.

§iÒu nµy chøng tá r»ng

lim
n→∞

a2k = lim
n→∞

ln(2k) − 4k

ln 2 + ln(2k)
= −∞.

Do ®ã, d·y {an} kh«ng bÞ chÆn d−íi. H¬n n÷a,

lim
n→∞

a2k+1 = lim
n→∞

ln(2k + 1)

ln 2 + ln(2k + 1)
= 1.

VËy lim
n→∞

an = −∞ vµ lim
n→∞

an = 1.

2.4.11. A'p dông bµi 2.4.7

(a) lim
n→∞

an = minS = 0 vµ lim
n→∞

an = maxS, ë ®©y

S =

{
0,

p

q
−
[
p

q

]
,
2p

q
−
[
2p

q

]
, ...,

(q − 1)p

q
−
[
(q − 1)p

q

]}
.

(b) lim
n→∞

an = 0vµ lim
n→∞

an = 1.
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(c) lim
n→∞

an = minS vµ lim
n→∞

an = maxS, ë ®©y S lµ tËp tÊt c¶ ®iÓm tô cña

d·y ®−îc m« t¶ trong bµi 2.4.7 (c).

(d) lim
n→∞

an = −1 vµ lim
n→∞

an = 1.

2.4.12.

(a) NÕu tËp hîp S c¸c ®iÓm tô cña {an} rçng th× lim
n→∞

an = −∞ ≤ A. Gi¶ sö

S kh«ng rçng. Do S ®ãng (xem bµi 2.4.9) ta cã supS = lim
n→∞

an = L ∈ S.

§iÒu nµy ®−îc suy ra tõ ®Þnh nghÜa cña ®iÓm tô, tøc lµ tån t¹i d·y con
{ank

} héi tô ®Õn L. V× vËy, víi bÊt kú ε > 0 tån t¹i k0 ∈ N sao cho

L − ε < ank
≤ A víi k > k0.

Do ε ®−îc lÊy bÊt kú nªn ta suy ra L ≤ A.

(b) NÕu d·y {an} kh«ng bÞ chÆn d−íi th× lim
n→∞

an = −∞ ≤ A. Do ®ã, gi¶

sö d·y {an} bÞ chÆn d−íi , tøc lµ, tån t¹i B ∈ R tho· m·n an ≥ B
víi mäi n ∈ N. H¬n n÷a, theo gi¶ sö, tån t¹i mét d·y nk, nk > k,
sao cho ank

≤ A. V× vËy, theo ®Þnh lÝ Bolzano-Weierstrass (xem 2.4.30),
d·y {ank

} chøa mét d·y con héi tô. Gäi g lµ giíi h¹n cña nã. Khi ®ã
B ≤ g ≤ A. V× vËy, tËp S bao gåm tÊt c¶ c¸c ®iÓm tô cña d·y {an}
kh«ng rçng vµ lim

n→∞
an = inf S ≤ g ≤ A.

(c) Sö dông c¸c lÝ luËn trong chøng minh cña c©u (a).

(d) Ph©n tÝch t−¬ng tù nh− trong chøng minh c©u (b).

2.4.13.

(a) LÊy L = lim
n→∞

an. Gi¶ sö r»ng (i) kh«ng tho· m·n, ng−îc l¹i ta cã ®iÒu ph¶i

chøng minh. Khi ®ã, tån t¹i ε > 0 sao cho víi bÊt kú k ∈ N th× cã n > k
tho· m·n an ≥ L + ε. Do ®ã, theo bµi 2. 4.12 (d), lim

n→∞
an ≥ L + ε, ®iÒu

nµy tr¸i víi gi¶ thiÕt. Gi¶ sö (ii) kh«ng tho· m·n . Khi ®ã, tån t¹i nhiÒu
ε > 0 vµ k ∈ N sao cho an ≤ L− ε víi mäi n > k. Theo 2.3.12 (a), ta cã
lim
n→∞

an ≤ L − ε, ®iÒu nµy tr¸i víi gi¶ thiÕt. V× vËy, ta cã L = lim
n→∞

an,

Suy ra (i) vµ (ii).

B©y giê chóng ta sÏ chøng minh ®iÒu kiÖn (i) vµ (ii) suy ra L = lim
n→∞

an.

Tõ (i) suy ra d·y {an} bÞ chÆn trªn. MÆt kh¸c, tõ (ii) suy ra tån t¹i d·y
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con bÞ chÆn d−íi. Theo ®Þnh lÝ Bolzano-Weierstrass (xem 2. 4. 30), d·y
chøa Ýt nhÊt mét d·y con héi tô. V× vËy, tËp S gåm tÊt c¶ c¸c ®iÓm tô
cña {an} kh«ng rçng. Chóng ta sÏ chøng minh L = supS. ThËt vËy,
nÕu s lµ mét phÇn tö cña S, theo (i), s ≤ L + ε. Tõ tÝnh bÊt kú cña ε
ta cã s ≤ L. H¬n n÷a, tõ ®iÒu kiÖn (ii), ta thÊy r»ng víi ε > 0 bÊt kú
tån t¹i mét d·y con cña d·y ®· cho héi tô ®Õn s̄ tho· m·n bÊt ®¼ng thøc
L − ε ≤ s̄. DÜ nhiªn s̄ ∈ S. Trong tr−êng hîp nµy sù kÐo theo thø hai
còng ®−îc chøng minh.

(b) §iÒu nµy ®−îc suy ra t−¬ng tù nh− c©u (a).

B©y giê chóng ta kh¶o s¸t ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ cho giíi h¹n trªn vµ giíi
h¹n d−íi v« h¹n. Giíi h¹n trªn cña {an} lµ +∞ nÕu vµ chØ nÕu d·y
kh«ng bÞ chÆn trªn. V× vËy,

lim
n→∞

an = +∞ nÕu vµ chØ nÕu víi mäi M ∈ R vµ(1)

víi mäi k ∈ N tån t¹i nk > k sao cho ank
> M.

Giíi h¹n trªn cña {an} lµ −∞ nÕu vµ chØ nÕu d·y bÞ chÆn trªn , bëi L,
vµ tËp c¸c ®iÓm tô cña nã lµ rçng . V× vËy, cã mét sè h÷u h¹n sè h¹ng
cña {an} trong mäi kho¶ng bÞ chÆn [M,L]. Cho nªn an < M víi tÊt c¶
n ®ñ lín. §iÒu nµy suy ra

lim
n→∞

an = −∞ nÕu vµ chØ nÕu víi mäi M ∈ R tån t¹i(2)

k ∈ N sao cho víi mäi n > k, an < M.

T−¬ng tù ta cã

lim
n→∞

an = −∞ nÕu vµ chØ nÕu víi mäi M ∈ R vµ(3)

víi mäi k ∈ N tån t¹i nk > k sao cho ank
< M,

lim
n→∞

an = +∞ nÕu vµ chØ nÕu víi mäi M ∈ R tån t¹i(4)

k ∈ N sao cho víi mäi nk > k an > M.

2.4.14. Ta chØ chøng minh cho bÊt ®¼ng thøc (a), v× (b) chøng minh t−¬ng
tù. (a) hiÓn nhiªn trong tr−êng hîp lim

n→∞
bn = +∞ hoÆc lim

n→∞
an = −∞ . NÕu
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lim
n→∞

an = +∞, th×, tõ viÖc kÕt hîp ®iÒu kiÖn (4) trong lêi gi¶i cña bµi to¸n

2.4.13 víi bÊt ®¼ng thøc an ≤ bn, ta thu ®−îc lim
n→∞

bn = +∞ . Mét c¸ch t−¬ng

tù, nÕu lim
n→∞

bn = −∞, th× tõ viÖc kÕt hîp ®iÒu kiÖn (3) trong lêi gi¶i cña bµi

to¸n 2.4.13 víi bÊt ®¼ng thøc an ≤ bn, ta thu ®−îc lim
n→∞

an = −∞ .

B©y giê ta gi¶ sö c¶ hai giíi h¹n ®Òu h÷u h¹n vµ ®Æt

lim
n→∞

an = l1 vµ lim
n→∞

bn = l2.

Chóng ta muèn chøng minh l1 ≤ l2. Gi¶ sö ph¶n chøng, l2 < l1. Chän ε > 0
®ñ nhá ®Ó l2 + ε < l1 − ε. Khi ®ã sÏ tån t¹i c sao cho l2 + ε < c < l1 − ε.
Tõ (ii) cña bµi to¸n 2.4.13(b), ta cã bnk

< l2 + ε < c. MÆt kh¸c tõ (i) ta cã
c < l1 − ε < an. Do vËy, trong tr−êng hîp riªng, ta cã c < ank

, vµ tõ ®ã bÊt
®¼ng thøc bnk

< ank
®óng víi mäi nk v« h¹n, ®iÒu nµy tr¸i víi gi¶ thiÕt cña

®Çu bµi.

2.4.15. §Æt

lim
n→∞

an = l1, lim
n→∞

bn = l2, lim
n→∞

an = L1, lim
n→∞

bn = L2.

§Çu tiªn ta sÏ chøng minh

lim
n→∞

(an + bn) ≥ lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn.(1)

Gi¶ sö l1 vµ l2 h÷u h¹n. Khi ®ã, theo bµi 2.4.13 (b), víi mäi ε > 0 tån t¹i k1

sao cho an > l1 − ε víi n > k1, vµ tån t¹i k2 sao chobn > l2 − ε víi n > k2.
Do ®ã ta cã,

an + bn > l1 + l2 − 2ε víi n > max{k1, k2}.

KÕt hîp víi bµi to¸n 2.4.12 (c), dÉn ®Õn lim
n→∞

(an + bn) ≥ l1 + l2 − 2ε. Cho

ε → 0+, ta thu ®−îc (1).

NÕu l1 hoÆc l2 b»ng−∞, th× bÊt ®¼ng thøc (1) lµ hiÓn nhiªn. Giê ta sÏ chøng
minh mét trong c¸c giíi h¹n l1 hoÆc l2 b»ng +∞, khi ®ã sÏ cã lim

n→∞
(an + bn) =

+∞.

Gi¶ sö l1 = +∞, ®iÒu nµy t−¬ng ®−¬ng víi ®iÒu kiÖn (4) trong lêi gi¶i cña
bµi to¸n 2.4.13, tøc lµ

víi mäi m ∈ R tån t¹i k ∈ N sao cho an > M nÕu n > k(∗)
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Do l2 6= −∞ nªn d·y {bn} bÞ chÆn d−íi. Do ®ã, ®iÒu kiÖn (∗) ®−îc tho¶ m·n
bëi {an + bn}. Nãi c¸ch kh¸c, ta cã lim

n→∞
(an + bn) = +∞. Do ®ã bÊt ®¼ng thøc

(1) ®−îc chøng minh.
Chøng minh cña c¸c bÊt ®¼ng thøc cßn l¹i t−¬ng tù vµ ta sÏ chØ ®−a ra chøng
minh trong tr−êng hîp giíi h¹n h÷u h¹n. Theo bµi 2.4.13, víi mäi ε > 0 sÏ tån
t¹i mét d·y {an} sao cho ank

< l1 + ε vµ tån t¹i n0 tho¶ m·n bn < L2 + ε khi
n > n0. §iÒu ®ã cã nghÜa lµ ank

+ bnk
< l1 + L2 + 2ε víi k ®ñ lín. Do vËy,

theo kÕt qu¶ 2.4.12(b), ta thu ®−îc lim
n→∞

(an + bn) < l1 + L2 + 2ε. Do ε > 0

bÊt kú, nªn ta cã

lim
n→∞

(an + bn) ≤ lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn.(2)

T−¬ng tù, víi mäi ε > 0 tån t¹i mét d·y {bnk
} sao cho bnk

> L2 − ε vµ tån
t¹i n0 tho¶ m·n an > l1− ε, khi n > n0. Do ®ã ank

+ bnk
> l1 +L2−2ε víi k

®ñ lín. Do vËy, theo kÕt qu¶ 2.4.12(c), thu ®−îc lim
n→∞

(an + bn) ≥ l1 +L2 − 2ε.

Do ε cã thÓ nhá tuú ý nen ta rót ra kÕt luËn

lim
n→∞

(an + bn) ≥ lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn.(3)

H¬n n÷a, víi mäi ε > 0 tån t¹i k1 tho¶ m·n an < L1 + ε khi n > k1, vµ tån
t¹i k2 tho¶ m·n bn < L2 + ε, khi n > k2. Do vËy

an + bn < L1 + L2 + 2ε víi n > max{k1, k2}.

KÕt hîp víi kÕt qu¶ 2.4.12(a), ta cã lim
n→∞

(an + bn) ≤ L1 + L2 +2ε. Do ε cã thÓ

nhá tuú ý nªn thu ®−îc

lim
n→∞

(an + bn) ≤ lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn.(4)

B©y giê chóng ta sÏ ®−a vÝ dô vÒ c¸c d·y {an} vµ {bn} sao cho c¸c bÊt ®¼ng
thøc (1)-(4) tho¶ m·n. XÐt

an =





0 nÕu n = 4k,

1 nÕu n = 4k + 1,

2 nÕu n = 4k + 2,

1 nÕu n = 4k + 3,

bn =





2 nÕu n = 4k,

1 nÕu n = 4k + 1,

1 nÕu n = 4k + 2,

0 nÕu n = 4k + 3,
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Trong tr−êng hîp nµy, bÊt ®¼ng thøc trong bµi to¸n cã d¹ng 0 < 1 < 2 < 3 < 4.

2.4.16. Kh«ng. ChØ cÇn xÐt d·y {am
n },m = 1, 2, 3, . . . , bëi

am
n =

{
1 nÕu n = m,

0 nÕu n 6= m.

Khi ®ã ta cã

lim
n→∞

(a1
n + a2

n + . . . ) = 1 > 0 = lim
n→∞

a1
n + lim

n→∞
a2

n + . . .

§Æt

am
n =

{
−1 nÕu n = m,

0 nÕu n 6= m.

Trong tr−êng hîp nµy th×

lim
n→∞

(a1
n + a2

n + . . . ) = −1 < 0 = lim
n→∞

a1
n + lim

n→∞
a2

n + . . .

2.4.17. §Æt

lim
n→∞

an = l1, lim
n→∞

bn = l2, lim
n→∞

an = L1, lim
n→∞

bn = L2.

Chóng ta sÏ chi chøng minh bÊt ®¼ng thøc

(1) l1l2 ≤ lim
n→∞

(anbn) ≤ l1L2.

C¸ch lµm t−¬ng tù cã thÓ ¸p dông cho c¸c tr−ßng hîp kh¸c.

Gi¶ sö l1 vµ l2 d−¬ng. Khi ®ã, tõ kÕt qu¶ 2.4.13(b), víi mäi ε > 0, sÏ tån t¹i
n0 sao cho

an > l1 − ε, bn > l2 − ε víi n > n0.

TiÕp theo, anbn > l1l2−ε(l1+l2)+ε2 víi ε ®ñ nhá ®Ó l1−ε > 0 vµ l2−ε > 0.Do
®ã, theo kÕt qu¶ bµi 2.4.12(c), lim

n→∞
(anbn) ≥ l1l2−ε(l1 + l2)+ε2. Cho ε → 0+,

thu ®−îc

l1l2 ≤ lim
n→∞

(anbn).(i)

NÕu l1 = 0 hoÆc l2 = 0 th× bÊt ®¼ng thøc (i) lµ hiÓn nhiªn. NÕu l1 = +∞ vµ
l2 = +∞ th× (theo ®iÒu kiÖn (4) cña lêi gi¶i bµi to¸n 2.4.13), víi mäi sè d−¬ng
M Ên ®Þnh tr−íc, ta cã thÓ t×m ®−îc n0 sao cho

an >
√

M, bn >
√

M, víi n > n0.
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Do ®ã anbn > M , cã nghÜa lµ lim
n→∞

(anbn) = +∞.

Gi¶ sö mét trong hai giíi h¹n l1 vµ l2 h÷u h¹n, giíi h¹n kia h÷u h¹n vµ d−¬ng.
Khi ®ã víi mäi 0 < ε < l2 vµ víi mäi M > 0, lu«n tån t¹i sè nguyªn d−¬ng n0

tho¶ m·n víi n > n0 ta cã

bn > l2 − ε, an >
M

l2 − ε
.

Do vËy anbn > M víi n > n0. Cuèi cïng thu ®−îc lim
n→∞

(anbn) = +∞, vµ bÊt

®¼ng thøc (i) ®−îc chøng minh.
B©y giê ta cÇn chøng minh

lim
n→∞

(anbn) ≤ l1L2.(ii)

NÕu l1 vµ L2 h÷u h¹n, th× theo kÕt qu¶ bµi 2.4.13, ta cã thÓ t×m ®−îc d·y {nk}
tho¶ m·n ank

< l1 + ε vµ bnk
< L2 + ε. Do ®ã

ank
bnk

< l1L2 + ε(l1 + L2) + ε2

Do vËy lim
n→∞

(anbn) ≤ l1L2 + ε(l1 + L2) + ε2. Cho ε → +∞ ta thu ®−îc (ii).

NÕu l1 = +∞ hoÆc L2 = +∞, th× bÊt ®¼ng thøc (ii) hiÓn nhiªn.

B©y giê chóng ta sÏ ®−a vÝ dô vÒ c¸c d·y {an} vµ {bn} sao cho c¸c bÊt ®¼ng
thøc ®Òu tho¶ m·n. XÐt

an =





1 nÕu n = 4k,

2 nÕu n = 4k + 1,

3 nÕu n = 4k + 2,

2 nÕu n = 4k + 3,

bn =





3 nÕu n = 4k,

2 nÕu n = 4k + 1,

2 nÕu n = 4k + 2,

1 nÕu n = 4k + 3,

Trong tr−êng hîp nµy, bÊt ®¼ng thøc trong bµi to¸n cã d¹ng 1 < 2 < 3 < 6 < 9.

2.4.18. gi¶ sö lim
n→∞

an = lim
n→∞

an = g. Khi ®ã theo 2.4.13,

(i) Víi mäi ε > 0 tån t¹i k ∈ N tho¶ m·n an < g + ε nÕu n > k; vµ
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(i') Víi mäi ε > 0 tån t¹i k ∈ N tho¶ m·n g − ε < an nÕu n > k.
Do ®ã g chÝnh lµ giíi h¹n cña d·y {an}.

MÆt kh¸c, nÕu lim
n→∞

an = g, th× (i) vµ (ii) trong bµi to¸n 2.4.13(a) vµ (b) ®−îc

tho¶ m·n víi L = g vµ l = g. Do vËy lim
n→∞

an = lim
n→∞

an = g.

Gi¶ sö r»ng lim
n→∞

an = +∞, Khi ®ã kh¼ng ®Þnh (1) vµ (4) trong lêi gi¶i bµi

to¸n 2.4.13 lµ hiÓn nhiªn. NÕu lim
n→∞

an = lim
n→∞

an = +∞ th× ®iÒu kiÖn (4)

t−¬ng ®−¬ng víi lim
n→∞

an = +∞. Lý luËn t−¬ng tù ®−îc ¸p dông cho tr−êng hîp

lim
n→∞

an = −∞.

2.4.19. Do 2.4.15, ta cã

lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn ≤ lim
n→∞

(an + bn) ≤ lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn.

MÆt kh¸c, theo kÕt qu¶ tr−íc, a = lim
n→∞

an = lim
n→∞

an. Do vËy lim
n→∞

(an + bn) =

a + lim
n→∞

bn. Chøng minh cho bÊt d¼ng thø hai hoµn toµn t−¬ng tù nh− trªn.

2.4.20. Sö dông bÊt ®¼ng thøc trong bµi 2.4.17, chóng ta cã thÓ ¸p dông
ph−¬ng ph¸p t−¬ng tù nh− trong lêi gi¶i cña bµi to¸n tr−íc.

2.4.21. Chóng ta sÏ sö dông kÕt qu¶ trong 2.4.13. §Æt lim
n→∞

an = L. Khi ®ã

c¸c ®iÒu kiÖn (i) vµ (ii) trong 2.4.13 ®−îc tho¶ m·n. Nh©n c¶ hai vÕ cña bÊt ®¼ng
thøc (i) vµ (ii) víi −1, ta thu ®−îc:

(i) Víi ε > 0 bÊt k× lu«n tån t¹i k ∈ N sao cho víi mäi n > k ta cã −L− ε <
−an; vµ

(ii) Víi ε > 0 bÊt k× vµ víi mäi k ∈ N lu«n tån t¹i nk > k sao cho −ank
<

−L + ε.

Tõ 2.4.13(b) ta cã
lim
n→∞

(−an) = −L = − lim
n→∞

an.

Chøng minh cña bÊt ®¼ng thøc thø hai gièng nh− trªn. Trong tr−êng hîp giíi
h¹n v« h¹n, cÇn ph¶i ¸p dông c¸c kh¼ng ®Þnh (1)-(4) nªu trong lêi gi¶i bµi to¸n
2.4.13.

2.4.22. Ta sÏ ¸p dông bµi to¸n 2.4.13. §Æt lim
n→∞

an = L. do ®ã theo ®iÒu kiÖn

(i) vµ (ii) trong 2.4.13(a), ta cã
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(i) Víi ε > 0 bÊt k× lu«n tån t¹i k ∈ N sao cho víi mäi n > k ta cã an <
L + εL2; vµ

(ii) Víi ε > 0 bÊt k× vµ víi mäi k ∈ Nlu«n tån t¹i nk > k sao cho L − εL2

2
<

ank
.

Gi¶ sö L 6= 0. Khi ®ã theo (i),

1

an
>

1

L + εL2
=

1

L
− εL2

L(L + εL2)
>

1

L
− ε.

Gi¶ sö 0 < ε < 1
L
. Khi ®ã theo (ii)

1

ank

>
1

L − εL2

2

=
1

L
+

εL2

2

L(L − εL2

2
)

>
1

L
+ ε.

C¸c ®iÒu kiÖn trªn dÉn ®Õn (do 2.4.13(b))

lim
n→∞

1

an
=

1

L
=

1

lim
n→∞

an

.

Giê gi¶ sö lim
n→∞

an = 0. Cho M > 0, Theo (i) trong 2.4.13(a), tån t¹i mét

sè tù nhiªn k sao cho an < 1
M
víi n > k. Do ®ã 1

an
> M víi n > k, mµ theo

kh¼ng ®Þnh (4) cña lêi gi¶i 2.4.13, th× cã nghÜa lµ lim
n→∞

1
an

= +∞. Cuèi cïng

gi¶ sö lim
n→∞

an = +∞. Do ®ã víi mäi ε > 0 vµ víi mäi k ∈ N, lu«n tån t¹i
nk > k sao cho ank

> 1
ε
(xem kh¼ng ®Þnh trong lêi gi¶i 2.4.13(a)). BÊt ®¼ng

thøc trªn t−¬ng ®−¬ng víi 1
ank

< ε . DÜ nhiªn suy ra −ε < 1
an

. Do vËy c¶

hai ®iÒu kiÖn trong 2.4.13(b) ®Òu ®−îc tho¶ m·n ®èi víi d·y { 1
an
} víi l = 0, cã

nghÜa lµ lim
n→∞

1
an

= 0. Chøng minh cho bÊt ®¼ng thøc thø nhÊt ®· hoµn thµnh,

bÊt ®¼ng thøc thø hai chøng minh t−¬ng tù.

2.4.23. Tõ gi¶ thiÕt ta rót ra 0 < lim
n→∞

an < +∞. KÕt hîp ®¼ng thøc

lim
n→∞

an · lim
n→∞

1

an
= 1,

víi c¸c kÕt qu¶ tr−íc ®©y ta suy ra

lim
n→∞

an =
1

lim
n→∞

1
an

= lim
n→∞

an.

Do vËy, theo 2.4.18, d·y {an} héi tô.
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2.4.24. Gi¶ sö {an} lµ mét d·y sao cho víi mäi d·y {bn} th× ®¼ng thøc ®Çu
tiªn ®óng. XÐt bn = −an. Tõ 2.4.21 ta suy ra ®−îc

0 = lim
n→∞

(an + (−an)) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

(−an) = lim
n→∞

an − lim
n→∞

an.

Tõ ®ã, theo kÕt qu¶ trong 2.4.18, ta kÕt luËn ®−îc d·y {an} héi tô.

2.4.25. Gi¶ sö {an} lµ d·y nhËn gÝa trÞ d−¬ng sao cho víi mäi d·y d−¬ng {bn}
th× ®¼ng thøc thø nhÊt ®−îc nghiÖm ®óng. LÊy bn = 1

an
. Do ®ã, theo 2.4.22, ta

cã

1 = lim
n→∞

(
an.

1

an

)
= lim

n→∞
an. lim

n→∞

(
1

an

)
= lim

n→∞
an.

1

lim
n→∞

an

.

Tõ ®ã suy ra c¶ hai giíi h¹nn trªn vµ d−íi cña d·y {an} ®Òu d−¬ng vµ
lim
n→∞

an = lim
n→∞

an. Do ®ã d·y {an} héi tô (theo 2.4.18).

2.4.26. HiÓn nhiªn ta cã n
√

an ≤ lim
n→∞

n
√

an. Ta sÏ chøng minh lim
n→∞

n
√

an ≤
lim
n→∞

an+1

an
. NÕu lim

n→∞
an+1

an
= +∞, th× bÊt ®¼ng thøc hiÓn nhiªn ®óng. Do vËy, ta

gØa sö lim
n→∞

an+1

an
= L < +∞. Tõ ®ã víi mäi ε > 0, lu«n tån t¹i sè k tho¶ m·n

an+1

an
< L + ε víi n ≥ k.

Do vËy
an

ak
=

an

an−1
.
an−1

an−2
· · · ak+1

ak
< (L + ε)n−k.

Tõ ®ã dÉn ®Õn ,
n
√

an < n
√

ak(L + ε)
−k
n (L + ε).

Do n
√

ak(L + ε)
−k
n −→

n→∞
1, nªn

n
√

ak(L + ε)
−k
n < 1 + ε,

víi n ®ñ lín. Tõ nh÷ng kÕt qu¶ ®· biÕt ta rót ra

n
√

an < (1 + ε)(L + ε) = L + (L + 1)ε + ε2

víi n ®ñ lín. KÕt hîp víi 2.4.12(a), ta cã lim
n→∞

n
√

an ≤ L + (L + 1)ε + ε2. Do ε

cã thÓ nhá tuú ý nªn lim
n→∞

n
√

an ≤ L = lim
n→∞

an+1

an
. §Ó chøng minh lim

n→∞

an+1

an
≤

lim
n→∞

n
√

an chØ cÇn ¸p dông 2.4.22 vµ bÊt ®¼ng thøc võa chøng minh trªn cho d·y

{ 1
an
}.



2.4. §iÓm giíi h¹n. Giíi h¹n trªn vµ giíi h¹n d−íi 197

2.4.27. §Çu tiªn ta chøng minh lim
n→∞

bn ≤ lim
n→∞

an. Gi¶ sö lim
n→∞

an = L <

+∞ (nÕu L = +∞ th× bÊt ®¼ng thøc lµ hiÓn nhiªn). Khi ®ã víi ε > 0, tån t¹i
k ∈ N sao cho an < L + ε víi n > k. Do vËy

bn =
a1 + a2 + · · · + ak + ak+1 + · · · + an

n

<
a1 + a2 + · · · + ak

n
− k(L + varepsilon)

n
+ L + ε.

Do a1+a2+···+ak

n
− k(L+ε)

n
−→
n→∞

0 , a1+a2+···+ak

n
− k(L+ε)

n
< ε Tõ ®ã rót ra

bn < ε+L+ε víi n ®ñ lín. Theo kÕt qu¶ 2.4.12(a), da ε cã thÓ nhá tuú ý, ta thu
®−îc lim

n→∞
bn ≤ L = lim

n→∞
an. Chøng minh cho bÊt ®¼ng thøc lim

n→∞
an ≤ lim

n→∞
bn

hoµn toµn t−¬ng tù.

2.4.28.

(a), (b) ChØ cÇn ¸p dông kÕt qu¶ 2.4.13.

(c) §¼ng thøc kh«ng ®óng. §Ó chøng tá ®iÒu ®ã, chØ cÇn xÐt c¸c d·y sau:

an =

{
0 nÕu n = 2k,

1 nÕu n = 2k + 1,

bn =

{
1 nÕu n = 2k,

0 nÕu n = 2k + 1.

Khi ®ã

0 = lim
n→∞

min{an, bn} 6= min
{

lim
n→∞

an, lim
n→∞

bn

}
= 1.

(d) §¼ng thøc nµy còng kh«ng ®óng, ta chøng tá ®iÒu nµy b»ng c¸ch xÐt hai
d·y nh− trong c©u (c).

2.4.29. Gi¶ sö d·y {an} tho¶ m·n cã v« h¹n sè n sao cho

víi mäi k ≥ n, ak ≤ an.(1)

Cho n1 lµ h¹ng tö ®Çu tiªn cña c¸c n tho¶ m·n trªn, n2 thø hai, v.v. Khi ®ã
{ank

} lµ mét d·y con ®¬n ®iÖu t¨ng cña {an}. MÆt kh¸c, nÕu d·y {an} kh«ng
cã tÝnh chÊt trªn, nghÜa lµ chØ tån t¹i h÷u h¹n n tho¶ m·n (1), ta chän sè tù
nhiªn m1 sao cho d·y {am1+n} kh«ng tho¶ m·n (1), LÊy m2 lµ sè tù nhiªn dÇu
tiªn lín h¬n m1 sao cho am2 > am1. TiÕp tôc qu¸ tr×nh nµy, ta thu ®−îc d·y
con{amn} cña {an} lµ ®¬n ®iÖu t¨ng.
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2.4.30. Sö dông kÕt qu¶ trªn: mét d·y cã chøa mét d·y con ®¬n ®iÖu t¨ng vµ
bÞ chÆn th× héi tô.

2.4.31. Gi¶ sö lim
n→∞

an+1

an
= +∞. Khi ®ã theo 2.4.14(b),

lim
n→∞

a1 + · · · + an + an+1

an

= +∞.

XÐt
lim
n→∞

an+1

an
= α < +∞.

Khi ®ã, víi mäi ε > 0, tån t¹i k sao cho

an+1

an
< α + ε víi n ≥ k.(1)

Nãi c¸ch kh¸c,

an

an+1
>

1

α + ε
víi n ≥ k.(2)

Do vËy, víi k ®ñ lín ta cã

bn =
a1 + · · · + an + an+1

an
≥ ak + · · · + an + an+1

an

=
ak

ak+1
· · · an−2

an−1
.
an−1

an
+

ak+1

ak+2
· · · an−2

an−1
.
an−1

an

+ · · · + an−2

an−1
.
an−1

an
+

an−1

an
+ 1 +

an+1

an

≥
(

1

α + ε

)n−k

+

(
1

α + ε

)n−k−1

+ · · · + 1

α + ε
+ 1 +

an+1

an
.

NÕu 0 < α < 1, th× tõ bÊt ®¼ng thøc trªn vµ 2.4.14(b) dÉn ®Õn lim
n→∞

bn = +∞.

MÆt kh¸c, nÕu α ≥ 1, th× theo 2.4.14 (b) vµ 2.4.19 ta rót ra

lim
n→∞

bn ≥ α + lim
n→∞

1 −
(

1
α+ε

)n−k+1

1 − 1
α+ε

= α +
α + ε

α + ε − 1
.(3)

Trong tr−êng hîp α = 1 (ε > 0 cã thÓ tïy ý) ta thu ®−îc lim
n→∞

bn = +∞. NÕu

α > 1 th× tõ (3) suy ra

lim
n→∞

bn ≥ 1 + α +
1

α − 1
= 2 + (α − 1) +

1

α − 1
≥ 4.

4 lµ −íc l−îng tèi −u bëi v× kÕt qu¶ nµy ®¹t ®−îc ®èi víi d·y an = 2n, n ∈ N.
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2.5 C¸c bµi to¸n hçn hîp

2.5.1. Gi¶ sö lim
n→∞

an = +∞. §Æt bn = [an]. Khi ®ã bn ≤ an < bn + 1. Do

vËy (
1 +

1

bn + 1

)bn

<

(
1 +

1

an

)an

<

(
1 +

1

bn

)bn+1

.

Do ®ã theo kÕt qu¶ trong 2.1.38 vµ ®Þnh luËt kÑp gi÷a dÉn ®Õn

lim
n→∞

(
1 +

1

an

)an

= e

H¬n n÷a

lim
n→∞

(
1 − 1

an

)an

= e−1

bëi v×

lim
n→∞

(
1 − 1

an

)an

= lim
n→∞

1(
1 + 1

an−1

)an = e−1.

Tõ ®ã dÉn ®Õn

lim
n→∞

(
1 +

1

an

)an

= e, nÕu {an} ph©n kú tíi −∞.

2.5.2. Ta cã thÓ ¸p dông c¸c kÕt qu¶ ®· biÕt ®èi víi d·y an = n
x
, x 6= 0.

2.5.3. Do 2.1.39, 2.1.40 vµ 2.5.2, ta cã (1 + x
n
)n < ex < (1 + x

n
)l+n víi

l > x > 0, l ∈ N. Do ®ã víi mäi sè d−¬ng x vµ víi mäi sè nguyªn d−¬ng n th×
x

n+l
< ln(1 + x

n
) < x

n
nÕu l > x. LÊy n = 1 ta cã ln(1 + x) < x víi x > 0.

B©y giê ®Æt l = [x] + 1. Khi ®ã ta cã

ln
(
1 +

x

n

)
>

x
n

2 + x
n

.

Do ®ã ln(1 + x) > x
2+x

víi x > 0.

XÐt f(x) = ln(1 + x) − 2x
2+x

, x > 0. Ta cã

f ′(x) =
x2

(x + 1)(x + 2)2
> 0 víi x > 0.

Do vËy

f(x) = ln(1 + x) − 2x

2 + x
> f(0) = 0 víi x > 0.
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2.5.4.

(a) Gi¶ sö a > 1. §Æt an = n
√

a − 1. Theo bÊt ®¼ng thøc 2.5.3, ta cã

2an

an + 2
<

1

n
ln a = ln(an + 1) < an,

Do vËy tõ ®Þnh lý kÑp dÉn ®Õn lim
n→∞

n( n
√

a− 1) = ln a víi a > 1 Chóng

ta thÊy ngay kh¼ng ®Þnh ®óng víi a = 1. §Ó chøng minh cho 0 < a < 1,
chØ cÇn ¸p dông lýluËn trªn cho 1

a
> 1.

(b) §Æt an = n
√

n − 1. Khi ®ã (an + 1)n = n. Do vËy theo 2.5.3 lnn =
n ln(an + 1) < nan. §iÒu nµy dÉn ®Õn lim

n→∞
nan = +∞.

2.5.5. Sö dông ®¹o hµm ta chøng minh ®−îc víi x > −1, x
1+x

≤ ln(1+x) ≤
x. Do lim

n→∞
an = 1, an > 0 b¾t ®Çu tõ chØ sè n nµo ®ã. §iÒu ®ã dÉn ®Õn

an−1
1+an−1

≤ ln an = ln(1 + (an − 1)) ≤ an − 1. Chia hai vÕ bÊt ®¼ng thøc cho
an − 1 vµ ¸p dông ®Þnh lý kÑp ta thu ®−îc ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.5.6. Theo ®Þnh nghÜa (xem 2.1.38), ta cã e = lim
n→∞

(1 + 1
n
)n. H¬n n÷a,

(
1 +

1

n

)n

= 1 +

(
n

1

)
1

n
+

(
n

2

)
1

n2
+ · · · +

(
n

n

)
1

nn

= 1 + 1 +
1

2!

(
1 − 1

n

)
+ · · · + 1

k!

(
1 − 1

n

)
. . .

(
1 − k − 1

n

)

+ · · · + 1

n!

(
1 − 1

n

)
. . .

(
1 − n − 1

n

)
.

Do ®ã

(
1 +

1

n

)n

< an.(i)

MÆt kh¸c

(
1 +

1

n

)n

> 2 +
1

2!

(
1 − 1

n

)
+

1

3!

(
1 − 1

n

)(
1 − 2

n

)

+ · · · + 1

k!

(
1 − 1

n

)
. . .

(
1 − k − 1

n

)
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Cho n tiÕn ra v« cïng ta thu ®−îc

e ≥ ak.(ii)

Tõ (i) vµ (ii) dÉn ®Õn giíi h¹n cña d·y {an} b»ng e. H¬n n÷a

an+m − an =
1

(n + 1)!
+

1

(n + 2)!
+ · · · + 1

(n + m)!

<
1

(n + 1)!

{
1 +

1

n + 2
+

1

(n + 2)2
+ · · · + 1

(n + 2)m−1

}

<
1

(n + 1)!

n + 2

n + 1
.

Gi÷ n cè ®Þnh vµ cho m −→ ∞, ta thu ®−îc

e − an ≤ 1

(n + 1)!

n + 2

n + 1
.

§iÒu nµy kÕt hîp víi (ii) dÉn ®Õn 0 < e− an < 1
nn!

.

2.5.7. Ta biÕt r»ng (xem 2.5.2) ex = lim
n→∞

(1 + x
n
)n, x ∈ R. Víi x ∈ R cè

®Þnh, ®Æt an = (1 + x
1!

+ x2

2!
+ · · · + xn

n!
). Ta cã

∣∣∣an − (1 +
x

n
)n
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑

k=2

(
1 −

(
1 − 1

n

)
· · ·
(

1 − k − 1

n

))
xk

k!

∣∣∣∣∣

≤
n∑

k=2

(
1 −

(
1 − 1

n

)
· · ·
(

1 − k − 1

n

))
|x|k

k!
.

Do 1.2.1,

(
1 − 1

n

)
· · ·
(

1 − k − 1

n

)
≥ 1 −

k−1∑

j=1

j

n
= 1 − k(k − 1)

2n
víi 2 ≤ k ≤ n.

Do vËy

∣∣∣an − (1 +
x

n
)n
∣∣∣ ≤

n∑

k=2

k(k − 1)

2n

|x|k

k!
=

1

2n

n∑

k=2

|x|k

(k − 2)!
.

Do lim
n→∞

1
2n

n∑
k=2

|x|k
(k−2)!

= 0 (dÔ dµng ®¹t ®−îc khi ¸p dông ®Þnh lý Stolz, xem

2.3.11), ta cã lim
n→∞

an = lim
n→∞

(1 + x
n
)n = ex.
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2.5.8.

(a) Tõ 2.1.38, 1
n+1

< ln(1 + 1
n
) < 1

n
. Víi n > 1 ta cã

ln
2n + 1

n
<

1

n
+

1

n + 1
+ · · · + 1

2n
< ln

2n

n − 1
.

Do vËy kÕt qu¶ cÇn chøng minh thu ®−îc tõ tÝnh liªn tôc cña hµm l«ga
vµ ¸p dông ®Þnh lý kÑp.

(b) Ta cã

1

n + 1
+ · · · + 1

2n
<

1√
n(n + 1)

+ · · · + 1√
2n(2n + 1)

<
1

n
+

1

n + 1
+ · · · + 1

2n
.

Do ®ã ta thu ®−îc kÕt qu¶ tõ (a).

2.5.9. Ph©n tÝch t−¬ng tù nh− trong chøng minh bµi to¸n 2.5.3, ta thu ®−îc

x − x2

2
< ln(1 + x) < x víi x > 0.(∗)

§Æt bn ln an =
n∑

k=1

ln
(
1 + k

n2

)
. Tõ (∗) suy ra,

k

n2
− k2

2n4
< ln

(
1 +

k

n2

)
<

k

n2
.

KÕt hîp víi c¸c ®¼ng thøc

n∑

k=1

k =
n(n + 1)

2
,

n∑

k=1

k2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
.

ta suy ra lim
n→∞

bn = 1
2
. Cuèi cïng tõ tÝnh liªn tôc cña hµm l«ga suy ra ®−îc

lim
n→∞

an =
√

e.

2.5.10. Ta cã thÓ chøng minh b»ng qui n¹p r»ng

an = n + n(n − 1) + · · · + n(n − 1) · · · 2 + n(n − 1) · · · 2.1

=
n!

(n − 1)!
+

n!

(n − 2)!
+ · · · + n!

1!
+

n!

0!
.
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Do vËy

lim
n→∞

n∏

k=1

(
1 +

1

ak

)
= lim

n→∞

(
a1 + 1

a1

· · · an + 1

an

)

= lim
n→∞

an + 1

n!
= lim

n→∞

(
1 +

1

1!
+ · · · + 1

n!

)
= e,

víi ®¼ng thøc cuèi suy ra tõ 2.5.6.

2.5.11. Tõ 2.5.6,

e = 1 +
1

1!
+ · · · + 1

n!
+

θn

nn!
, víi 0 < θn < 1.

Do vËy 0 < n!e − [n!e] = θn

n
< 1

n
, dÉn ®Õn ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.5.12. Sö dông bÊt ®¼ng thøc trung b×nh liªn hÖ gi÷a trung b×nh céng vµ
trung b×nh nh©n, tÝnh ®¬n ®iÖu cña hµm l«ga vµ bÊt ®¼ng thøc chøng minh
trong 2.5.3, ta thu ®−îc

1

n
ln
√

ab ≤ ln
1

2
( n
√

a +
n
√

b) = ln

(
1

2
( n
√

a − 1) +
1

2
(

n
√

b − 1) + 1

)

<
1

2

(
( n
√

a− 1) + (
n
√

b − 1)
)

.

§Ó thu ®−îc kÕt qu¶ cÇn chøng minh, ta chØ cÇn nh©n c¸c bÊt ®¼ng thøc víi n
råi sö dông kÕt qu¶ trong 2.5.4(a).

2.5.13. L−u ý r»ng nÕu lim
n→∞

an
n = a > 0, th× lim

n→∞
an = 1.

Gi¶ sö {an} vµ {bn} lµ c¸c d·y sao cho c¸c sè h¹ng ®Òu kh¸c 1. Tõ kÕt qu¶
2.5.5,

lim
n→∞

n ln an

n(an − 1)
= 1.(∗)

Tõ gi¶ thiÕt lim
n→∞

an
n = a > 0 vµ tõ tÝnh liªn tôc cña hµm l«ga dÉn ®Õn

lim
n→∞

n ln an = ln a. Do ®ã, tõ (∗),

lim
n→∞

(an − 1) = lim
n→∞

n ln an = ln a.

L−u ý r»ng c¸c ®¼ng thøc trªn vÉn ®óng nÕu an = 1. Cuèi cïng,

lim
n→∞

n ln(pan + qbn) = lim
n→∞

n(p(an − 1) + q(bn − 1)) = ln apbq.
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2.5.14. Ta cã an+1 − an = − 1
n
(an − an−1). TiÕp theo ta cã

an = a + (b − a) + · · · + (an − an−1)

= a + (b − a)

(
1 − 1

2!
+

1

3!
− · · · + (−1)n−2 1

(n − 1)!

)
.

Cuèi cïng tõ 2.5.7, lim
n→∞

an = b − (b − a)e−1.

2.5.15. XÐt d·y {bn}, víi bn = an

n!
, vµ ¸p dông ph−¬ng ph¸p gièng nh− lêi

gi¶i cña bµi to¸n trªn, ta ®i ®Õn kÕt luËn an = n!.

2.5.16. Theo nh− lêi gi¶i bµi 2.5.14, an+1 − an = − 1
2n

(an − an−1).

Do vËy lim
n→∞

an = 2b − a − 2(b − a)e
−1
2 .

2.5.17.

(a) Ta cã

an = 3 −
n∑

k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
1

(k + 1)!

= 3 −
n∑

k=1

k + 1 − k

k(k + 1)!
+

n∑

k=1

1

(k + 1)(k + 1)!

= 3 −
n∑

k=1

1

kk!
+

n∑

k=1

1

(k + 1)!
+

n∑

k=1

1

(k + 1)(k + 1)!

=

n+1∑

k=0

1

k!
+

1

(n + 1)(n + 1)!
.

Do vËy, theo 2.5.6, ta rót ra lim
n→∞

an = e.

(b) Tõ (a) vµ 2.5.6,

0 < an − e <
1

(n + 1)(n + 1)!
.

Chó ý. Mét ®iÒu rÊt thó vÞ lµ d·y nµy tiÕn tíi e nhanh h¬n d·y xÐt trong bµi
to¸n 2.5.6.

2.5.18. Tõ bµi 2.5.6 suy ra e = 1 + 1
1!

+ · · · + 1
n!

+ rn, víi lim
n→∞

n!rn = 0.

H¬n n÷a,

1

n + 1
< n!rn <

1

n
.(∗)
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Do vËy,

lim
n→∞

n sin(2πn!e) = lim
n→∞

n sin(2πn!rn)

= lim
n→∞

n2πn!rn
sin(2πn!rn)

2πn!rn
= lim

n→∞
n2πn!rn = 2π.

§¼ng thøc cuèi cïng ®−îc suy ra tõ (∗).

2.5.19. Ta sÏ chøng minh lim
n→∞

(1− an

n
)n = 0. Theo gi¶ thiÕt, víi M > 0 bÊt

kú, ta lu«n cã an > M víi n ®ñ lín. Do vËy

0 < 1 − an

n
< 1 − M

n
.

TiÕp theo,

0 <
(
1 − an

n

)n

<

(
1 − M

n

)n

.

Do vËy, theo 2.4.12, 2.4.14 vµ 2.5.2, ta cã

0 < lim
n→∞

(
1 − an

n

)n

≤ lim
n→∞

(
1 − an

n

)n

≤ e−M .

Cho M → ∞, ta thu ®−îc

0 < lim
n→∞

(
1 − an

n

)n

≤ lim
n→∞

(
1 − an

n

)n

≤ 0.

Do vËy lim
n→∞

(1 − an

n
)n = 0, ta ®−îc ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.5.20. Ta sÏ chøng minh lim
n→∞

(1 + bn

n
)n = +∞. Cho M > 0, ta cã bn > M

víi n ®ñ lín. Do vËy, c¸ch lµm t−¬ng tù nh− bµi to¸n tr−íc, ta thu ®−îc

lim
n→∞

(
1 +

bn

n

)n

≥ lim
n→∞

(
1 +

M

n

)n

= eM .

Do M cã thÓ lín tuú ý nªn suy ra lim
n→∞

(1 + bn

n
)n = +∞.

2.5.21. DÔ dµng chøng minh ®−îc {an} lµ d·y ®¬n ®iÖu gi¶m vÒ 0.
(a) Ta cã 1

an+1
− 1

an
= 1

1−an
→

n→∞
1. Do vËy, theo 2.3.14, lim

n→∞
1

nan
= 1;

(b) Do (a),

lim
n→∞

n(1 − nan)

lnn
= lim

n→∞

n( 1
nan

− 1)nan

lnn
= lim

n→∞

1
an

− n

lnn
.
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Sö dông ®Þnh lý Stolz (2.3.11), ta thu ®−îc

lim
n→∞

n(1 − nan)

lnn
= lim

n→∞

n( 1
an+1

− 1
an

− 1)

n ln(1 + 1
n
)

= lim
n→∞

n( 1
1−an

− 1)

ln(1 + 1
n
)n

= lim
n→∞

nan

1 − an
= 1.

2.5.22. DÔ dµng thÊy r»ng d·y {an} lµ ®¬n ®iÖu gi¶m dÇn vÒ 0. H¬n n÷a, ¸p
dông qui t¾c l'H«pital, ta thu ®−îc

lim
x→0

x2 − sin2 x

x2 sin2 x
=

1

3
.

Do vËy

lim
n→∞

(
1

a2
n+1

− 1

a2
n

)
=

1

3
.

Theo kÕt qu¶ bµi 2.3.14, suy ra lim
n→∞

na2
n = 3.

2.5.23. Râ rµng d·y ®¬n ®iÖu t¨ng. Ta sÏ chøng minh nã héi tô tíi +∞. Ta
cã

a2
n+1 =

(
an +

1

a1 + · · · + an

)2

>

(
an +

1

nan

)2

> a2
n +

2

n

vµ

a2
2n − a2

n >
2

2n − 1
+

2

2n − 2
+ · · · + 2

n
>

2n

2n − 1
> 1.

Do vËy {a2
n} kh«ng ph¶i lµ d·y Cauchy. Do d·y t¨ng, nªn nã ph¶i tiÕn tíi +∞.

H¬n n÷a,

1 ≤ an+1

an
≤ 1 +

1

nan
.(∗)

Theo ®Þnh lý Stolz

lim
n→∞

a2
n

2 ln n
= lim

n→∞

n(a2
n+1 − a2

n)

2 ln(1 + 1
n
)n

= lim
n→∞

n

2
(a2

n+1 − a2
n)

lim
n→∞

n

2

(
2an

a1 + a2 + · · · + an
+

1

(a1 + a2 + · · · + an)2

)
= 1,

bëi v×

0 <
n

(a1 + a2 + · · · + an)2
<

1

n
;
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vµ l¹i ¸p dông ®Þnh lý Stolz,

lim
n→∞

nan

a1 + a2 + · · · + an
= lim

n→∞

(n + 1)an+1 − nan

an+1

= lim
n→∞

(
n + 1 − n

an

an+1

)
= 1.

§¼ng thøc cuèi cã ®−îc tõ (∗). Cô thÓ ta cã

1 ≤ n + 1 − n
an

an+1
≤

1 + n+1
nan

1 + 1
nan

.

Do lim
n→∞

an = +∞,

lim
n→∞

1 + n+1
nan

1 + 1
nan

= 1.

2.5.24. Tõ bÊt ®¼ng thøc arctan x < x víi x > 0, nªn d·y ®¬n ®iÖu gi¶m.
H¬n n÷a nã bÞ chÆn d−íi bëi 0. Do vËy d·y héi tô, gi¶ sö tíi g, sao cho tho¶ m·n
g = arctan g. Do vËy g = 0.

2.5.25. L−u ý r»ng mäi sè h¹ng cña d·y {an} ®Òu thuéc vµo kho¶ng (0, 1).
Ký hiÖu x0 lµ nghiÖm duy nhÊt cña ph−¬ng tr×nh cos x = x. NÕu x > x0 th×
cos(cos x) < x. Hµm f(x) = cos(cos x) − x lµ ®¬n ®iÖu gi¶m, bëi v× f ′(x) =
sinx sin(cos x) − 1 < 0 víi x ∈ R. Do vËy, víi x > x0 th× cos(cos x) − x <
f(x0) = 0. T−¬ng tù nÕu x < x0 th× cos(cos x) > x.
Gi¶ sö a1 > x0. Theo phÇn trªn ta cã a3 = cos(cos a1) < a1. Do hµm sè
y = cos(cosx) lµ ®¬n ®iÖu t¨ng trong kho¶ng (0, π

2
), ta thu ®−îc a5 < a3. Cã

thÓ chøng minh b»ng qui n¹p r»ng d·y {a2n−1} lµ ®¬n ®iÖu gi¶m. MÆt kh¸c
a2 = cos a1 < cos x0 = x0, dÉn ®Õn a4 = cos(cos a2) > a2, vµ do ®ã , {a2n}
lµ d·y ®¬n ®iÖu t¨ng.
Lý luËn t−¬ng tù cã thÓ ¸p dông cho tr−êng hîp 0 < a1 < x0. NÕu a1 = x0, th×
tÊt c¶ c¸c sè h¹ng cña d·y {an} b»ng víi x0. Trong tÊt c¶ c¸c tr−êng hîp th×
c¶ hai d·y {a2n−1} vµ {a2n} ®Òu tiÕn tíi nghiÖm duy nhÊt cña ph−¬ng tr×nh
cos(cos x) = x. DÔ dµng thÊy r»ng x0 chÝnh lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh trªn.

2.5.26. B»ng qui n¹p , ta cã

an = 1 − (−1)n−1 sin(sin(. . . sin 1) . . . )︸ ︷︷ ︸
(n−1) lÇn

n > 1.
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Do vËy

1

n

n∑

k=1

ak =

n − 1 −
n−1∑
k=1

(−1)k−1 sin(sin(. . . sin 1) . . . )︸ ︷︷ ︸
(k−1) lÇn

n
.

Chóng ta sÏ chøng minh

lim
n→∞

n−1∑
k=1

(−1)k−1 sin(sin(. . . sin 1) . . . )︸ ︷︷ ︸
k − 1 lÇn

n
= 0.(∗)

NÕu n − 1 ch½n, th×

− sin 1 + sin(sin(. . . sin 1) . . . )︸ ︷︷ ︸
(n−1) lÇn

n
<

n−1∑
k=1

(−1)k−1 sin(sin(. . . sin 1) . . . )︸ ︷︷ ︸
(k−1) lÇn

n
< 0.

HiÓn nhiªn víi n − 1 lÎ, (∗) còng ®óng. Cuèi cïng ta cã lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

ak = 1.

2.5.27. Râ rµng lµ an ∈ (nπ, nπ + π
2
), n = 1, 2, . . . , vµ do vËy lim

n→∞
an =

+∞. H¬n n÷a,

lim
n→∞

tan
(π

2
+ nπ − an

)
= lim

n→∞

1

tan an
= lim

n→∞

1

an
= 0.

Do sù liªn tôc cña hµm arctan ta cã lim
n→∞

(π
2

+ nπ − an) = 0. Do vËy

lim
n→∞

(an+1 − an − π)

= lim
n→∞

(π

2
+ nπ − an − (

π

2
+ (n + 1)π − an+1)

)
= 0

Tõ ®ã suy ra lim
n→∞

(an+1 − an) = π.

2.5.28. Chó ý r»ng kh«ng mÊt tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ sö |a1| ≤ π
2
. Cô

thÓ lµ, nÕu kh«ng ta cã thÓ thay |a2| ≤ π
2
. §Çu tiªn ta xÐt 0 < a ≤ 1 vµ

0 < a1 ≤ π
2
. Do vËy an+1 = a sin an < an. §iÒu ®ã cã nghÜa lµ {an} lµ d·y

®¬n ®iÖu gi¶m, mÆt kh¸c nã bÞ chÆn d−íi nªn suy ra héi tô. Giíi h¹n cña d·y
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trïng víi ®iÓm 0 lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh x = a sinn, 0 < a ≤ 1. Gi¶ sö
0 < a ≤ π

2
vµ 0 < a1 ≤ π

2
. Khi ®ã ph−¬ng tr×nh x = a sinn, 0 < a ≤ 1.

sÏ cã hai nghiÖm kh«ng ©m lµ 0 vµ x0 > 0. NÕu a1 < x0 th× d·y {an} ®¬n
®iÖu t¨ng vµ bÞ chÆn trªn bëi x0. Cô thÓ, a2 = a sin a1 > a1. Tuy nhiªn,
a2 = a sin a1 < a sinx0 = x0 vµ, b»ng qui n¹p, an < an+1 < x0. T−¬ng tù,
x0 < a1 ≤ π

2
dÉn ®Õn an > an+1 > x0. Do vËy lim

n→∞
an = x0 víi 1 < a ≤ π

2
.

NÕu −π
2
≤ a < 0, a1 > 0, th× ta xÐt d·y {bn} nh− sau: b1 = a1, bn+1 =

−a sin bn. HiÓn nhiªn, bn = (−1)n−1an.

Theo phÇn trªn th× trong tr−êng hîp 0 < a1 ≤ π
2
ta cã

lim
n→∞

an = 0 nÕu |a| ≤ 1,

lim
n→∞

an = x0 nÕu 1 < a ≤ π

2
,

lim
n→∞

an = 0 kh«ng tån t¹i nÕu − π

2
≤ a < −1.

NÕu −π
2
≤ a1 < 0, th× ta xÐt d·y cho bëi b1 = −a1, bn+1 = a sin bn, vµ l¹i ¸p

dông gièng nh− trªn. NÕu a1 = 0, th× tÊt c¶ sè h¹ng cña d·y ®Òu tiÕn tíi 0.

2.5.29. (a) Ta thÊy an > 0 vµ an+1 = ln(1 + an) < an. Do vËy d·y sÏ héi
tô tíi giíi h¹n g tho¶ m·n g = ln(1 + g), nghÜa lµ g = 0. Ta sÏ chøng minh
lim

n→∞
nan = 2. Sö dông ®¹o hµm, ta thu ®−îc( xem 2.5.3)

2x

2 + x
< ln(1 + x) < x− x2

2
+

x3

3
víi x > 0.

Tõ ®ã dÉn ®Õn

(∗) 1

an
− 1

an
+

1

an(1 − 1
2
an + 1

3
a2

n)
<

1

an+1
<

1

an
+

1

2
.

§Æt

bn = − 1

an

+
1

an(1 − 1
2
an + 1

3
a2

n)
<

1

an+1

ta thÊy lim
n→∞

bn = 1
2
. Céng c¶ hai vÕ cña (∗) thu ®−îc

1

a1
+

1

a2
+ · · · + 1

an
+ b1 + b2 + · · · + bn <

1

a2
+ · · · + 1

an
+

1

an+1

<
1

a1
+

1

a2
+ · · · + 1

an
+

n

2
.
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Do vËy,

1

(n + 1)a1
+

b1 + b2 + · · · + bn

n + 1
<

1

(n + 1)an+1

<
1

(n + 1)a1
+

n

2(n + 1)
.

Suy ra lim
n→∞

1
(n+1)an+1

= 1
2
.

(b) Ta cã

(1) lim
n→∞

(nan − 2)
n

lnn
= lim

n→∞
nan

n − 2
an

lnn

§Ó chøng minh lim
n→∞

n− 2
an

ln n
tån t¹i ta sö dông ®Þnh lý Stolz (2.3.11). Ta cã

lim
n→∞

n − 2
an

lnn
= lim

n→∞

1 − 2
an+1

+ 2
an

ln(1 + 1
n
)

.

Do lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
ln(1+an)

an
= 1 vµ lim

n→∞
n ln(1 + 1

n
) = 1, ta suy ra

(2) lim
n→∞

n − 2
an

lnn
= lim

n→∞

n(2an+1 − 2an + anan+1)

a2
n

.

Ta cÇn chøng minh lim
n→∞

n(2an+1−2an+anan+1)
a3

n
tån t¹i. §Ó chøng minh ta sö dông

bÊt ®¼ng thøc (cã thÓ chøng minh dÔ dµng b»ng ®¹o hµm) nh− sau:

x − x2

2
+

x3

3
− x4

4
< ln(1 + x) < x− x2

2
+

x3

3
, x > 0.

Do vËy

1

6
a3

n − 1

6
a4

n − 1

4
a5

n < 2an+1 − 2an + anan+1 <
1

6
a3

n +
1

3
a4

n.

DÉn ®Õn

lim
n→∞

2an+1 − an + anan+1

a3
n

=
1

6
.

KÕt hîp víi (1) vµ (2) ta thu ®−îc lim
n→∞

n(nan−2)
lnn

= 2
3
.

2.5.30. §Æt f(x) = (1
4
)x vµ F (x) = f(f(x)) − x. §Çu tiªn ta chøng minh

F ′(x) < 0 víi mäi x d−¬ng. Ta cã

F ′(x) =

(
1

4

)( 1
4)

x
+x

ln2 4 − 1.
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Do vËy

F ′(x) < 0 nÕu vµ chi nÕu

(
1

4

)( 1
4)

x
+x

<
1

ln2 4
.

DÔ dµng kiÓm tra r»ng hµm phÝa bªn tr¸i cña bÊt ®¼ng thøc cuèi ®¹t ®−îc gi¸
trÞ lín nhÊt b»ng 1

e ln 4
t¹i x = ln ln4

ln4
. §iÒu nµy dÉn ®Õn F ′(x) < 0, nghÜa lµ F

gi¶m ngÆt trong kho¶ng (0,+∞). H¬n n÷a, F (1
2
) = 0. Do ®ã F (x) > 0 víi

0 < x < 1
2
vµ F (x) < 0 víi x > 1

2
. TiÕp theo ta cã

f(f(x)) < x víi x >
1

2
.

Do a2 = 1 > 1
2
, dÉn ®Õn a4 = f(f(a2)) < a2, vµ b»ng c¸ch qui n¹p ta thu

®−îc {a2n} lµ d·y gi¶m ngÆt. Do ®ã nã tiÕn tíi g1 tho¶ m·n f(f(g1)) = g1.
Sù héi tô cña {a2n−1} tíi g2 tho¶ m·n f(f(g2)) = g2 cã thÓ ®−îc thiÕt lËp mét
c¸ch t−¬ng tù. Cô thÓ g1 = g2 = 1

2
.

2.5.31. Chó ý lµ 0 < an < 2 víi n ≥ 2. NÕu an > 1, th× an+1 < 1. §Æt
f(x) = 21−x vµ F (x) = f(f(x)) − x. Ta chøng minh ®−îc F ′(x) < 0 víi
0 < x < 2. Do vËy

F (x) < F (1) = 0 víi 1 < x < 2,

F (x) > F (1) = 0 víi 0 < x < 1.

Theo chøng minh cña phÇn trªn, ta cã nÕu a1 < 1, th× d·y {a2n} ®¬n ®iÖu gi¶m
vµ d·y {a2n−1} ®¬n ®iÖu t¨ng, vµ c¶ hai d·y cïng tiÕn tíi 1.

2.5.32. Chó ý r»ng tÊt c¶ c¸c sè h¹ng cña d·y ®Òu n»m trong kho¶ng (1, 2).
Do hµm F (x) = 2

x
2 − x gi¶m ngÆt trong kho¶ng nµy nªn F (x) > F (2) = 0

víi x ∈ (1, 2). Do vËy d·y ®¬n ®iÖu t¨ng vµ giíi h¹n g cña nã tho¶ m·n g = 2
g
2 ,

hay g = 2.

2.5.33. Ta sö dông 2.3.14 cho d·y {an +an−1} vµ nhËn ®−îc lim
n→∞

an+an−1

n
=

0. TiÕp theo ta xÐt d·y bn = (−1)nan. V× lim
n→∞

(bn − bn−2) = 0, ta cã

0 = lim
n→∞

bn + bn−1

n
= lim

n→∞

an − an−1

n
.

2.5.34. Theo ®Þnh lÝ Stolz (xem 2.3.11),

lim
n→∞

ln 1
an

lnn
= lim

n→∞

ln 1
an+1

− ln 1
an

ln(n + 1) − lnn
= lim

n→∞

−n ln an+1

an

ln(1 + 1
n
)n

= − lim
n→∞

nln
an+1

an
.
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NÕu lim
n→∞

n(1 − an+1

an
) = g lµ h÷u h¹n, th× lim

n→∞
(an+1

an
− 1) = 0). KÕt qu¶ cÇn

chøng minh ®−îc suy ra tõ bÊt ®¼ng thøc sau ®©y

n

an+1

an
− 1

1 + an+1

an
− 1

≤ n ln(1 + (
an+1

an
− 1)) ≤ n(

an+1

an
− 1).

NÕu g = +∞, th× bÊt ®¼ng thøc bªn ph¶i chØ ra r»ng

lim
n→∞

n ln an+1

an
= −∞, vµ do ®ã, lim

n→∞

ln 1
an

lnn
= +∞. Cuèi cïng, nÕu g = −∞,

th× víi mäi M > 0 tån t¹i n0 tho¶ m·n
an+1

an
> M

n
+ 1 víi n > n0. Tõ ®ã

n ln
an+1

an
> ln(1 +

M

n
)n −→

n→∞
M.

V× M cã thÓ lín tuú ý, nªn ta cã lim
n→∞

ln 1
an

ln n
= −∞.

2.5.35. Theo ®Þnh nghÜa cña d·y,

an+1 + bn+1 = (a1 + b1)(1 − (an + bn)) + (an + bn).

§Ætdn = an + bn. Khi ®ã dn+1 = d1(1 − dn) + dn vµ b»ng ph−¬ng ph¸p quy
n¹p ta chøng minh ®−îc dn = 1 − (1 − d1)

n. Do ®ã,

an =
a1

d1
(1 − (1 − d1)

n) v bn =
b1

d1
(1 − (1 − d1)

n).

V× |1 − d1| < 1, nªn

lim
n→∞

an =
a1

a1 + b1
v lim

n→∞
bn =

b1

a1 + b1
.

2.5.36. §Æt bn = aan. Khi ®ã bn+1 = bn(2 − bn) = −(bn − 1)2 + 1. Tõ ®ã
suy ra bn+1 − 1 = −(bn − 1)2. HiÓn nhiªn, d·y {an} héi tô nÕu vµ chØ nÕu
{bn − 1} héi tô, nãi c¸ch kh¸c, khi |b1 − 1| = |aa1 − 1| ≤ 1. H¬n n÷a, nÕu
a1 = 2

a
, th× lim

n→∞
an = 0, vµ nÕu 0 < aa1 < 2, th× lim

n→∞
an = 1

a
.

2.5.37. §©y lµ tr−êng hîp ®Æc biÖt cña bµi 2.5.38.

2.5.38. Ta cã thÓ chØ ra r»ng hµm f liªn tôc t¹i (a, a, ..., a) vµ f(a, a, ..., a) =
a. X©y dùng d·y {bn} b»ng c¸ch

b1 = b2 = ... = bk = min{a1, a2, ..., ak},
bn = f(bn−1, bn−2, ..., bn−k) víi n > k.
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Chó ý r»ng nÕu min{a1, a2, ..., ak} < a, th× {bn} t¨ng thùc sù vµ bÞ chÆn trªn
bëi a.MÆt kh¸c, nÕu min{a1, a2, ..., ak} > a, th× {bn} gi¶m thùc sù vµ bÞ chÆn
d−íi bëi a. Tõ ®ã, trong c¶ hai tr−êng hîp, d·y {bn} héi tô vµ lim

n→∞
bn = a.

H¬n n÷a, do tÝnh ®¬n ®iÖu cña f theo mäi biÕn nªn an ≤ bn víi n ∈ N. B©y
giê ta x©y dùng d·y {cn} nh− sau

c1 = c2 = ... = ck = max{a1, a2, ..., ak},
cn = f(cn−1, cn−2, ..., cn−k) víi n > k.

Còng nh− trªn, ta chØ ra r»ng lim
n→∞

cn = a vµ cn ≤ an víi n ∈ N. Cuèi cïng,
theo nguyªn lÝ kÑp, lim

n→∞
an = a.

2.5.39. Ta cã a3 = a2e
a2−a1 , a4 = a3e

a3−a2 = a2e
a3−a1 vµ, b»ng c¸ch quy

n¹p, an+1 = a2e
an−a1 víi n ≥ 2. Gi¶ sö g lµ giíi h¹n cña d·y. Ta cã

ea1

a2
g = eg.(star)

Chó ý r»ng nÕu ea1

a2
= e,th× ph−¬ng tr×nh (?) cã nghiÖm duy nhÊt g = 1. NÕu

ea1

a2
> e th× ph−¬ng tr×nh nµy cã hai nghiÖm, vµ nÕu 0 < ea1

a2
< e th× nã kh«ng

cã nghiÖm. Tr−íc hÕt xÐt tr−êng hîp 0 < ea1

ea2
< e. Khi ®ã d·y {an} ph©n k× v×

(?) kh«ng cã nghiÖm. H¬n n÷a, ta cã thÓ chøng minh r»ng d·y {an} ®¬n ®iÖu
t¨ng vµ do ®ã ph©n k× ra +∞.

B©y giê ta xÐt tr−êng hîp ea1

a2
= e. Khi ®ã a2 = ea1−1 ≥ a1 vµ b»ng quy

n¹p, an+1 ≥ an. H¬n n÷a, nÕu a1 ≤ 1, th× còng b»ng quy n¹p ta cã an ≤ 1.
Tõ ®ã, lim

n→∞
an = 1. NÕu a1 > 1, th× {an} ®¬n ®iÖu t¨ng vµ ph©n k× ra +∞.

TiÕp theo, ta xÐt tr−êng hîp ea1

a2
> e. Khi ®ã (?) cã hai nghiÖm lµ g1, g2, trong

®ã ta gi¶ sö g1 < g2. Gi¶ sö r»ng a1 < g1. Th×

ea1 − ea1

a2

a1 > 0

hay, nãi c¸ch kh¸c, a2 > a1. Dïng quy n¹p ta cã {an} ®¬n ®iÖu t¨ng vµ bÞ chÆn
trªn bëi g1 lµ giíi h¹n cña nã. NÕu g1 < a1 < g2, th× {an} ®¬n ®iÖu gi¶m vµ bÞ
chÆn d−íi bëi g1 lµ giíi h¹n cña nã. NÕu a1 = g1 hoÆc a1 = g2, th× d·y lµ h»ng
sè. Cuèi cïng, nÕu a1 > g2, th× d·y t¨ng tíi +∞.

2.5.40. (Bµi to¸n nµy vµ lêi gi¶i cña nã dùa theo Euler trong tr−êng hîp tæng
qu¸t. Xem [13]). Sö dông ®¹o hµm, ta chøng minh ®−îc lnx ≤ x

e
víi x > 0.
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Tõ ®ã an

e
≥ ln an = an−1 ln a, n > 1, vµ do ®ã, an ≥ an−1 ln ae. VËy nÕu

a > e
1
e , d·y {an} ®¬n ®iÖu t¨ng. Ta sÏ chøng minh trong tr−êng hîp nµy,

lim
n→∞

an = +∞. Ta cã an+1 − an = aan − an. Do ®ã khi a > e
1
e , xÐt hµm

g(x) = ax − x. Hµm nµy ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt t¹i x0 = − ln(lna)
ln a

< e. §iÒu nµy

suy ra ax − x > 1+ln(lna)
lna

> 0, vµ hÖ qu¶ lµ an+1 − an > 1+ln(lna)
lna

> 0. V×
kho¶ng c¸ch gi÷a hai sè h¹ng liªn tiÕp lín h¬n mét sè d−¬ng nªn d·y ph©n k×
ra +∞.

B©y giê ta xÐt tr−êng hîp 1 < a < e
1
e . Tr−íc hÕt ta chøng minh trong

tr−êng hîp nµy ph−¬ng tr×nh ax − x = 0 cã hai nghiÖm d−¬ng. §¹o hµm cña
hµm g(x) = ax −x triÖt tiªu t¹i ®iÓm x0 > 0 tho¶ m·n ax0 = 1

ln a
. Hµm g ®¹t

gi¸ trÞ nhá nhÊt t¹i x0, vµ g(x0) = ax0 − x0 = 1
lna

− x0 = 1−x0 ln a
ln a

< 0, v×

nÕu 1 < a < e
1
e th× 1

lna
> e. V× g lµ hµm liªn tôc trªn R, nã cã tÝnh chÊt ®iÓm

trung b×nh. Do ®ã ph−¬ng tr×nh ax = x cã mét nghiÖm trong kho¶ng (0, x0) vµ
mét nghiÖm kh¸c trong kho¶ng (x0,+∞). KÝ hiÖu c¸c nghiÖm nµy lµ α vµ β,

t−¬ng øng. Chó ý g(e) = ae − e < (e
1
e )e − e = 0, e n»m gi÷a α vµ β.

NÕu x > β, th× ax > aβ = β vµ g(x) > 0. §iÒu nµy cã nghÜa lµ d·y {an}
®¬n ®iÖu t¨ng vµ bÞ chÆn d−íi bëi β. Tõ ®ã lim

n→∞
an = +∞.

NÕu α < x < β th× α < ax < β vµ g(x) < 0. HÖ qu¶ lµ, d·y {an} bÞ chÆn
vµ ®¬n ®iÖu gi¶m. Do ®ã d·y héi tô tíi α.

Khi x = α hoÆc x = β, ta thu ®−îc d·y h»ng sè.

B©y giê nÕu 0 < x < α, th× 1 < ax < α vµ g(x) > 0. Do ®ã d·y {an} t¨ng
tíi α.

Cuèi cïng, nÕu a = e
1
e , th× e lµ nghiÖm duy nhÊtcña ph−¬ng tr×nh ax = x,

khi ®ã hµm g ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt lµ 0 t¹i e. Do ®ã víi 0 < x ≤ e, ta cã
0 < ax ≤ e vµ g(x) ≥ g(e) = 0. §iÒu nµy dÉn tíi d·y {an} ®¬n ®iÖu t¨ng vµ
giíi h¹n cña nã b»ng e. MÆt kh¸c, nÕu x > e, d·y t¨ng tíi v« cïng.

Ta cã thÓ tæng kÕt l¹i kÕt qu¶ nh− sau:

lim
n→∞

an =





+∞ nÕu a > e
1
e vµ x > 0,

+∞ nÕu 1 < a < e
1
e vµ x > β,

β nÕu 1 < a < e
1
e vµ x = β,

α nÕu 1 < a < e
1
e vµ 0 < x < β,

+∞ nÕu a = e
1
e vµ x > e,

6 nÕu a = e
1
e vµ 0 < x ≤ e.

.

2.5.41. BÊt ®¼ng thøc cã thÓ ®−îc chøng minh b»ng quy n¹p. Ta cã lim
n→∞

an =
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2 (so s¸nh víi lêi gi¶i cña 2.1.16).

2.5.42. [20] Chó ý r»ng

an ≤

√
2 +

√
2 + ... +

√
2

︸ ︷︷ ︸
n - c¨n

< 2.

NhËn thÊy r»ng nÕu ε1 = 0, th× tÊt c¶ c¸c sè h¹ng cña d·y {an} b»ng 0. Gi¶ sö
r»ng ε1 6= 0. Ta sÏ chøng minhb»ng quy n¹p r»ng bÊt ®¼ng thøc ®· cho ®óng.
Víi n = 1, hiÓn nhiªn. Gi¶ sö r»ng

an = ε1

√
2 + ε2

√
2 + ... + εn

√
2 = 2 sin

(
π

4

n∑

k=1

ε1ε2...εk

2k−1

)
.

Tõ ®ã

a2
n+1 − 2 = 2 sin

(
π

4

n+1∑

k=2

ε2...εk

2k−2

)
= −2 cos

(
π

2
+

π

2

n+1∑

k=2

ε2...εk

2k−1

)

= −2 cos

(
π

2

n+1∑

k=2

ε2...εk

2k−1

)
= 4 sin2

(
π

4

n+1∑

k=1

ε1ε2...εk

2k−1

)
− 2,

dÉn tíi ®¼ng thøc cÇn chøng minh. B©y giê, do tÝnh liªn tôc cña hµm sinx,

lim
n→∞

an = 2 sin

(
π

4

∞∑

k=1

ε1ε2...εk

2k−1

)
.

2.5.43. Dïng quy n¹p chøng minh r»ng

arctan
1

2
+ ... + arctan

1

2n2
= arctan

n

n + 1
.

V× vËy lim
n→∞

(arctan 1
2

+ ... + arctan 1
2n2 ) = π

4
.

2.5.44. Ta cã

sin2(π
√

n2 + n) = sin2(π
√

n2 + n − πn) = sin2 π

1 +
√

1 + 1
n

−→
n→∞

1.

2.5.45. Ta chøng minh b»ng quy n¹p r»ng d·y ®¬n ®iÖu t¨ng vµ bÞ chÆn trªn.
Do ®ã nã héi tô tíi g tho¶ m·n g =

√
2 +

√
3 + g vµ g ∈ (2, 3).
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2.5.46. [13] Ta cã

3 =
√

1 + 2.4 =

√
1 + 2

√
16 =

√
1 + 2

√
1 + 3

√
25

=

√

1 + 2

√
1 + 3

√
1 + 4

√
36,

vµ, b»ng quy n¹p,

√√√√
1 + 2

√

1 + 3

√
1 + ...

√
1 + n

√
(n + 2)2 = 3.(1)

Tõ ®ã

3 ≥

√√√√
1 + 2

√

1 + 3

√
1 + ...

√
1 + (n − 1)

√
(n + 1).(2)

B©y giê ta sñ dông bÊt ®¼ng thøc sau:
√

1 + xα ≤
√

α
√

x + 1, x ≥ 0, α > 1.(3)

Tõ (3) víi x = n vµ α = n + 2,
√

1 + n
√

(n + 2)2 <
√

(n + 2)
√

(n + 1).

Tõ ®ã√
1 + (n − 1)

√
1 + n

√
(n + 2)2 <

√
1 +

√
n + 2(n − 1)

√
1 + n

(n + 2)
1
4

√
1 + (n − 1)

√
n + 1,

trong ®ã bÊt ®¼ng thøc cuèi cïng suy tõ (3) víi α =
√

n + 2. Tõ (1), lËp l¹i
c¸ch lµm n lÇn cho ta

3 ≤ (n + 2)2−n

√√√√
1 + 2

√

1 + 3

√
1 + ...

√
1 + (n − 1)

√
(n + 1).(4)

Tõ (2) vµ (4) cho ta

lim
n→∞

√√√√
1 + 2

√

1 + 3

√
1 + ...

√
1 + (n − 1)

√
(n + 1) = 3.
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2.5.47. Ph−¬ng tr×nh x2 +x− a = 0, a > 0, cã hai nghiÖm α vµ β tho¶ m·n
α > 0 > β. H¬n n÷a, ta cã

an+1 − α =
a

an
− 1 − α =

a − an − αan

an

=
a − (1 + α)(an − α) − α(1 + α)

an

=
−(1 + α)(an − α)

an

.

V× α + β = −1, ta nhËn thÊy an+1 − α = β an−α
an

. Còng nh− thÕ, an+1 − β =

αan−β
an

. Do ®ã
an+1 − β

an+1 − α
=

α

β

an − β

an − α
,

vµ b»ng quy n¹p
an − β

an − α
= (

α

β
)n−1 a1 − β

a1 − α
.

V×
∣∣∣αβ
∣∣∣ = α

1+α
< 1, ta nhËn ®−îc lim

n→∞
(α

β
)n−1 = 0, vµ do ®ã lim

n→∞
an = β.

2.5.48. Gi¶ sö α vµ β lµ c¸c nghiÖm cña x2 + x − a = 0, a > 0. Khi ®ã
α > 0 > β. B»ng c¸ch lµm t−¬ng tù nh− bµi trªn ta ®−îc

an − α

an − β
= (

α

β
)n−1 a1 − α

a1 − β
.

Do ®ã lim
n→∞

an = α.

2.5.49. Víi sè nguyªn d−¬ng k bÊt k×, ta cã

|an+1+k − an+1| = | 1

1 + an+k
− 1

1 + an
| =

|an+k − an|
(1 + an+k)(1 + an)

≤ 1

4
|an+k − an|.

B©y giê, b»ng quy n¹p ta cã

|an+1+k − an+1leq(
1

4
)n|ak+1 − a1|.

H¬n n÷a,

|ak+1 − a1| ≤ |ak+1 − ak| + |ak − ak−1| + ... + |a2 − a1|

≤ 1

1 − 1
4

|a2 − a1| =
4

3
|a2 − a1|.

Do ®ã {an} lµ d·y Cauchy. Giíi h¹n cña nã lµ
√

2.
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2.5.50. Víi c¸ch lµm t−¬ng tù nh− bµi to¸n trªn, h·y chØ ra lim
n→∞

an = 1+
√

2.

2.5.51. §Æt f(x) = a
2+x

, x > 0, vµ F (x) = f(f(x)). Khi ®ã F ′(x) > 0 víi
x > 0. DÔ dµng thö r»nga1 < a3 vµ a4 < a2. H¬n n÷a, v× F t¨ng thùc sù, ta
suy ra d·y {a2n} gi¶m thùc sù vµ d·y {a2n−1} t¨ng thùc sù. D·y {an} bÞ chÆn.
Do ®ã hai d·y con cña nã {a2n} vµ {a2n−1} héi tô. Ta cã thÓ kiÓm tra chóng
cã cïng mét giíi h¹n lµ

√
1 + a− 1.

2.5.52. NÕu a1 ≤ 0, th× a2 = 1 − a1 > 1 vµ a3 = a2 − 1
2

> 1
2
. B»ng quy

n¹p, an+1 = an − 1
2n−1 víi n ≥ 2. Suy ra

an+1 = −(
1

2n−1
+

1

2n−2
+ ... +

1

2
) + a2,

vµ do ®ã lim
n→∞

an = −a1 nÕu a1 ≤ 0. B©y giê nÕu a1 ∈ (0, 2), th× a2 ∈ [0, 1) vµ

b»ng quy n¹p, ta nhËn thÊy an+1 ∈ [0, 1
2n−1 ], ®iÒu nµy dÉn ®Õn lim

n→∞
an = 0.

Cuèi cïng, nÕu a1 ≥ 2, th× a2 = a1 − 1 ≥ 1. B»ng quy n¹p, ta cã an+1 = an −
1

2n−1 , vµ hÖ qu¶ lµ, còng nh− tr−êng hîp ®Çu, ta chøng minh lim
n→∞

an = a1 − 2.

2.5.53.

Ta cã

n−1∑

j=1

jaj

n − j
=

a

n − 1
+

2a2

n − 2
+

3a3

n − 3
+ ... +

(n − 1)an−1

1

1

n − 1
(
a

1
+

2(n − 1)a2

n − 2
+

3(n − 1)a3

n − 3
+ ... +

(n − 1)2an−1

1
).

Tõ ®ã

j
n − 1

n − j
= j(

n − j

n − j
+

j − 1

n − j
) ≤ j(1 + j − 1) = j2,

ta thu ®−îc

n−1∑

j=1

jaj

n − j
≤ a + 22a2 + 32a3 + ... + (n − 1)2an−1

n − 1
.

Theo kÕt qu¶ cña bµi 2.3.2, ta thu ®−îc

lim
n→∞

a + 22a2 + 32a3 + ... + (n − 1)2an−1

n − 1
= 0.
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NhËn thÊy r»ng

nan

n∑

j=1

1

jaj
=

n∑

j=1

n

j
an−j =

n−1∑

k=0

n

n − k
ak =

n−1∑

k=0

ak +

n−1∑

k=0

kak

n − k

vµ sö dông (a)

Sö dông (b) víi a = 1
b
.

2.5.54. V× x d−¬ng, x − x3

6
< sinx < x, ta cã

n∑

k=1

π

n + k
−

n∑

k=1

π3

6(n + k)3
<

n∑

k=1

sin
π

n + k
<

n∑

k=1

π

n + k
.

DÔ dµng thö r»ng lim
n→∞

n∑
k=1

π3

6(n+k)3
= 0.H¬n n÷a, theo 2.5.8 (a), lim

n→∞

n∑
k=1

π
n+k

=

π ln 2. VËy giíi h¹n lµ π ln 2.

2.5.55.

§Æt an =
n∏

k=1

(1+ k2

cn3 ).Dùa vµo bÊt ®¼ng thøc (xem 2.5.3) x
x+1

< ln(x+1) < x

víi x > 0, ta ®−îc

n∑

k=1

k2

cn3 + k2
< ln an <

n∑

k=1

k2

cn3
.

Do ®ã, tõ c«ng thøc
n∑

k=1

k2 = n(n+1)(2n+1)
6

.

n(n + 1)(2n + 1)

6(cn3 + n2)
< ln an <

n(n + 1)(2n + 1)

6cn3
.

Do ®ã lim
n→∞

an = e
1
3c .

Ta cã thÓ chøng minh bÊt ®¼ng thøc x
x+1

< ln(x + 1) < x víi x > 0 còng
®óng víi −1 < x < 0. Do ®ã, nh− chøng minh trong phÇn (a), ta cã

lim
n→∞

n∏

k=1

(1 − k2

cn3
) = e−

1
3c .
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2.5.56. V× x d−¬ng, x − x3

6
< sinx < x− x3

6
+ x5

5!
, ta nhËn thÊy

√
n3n

n!

n!

(n
√

n)n

n∏

k=1

(1 − k2

6n3
) <

√
n3n

n!

n∏

k=1

sin
k

n
√

n
(1)

vµ
√

n3n

n!

n∏

k=1

sin
k

n
√

n
<

√
n3n

n!

n!

(n
√

n)n

n∏

k=1

(
1 − k2

6n2
+

k4

5!n6

)
.(2)

Tõ (1) vµ kÕt qu¶ ®· biÕt tr−íc ta suy ra giíi h¹n nµy lín h¬n hoÆc b»ng e−
1
18 .

B©y giê ta chøng minh

lim
n→∞

n∏

k=1

(1 − k2

6n3
+

k4

5!n6
) ≤ e−

1
18 .

ThËt vËy,

ln

n∏

k=1

(
1 − k2

6n3
+

k4

5!n6

)
<

n∑

k=1

(
− k2

6n3
+

k4

5!n6

)

= −n(n + 1)(2n + 1)

36n3
+

n(n + 1)(2n + 1)(3n2 + 3n − 1)

30.5!n6
.

Cuèi cïng, tõ (2) vµ ®Þnh lý kÑp ta cã

lim
n→∞

√
n3n

n!

n∏

k=1

sin
k

n
√

n
= e−

1
18 .

2.5.57. Tr−íc hÕt ta chøng minh an = n+1
2n

an−1 + 1, n ≥ 2. Ta cã

an =

n∑

k=0

1(
n
k

) =

n−1∑

k=0

k!(n − 1 − k)!(n− k)

(n − 1)!n
+ 1

=

n−1∑

k=0

1(
n−1

k

) −
n−1∑

k=0

k

n

(n − 1 − k)!k!

(n − 1)!n
+ 1(1)

= an−1 −
n−1∑

k=0

k

n

1(
n−1

k

) + 1.
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H¬n n÷a,

n−1∑

k=0

k

n

1(
n−1

k

) =
n−1∑

k=0

n − 1 − k

n

1(
n−1

k

) =
n − 1

n
an−1 −

n−1∑

k=0

k

n

1(
n−1

k

)

V× vËy

n − 1

2n
an−1 =

n−1∑

k=0

k

n

1(
n−1

k

) .

Tõ (1), ta ®−îcan = an−1− n−1
2n

an−1 +1 = n+1
2n

an−1 +1. Cho nªn lim
n→∞

an = 2.

2.5.58. NÕu α = 0, hiÓn nhiªn lim
n→∞

an = 0. NÕu α > 0, th× 0 < an <

1 − (n−1)α

nα nªn lim
n→∞

an = 0. B©y giê ta gi¶i trong tr−êng hîp α < 0. Lóc ®ã

an = (−1)n−1(n−α − 1)
(n

2
)−α − 1

)
· . . . ·

((
n

n − 1

)−α

− 1

)
.

V× vËy, nÕu ta chän α = −1, ta ®−îc d·y ph©n k× an = (−1)n−1. NÕu α < −1,
ta ®−îc

((
n

p
)−α − 1)((

n

n − p
)−α − 1) > (

n

p
− 1)(

n

n − p
− 1) = 1

víi 1 ≤ p < n. H¬n n÷a, ( n
n
2
)−α − 1 > 2 − 1 = 1. V× vËy

|an| ≥ (n−α − 1)(
n

n − 1
)−α − 1) −→

n→∞
+∞.

Còng nh− vËy, ta cã nÕu −1 < α < 0, th×

|an| ≤ (n−α − 1)(
n

n − 1
)−α − 1) −→

n→∞
0.

2.5.59. Ta cã (2 +
√

3)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
(
√

3)k2n−k . NÕu nhãm c¸c sè h¹ng lÎ vµ

ch½n víi nhau t−¬ng øng, ta cã thÓ viÕt

(2 +
√

3)n = An +
√

3Bn vµ (2 −
√

3)n = An −
√

3Bn.

Tõ dã lim
n→∞

(An +
√

3Bn) = +∞ vµ lim
n→∞

(An −
√

3Bn) = +∞. V× thÕ

lim
n→∞

√
3Bn

An
= 1.
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V× An lµ c¸c sè nguyªn vµ
√

3Bn

An
< 1, nªn [

√
3Bn] = An − 1 víi n ®ñ lín. Tõ

®ã suy ra

{
√

3Bn} −→
n→∞

1 hoÆc {An +
√

3Bn} = {
√

3Bn} −→
n→∞

1.

2.5.60. D·y {Sn} ®¬n ®iÖu t¨ng. NÕu chóng bÞ chÆn trªn th× sÏ héi tô, vµ do
®ã

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(Sn − Sn−1) = 0.

Gi¶ sö r»ng lim
n→∞

Sn = +∞. Tõ gi¶ thiÕt, Sn+1an+1 + an ≤ Snan + an−1 suy

ra Snan + an−1 ≤ S2a2 + a1. Tõ ®ã

an ≤ an +
an−1

Sn
≤ S2a2 + a1

Sn
.

Cuèi cïng, lim
n→∞

an = 0.

2.5.61. Theo gi¶ thiÕt, víi mäi ε > 0 tån t¹i mét sè nguyªn d−¬ng n0 tho¶
m·n an < εn víi n > n0. Do ®ã

a2
1 + a2

2 + ... + a2
n

n2
=

a2
1 + a2

2 + ... + a2
n0

n2
+

a2
n0+1 + ... + a2

n

n2

≤
a2

1 + a2
2 + ... + a2

n0

n2
+

nε(an0+1 + ... + an)

n2
.

Tõ 2.4.14 vµ 2.4.19,

lim
n→∞

a2
1 + a2

2 + ... + a2
n

n2
≤ ε lim

n→∞

a1 + a2 + ... + an

n
.

§iÒu nµy hiÓn nhiªn suy ra lim
n→∞

a2
1+a2

2+...+a2
n

n2 = 0.

2.5.62. Ta sÏ dïng §Þnh lÝ Toeplitz (xem 2.3.1). §Æt

An = a1 + a2 + ... + an, Bn = b1 + b2 + ... + bn, Cn = c1 + c2 + ... + cn

vµ

dn,k =
an−k+1Bk

a1Bn + a2Bn−1 + ... + anB1

.

B©y giê ta sÏ chøng minh r»ng c¸c sè d−¬ng dn,k tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn (i) vµ
(ii) trong 2.3.1 (còng xem 2.3.3 (a)). Víi k cè ®Þnh,

dn,k ≤ an−k+1

a1 + a2 + ... + an−k+1
−→
n→∞

0.
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Râ rµng
n∑

k=1

dn,k = 1 vµ nhËn thÊy

cn

Cn
=

a1bn + a2bn−1 + ... + anb1

a1Bn + a2Bn−1 + ... + anB1
= dn,1

b1

B1
+ dn,2

b2

B2
+ ... + dn,n

bn

Bn
.

Cuèi cïng, theo §Þnh lÝ Toeplitz, lim
n→∞

cn

Cn
= lim

n→∞
bn

Bn
= 0.

2.5.63. Ta biÕt r»ng x − x2

2
< ln(x + 1) < x − x2

2
+ x3

3
víi x > 0. §Æt

an = (1 + 1
n
)n2

e−n. Do ®ã −1
2

< ln an < −1
2
+ 1

3n
, dÉn ®Õn lim

n→∞
ln an = −1

2
.

VËy giíi h¹n lµ e−
1
2 .

2.5.64. Ta cã an+1 − an > − 1
n2 > − 1

n(n−1)
= − 1

n−1
+ 1

n
víi n > 1. §Æt

bn = an − 1
n−1

. Khi ®ã d·y {bn} ®¬n ®iÖu t¨ng vµ bÞ chÆn trªn; nã héi tô. Tõ
®ã {an} còng héi tô.
2.5.65. Theo gi¶ thiÕt an+1

2n√
2 ≥ an, ta cã

an+12
− 1

2n ≥ an2
− 1

2n−1 .

Tõ ®ã d·y bn = an2
− 1

2n−1 ®¬n ®iÖu t¨ng vµ bÞ chÆn. Do ®ã, nã héi tô. HiÓn
nhiªn, lim

n→∞
bn = lim

n→∞
an.

2.5.66. XÐt a ∈ (l, L). Gi¶ sö ph¶n chøng r»ng a kh«ng ph¶i lµ mét ®iÓm
giíi h¹n cña {an}. Khi ®ã sÏ cã mét l©n cËn cña a chØ chøa h÷u h¹n c¸c phÇn
tö cña d·y. Gi¶ sö ε > 0 lµ sè ®ñ nhá mµ

l < a− ε < a < a + ε < L vµ an 6∈ [a− ε, a + ε] víi n > n1.(?)

Theo gi¶ thiÕt, |an+1 − an| < ε víi n > n2. Theo 2.4.13 (b), ta biÕt r»ng tån
t¹i ank

tho¶ m·n ank
< l + ε < a víi nk > max{n1, n2}. Tõ ®ã ank+1 ≤

ank
+ |ank+1 − ank

| < a + ε. Do ®ã tõ (?), ank+1 < a− ε. V× vËy, theo 2.4.12
(a), L ≤ a− ε < L, m©u thuÉn.

2.5.67. XÐt a ∈ (l, L). Gi¶ sö ph¶n chøng r»ng a kh«ng ph¶i lµ mét ®iÓm
giíi h¹n cña {an}. Khi ®ã sÏ cã mét l©n cËn cña a chØ chøa h÷u h¹n c¸c phÇn
tö cña d·y. Gi¶ sö ε > 0 lµ sè ®ñ nhá mµ

l < a− ε < a < a + ε < L vµ an 6∈ [a − ε, a + ε] víi n > n1.(?)

Theo gi¶ thiÕt,

an − an+1 < αn < ε víi n > n2.(??)

Theo 2.4.13 (a), cã ank
tho¶ m·n ank

> L−ε > a. B©y giê, tõ ?, ank+1 > a+ε
víi nk > max{n1, n2}. Do ®ã tõ 2.4.12 (c), l ≥ a + ε > a > l, m©u thuÉn.
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2.5.68. Ta sÏ sö dông kÕt qu¶ ®−îc chøng minh ë bµi to¸n trªn. Tõ tÝnh ®¬n
®iÖu cña {an},

an+1

n + 1 + an+1
− an

n + an
≥ −an

(n + 1 + an+1)(n + an)
≥ −1

n
.

Do ®ã, theo kÕt qu¶ cña bµi to¸n trªn, tËp hîp c¸c ®iÓm giíi h¹n cña d·y ®· cho
lµ ®o¹n [l, L], trong ®ã

l = lim
n→∞

n

n + an
vµL = lim

n→∞

n

n + an
.

2.5.69. Chó ý r»ng

∣∣∣∣a2n+1 −
1

3

∣∣∣∣ =
1

2

∣∣∣∣a2n − 2

3

∣∣∣∣ =
1

2

∣∣∣∣
1 + a2n−1

2
− 2

3

∣∣∣∣ =
1

4

∣∣∣∣a2n−1 −
1

3

∣∣∣∣ .

KÐo theo d·y cã hai ®iÓm giíi h¹n lµ: 1
3
vµ 2

3
.

2.5.70. Ta biÕt r»ng, theo 1.1.14, víi bÊt k× sè nguyªn d−¬ng n tån tai mét sè
nguyªn d−¬ng qn vµ mét sè nguyªn pn tho¶ m·n

∣∣∣∣2π − pn

qn

∣∣∣∣ <
1

q2
n

.

Do ®ã |pn| < (2π + 1)qn, vµ v× thÕ,

|
√
|pn| sin pn| = |

√
|pn| sin(2πqn − pn)| ≤

∣∣∣∣
√

|pn| sin
1

qn

∣∣∣∣ ≤
√

2π + 1
√

qn

.

V× d·y {qn} kh«ng bÞ chÆn, nã chøa mét d·y con ph©n k× ra v« cïng. Do ®ã 0
lµ mét ®iÓm giíi h¹n cña {an}.

2.5.71. Ta sÏ chøng minh cã mét d·y con {ank
} tho¶ m·n

(
nk(a1 + ank+1)

(nk + 1)ank

)nk

≥ 1.

Gi¶ sö r»ng ®iÒu kiÖn trªn kh«ng ®óng. Khi ®ã tån t¹i n0 tho¶ m·n

n(a1 + an+1)

(n + 1)an
< 1 n ≥ n0.
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Tõ ®ã a1

n+1
+ an+1

n+1
< an

n
víi n ≥ n0. Do ®ã

an

n
− an−1

n − 1
< −a1

n
,

an−1

n − 1
− an−2

n − 2
< − a1

n − 2
,

...
an0+1

n0 + 1
− an0

n0
< − a1

n0 + 1
.

LÊy tæng tÊt c¶ c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn, ta ®−îc

an

n
<

an0

n0
− a1

(
1

n0 + 1
+ ... +

1

n

)
.

Do ®ã, theo 2.2.50 (c), lim
n→∞

an

n
= −∞, v« lÝ v× an > 0.

2.5.72. B»ng c¸ch lµm t−¬ng tù nh− bµi to¸n trªn, ta chøng minh tån t¹i mét
d·y con {ank

} tho¶ m·n
(

nk(a1 + ank+p)

(nk + p)ank

)nk

≥ 1.

2.5.73. Gi¶ sö ph¶n chøng kÕt luËn trong bµi to¸n kh«ng ®óng. Khi ®ã tån

t¹i mét sè n0 tho¶ m·n víi n ≥ n0, n
(

1+an+1

an
− 1
)

< 1. BÊt ®¼ng thøc cuèi

cïng cã thÓ viÕt l¹i d−íi d¹ng 1
n+1

< an

n
− an+1

n+1
. §iÒu nµy dÉn tíi (xem lêi gi¶i

cña 2.5.71)
1

n0 + 1
+ ... +

1

n
<

an0

n0
− an

n
.

V× lim
n→∞

an

n
= −∞, m©u thuÉn víi tÝnh chÊt {an} lµ d·y d−¬ng.

§Ó chøng minh 1 lµ h»ng sè cã thÓ tèt nhÊt, lÊy an = n ln n. Khi ®ã

lim
n→∞

(
n

1 + (n + 1) ln(n + 1)

n lnn
− n

)

= lim
n→∞

1 + (n + 1) ln(n + 1) − n lnn

lnn

= lim
n→∞

1 + ln(n + 1) + ln
(
1 + 1

n

)n

lnn
= 1.



226 Ch−¬ng 2. D·y sè thùc

2.5.74. Chó ý r»ng a2
n = 1 + an−1 vµ a1 = 1. Râ rµng, d·y t¨ng thùc sù.

Ta sÏ chøng minh d·y bÞ chÆn trªn bëi 1
2
(1 +

√
5) b»ng ph−¬ng ph¸p quy n¹p.

ThËt vËy, nÕu an−1 < 1
2
(1 +

√
5), th× a2

n = 1 + an−1 < 3
2

+ 1
2

√
5. V× vËy

an <
√

3
2

+ 1
2

√
5 = 1

2
+ 1

2

√
5, vµ {an} héi tô tíi 1

2
(1 +

√
5).

2.5.75. [20] HiÓn nhiªn d·y {bn} t¨ng thùc sù. Tr−íc hÕt gi¶ sö r»ng α < ln 2.
Khi ®ã, theo gi¶ thiÕt, cã n0 ∈ N tho¶ m·n ln(ln an) < n ln 2 nÕu n ≥ n0;
hoÆc, t−¬ng t−¬ng, an < e2n

nÕu n ≥ n0. Ta cã

bn =

√
a1 + ... +

√
an0 + ... +

√
an

≤

√

a1 + ... +

√
an0−1 +

√
e2n0 + ... +

√
e2n

≤

√

a1 + ... +

√
an0−1 + e2n0

√
1 + ... +

√
1.

Theo bµi tr−íc,

bn ≤

√√√√
a1 + ... +

√

an0−1 + e2n0
1 +

√
5

2
.

§iÒu nµy cã ngi· lµ {bn} bÞ chÆn trªn vµ héi tô. Gi¶ sö α > ln 2. Theo gi¶ thiÕt,
víi ε > 0 cho tr−íc, tån t¹i n0 tho¶ m·n ln(lnan) > n(α + ε) víi n ≥ n0. §Æt
α + ε = lnβ, ta cã an > eβn

víi n ≥ n0, trong ®ã β > 2. Do ®ã

bn =

√

a1 +

√
a2 + ... +

√
an0 + ... +

√
an

>

√
a1 + ... +

√
an0−1 + e

βn

2n−n0+1 > e(β
2
)n

.

Trong tr−êng hîp nµy, d·y {bn} ph©n k× ra v« cïng. Chó ý r»ng, nÕu 0 < an ≤
1, th× mÆc dï ln ln an kh«ng x¸c ®Þnh, d·y {bn} ®¬n ®iÖu t¨ng vµ bÞ chÆn trªn
bëi 1+

√
5

2
, nªn nã héi tô.

2.5.76. [20] Theo gi¶ thiÕt 0 ≤ an ≤ na1 nªn d·y {an

n
} bÞ chÆn. KÝ hiÖu L

lµ giíi h¹n trªn cña nã. Khi ®ã cã mét d·y {mk} cña c¸c sè nguyªn d−¬ng tho¶



2.5. C¸c bµi to¸n hçn hîp 227

m·n lim
n→∞

amk

mk
= L. Víi n ∈ N cè ®Þnh tuú ý, ta cã thÓ viÕt mk = nlk + rk,

trong ®ã rk ∈ {0, 1, ..., n− 1}. Do ®ã, theo gi¶ thiÕt, amk
≤ lkan + ark

. Tõ ®ã

amk

mk

≤ lk
nlk + rk

an +
ark

mk

.

Cho k → ∞, ta ®−îc

L ≤ an

n
,(?)

dÉn tíi
lim
n→∞

an

n
≤ lim

n→∞

an

n
.

VËy {an

n
} héi tô.

2.5.77. C¸ch lµm t−¬ng tù nh− bµi to¸n trªn.

2.5.78. [20] D·y {an +1} vµ {1−an} tho¶ m·n gi¶ thiÕt cña Bµi to¸n 2.5.76.
Tõ ®ã lim

n→∞
an+1

n
vµ lim

n→∞
1−an

n
tån t¹i vµ h÷u h¹n.

(a) Theo trªn, lim
n→∞

an+1
n

= g vµ lim
n→∞

an

n
= g.

(b) C¸c bÊt ®¼ng thøc lµ hÖ qu¶ trùc tiÕp tõ (?) trong lêi gi¶i bµi 2.5.76.

2.5.79. Ta sÏ chøng minh d·y {an

n
} héi tô tíi A = sup{an

n
: n ∈ N}. Gi¶ sö

p lµ mét sè nguyªn d−¬ng cè ®Þnh tuú ý. Khi ®ã

an

n
=

apln+rn

pln + rn
≥ apln

pln + rn
,

trong ®ã rn ∈ {0, 1, ..., p− 1}. Do vËy, theo gi¶ thiÕt, lim
n→∞

an

n
≥ ap

p
. §iÒu nµy

dÉn ®Õn lim
n→∞

an

n
≥ lim

p→∞
ap

p
. VËy d·y {an

n
} héi tô. H¬n n÷a, am.n

mn
≥ an

n
nªn

A ≥ lim
n→∞

an

n
≥ lim

p→∞

ap

p
= inf

p
sup
l≥p

al

l

inf
p

sup
m∈N

ap.m

pm
≥ inf

p
sup
m

am

m
= A.

2.5.80. Tr−íc hÕt ta chøng minh tÝnh bÞ chÆn cña d·y ®· cho. ThËt vËy, nÕu
1
a
≤ an, an+1 ≤ a, th× 1

a
≤ an+2 = 2

an+an+1
≤ a. Do ®ã, theo nguyªn lÝ ®−îc

ph¸t biÓu më ®Çu trong lêi gi¶i cña Bµi to¸n 2.1.10. d·y {an} bÞ chÆn. §Æt

l = lim
n→∞

an, L = lim
p→∞

an.
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Víi mét sè ε > 0 cè ®Þnh tuú ý tån t¹i n1, n2 ∈ N tho¶ m·n

an < L + ε n > n1,(i)

an > l − ε n > n2.(ii)

Tõ (i), an+2 = 2
an+an+1

> 1
L+ε

, n > n1, v× ε d−¬ng cã thÓ nhá tuú ý, ta thu

®−îc l ≥ 1
L
. B»ng c¸ch t−¬ng tù ta cã L ≤ 1

l
. Do ®ã l = 1

L
. Gi¶ sö {nk} lµ d·y

c¸c sè nguyªn d−¬ng tho¶ m·n lim
k→∞

ank+2 = L. Ta cã thÓ gi¶ sö r»ng c¸c d·y

ank+1, ank
vµ ank−1 héi tô tíi l1, l2 vµ l3, t−¬ng øng. Thùc ra, nÕu kh¸c, ta cã

thÓ chän d·y con tho¶ m·n. Theo ®Þnh nghÜa cña {an},

l1 + l2 =
2

L
= 2l vµ l2 + l3 =

2

l1
,

vµ tõ l ≤ l1, l2, l3 ≤ L, ta ®−îc l1 = l2 = l vµ l2 = l3 = L. Tõ ®ã l = L. §iÒu
nµy vµ ®¼ng thøc l = 1

L
dÉn ®Õn d·y {an} héi tô tíi 1.

2.5.81. V× 0 < a1 ≤ b1, tån t¹i ϕ ∈ [0, π
2
) tho¶ m·n a1 = b1 cos ϕ. B©y giê

ta cã thÓ chøng minh b»ng quy n¹p r»ng, víi ϕ 6= 0,

an+1 =
b1 sinϕ

2n tan ϕ
2n

vµ bn+1 =
b1 sinϕ

2n sin ϕ
2n

, n ∈ N.

V× vËy lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = b1 sinϕ
ϕ

. NÕu ϕ = 0, tøc lµ a1 = b1, th× c¸c d·y ®·

cho {an} vµ {bn} lµ h»ng sè.
2.5.82. [18] Theo gi¶ thiÕt,

ak,n

bk,n
= 1 + εk,n, trong ®ã εk,n dÇn tíi 0, ®Òu ®èi

víi k. Do ®ã
n∑

k=1

ak,n =
n∑

k=1

bk,n +
n∑

k=1

εk,nbk,n.(?)

Tõ lim
n→∞

n∑
k=1

bk,n tån t¹i, cã mét sè M > 0 tho¶ m·n

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

bk,n

∣∣∣∣∣ ≤ M, n ∈ N.

H¬n n÷a, víi bÊt k× ε > 0, |εk,n| < ε
M
víi k = 1, 2, ..., n, n ®ñ lín. Do ®ã,∣∣∣∣

n∑
k=1

εk,nbk,n

∣∣∣∣ ≤ ε. NghÜa lµ lim
n→∞

n∑
k=1

εk,nbk,n = 0. VËy, tõ (?),

lim
n→∞

n∑

k=1

ak,n = lim
n→∞

n∑

k=1

bk,n.
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2.5.83. Ta cã
sin (2k−1)a

n2

(2k−1)a
n2

−→
n→∞

1 ®Òu ®èi víi k.

Do ®ã, theo bµi tr−íc,

lim
n→∞

n∑

k=1

sin
(2k − 1)a

n2
= lim

n→∞

n∑

k=1

(2k − 1)a

n2
= a.

2.5.84. Tõ bµi 2.5.5, nÕu d·y {xn} héi tô tíi 0, th× axn−1
xn lna

−→
n→∞

1. §iÒu nµy

dÉn tíi
a− k

n2 − 1
k
n2 ln a

−→
n→∞

1.

®Òu ®èi víi k. B©y giê, dïng Bµi to¸n 2.5.82 ta ®−îc

lim
n→∞

n∑

k=1

(a
k

n2 − 1) = lim
n→∞

ln a
n∑

k=1

k

n2
=

1

2
ln a.

2.5.85. NÕu {xn}lµ mét d·y d−¬ng héi tô tíi 0, th×, theo Bµi to¸n 2.5.3,
ln(1+xn)

xn
−→
n→∞

1. Theo 2.5.82, ta cã

lim
n→∞

n∑

k=1

ln

(
1 +

k

n2

)
= lim

n→∞

n∑

k=1

k

n2
=

1

2
.

V× vËy lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 + k

n2

)
= e

1
2 .

2.5.86. Ta cã thÓ chøng tá r»ng nÕu {xn} lµ d·y d−¬ng héi tô tíi 0 th×

(1 + xn)
1
p − 1

1
p
xn

−→
n→∞

1.(∗)

§Æt

ck,n =
kq−1

np
, k = 1, 2, ..., n.

Khi ®ã ck,n ≤ max{ 1
n
, 1

nq }, vµ v× vËy {ck,n} héi tô tíi 0 ®Òu ®èi víi k. Khi ®Æt

ak,n = (1 + ck,n)
1
p − 1 vµ bk,n = 1

p
ck,n, råi sö dông 2.5.82 ta nhËn ®−îc

lim
n→∞

n∑

k=1

((
1 +

kq−1

nq

) 1
p − 1

)
=

1

p
lim

n→∞

n∑

k=1

kq−1

nq
.
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Theo ®Þnh lý Stolz (xem 2.3.11)

lim
n→∞

n∑

k=1

kq−1

nq
= lim

n→∞

nq−1

nq − (n − 1)q
= lim

n→∞

nq−1

nq − nq
(
1 − 1

n

)q

= lim
n→∞

nq−1

nq − nq
(
1 − q 1

n
+ q(q−1)

2
1
n2 − · · ·

) =
1

q
.

2.5.87. §Æt an = a(a+d)···(a+nd)
b(b+d)···(b+nd)

. Khi ®ã

an =
a

b

(
1 + d

a

)
· · ·
(
1 + nd

a

)
(
1 + d

a
+
(

b
a
− 1
)) (

1 + 2d
a

+
(

b
a
− 1
))

· · ·
(
1 + nd

a
+
(

b
a
− 1
))

.

B©y giê ®Æt x = b
a
− 1, khi ®ã víi x > 0 vµ

an =
a

b

1(
1 + x

1+ d
a

)(
1 + x

1+2 d
a

)
· · ·
(
1 + x

1+n d
a

) .

V×
x

1 + d
a

+ · · · + x

1 + nd
a

<

(
1 +

x

1 + d
a

)
· · ·
(

1 +
x

1 + nd
a

)
,

ta cã
an <

a

bx
(

1
1+ d

a

+ 1
1+2 d

a

+ · · · + 1
1+n d

a

) .

Do ®ã lim
n→∞

an = 0 v×

lim
n→∞

(
1

1 + d
a

+
1

1 + 2d
a

+ · · · + 1

1 + nd
a

)
= +∞.



Ch−¬ng 3

Chuçi sè thùc

3.1 Tæng cña chuçi

3.1.1.

(a) Ta cã a1 = S1 = 2, an = Sn − Sn−1 = − 1
n(n−1)

, n > 1. Do ®ã, chuçi

cÇn t×m lµ 2 −
∞∑

n=2

1
n(n−1)

vµ tæng cña nã lµ S = lim
n→∞

Sn = 1.

(b) an = 1
2n ,

∞∑
n=1

1
2n+1 = 1.

(c) V× an = arctan n − arctan(n − 1) nªn tan an = 1
n2−n+1

. Do ®ã an =

arctan 1
n2−n+1

vµ
∞∑

n=1

arctan 1
n2−n+1

= π
2
.

(d) a1 = −1, an = (−1)n 2n−1
n(n−1)

víi n > 1. Tæng cña chuçi lµ

−1 +
∞∑

n=2

(−1)n 2n − 1

n(n − 1)
= 0.

3.1.2.

(a) Ta cã an = 1
n2 − 1

(n+1)2
. Do ®ã Sn = 1 − 1

(n+1)2
vµ S = lim

n→∞
Sn = 1.

(b) T−¬ng tù, an = 1
8

(
1

(2n−1)2
− 1

(2n+1)2

)
. Suy ra Sn = 1

8

(
1 − 1

(2n+1)2

)
vµ

S = lim
n→∞

Sn = 1
8
.

231
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(c) an =
√

n√
n+1

−
√

n−1√
n
. Do ®ã Sn =

√
n√

n+1
vµ S = lim

n→∞
Sn = 1.

(d) an = 1
2

(
1

2n−1
− 1

2n+1

)
. Do ®ã S = lim

n→∞
Sn = 1

2
.

(e) an =
√

n+1−
√

n√
n(n+1)

= 1√
n
− 1√

n+1
, S = lim

n→∞
Sn = 1.

3.1.3.

(a) Ta cã

Sn = ln1 − ln 4 + ln 2 + ln 4 − ln 1 − ln 7 + ln 3 + ln 7 − ln 2

− ln 10 + ... + lnn + ln(3n − 2) − ln(n − 1) − ln(3n + 1)

+ ln(n + 1) + ln(3n + 1) − lnn − ln(3n + 4) = ln
n + 1

3n + 4
.

Do ®ã S = ln 1
3
.

(b) S = ln 2.

3.1.4.

(a) Ta cã

an =
1

n(n + 1)...(n + m)

=
1

m

(
1

n(n + 1)...(n + m − 1)
− 1

(n + 1)(n + 2)...(n + m)

)
.

Do ®ã Sn = 1
m

(
1

1.2....m
− 1

(n+1)(n+2)...(n+m)

)
vµ S = 1

mm!
.

(b) an = 1
m

(
1
n
− 1

n+m

)
, S = 1

m

(
1 + 1

2
+ ... + 1

m

)
.

(c) Ta cã

n2

(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)
=

2

(n + 1)(n + 2)
− 1

(n + 3)(n + 4)

− 11

2

(
1

(n + 1)(n + 3)
− 1

(n + 2)(n + 4)

)

+
11

4

(
1

(n + 1)(n + 4)
− 1

(n + 2)(n + 3)

)
.

¸p dông c©u (b) thu ®−îc S = 5
36

.
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3.1.5.

(a) Víi n ≥ 5, ta cã

Sn = sin
π

720
+ sin

π

360
+ sin

π

120
+ sin

π

60
+ sin

π

30
+ sin

π

6
.

(b) Chó ý r»ng 0 ≤ lnn
n−ln n

< 1, n ∈ N. Do ®ã S = 0.

3.1.6. Tõ an = sin 1
2n+1 cos 3

2n+1 = 1
2
(sin 1

2n−1 − sin 1
2n ), suy ra S = 1

2
sin 1.

3.1.7. Chó ý r»ng

1

n!(n4 + n2 + 1)

=
1

2

(
n

(n + 1)!((n + 1)n + 1)
− n − 1

n!(n(n − 1) + 1)
+

1

(n + 1)!

)
.

Do ®ã

Sn =
1

2

(
n

(n + 1)!((n + 1)n + 1)
+ 1 +

n∑

k=0

1

(k + 1)!

)
.

¸p dông bµi 2.5.6 thu ®−îc S = lim
n→∞

Sn = 1
2
e.

3.1.8. Víi n > 1 ta cã a1 = 1
3
vµ

an =
1

2

(2n + 1) − 1

3.5...(2n + 1)

=
1

2

(
1

3.5...(2n− 1)
− 1

3.5...(2n + 1)

)
.

Do ®ã

Sn =
1

3
+

1

2

(
1

3
− 1

3.5...(2n + 1)

)

vµ S = lim
n→∞

Sn = 1
2
.

3.1.9. Lµm t−¬ng tù nh− bµi trªn, ta cã víi n > 1 th×

an

(a1 + 1)(a2 + 1)...(an + 1)
=

an + 1 − 1

(a1 + 1)(a2 + 1)...(an + 1)

=
1

(a1 + 1)(a2 + 1)...(an−1 + 1)
− 1

(a1 + 1)(a2 + 1)...(an + 1)

Do ®ã Sn = 1 − 1
(a1+1)(a2+1)...(an+1)

.



234 Ch−¬ng 3. Chuçi sè thùc

3.1.10.

(a) Trong bµi trªn nÕu chän an = n− 1 th× suy ra g = +∞. Do ®ã tæng cÇn
tÝnh b»ng 1.

(b) T−¬ng tù, an = 2n − 1, g = +∞, tæng cÇn tÝnh b»ng 1.

(c) §Æt an = − 1
n2 . Khi ®ã

lim
n→∞

((a2 + 1)(a3 + 1)...(an + 1))

= lim
n→∞

(2 − 1)(2 + 1)

22

(3 − 1)(3 + 1)

32
...

(n− 1)(n + 1)

n2
=

1

2
.

Tõ bµi 3.1.9 suy ra tæng cÇn tÝnh b»ng 1.

3.1.11. Tõ ®Þnh nghÜa suy ra {an} lµ d·y ®¬n ®iÖu t¨ng tíi v« cïng. H¬n n÷a,
ta cã thÓ chøng minh r»ng a2

n − 4 = a2
1a

2
2...a

2
n−1(a

2
1 − 4) b»ng quy n¹p. Do ®ã

lim
n→∞

an

a1a2...an−1
=
√

a2
1 − 4.(1)

MÆt kh¸c, víi n > 1 th×

1

a1a2...an

=
1

2

(
an

a1a2...an−1

− an+1

a1a2...an

)
.

Tõ ®ã vµ tõ (1) suy ra tæng cña chuçi lµ

1

a1
+

1

2

a2

a1
− 1

2

√
a2

1 − 4 =
a1 −

√
a2

1 − 4

2
.

3.1.12. Ta cã

1

b
=

1!

b − 2
− 2!

(b − 2)b
,

2!

b(b + 1)
=

2!

(b − 2)b
− 3!

(b − 2)b(b + 1)
,

...

n!

b(b + 1)...(b + n − 1)
=

n!

(b − 2)b(b + 1)...(b + n − 2)

− (n + 1)!

(b− 2)b(b + 1)...(b + n − 1)
.
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LÊy tæng theo vÕ c¸c ®¼ng thøc trªn thu ®−îc

Sn =
1

b − 2
− (n + 1)!

(b − 2)b(b + 1)...(b + n − 1)
.

Tõ bµi 2.5.87 suy ra S = lim
n→∞

Sn = 1
b−2

.

3.1.13. Víi n = 0, 1, ..., ®Æt an = a(a+1)...(a+n)
b(b+1)...(b+n)

, An = an(a + n + 1). Khi

®ã An−1 − An = an(b − a − 1), n = 0, 1, ..., trong ®ã A−1 = a vµ a−1 = 1.
LÊy tæng theo vÕ c¸c ®¼ng thøc trªn tõ n = 0 ®Õn n = N thu ®−îc

a − AN = A−1 − AN = (b − a− 1)
N∑

n=0

an = (b− a − 1)SN+1,

Do ®ã

(b − a − 1)SN+1 = a

(
1 − (a + 1)...(a + N + 1)

b(b + 1)...(b + N)

)
.

Sö dông kÕt qu¶ bµi 2.5.87, suy ra lim
N→∞

SN+1 = a
b−a−1

.

3.1.14. Tõ bµi trªn ta cã

1 +
∞∑

n=1

a(a + 1)...(a + n − 1)

b(b + 1)...(b + n − 1)
= 1 +

a

b − a − 1
=

b− 1

b − a − 1
.(∗)

Trong (∗), thay a bëi a + 1 thu ®−îc

1 +
∞∑

n=1

(a + 1)...(a + n)

b(b + 1)...(b + n − 1)
=

b − 1

b − a − 2
.(∗∗)

LÊy (∗∗) trõ ®i (∗) ®−îc
∞∑

n=1

n
(a + 1)...(a + n − 1)

b(b + 1)...(b + n − 1)

=
b − 1

b − a − 2
− b − 1

b − a− 1
=

b− 1

(b − a− 1)(b − a − 2)
.

3.1.15. §Æt An = a1a2...an

(a2+b)(a3+b)...(an+1+b)
vµ Sn =

n∑
k=1

Ak. Khi ®ã
Ak

Ak−1
=

ak

ak+1+b
, hay t−¬ng ®−¬ng víi Akak+1 + Akb = Ak−1ak. LÊy tæng theo vÕ c¸c

®¼ng thøc trªn tõ k = 2 ®Õn k = n thu ®−îc

Anan+1 + Snb − A1b = A1a2.(∗)
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MÆt kh¸c

0 < Anan+1 = a1
a2a3...an+1

(a2 + b)(a3 + b)...(an+1 + b)

= a1
1(

1 + b
a2

)(
1 + b

a3

)
...
(
1 + b

an+1

) .

Tõ bµi 1.2.1, suy ra

0 < Anan+1 <
a1

b
n+1∑
k=2

1
ak

.

Chøng tá lim
n→∞

Anan+1 = 0 vµ tõ (∗) ta cã

lim
n→∞

Sn =
A1(b + a2)

b
=

a1

b
.

3.1.16. Tõ c«ng thøc l−îng gi¸c 4 cos3 x = cos 3x + 3 cos x, ta cã

4 cos3 x = cos 3x + 3 cos x,

4 cos3 3x = cos 32x + 3 cos 3x,

4 cos3 32x = cos 33x + 3 cos 32x,

...

4 cos3 3nx = cos 3n+1x + 3 cos 3nx.

Nh©n lÇn l−ît c¸c ®¼ng thøc trªn víi 1,−1
3
, 1

32 , ..., (−1)n 1
3n sau ®ã céng l¹i sÏ

®−îc

4Sn = 3 cos x + (−1)n 1

3n
cos 3n+1x.

Do ®ã S = lim
n→∞

Sn = 3
4
cos x.

3.1.17.

(a) Tõ gi¶ thiÕt, ta cã

f(x) = af(bx) + cg(x),

af(bx) = a2f(b2x) + acg(bx),

a2f(b2x) = a3f(b3x) + ca2g(b2x),

...

an−1f(bn−1x) = anf(bnx) + an−1cg(bn−1x).
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Do ®ã f(x) = anf(bnx) + c (g(x) + ag(bx) + ... + an−1g(bn−1x)) . Tõ

gi¶ thiÕt lim
n→∞

anf(bnx) = L(x) suy ra
∞∑

n=0

ang(bnx) = f(x)−L(x)
c

.

(b) T−¬ng tù c©u (a), ta cã

f(x) = af(bx) + cg(x),

a−1f(b−1x) = f(x) + a−1cg(b−1x),

a−2f(b−2x) = a−1f(b−1x) + ca−2g(b−2x),

...

a−nf(b−nx) = a1−nf(b1−nx) + a−ncg(b−nx).

Tõ ®ã suy ra

af(bx) = a−nf(b−nx) − c
(
g(x) + a−1g(b−1x) + ... + a−ng(b−nx)

)
.

Do ®ã
∞∑

n=0

1

an
g(

x

bn
) =

M(x) − af(bx)

c
.

3.1.18. ¸p dông bµi trªn víi f(x) = sinx, g(x) = sin3 x
3
, a = 3, b =

1
3
, c = −4. DÔ thÊy L(x) = lim

n→∞
3n sin x

3n = x, M(x) = lim
n→∞

3−n sin 3nx =

0.

3.1.19. ¸p dông bµi 3.1.17 víi f(x) = cot x, g(x) = tan x, a = 2, b =
2, c = 1 vµ

M(x) = lim
n→∞

1

2n
cot

x

2n
=

1

x
.

3.1.20. ¸p dông bµi 3.1.17 víi

f(x) = arctan x, g(x) = arctan
(1 − b)x

1 + bx2
, a = c = 1,

vµ sö dông c«ng thøc

lim
n→∞

arctan(bnx) =

{
0 víi 0 < b < 1,
π
2

sgn x víi b > 1.

3.1.21. Tõ an+1 = an + an−1 ta cã an+1an = a2
n + an−1an víi n ≥ 1. LÊy

tæng theo vÕ c¸c ®¼ng thøc ®ã thu ®−îc

Sn = anan+1, n ≥ 0.(∗)
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Cã thÓ chøng minh b»ng quy n¹p c¸c ®¼ng thøc sau:

an =
1√
5



(

1 +
√

5

2

)n+1

−
(

1 −
√

5

2

)n+1

 , n ≥ 0,(i)

an−1an+1 − a2
n = (−1)n+1, n ≥ 1.(ii)

KÕt hîp (∗) víi (ii) ®−îc

S̃n =
n∑

k=0

(−1)k

Sk
=

n∑

k=0

(−1)k

akak+1
= 1 −

n∑

k=1

ak−1ak+1 − a2
k

akak+1

= 1 −
n∑

k=1

(
ak−1

ak
− ak

ak+1

)
=

an

an+1
.

Tõ (i) ta cã

lim
n→∞

an

an+1
= lim

n→∞

1√
5

((
1+

√
5

2

)n+1

−
(

1−
√

5
2

)n+1
)

1√
5

((
1+

√
5

2

)n+2

−
(

1−
√

5
2

)n+2
)

=
2

1 +
√

5
.

(iii)

Do ®ã
∞∑

n=0

(−1)n

Sn
= 2

1+
√

5
.

3.1.22. DÔ dµng kiÓm tra r»ng

(−1)n+1 = an+1an+2 − anan+3, n ≥ 0.(∗)

Do ®ã

Sn =
n∑

k=0

(−1)k

akak+2
= −

n∑

k=0

ak+1ak+2 − akak+3

akak+2

= −
n∑

k=0

(
ak+1

ak
− ak+3

ak+2

)
= −3 +

an+2

an+1
+

an+3

an+2
.

Tõ (iii) trong bµi trªn suy ra lim
n→∞

Sn =
√

5 − 2.
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3.1.23. Sö dông ®¼ng thøc (∗) trong bµi trªn, ta cã

arctan
1

a2n+1
− arctan

1

a2n+2
= arctan

a2n+2 − a2n+1

a2n+1a2n+2 + 1

= arctan
a2n

a2na2n+3
= arctan

1

a2n+3
.

LÊy tæng theo vÕ c¸c ®¼ng thøc trªn thu ®−îc

arctan
1

a1
=

n+1∑

k=1

arctan
1

a2k
+ arctan

1

a2n+3
.

Do ®ã
∞∑

n=1

arctan 1
a2n

= π
4
.

3.1.24.

(a) Víi nhËn xÐt r»ng arctan 2
n2 = arctan 1

n−1
− arctan 1

n+1
, n > 1, ta cã

kÕt luËn
∞∑

n=1

arctan 2
n2 = arctan 2 + arctan 1 + arctan 1

2
= 3

4
π.

(b) Víi n ∈ N, arctan 1
n2+n+1

= arctan 1
n
− arctan 1

n+1
. Tõ ®ã suy ra r»ng

∞∑
n=1

arctan 1
n2+n+1

= arctan 1 = 1
4
π.

(c) Víi n > 1, arctan 8n
n4−2n2+5

= arctan 2
(n−1)2

− arctan 2
(n+1)2

, do ®ã

∞∑

n=1

arctan
8n

n4 − 2n2 + 5
= arctan 2 + arctan 2 + arctan

1

2

=
1

2
π + arctan 2.

3.1.25. Sö dông c«ng thøc l−îng gi¸c

arctan x − arctan y = arctan
x − y

1 + xy

dÔ dµng chøng minh bµi to¸n. Chó ý r»ng c¸c kÕt qu¶ trong bµi 3.1.24 chØ lµ
tr−êng hîp riªng cña bµi to¸n nµy.
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3.1.26. Gi¶ sö chuçi
∞∑

n=1

bn lµ mét ho¸n vÞ cña chuçi
∞∑

n=1

an. §Æt Sn =

a1 + a2 + ... + an, S′
n = b1 + b2 + ... + bn vµ S = lim

n→∞
Sn. Râ rµng S ′

n ≤ S.

Do ®ã d·y {S ′
n} héi tô tíi giíi h¹n S ′ ≤ S. T−¬ng tù ta còng cã S ≤ S′. Chøng

tá chuçi
∞∑

n=1

bn héi tô vµ cã cïng tæng víi chuçi
∞∑

n=1

an.

3.1.27. V×

S2n =
2n∑

k=1

1

k2
=

n∑

k=1

1

(2k)2
+

n∑

k=1

1

(2k − 1)2

vµ lim
n→∞

S2n+1 = lim
n→∞

S2n nªn suy ra

∞∑

n=1

1

n2
=

∞∑

n=1

1

(2n − 1)2
+

1

22

∞∑

n=1

1

n2
.

3.1.28. [A. M. Yaglom vµ I. M. Yaglom, Uspehi Mathem. Nauk (N>S.) 8(1953)
sè 5(57), trang 181-187 (tiÕng Nga)]

(a) NÕu 0 < x < π
2
th× sin x < x < tan x nªn khi ®ã cot2 x < 1

x2 <
1 + cot2 x. Chän x = kπ

2m+1
víi k = 1, 2, ...,m, sau ®ã lÊy tæng tõ k = 1

®Õn k = m thu ®−îc

m∑

k=1

cot2 kπ

2m + 1
<

(2m + 1)2

π2

m∑

k=1

1

k2
< m +

m∑

k=1

cot2 kπ

2m + 1
.(i)

B©y giê ta sÏ chøng minh r»ng

m∑

k=1

cot2 kπ

2m + 1
=

m(2m − 1)

3
.(ii)

Víi 0 < t < π
2
, theo c«ng thøc De Moivre ta cã

cos nt + i sinnt = (cos t + i sin t)n = sinn t(cot t + i)n

= sinn t
n∑

k=0

(
n

k

)
ik cotn−k t.

Chän n = 2m + 1, ®ång nhÊt phÇn ¶o cña ®¼ng thøc trªn thu ®−îc

sin(2m + 1)t = sin2m+1 tPm(cot2 t),(iii)
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trong ®ã

Pm(x) =

(
2m + 1

1

)
xm −

(
2m + 1

3

)
xm−1 + ...± 1.(iv)

Trong (iii) thay t = kπ
2m+1

suy ra Pm(cot2 kπ
2m+1

) = 0. Do ®ã xk =

cot2 kπ
2m+1

, k = 1, 2, ...,m lµ c¸c nghiÖm cña ®a thøc Pm vµ tæng cña
chóng lµ

m∑

k=1

cot2 kπ

2m + 1
=

(
2m+1

3

)
(
2m+1

1

) =
m(2m − 1)

3
.(v)

Tõ (i) vµ (ii) suy ra

m(2m − 1)

3
<

(2m + 1)2

π2

m∑

k=1

1

k2
< m +

m(2m − 1)

3
.

Nh©n bÊt ®¼ng thøc trªn víi π2

(2m+1)2
vµ cho m → ∞ thu ®−îc (a).

(b) Chó ý r»ng
m∑

i,j=1
i6=j

xixj = 2

(
2m+1

5

)
(

2m+1
1

),

trong ®ã xk, k = 1, 2, ...,m lµ c¸c nghiÖm cña ®a thøc (iv). Tõ ®ã vµ tõ
(v) suy ra

m∑

k=1

cot4 kπ

2m + 1

=

(
m(2m − 1)

3

)2

− 2
2m(2m − 1)(2m − 2)(2m − 3)

5!

=
m(2m − 1)(4m2 + 10m − 9)

45
.

MÆt kh¸c, tõ bÊt ®¼ng thøc cot2 x < 1
x2 < 1 + cot2 x (xem (a)) ta cã

cot4 x < 1
x4 < 1 + 2 cot2 x + cot4 x víi 0 < x < π

2
. Do ®ã

m(2m − 1)(4m2 + 10m − 9)

45
<

(2m + 1)4

π4

m∑

k=1

1

k4

< m + 2m
2m − 1

3
+

m(2m− 1)(4m2 + 10m − 9)

45
.
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VËy ta ®· chøng minh ®−îc (b).

Chó ý. Ta cã thÓ ¸p dông ph−¬ng ph¸p trªn ®Ó tÝnh tæng cña chuçi
∞∑

n=1

1
n2k , k ∈ N.

(c) Tõ c«ng thøc De Moivre cã thÓ chøng minh r»ng víi m = 4n, n ∈ N th×

cosmt = cosm t −
(

m

2

)
cosm−2 t sin2 t + ... + sinm t,

sinmt =

(
m

1

)
cosm−1 t sin t + ...−

(
m

m − 1

)
cos t sinm−1 t,

vµ do ®ã

cotmt =
cotm t −

(
m
2

)
cotm−2 t + ...−

(
m

m−2

)
cot2 t + 1(

m
1

)
cotm−1 t −

(
m
3

)
cotm−3 t + ...−

(
m

m−1

)
cot t

.

Tõ ®¼ng thøc cuèi suy ra

xk = cot
4kπ + π

4m
, k = 0, 1, ...,m− 1,

lµ c¸c nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh

xm −
(

m

1

)
xm−1 −

(
m

2

)
xm−2 + ... +

(
m

m − 1

)
x + 1 = 0.

Chøng tá

m−1∑

k=0

cot
4kπ + π

4m
= m.(1)

V× m = 4n nªn

m−1∑

k=0

cot
4kπ + π

4m
=

2n−1∑

k=0

cot
4kπ + π

4m
+

m−1∑

k=2n

cot
4kπ + π

4m

=
2n−1∑

k=0

cot
4kπ + π

4m
−

2n∑

k=1

cot
4kπ − π

4m
.

Tõ ®ã vµ tõ (1) suy ra

cot
π

4m
− cot

3π

4m
+ cot

5π

4m
− cot

7π

4m

+ ... + cot
(2m − 3)π

4m
− cot

(2m − 1)π

4m
= m.

(2)
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¸p dông c«ng thøc l−îng gi¸c

cot α − cotβ = tan(β − α)

(
1 +

1

tan α tanβ

)

vµo (2) thu ®−îc

m = tan
π

2m

(
m

2
+

1

tan π
4m

tan 3π
4m

+ ... +
1

tan (2m−3)π
4m

tan (2m−1)π
4m

)
.

Do ®ã tõ bÊt ®¼ng thøc 1
x

> 1
tanx

víi 0 < x < π
2
suy ra

m < tan
π

2m

(
m

2
+

1
π

4m
3π
4m

+ ... +
1

(2m−3)π
4m

(2m−1)π
4m

)
.(3)

T−¬ng tù, ¸p dông c«ng thøc l−îng gi¸c

cot α − cotβ =
sin(β − α)

sinα sinβ

vµ bÊt ®¼ng thøc 1
x

< 1
sin x

vµo (2) thu ®−îc

m = sin
π

2m

(
1

sin π
4m

sin 3π
4m

+ ... +
1

sin (2m−3)π
4m

sin (2m−1)π
4m

)

> sin
π

2m

(
1

π
4m

3π
4m

+ ... +
1

(2m−3)π
4m

(2m−1)π
4m

)
.

KÕt hîp víi (3) ta ®−îc

(
m

tan π
2m

− m

2

)
π2

16m2
<

1

2.3
+ ... +

1

(2m − 3)(2m − 1)

<
π2

16m sin π
2m

.

Cho m → ∞ suy ra

1

2.3
+

1

5.7
+ ... =

1

2

∞∑

m=0

(−1)m 1

2m + 1
=

π

8
.
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3.1.29. Ta cã an+1 −1 = an(an −1). Do ®ã 1
an+1−1

= − 1
an

+ 1
an−1

. LÊy tæng

theo vÕ c¸c ®¼ng thøc ®ã tõ n = 1 ®Õn n = N thu ®−îc

1

a1
+

1

a2
+ ... +

1

aN
= 1 − 1

aN+1 − 1
.(∗)

DÔ kiÓm tra r»ng d·y {an} ®¬n ®iÖu t¨ng ®Õn v« cïng. Do ®ã tõ (∗) suy ra
∞∑

n=1

1
an

= 1.

3.1.30. Tõ ®Þnh nghÜa d·y {an}, ta cã

ea1 − 1 = a1e
a2,

ea2 − 1 = a2e
a3,

...

Do ®ã

ea1 − 1 = a1 + a1a2e
a3 = ...

= a1 + a1a2 + ... + a1a2...an + a1a2...an+1e
an+2.

MÆt kh¸c {an} lµ d·y ®¬n ®iÖu gi¶m héi tô vÒ 0 nªn

lim
n→∞

(a1a2...an+1e
an+2) = 0.

Tõ ®ã suy ra
∞∑

n=1

bn = ea1 − 1.

3.1.31. Ta cã Sn+1 = Sn + an+1 = Sn + 1
Sn

−
√

2. XÐt hµm f(x) =

x + 1
x
−

√
2, x > 0. NÕu d·y {Sn} héi tô tíi S th× f(S) = S. NghiÖm duy

nhÊt cña ph−¬ng tr×nh ®ã lµ 1√
2
. V× hµm x → f(f(x))− x ®¬n ®iÖu gi¶m trªn

kho¶ng ( 1√
2
, 1) nªn nÕu x ∈ ( 1√

2
, 1) th×

f(f(x)) − x < f

(
f

(
1√
2

))
− 1√

2
= 0.

MÆt kh¸c hµm f ®¬n ®iÖu gi¶m trªn kho¶ng (0, 1) nªn f(f(x)) > 1√
2
víi

x ∈
(

1√
2
, 1
)

. Do ®ã

1√
2

< f(f(x)) < x víi x ∈
(

1√
2
, 1

)
.



3.1. Tæng cña chuçi 245

Chøng tá {S2n−1} lµ d·y ®¬n ®iÖu gi¶m vµ bÞ chÆn d−íi nªn nã héi tô vµ cã giíi

h¹n lµ 1√
2
. H¬n n÷a lim

n→∞
S2n = lim

n→∞
f(S2n−1) = f

(
1√
2

)
= 1√

2
. VËy chuçi

®· cho héi tô vµ cã tæng lµ 1√
2
.

3.1.32.

(a) Chó ý r»ng

S2n = 1 − 1

2
+

1

3
− ...− 1

2n

= 1 +
1

2
+

1

3
+ ... +

1

2n
−
(

1 +
1

2
+

1

3
+ ... +

1

n

)

=
1

n + 1
+

1

n + 2
+ ... +

1

2n
.

Do ®ã tõ bµi 2.5.8 (a), ta cã lim
n→∞

S2n = ln 2. Râ rµng

lim
n→∞

S2n+1 = lim
n→∞

(
S2n +

1

2n + 1

)
= ln 2.

(b) Ta cã 2n+1
n(n+1)

= 1
n

+ 1
n+1

. Do ®ã tõ (a) suy ra

∞∑

n=1

(−1)n−1 2n + 1

n(n + 1)
=

∞∑

n=1

(−1)n−1 1

n
+

∞∑

n=1

(−1)n−1 1

n + 1

= ln 2 − (ln 2 − 1) = 1.

(c) Gäi Sn lµ tæng riªng thø n cña chuçi ®−îc cho. Khi ®ã

S2n =
1

x + 2n + 1
+

1

x + 2n + 2
+ ... +

1

x + 4n − 1
+

1

x + 4n
.

Lµm t−¬ng tù nh− bµi 2.5.8 cã thÓ chøng minh r»ng lim
n→∞

S2n = ln 2. Râ

rµng lim
n→∞

S2n+1 = ln 2.

3.1.33. Ta cã

S2n = ln
2

1
− ln

3

2
+ ln

4

3
− ln

5

4
+ ... + ln

2n

2n − 1
− ln

2n + 1

2n

= ln
2.4...2n

1.3...(2n − 1)
− ln

3.5...(2n + 1)

2.4...2n

= ln

(
1

2n + 1

(
(2n)!!

(2n − 1)!!

)2
)

.
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Tõ c«ng thøc Wallis, π
2

= lim
n→∞

1
2n+1

(
(2n)!!

(2n−1)!!

)2

suy ra lim
n→∞

S2n = ln π
2
.

3.1.34. Ta cã
∞∑

n=1

(−1)n−1 ln

(
1 − 1

(n + 1)2

)

=
∞∑

n=1

(−1)n−1

(
ln

(
1 +

1

n + 1

)
+ ln

(
1 − 1

n + 1

))

= −
∞∑

n=2

(−1)n−1 ln

(
1 +

1

n

)
−

∞∑

n=1

(−1)n−1 ln

(
1 +

1

n

)
.

Tõ bµi trªn suy ra tæng cña chuçi lµ ln 2 − 2 ln π
2
.

3.1.35. Tæng riªng thø n cña chuçi cã thÓ viÕt d−íi d¹ng

Sn = 1 +
1

2
+ ... +

1

n
− (ln 2 − ln 1 + ln 3 − ln 2

+ ... + ln(n + 1) − lnn) = 1 +
1

2
+ ... +

1

n
− ln(n + 1).

Do ®ã tõ bµi 2.1.41 suy ra tæng cña chuçi chÝnh lµ h»ng sè Euler γ.

3.1.36. [20] §Æt F (x) =
∫ x

1
f(t)dt. Tõ ®Þnh lý Taylor suy ra tån t¹i xk, yk

sao cho k < xk < k + 1
2
, k + 1

2
< yk < k + 1 tho¶ m·n

F

(
k +

1

2

)
− F (k) =

1

2
f(k) +

1

8
f ′(xk),

−F

(
k +

1

2

)
+ F (k + 1) =

1

2
f(k + 1) − 1

8
f ′(yk).

LÊy tæng theo vÕ c¸c ®¼ng thøc ®ã tõ k = 1 ®Õn k = n − 1 thu ®−îc

1

2
f(1) + f(2) + f(3) + ... + f(n − 1) +

1

2
f(n) − F (n)

=
1

8
(f ′(y1) − f ′(x1) + f ′(y2) − f ′(x2) + ... + f ′(yn−1) − f ′(xn−1)) .

Giíi h¹n ë vÕ ph¶i ®¼ng thøc trªn tån t¹i v× f ′(y1)−f ′(x1)+f ′(y2)−f ′(x2)+...
lµ chuçi ®an dÊu vµ c¸c sè h¹ng cã trÞ tuyÖt ®èi ®¬n ®iÖu gi¶m vÒ 0.

NÕu lÊy hµm f(x) = 1
x
th× cã thÓ chøng minh ®−îc sù tån t¹i cña giíi h¹n

lim
n→∞

(
1 +

1

2
+

1

3
+ ... +

1

n
− lnn

)
.
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(So s¸nh víi 2.1.41 (a)). LÊy f(x) = lnx, ta chøng minh ®−îc d·y

{
lnn! −

(
n +

1

2

)
lnn + n

}

héi tô. (Theo c«ng thøc Stirling giíi h¹n cña d·y ®ã lµ ln
√

2π.)

3.1.37. ¸p dông bµi trªn víi hµm f(x) = lnx
x

, x > 0, suy ra sù tån t¹i cña
giíi h¹n

lim
n→∞

(
ln 1

1
+

ln 2

2
+ ... +

lnn

n
− (lnn)2

2

)
= s.

Do ®ã

lim
n→∞

S2n = lim
n→∞

(
− ln 1

1
+

ln 2

2
− ... +

ln 2n

2n

)

= lim
n→∞

(
−
(

ln 1

1
+

ln 2

2
+ ... +

ln 2n

2n
− (ln 2n)2

2

)

+ 2

(
ln 2

2
+

ln 4

4
+ ... +

ln2n

2n

)
− (ln 2n)2

2

)

= −s + lim
n→∞

(
ln 1

1
+

ln 2

2
+ ... +

lnn

n
− (lnn)2

2

)

+ lim
n→∞

(
ln 2

1
+

ln2

2
+ ... +

ln 2

n
− ln 2 lnn

)
− (ln 2)2

2

= ln 2

(
γ − ln 2

2

)
,

trong ®ã γ lµ h»ng sè Euler.

3.1.38. Tõ c«ng thøc Stirling n! = αn

√
2πn(n

e
)n, trong ®ã lim

n→∞
αn = 1, ta

cã

Sn =
1

2
ln

(2n + 1)2n

((2n − 1)!!)2 e2n
=

1

2
ln

(2n + 1)2n22n(n!)2

((2n)!)2 e2n

=
1

2
ln

(2n + 1)2n22nα2
n2πn(n

e
)2n

α2
2n4πn(2n

e
)4ne2n

=
1

2
ln

((
2n + 1

2n

)2n
α2

n

2α2
2n

)
.

Do ®ã lim
n→∞

Sn = 1
2
(1 − ln 2).
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3.1.39. Gi¶ sö cã hai gi¸ trÞ x vµ y ®Ó chuçi ®· cho héi tô. §Æt

SN (x) =

N∑

n=1

(
1

(n − 1)k + 1
+

1

(n − 1)k + 2
+ ... +

1

nk − 1
− x

nk

)
.

Khi ®ã SN(x) − SN(y) = y−x
k

N∑
n=1

1
n
. Tõ sù héi tô cña hai chuçi ®ã suy ra

x = y. B©y giê, ta sÏ t×m gi¸ trÞ cña x sao cho chuçi ®· cho héi tô. Theo 2.1.41
th× d·y an = 1 + 1

2
+ ... + 1

nk
− ln(nk) héi tô tíi h»ng sè Euler γ. Do ®ã

SN (k − 1) = aN + ln(Nk) −
N∑

n=1

1

nk
−

N∑

n=1

k − 1

nk

= aN + ln k +

(
lnN −

N∑

n=1

1

n

)
.

Tõ ®ã suy ra r»ng lim
N→∞

SN(k− 1) = γ + lnk− γ = ln k. Chøng tá x = k− 1

vµ tæng cña chuçi b»ng ln k.

3.1.40. DÔ dµng chøng minh r»ng

a2n = 3n + 2 víi n = 0, 1, 2, ...,

a2n−1 = 3n + 1 víi n = 1, 2, ...

b»ng quy n¹p. Do ®ã

S2N =
2N∑

n=0

(−1)[
n+1

2 ] 1

a2
n − 1

=
N∑

n=0

(−1)n

a2
2n − 1

+
N∑

n=1

(−1)n

a2
2n−1 − 1

=

N∑

n=0

(−1)n 1

(3n + 1)(3n + 3)
+

N∑

n=1

(−1)n 1

3n(3n + 2)

(∗)

=
1

3
+

1

2

N∑

n=1

(−1)n

(
1

3n + 1
− 1

3n + 3

)
+

1

2

N∑

n=1

(−1)n

(
1

3n
− 1

3n + 2

)

=
1

3
+

1

2

N∑

n=1

(−1)n

(
1

3n
− 1

3n + 3

)
+

1

2

N∑

n=1

(−1)n

(
1

3n + 1
− 1

3n + 2

)

=
1

3
− 1

6
+

N∑

n=2

(−1)n

3n
+

(−1)N+1

6(N + 1)
+

1

2

N∑

n=1

(−1)n

(
1

3n + 1
− 1

3n + 2

)
.
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MÆt kh¸c, theo 3.1.32 (a) ta cã

− ln 2 = lim
n→∞

(
3N∑

n=1

(−1)n 1

n

)

= lim
n→∞

(
N∑

n=1

(−1)n 1

3n

)
− lim

n→∞

(
N−1∑

n=0

(−1)n

(
1

3n + 1
− 1

3n + 2

))

= −1

3
ln2 − lim

n→∞

(
N−1∑

n=0

(−1)n

(
1

3n + 1
− 1

3n + 2

))
.

Suy ra lim
N→∞

N−1∑
n=0

(−1)n
(

1
3n+1

− 1
3n+2

)
= 2

3
ln 2. KÕt hîp víi (∗) thu ®−îc

lim
N→∞

S2N = 1
6
−1

3
ln 2+1

3
+1

3
ln 2−1

4
= 1

4
.H¬n n÷a lim

N→∞
S2N+1 = lim

N→∞
S2N+

lim
N→∞

(−1)N+1

(3N+4)2−1
= lim

N→∞
S2N , chøng tá tæng cña chuçi ®· cho b»ng

1
4
.

3.1.41.

(a) Gi¶ sö ph¶n chøng r»ng tæng S cña chuçi ®· cho lµ mét sè h÷u tû, tøc lµ

S = p
q
. Khi ®ã (q − 1)!p = q!S =

q∑
n=1

q!
n!

+
∞∑

n=q+1

q!
n!

. §iÒu ®ã chøng tá

∞∑
n=q+1

q!
n!
lµ mét sè nguyªn. MÆt kh¸c

0 <
∞∑

n=q+1

q!

n!
≤ 1

q + 1
+

1

(q + 1)(q + 2)
+

1

(q + 1)(q + 2)2
+ ...

=
q + 2

(q + 1)2
≤ 3

4
,

suy ra m©u thuÉn. VËy S lµ mét sè v« tû.

(b) Lµm t−¬ng tù nh− c©u (a).

3.1.42. Gi¶ sö ph¶n chøng r»ng tæng S cña chuçi ®· cho lµ mét sè h÷u tû, tøc
lµ S = p

q
. Khi ®ã

(q − 1)!p = q!S =

q∑

n=1

q!εn

n!
+

∞∑

n=q+1

q!εn

n!
.
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§iÒu ®ã chøng tá
∞∑

n=q+1

q!εn

n!
lµ mét sè nguyªn. MÆt kh¸c

∣∣∣∣∣
∞∑

n=q+1

q!εn

n!

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=q+1

q!

n!
< 1.

Do ®ã ®Ó suy ra m©u thuÉn, ta chØ cÇn chøng minh r»ng
∞∑

n=q+1

q!εn

n!
kh¸c 0. ThËt

vËy ∣∣∣∣∣
∞∑

n=q+1

q!εn

n!

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣

1

q + 1
−

∞∑

n=q+2

q!

n!

∣∣∣∣∣ >
1

q + 1
− 1

q(q + 1)
≥ 0.

Chøng tá S lµ mét sè v« tû.

3.1.43. Lµm t−¬ng tù nh− bµi trªn.

3.1.44. Gi¶ sö ph¶n chøng r»ng
∞∑
i=1

1
ni

= p
q
, p, q ∈ N. Theo gi¶ thiÕt cã tån

t¹i mét sè nguyªn d−¬ng k sao cho nÕu i ≥ k th× ni

n1n2...ni−1
> 3q. Do ®ã

k−1∑

i=1

n1n2...nk−1q

ni
+

∞∑

i=k

n1n2...nk−1q

ni
= pn1n2...nk−1.

MÆt kh¸c

∞∑

i=k

n1n2...nk−1q

ni
<

1

3

(
1 +

1

nk
+

1

nknk+1
+ ...

)
< 1,

suy ra m©u thuÉn.

3.1.45. NÕu tæng cña chuçi lµ sè h÷u tû p
q
th× víi mäi sè nguyªn d−¬ng k1 ta

cã
∞∑

k=k1

1
nk

= p
q
−

k1−1∑
k=1

1
nk

. Do ®ã tæng
∞∑

k=k1

qn1n2 ...nk1−1

nk
lµ mét sè nguyªn d−¬ng.

Suy ra

∞∑

k=k1

1

nk

≥ 1

qn1n2...nk1−1

.(∗)

§Æt lim
k→∞

nk

nk−1
= l > 1 vµ chän ε > 0 ®ñ nhá sao cho α = l − ε > 1. Khi ®ã sÏ

tån t¹i mét chØ sè k0 sao cho nÕu k > k0 th×

nk

nk−1
≥ α > 1.(∗∗)



3.1. Tæng cña chuçi 251

V× lim
k→∞

nk

n1 ...nk−1
= +∞ nªn tån t¹i mét sè k1 > k0 sao cho

nk1

n1 ...nk−1
> αq

α−1
. Tõ

(∗∗) suy ra

∞∑

k=k1

1

nk
≤

∞∑

j=0

1

αjnk1

=
α

(α − 1)nk1

<
1

qn1n2...nk1−1
.

§iÒu nµy m©u thuÉn víi (∗).

3.1.46. Gi¶ sö r»ng
∞∑

k=1

1
nk

= p
q
, trong ®ã p vµ q lµ c¸c sè nguyªn d−¬ng. Khi

®ã

n1n2...nk−1

∞∑

j=0

1

nk+1
≥ 1

q

víi mäi k ≥ 2. (Xem bµi trªn.) §Æt ak = 2k√nk . Theo gi¶ thiÕt lim
k→∞

ak =

+∞. Ta sÏ chØ ra r»ng tån t¹i sè nguyªn d−¬ng r1 sao cho aj ≤ ar1 víi j =
1, 2, ..., r1 − 1. Thùc vËy, nÕu a1 ≤ a2 th× r1 = 2. NÕu a1 > a2 th× chän r1

lµ sè nguyªn nhá nhÊt lín h¬n 2 sao cho a1 ≤ ar1 . Lµm t−¬ng tù ta cã thÓ t×m
®−îc d·y sè nguyªn rk cã tÝnh chÊt aj ≤ ark

víi j = 1, 2, ..., rk − 1. Gäi r lµ
sè nguyªn d−¬ng nhá nhÊt sao cho ar+j > q + 1 víi j = 0, 1, 2, ... vµ aj ≤ ar

víi j = 1, 2, ..., r− 1. Chó ý r»ng nr ≤ nr+j nªn ar ≤ a2j

r+j víi j = 0, 1, 2, ....
Do ®ã

n1n2...nr−1

nr+j
≤ a2+22+...+2r−1

r

nr+j
≤

a
2j(2r−2)
r+j

a2r+j

r+j

= a−2j+1

r+j < (q + 1)−(j+1).

Chøng tá

n1n2...nr−1

∞∑

j=0

1

nr+j
<

∞∑

j=0

(q + 1)−(j+1) =
1

q
,

suy ra m©u thuÉn.

3.1.47. V× chuçi
∞∑

n=1

pn

qn
héi tô nªn lim

n→∞
pn

qn−1
= 0. Do ®ã tõ bÊt ®¼ng thøc ®·

cho suy ra pm

qm−1
≥

∞∑
n=m

pn

qn
. Gi¶ sö tËp A h÷u h¹n. Khi ®ã sÏ tån t¹i mét chØ sè

m sao cho

S =
∞∑

n=1

pn

qn
=

m−1∑

n=1

pn

qn
+

pm

qm − 1
.
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Chøng tá S lµ sè h÷u tû. Gi¶ sö r»ng

S =
∞∑

n=1

pn

qn
=

p

q
∈ Q.

Khi ®ã

rn =
p

q
−

n∑

k=1

pk

qk
=

∞∑

k=n+1

pk

qk
≤ pn+1

qn+1 − 1
.

Nh©n hai vÕ bÊt ®¼ng thøc trªn víi bn = qq1...qn thu ®−îc

bn+1rn+1 = bnrnqn+1 − qq1...qn+1
pn+1

qn+1

≤ bnrnqn+1 − bnrn(qn+1 − 1) = bnrn.

Tõ ®ã suy ra {bnrn} lµ mét d·y sè nguyªn d−¬ng ®¬n ®iÖu gi¶m. Do ®ã b¾t ®Çu
tõ mét chØ sè nµo ®ã, c¸c sè h¹ng cña d·y ®Òu b»ng nhau. §iÒu ®ã m©u thuÉn
víi gi¶ thiÕt A h÷u h¹n.

3.1.48. Râ rµng, ta cã thÓ viÕt n! = 2α(n)β(n), trong ®ã β(n) lµ mét sè lÎ, cßn
α(n) ®−îc tÝnh bëi c«ng thøc α(n) = n − ν(n), trong ®ã ν(n) lµ tæng c¸c ch÷

sè cña sè n viÕt trong hÖ c¬ sè 2 (®Þnh lý Legendre). H¬n n÷a, ta cã
∞∑

k=1

2nk

nk !
=

∞∑
n=1

δn
2n

n!
, trong ®ã δn = 1 nÕu n = nk vµ δ(n) = 0 nÕu ng−îc l¹i. Gi¶ sö

ph¶n chøng r»ng
∞∑

n=1

δn
2n

n!
= p

q
, p, q ∈ N. ViÕt q = 2st, trong ®ã t lÎ. Chän

N = 2r > max{t, 2s+2}, khi ®ã β(N)
t

∈ N, do ®ã 2sβ(N)p
q

= β(N)
t

p ∈ N.

Theo ®Þnh lý Legendre ta cã N ! = 2N−1β(N). Nh©n hai vÕ cña ®¼ng thøc

p

q
=

N∑

n=1

δn
2n

n!
+

∞∑

n=N+1

δn
2n

n!

víi 2sβ(N) thu ®−îc

2sβ(N)
p

q
= 2sβ(N)

N∑

n=1

δn
2n

n!
+ 2sβ(N)

∞∑

n=N+1

δn
2n

n!
.(∗)

Chó ý r»ng

2sβ(N)
N∑

n=1

δn
2n

n!
= 2s

N∑

n=1

δn
β(N)2n

2α(n)β(n)
.
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Chøng tá sè h¹ng ®Çu ë vÕ ph¶i cña (∗) lµ mét sè nguyªn. Do ®ã ®Ó suy ra m©u
thuÉn ta sÏ chøng minh r»ng 0 < 2sβ(N)

∞∑
n=N+1

δn
2n

n!
< 1. Thùc vËy

2sβ(N)

∞∑

n=N+1

δn
2n

n!
= 2s−N+1N !

∞∑

n=N+1

δn
2n

n!

= 2s+2
∞∑

n=N+1

δn2
n−N−1 N !

n!
<

2s+2

N + 1

∞∑

n=N+1

(
2

N + 2

)n−N−1

=
2s+2

N + 1

N + 2

N
<

2s+3

N + 1
< 1.

3.2 Chuçi d−¬ng

3.2.1.

(a) Ta cã

an =
√

n2 + 1 − 3
√

n3 + 1

=
1√

n2 + 1 + 3
√

n3 + 1

× 3n4 − 2n3 + 3n2

(n2 + 1)2 + (n2 + 1) 3
√

(n3 + 1)2 + (n3 + 1) 3
√

n3 + 1
.

Do ®ã

lim
n→∞

an

1
n

=
1

2
.

Theo dÊu hiÖu so s¸nh chuçi ®· cho ph©n kú.

(b) V× lim
n→∞

n
√

an = lim
n→∞

(
1 − n

n2+n+1

)n
= 1

e
nªn chuçi héi tô.

(c) Cã thÓ chøng minh b»ng quy n¹p r»ng

(2n − 3)!!

(2n − 2)!!
>

1

2n − 1
víi n > 2.

Do ®ã chuçi ph©n kú theo dÊu hiÖu so s¸nh.

(d) Chuçi héi tô v× lim
n→∞

n
√

an = 1
e
.
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(e) 1 − cos 1
n

= 2 sin2 1
2n

< 1
2n2 , suy ra chuçi héi tô.

(f) V× lim
n→∞

n
√

an = 0 nªn chuçi héi tô.

(g) Theo bµi 2.5.4 (a), ta cã

lim
n→∞

n
√

a − 1
1
n

= lna.

Do ®ã chuçi ph©n kú.

3.2.2.

(a) Chuçi héi tô v× 1
n

ln
(
1 + 1

n

)
= 1

n2 .

(b) Sù héi tô cña d·y ®−îc suy tõ bÊt ®¼ng thøc

1√
n

ln
n + 1

n − 1
<

2√
n(n − 1)

, víi n > 1.

(c) Sö dông bÊt ®¼ng thøc lnn < n ta nhËn ®−îc 1
n2−lnn

< 1
n(n−1)

. Do ®ã
chuçi ®ang xÐt lµ héi tô.

(d) Ta cã
1

(lnn)ln n
=

1

nln lnn
.

Suy ra chuçi ph©n kú.

(e) Sö dông ph−¬ng ph¸p phÐp tÝnh vi ph©n, ta cã thÓ chøng minh r»ng víi
x ®ñ lín bÊt ®¼ng thøc (ln lnx)2 < lnx ®óng. Khi ®ã ta cã

1

(lnn)ln ln n
=

1

e(ln lnn)2
>

1

n

víi n ®ñ lín, tõ ®ã suy ra chuçi ph©n kú.

3.2.3. §Æt cn = an

bn
, tõ gi¶ thiÕt ta ®−îc

cn+1 =
an+1

bn+1
≤ an

bn
= cn, n ≥ n0,

tøc lµ d·y {cn} t¨ng ®¬n ®iÖu víi n ≥ n0. §iÒu nµy chøng tá r»ng d·y bÞ
chÆn, tøc lµ tån t¹i C > 0 sao cho 0 < cn < C, n ∈ N. Tõ ®ã suy ra
∞∑

n=1

an =
∞∑

n=1

cnbn < C
∞∑

n=1

bn, vµ ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.
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3.2.4.

(a) Tõ bµi to¸n 2.1.38 ta cã

an+1

an

=

(
1 + 1

n

)n−2

e
<

(
n

n + 1

)2

=

1
(n+1)2

1
n2

.

Ta cã kÕt luËn r»ng chuçi héi tô nhê sö dông dÊu hiÖu héi tô cña bµi to¸n
trªn.

(b) T−¬ng tù, sö dông 2.1.38 ta cã

an+1

an
=

(
1 + 1

n

)n

e
>

(
1 + 1

n

)n
(
1 + 1

n

)n+1 =

1
(n+1)

1
n

.

NÕu chuçi ®· cho héi tô th× sö dông bµi 3.2.3 ta suy ra chuçi
∞∑

n=1

1
n
còng

héi tô, ®iÒu nµy lµ v« lý, ta suy ra chuçi ®ang xÐt ph©n kú.

3.2.5.

(a) Tõ bµi to¸n 2.5.4 (a), ta cã chuçi
∞∑

n=1

( n
√

a − 1)α vµ
∞∑

n=1

1
nα cïng héi tô

hoÆc ph©n kú, suy ra chuçi ®ang xÐt sÏ héi tô víi α > 1 vµ ph©n kú víi
α ≤ 1.

(b) Tõ lêi gi¶i bµi 2.5.4 (b) ta cã lnn < n( n
√

n−1), do ®ã víi n > 3 vµ α > 0
ta ®−îc

1

nα
<

(
lnn

n

)α

< ( n
√

n − 1)α.

§iÒu nµy cho thÊy r»ng chuçi ph©n kú víi 0 < α ≤ 1, trong tr−êng hîp
α ≤ 0 c¸c sè h¹ng trong chuçi kh«ng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn cÇn cña chuçi
héi tô. §èi víi tr−êng hîp α > 1 sö dông bµi tËp 2.5.5 ta kÕt luËn r»ng

chuçi héi tô khi vµ chØ khi chuçi
∞∑

n=1

(
lnn
n

)α
héi tô. Sù héi tô cña chuçi

sau ®−îc suy ra tõ bµi to¸n 3.2.3 v× víi n ®ñ lín ta cã

an+1

an
=

(
n ln(n + 1)

(n + 1) lnn

)α

≤ 2α

(
n

n + 1

)α

.
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(c) Tõ bµi 2.5.5 ta cã chuçi héi tô khi vµ chØ khi chuçi

∞∑

n=1

(
ln

(
1 + 1

n

)n+1

e

)α

héi tô. Sö dông bÊt ®¼ng thøc 2x
2+x

< ln(1 + x) < x víi x > 0 trong bµi
2.5.3 ta suy ra

(
ln

(
1 +

1

n

)n+1

− 1

)α

<
1

nα
, víi α > 1

vµ
(

ln

(
1 +

1

n

)n+1

− 1

)α

>
1

(2n + 1)α
, víi 0 < α ≤ 1.

Tõ ®ã suy ra chuçi héi tô khi α > 1 vµ ph©n kú víi 0 < α ≤ 1. H¬n n÷a
chó ý r»ng víi α ≤ 0 chuçi kh«ng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn cÇn cña chuçi héi
tô, suy ra nã còng ph©n kú.

(d) DÔ dµng kiÓm tra ®¼ng thøc

lim
n→∞

1 − n sin 1
n

1
n2

=
1

6
.

Do ®ã chuçi héi tô khi vµ chØ khi chuçi
∞∑

n=1

1
n2α héi tô, vµ v× vËy chuçi sÏ

ph©n kú víi α ≤ 1
2
vµ héi tô víi α > 1

2
.

3.2.6. Tõ 2.5.5 ta ®−îc lim
n→∞

an lna
aan−1

= 1 vµ do ®ã chuçi ®ang xÐt héi tô khi vµ

chØ khi
∞∑

n=1

an héi tô.

3.2.7.

(a) Sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

− ln
(
cos 1

n

)
®−îc suy tõ ®¼ng thøc

lim
n→∞

− ln
(
cos 1

n

)
1

2n2

= 1.
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(b) NÕu c 6= 0 th×

lim
n→∞

e
a ln n+b
c ln n+d = e

a
c 6= 0.

Tõ ®ã suy ra chuçi ®ang xÐt héi tô.

NÕu c = 0 vµ a
d
≥ 0 th× ®iÒu kiÖn cÇn cña chuçi héi tô kh«ng tho¶ m·n.

Cßn nÕu c = 0 vµ a
d

< 0 th×

e
a lnn+b

d = e
b
d e

a
d

lnn = e
b
d n

a
d .

Do ®ã trong tr−êng hîp nµy chuçi héi tô víi a
d

< −1 vµ ph©n kú víi
a
d
≥ −1.

(c) Ta cã

n2n

(n + a)n+b(n + b)n+a
=

1

(n + a)b
(
1 + a

n

)n
(n + b)a

(
1 + b

n

)n .

Tøc lµ chuçi ®· cho héi tô khi vµ chØ khi chuçi
∞∑

n=1

1
na+b héi tô.

3.2.8. Sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

√
anan+1 ®−îc suy ra trùc tiÕp tõ bÊt ®¼ng

thøc
√

anan+1 ≤ 1
2
(an + an+1), h¬n n÷a nÕu d·y {an} ®¬n ®iÖu gi¶m th×

√
anan+1 ≥ an+1, tõ ®ã suy ra sù héi tô cña chuçi

∞∑
n=1

an ®−îc suy ra trùc tiÕp

tõ sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

√
anan+1. B©y giê xÐt d·y {an} ®−îc ®Þnh nghÜa

an =

{
1 nÕu n lÎ,
1
n4 nÕu n ch½n.

ThÕ th×
n∑

k=1

√
akak+1 <

2n∑

k=1

√
akak+1 =

n∑

n=1

1

k2
.

Do ®ã chuçi
∞∑

n=1

√
anan+1 héi tô trong khi

∞∑
n=1

an ph©n kú.

3.2.9.
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(a) Tr−íc tiªn chó ý r»ng nÕu d·y {an} bÞ chÆn trªn bëi mét sè M > 0 nµo
®ã th×

an

1 + an

≥ an

1 + M
.

Do ®ã chuçi
∞∑

n=1

an

1+an
ph©n kú. MÆt kh¸c nÕu d·y {an} kh«ng bÞ chÆn

trªn th× sÏ tån t¹i mét d·y con {ank
} tiÕn tíi v« cïng. Khi ®ã

lim
n→∞

ank

1 + ank

= 1,

vµ v× vËy ®iÒu kiÖn cÇn cña chuçi héi tô kh«ng ®−îc tho¶ m·n.

(b) Chuçi
∞∑

n=1

an

1+nan
cã thÓ héi tô hoÆc ph©n kú. Ta sÏ chØ ra c¸c vÝ dô ®Ó

chøng tá ®iÒu nµy, xÐt d·y

am =

{
1 nÕu n = m2, m = 1, 2, ...,
1
n2 ng−îc l¹i.

ThÕ th× chuçi
∞∑

n=1

an ph©n kú, nh−ng

n∑

k=1

ak

1 + kak
<

n∑

k=1

1

1 + k2
+

n∑

k=1

1

k + k2
≤ 2

n∑

k=1

1

1 + k2
.

Trong tr−êng hîp nµy chuçi
∞∑

n=1

an

1+nan
héi tô. NÕu chän an = 1

n
th× c¶

hai chuçi
∞∑

n=1

an vµ
∞∑

n=1

an

1+nan
ph©n kú.

(c) Sù héi tô cña chuçi ®−îc suy ra tõ bÊt ®¼ng thøc

an

1 + n2an
≤ an

n2an
=

1

n2
.

(d) NÕu d·y {an} bÞ chÆn trªn bëi M th×

an

1 + a2
n

≥ an

1 + M2
.

Do ®ã trong tr−êng hîp nµy chuçi lµ ph©n kú, nh−ng nÕu víi an = n2 th×

ta l¹i ®−îc chuçi
∞∑

n=1

an

1+a2
n
héi tô.



3.1. Tæng cña chuçi 259

3.2.10. Víi mäi sè nguyªn d−¬ng n vµ p ta cã

an+1

Sn+1
+

an+2

Sn+2
+ ... +

an+p

Sn+p
≥

n+p∑
k=n+1

ak

Sn+p
=

Sn+p − Sn

Sn+p
.

V× lim
p→∞

Sn+p−Sn

Sn+p
= 1 nªn d·y c¸c tæng riªng cña chuçi

∞∑
n=1

an

Sn
kh«ng ph¶i lµ d·y

Cauchy, suy ra chuçi ph©n kú.

MÆt kh¸c

an

S2
n

≤ an

SnSn−1
=

Sn − Sn−1

SnSn−1
=

1

Sn−1
− 1

Sn
,

vµ do ®ã

n+p∑

k=n+1

ak

S2
k

≤
n+p∑

k=n+1

(
1

Sk−1

− 1

Sk

)
=

1

Sn

− 1

Sn+p

<
1

Sn

.

Ta cã kÕt luËn chuçi
∞∑

n=1

an

S2
n
héi tô theo tiªu chuÈn Cauchy.

3.2.11. Ta cã
an

SnS
β
n−1

=
Sn − Sn−1

SnS
β
n−1

.

XÐt p lµ mét sè nguyªn d−¬ng sao cho 1
p

< β. ThÕ th× víi n ®ñ lín ta cã bÊt

®¼ng thøc
an

SnSβ
n−1

<
an

SnS
1
p

n−1

.

§iÒu ®ã cã nghÜa lµ ®Ó cã ®iÒu ph¶i chøng minh ta chØ cÇn xÐt sù héi tô cña

chuçi
∞∑

n=1

an

SnS
1
p
n

. Ta cã bÊt ®¼ng thøc

Sn − Sn−1

SnS
1
p

n−1

≤ p


 1

S
1
p

n−1

− 1

S
1
p
n


 ,

t−¬ng ®−¬ng

1 − Sn−1

Sn
≤ p


1 −

S
1
p

n−1

S
1
p
n


 .
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Sù t−¬ng ®−¬ng ®−îc suy ra tõ viÖc ¸p dông bÊt ®¼ng thøc 1 − xp ≤ p(1 − x)

víi 0 < x ≤ 1 b»ng c¸ch ®Æt x =
(

Sn−1

Sn

) 1
p
. Tõ ®ã sö dông bµi tËp trªn ta suy

ra chuçi ®· cho héi tô víi β > 0.

3.2.12. Gi¶ sö r»ng α > 1. ThÕ th× víi n ≥ 2,

an

Sα
n

≤ an

SnS
α−1
n−1

.

Ta cã thÓ suy ra sù héi tô cña chuçi tõ bµi tËp 3.2.11. XÐt α ≤ 1, víi n ®ñ lín
ta cã an

Sα
n
≥ an

Sn
. Tõ kÕt qu¶ nµy vµ sö dông bµi 3.2.10 ta suy ra chuçi ph©n kú

víi α ≤ 1.

3.2.13.

(a) Tõ gi¶ thiÕt suy ra d·y {an} ®¬n ®iÖu gi¶m vÒ 0, h¬n n÷a

an

rn−1
=

rn−1 − rn

rn−1
.

Do ®ã víi mäi sè n vµ p nguyªn d−¬ng ta cã

an+1

rn
+ ... +

an+p

rn+p−1
=

rn − rn+1

rn
+ ... +

rn+p−1 − rn+p

rn+p−1

>
rn − rn+p

rn

= 1 − rn+p

rn

.

Cè ®Þnh n ta cã giíi h¹n lim
p→∞

(
1 − rn+p

rn

)
= 1, sö dông tiªu chuÈn Cauchy

ta suy ra chuçi ph©n kú.

(b) Ta cã

an√
rn−1

=
rn−1 − rn√

rn−1
=

(
√

rn−1 −
√

rn)(
√

rn−1 +
√

rn)√
rn−1

< 2(
√

rn−1 −
√

rn).

Sö dông bÊt ®¼ng thøc nµy ta suy ra r»ng d·y c¸c tæng riªng cña chuçi
∞∑

n=1

an√
rn−1

lµ Cauchy, tõ ®ã suy ra chuçi héi tô.
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3.2.14. §Çu tiªn xÐt tr−êng hîp α ≥ 1, thÕ th× víi n ®ñ lín ta cã

1

rα
n−1

≥ 1

rn−1
.

Sö dông phÇn (a) cña bµi tËp tr−íc ta suy ra chuçi ®ang xÐt ph©n kú.

Víi α < 1, tån t¹i sè p nguyªn d−¬ng sao cho α < 1 − 1
p
, khi ®ã ta cã

an

rα
n−1

<
an

(rn−1)
1− 1

p

=
rn−1 − rn

rn−1
r

1
p

n−1.

Khi cho x =
(

rn

rn−1

) 1
p
trong bÊt ®¼ng thøc 1 − xp ≤ p(1 − x) víi 0 < x ≤ 1,

ta ®−îc
an

rα
n−1

≤ p

(
r

1
p

n−1 − r
1
p
n

)
.

Sö dông tiªu chuÈn Cauchy suy ra chuçi trong ®Ò bµi héi tô.

3.2.15. Víi 0 < α < 1 cã

lim
n→∞

an+1 ln2 rn
an+1

rα
n

= 0,

sö dông bµi tËp trªn ta suy ra chuçi
∞∑

n=1

an+1 ln2 rn héi tô.

3.2.16. Ta biÕt r»ng (xem bµi tËp 2.1.38)

(
1 +

1

n

)n

< e <

(
1 +

1

n

)n+1

.(∗)

Gi¶ thiÕt r»ng g > 1 vµ lÊy ε > ®ñ bÐ sao cho g − ε > 1, thÕ th× tån t¹i sè
nguyªn d−¬ng n0 sao cho n ln an

an+1
> g − ε víi n ≥ n0. Theo (∗) ta cã

n ln
an

an+1
> g − ε > n ln

(
1 +

1

n

)
,

tõ ®ã suy ra

an

an+1
<

1
(n+1)g−ε

n
1

g−ε

.
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Do ®ã chuçi
∞∑

n=1

an héi tô theo dÊu hiÖu ®· ®−îc chøng minh ë bµi tËp 3.2.3.

Tr−êng hîp g = +∞ ta còng lËp luËn t−¬ng tù. Chøng minh t−¬ng tù c¸ch
trªn ta suy ra chuçi ph©n kú trong tr−êng hîp g < 1.

VÝ dô sau chøng tá dÊu hiÖu ®−îc nªu ë trªn kh«ng sö dông ®−îc khi g = 1.

Chän an = 1
n
, thÊy r»ng g = 1 vµ

∞∑
n=1

1
n
ph©n kú. MÆt kh¸c khi ®Æt an = 1

n ln2 n

ta ®−îc chuçi
∞∑

n=1

an héi tô (bµi 3.2.29), trong tr−êng hîp nµy g còng b»ng 1,

thËt vËy, chó ý r»ng

n ln
1

n ln2 n
1

(n+1) ln2(n+1)

= ln

(
1 +

1

n

)n

+ 2n ln
ln(n + 1)

lnn
.

Râ rµng sè h¹ng ®Çu cña tæng ë vÕ ph¶i tiÕn vÒ 1, ta cßn ph¶i chøng minh r»ng
lim

n→∞
2n ln ln(n+1)

ln n
= 0. ThËt vËy, ®iÒu ph¶i chøng minh lµ ®óng do

lim
n→∞

(
ln(n + 1)

lnn

)n

= lim
n→∞

(
1 +

ln n+1
n

lnn

)n

= e0 = 1.

3.2.17.

(a) Ta cã

lim
n→∞

n ln
an

an+1
= lim

n→∞
n(
√

n + 1 −
√

n) ln 2 = +∞.

Sö dông bµi tËp trªn ta suy ra sù héi tô cña chuçi ®−îc cho.

(b) T−¬ng tù c©u trªn ta cã

lim
n→∞

n ln
an

an+1

= lim
n→∞

ln

(
1 +

1

n

)n

· ln 2 = ln 2 < 1.

Do ®ã chuçi ph©n kú theo dÊu hiÖu Raabe.

(c) T−¬ng tù, tõ

lim
n→∞

n ln
an

an+1

= ln3 > 1,

suy ra chuçi héi tô.
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(d) Ta cã

lim
n→∞

n ln
an

an+1

= ln a.

Do ®ã chuçi héi tô víi a > e vµ ph©n kú víi a < e. Khi a = e chuçi ®−îc
cho sÏ lµ mét chuçi ®iÒu hoµ ph©n kú.

(e) Ta cã (xem 3.2.16)

lim
n→∞

n ln
an

an+1
= lim

n→∞
n ln

ln(n + 1)

lnn
· ln a = 0.

Do ®ã sö dông dÊu hiÖu héi tô ®· ®−îc xÐt ë bµi tr−íc ta suy ra chuçi héi
tô víi mäi a > 0.

3.2.18. V×

lim
n→∞

n ln
an

an+1
= lim

n→∞
n ln a− 1

n+1 = ln
1

a
,

nªn chuçi héi tô khi 0 < a < 1
e
, vµ ph©n kú víi a > 1

e
(t−¬ng tù bµi 3.2.16).

NÕu a = 1
e
th× (xem 2.1.41) ta cã

lim
n→∞

e
1

1+1
2+...+ 1

n

1
n

= e−γ,

trong ®ã γ lµ h»ng sè Euler. Sö dông dÊu hiÖu so s¸nh vµ sù ph©n kú cña chuçi

®iÒu hoµ
∞∑

n=1

1
n
suy ra chuçi ph©n kú khi a = 1

e
.

3.2.19. Sö dông bÊt ®¼ng thøc x
1+x

≤ ln(1 + x) ≤ x víi x > −1 ta cã

n
(

an

an+1
− 1
)

1 +
(

an

an+1
− 1
) ≤ n ln

(
1 +

an

an+1
− 1

)
≤ n

(
an

an+1
− 1

)
.

Tõ bÊt ®¼ng thøc trªn ta thÊy r»ng víi nh÷ng r h÷u h¹n th× hai dÊu hiÖu
Raabe vµ dÊu hiÖu ®−îc nªu trong bµi 3.2.16 lµ t−¬ng ®−¬ng, ®ång thêi ta

còng suy ra r»ng nÕu lim
n→∞

n ln an

an+1
= +∞ th× lim

n→∞
n
(

an

an+1
− 1
)

= +∞.

B©y giê ta sÏ chØ ra r»ng phÐp kÐo theo cßn l¹i còng ®óng. ThËt vËy, nÕu

lim
n→∞

n
(

an

an+1
− 1
)

= +∞ th× víi mäi A > 0 tån t¹i n0 sao cho bÊt ®¼ng thøc

an

an+1
− 1 > A

n
®óng víi mäi n > n0. Do ®ã

n ln
an

an+1
= ln

(
1 +

an

an+1
− 1

)n

> ln

(
1 +

A

n

)n

−→
n→∞

A.
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Do A lín tuú ý nªn ta suy ra lim
n→∞

n ln an

an+1
= +∞. LËp luËn hoµn toµn t−¬ng

tù cho tr−êng hîp r = −∞.

3.2.20. V× d·y {an} ®¬n ®iÖu t¨ng nªn

0 < n

(
1

an

1
an+1

− 1

)
=

1

n

an−1

an
<

1

n
,

Sö dông dÊu hiÖu Raabe ta suy ra chuçi ®· cho ph©n kú.

3.2.21. Tõ ®Þnh nghÜa cña d·y ta suy ra

an = a1e
−

n−1∑
k=1

aα
k

víi n = 1, 2, ....

Tr−íc tiªn ta sÏ chøng tá r»ng chuçi
∞∑

n=1

aα
n ph©n kú. ThËt vËy nÕu chuçi héi tô

vÒ S th× lim
n→∞

an = a1e
−S > 0 vµ do ®ã lim

n→∞
aα

n > 0, ®iÒu nµy m©u thuÉn víi

®iÒu kiÖn cÇn cña chuçi héi tô, suy ra chuçi
∞∑

n=1

aα
n ph©n kú, vµ ta cã lim

n→∞
an = 0.

B©y giê gi¶ thiÕt r»ng β > α, ta sÏ chøng minh r»ng trong tr−êng hîp nµy
chuçi ®ang xÐt sÏ héi tô, tøc lµ sÏ ph¶i chøng minh r»ng

a−α
n > α(n − 1) víi n ≥ 1.(∗)

BÊt ®¼ng thøc lµ hiÓn nhiªn khi n = 1. Gi¶ thiÕt r»ng nã ®óng ®Õn n, thÕ th×
tõ ®Þnh nghÜa cña d·y ta cã

a−α
n+1 = a−α

n eαaα
n > a−α

n (1 + αaα
n) = a−α

n + α > αn.

Do ®ã (∗) ®óng víi mäi n nguyªn d−¬ng. Víi n 6= 1, bÊt ®¼ng thøc trªn t−¬ng
®−¬ng víi

aβ
n < (α(n − 1))−

β
α .

Do ®ã sö dông dÊu hiÖu so s¸nh ta cã chuçi sÏ héi tô khi β > α. XÐt β ≤ α,
ta ®· cã lim

n→∞
an = 0 nªn víi n ®ñ lín, 0 < an < 1, do ®ã aα

n ≤ aβ
n, ®ång thêi

chuçi
∞∑

n=1

aα
n héi tô suy ra chuçi

∞∑
n=1

aβ
n héi tô.

3.2.22. Chó ý r»ng

lim
n→∞

n

(
an

an+1
− 1

)
= lim

n→∞

n

n + 1
a = a.
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Sö dông dÊu hiÖu Raabe ta suy ra chuçi héi tô khi a > 1 vµ ph©n kú khi
0 < a < 1.

Tr−êng hîp a = 1 chuçi sÏ trë thµnh chuçi ®iÒu hoµ
∞∑

n=1

1
n+1

.

3.2.23. Tõ ®¼ng thøc

lim
n→∞

n

(
an

an+1
− 1

)
= lim

n→∞

nbn+1

(n + 1)a
=

b

a

vµ dÊu hiÖu Raabe suy ra chuçi héi tô khi b > a vµ ph©n kú víi b < a. Tr−êng
hîp b = a sù héi tô cña chuçi phô thuéc vµo d·y {bn}. ThËt vËy, nÕu {bn} lµ
d·y h»ng sè th× chuçi cña chóng ta sÏ lµ mét chuçi ®iÒu hoµ

∞∑
n=1

1
n+1

.

Ta sÏ chØ ra r»ng víi bn = a + 2a
ln(n+1)

th× chuçi sÏ héi tô. ThËt vËy, ta cã

an =
n!

(
2 + 2

ln2

) (
3 + 2

ln3

)
· ... ·

(
n + 1 + 2

ln(n+1)

)
.

Do ®ã

an(n − 1) ln(n − 1) − an+1n lnn

= an

(
(n − 1) ln(n − 1) − (n + 1)n ln n

n + 2 + 2
ln(n+2)

)
.

TÝnh to¸n ta ®−îc

lim
n→∞

(
(n − 1) ln(n − 1) − (n + 1)n ln n

n + 2 + 2
ln(n+2)

)
= 1.

Do ®ã víi n ®ñ lín th×

an(n − 1) ln(n − 1) − an+1n ln n ≥ (1 − ε)an > 0.

VËy d·y d−¬ng {an(n − 1) ln(n − 1)} ®¬n ®iÖu gi¶m vµ do ®ã héi tô. Tõ ®©y
ta suy ra ®−îc sù héi tô cña chuçi cã sè h¹ng tæng qu¸t an(n − 1) ln(n− 1) −
an+1n ln n . Sö dông bÊt ®¼ng thøc cuèi cïng vµ dÊu hiÖu so s¸nh suy ra chuçi
∞∑

n=1

an héi tô.
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3.2.24. Tõ gi¶ thiÕt ta cã

an((n − 1) ln n − 1) − an+1n lnn = (γn − 1)an.

NÕu γn ≥ Γ > 1 th×

an((n − 1) lnn − 1) − an+1n lnn ≥ (Γ − 1)an.(∗)

KÕt hîp (∗) víi bÊt ®¼ng thøc (n − 1) ln(n − 1) > (n − 1) ln n − 1 ta ®−îc

an((n − 1) lnn − 1) − an+1n lnn ≥ (Γ − 1)an > 0.(∗∗)

§iÒu nµy cã nghÜa lµ d·y {an(n − 1) ln(n − 1)} gi¶m ®¬n ®iÖu, vµ v× thÕ nã
héi tô. Do ®ã chuçi cã sè h¹ng tæng qu¸t lµ an(n − 1) ln(n − 1) − an+1n lnn

héi tô. Tõ (∗∗) suy ra chuçi
∞∑

n=1

an héi tô.

NÕu γn ≤ Γ < 1 th× an((n − 1) lnn − 1) − an+1n lnn ≤ (Γ − 1)an. Do
®ã

an(n − 1) ln(n − 1) − an+1n lnn ≤
(

Γ + ln

(
1 − 1

n

)n−1
)

an.

V×

lim
n→∞

(
Γ + ln

(
1 − 1

n

)n−1
)

= Γ − 1 < 0,

thÊy r»ng d·y {an+1n ln n} t¨ng ®¬n ®iÖu trõ mét sè n h÷u h¹n sè h¹ng, do ®ã
tån t¹i sè thùc d−¬ng M sao cho an+1n lnn > M . Tõ ®ã suy ra an+1 > M

n lnn
,

vµ ta rót ra kÕt luËn r»ng chuçi
∞∑

n=1

an ph©n kú.

3.2.25. Ta cã

lim
n→∞

n

(
an

an+1
− 1

)
= lim

n→∞

α + ϑn

nλ−1

1 − α
n
− ϑn

nλ

= α.

Do ®ã theo dÊu hiÖu Raabe ta suy ra sù héi tô cña chuçi ®−îc xÐt víi α > 1 vµ
ph©n kú víi α < 1. Trong tr−êng hîp α = 1 ta suy ra sù ph©n kú cña chuçi tõ
dÊu hiÖu ®−îc nªu ë bµi trªn, v×

an+1

an

= 1 − 1

n
− ϑn

nλ
= 1 − 1

n
− γn

n ln n
,

trong ®ã γn = ϑn lnn
nλ−1 ≤ Γ < 1 víi Γ nµo ®ã.
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3.2.26. Ta sÏ sö dông dÊu hiÖu Gauss trong bµi tËp trªn. Cã

an+1

an
=

n2 + (α + β)n + αβ

n2 + (1 + γ)n + γ
= 1 − 1 + γ − α − β

n
− ϑn

n2
.

Tõ ®ã suy ra chuçi ®−îc nªu trong bµi tËp sÏ héi tô khi α + β < γ vµ ph©n kú
víi α + β ≥ γ.

3.2.27. T−¬ng tù chøng minh trªn ta còng sÏ sö dông dÊu hiÖu Gauss. Ta cã

an+1

an
= 1 −

p
2

n
− ϑn

n2
.

Do ®ã chuçi ph©n kú nÕu p ≤ 2 vµ héi tô nÕu p > 2.

3.2.28. XÐt Sn, S̃n lµ tæng riªng thø n cña c¸c chuçi
∞∑

n=1

an vµ
∞∑

n=1

2na2n . Do

®ã víi n ≤ 2k , ta cã

Sn ≤ a1 + (a2 + a3) + ... + (a2k + ... + a2k+1−1)

≤ a1 + 2a2 + ... + 2ka2k = S̃k.

Víi n > 2k ,

Sn ≥ a1 + a2 + (a3 + a4) + ... + (a2k−1+1 + ... + a2k)

≥ a2 + 2a4 + ... + 2k−1a2k =
1

2
S̃k.

Do ®ã c¸c d·y {Sn} vµ {S̃n} ®ång thêi bÞ chÆn hoÆc kh«ng bÞ chÆn.

3.2.29.

(a) Ta sÏ sö dông tiªu chuÈn nÐn cña Cauchy (xem 3.2.28). Khi ta xÐt chuçi
sau

∞∑

n=1

2n

2n(ln 2n)α
=

∞∑

n=1

1

(n ln 2)α
,

thÊy r»ng nã héi tô víi α > 1 vµ ph©n kú víi 0 < α ≤ 1. NÕu α ≤ 0

th× sù ph©n kú cña chuçi
∞∑

n=2

1
(n ln n)α ®−îc suy ra trùc tiÕp tõ dÊu hiÖu so

s¸nh.



268 Ch−¬ng 3. Chuçi sè thùc

(b) Tõ ®¼ng thøc

∞∑

n=2

2n

2n ln 2n ln ln 2n
=

∞∑

n=2

1

n ln 2 ln(n ln 2)

vµ tõ (a) suy ra chuçi héi tô.

3.2.30. LËp luËn t−¬ng tù nh− chøng minh cho tiªu chuÈn nÐn cña Cauchy
(3.2.28). Víi n ≤ gk ,

Sn ≤ Sgk
≤ (a1 + ...ag1−1) + (ag1 + ... + ag2−1) + ... + (agk

+ ... + agk+1−1)

≤ (a1 + ...ag1−1) + (g2 − g1)ag1 + ... + (gk+1 − gk)agk
.

Víi n > gk ,

cSn ≥ cSgk
≥ c(ag1+1 + ... + ag2) + ... + c(agk−1+1 + ... + agk

)

≥ c(g2 − g1)ag2 + ... + c(gk − gk−1)agk

≥ (g3 − g2)ag2 + ... + (gk+1 − gk)agk
.

C¸c bÊt ®¼ng thøc trªn ®· chøng minh bµi to¸n.

3.2.31.

(a) Ta ¸p dông ®Þnh lý Schlömilch (3.2.30) víi gn = 3n.

(b) Sö dông ®Þnh lý Schĺ'omilch víi gn = n2 ta ®−îc hai chuçi
∞∑

n=1

an vµ

∞∑
n=1

(2n + 1)an2 héi tô ®ång bËc. V×

lim
n→∞

(2n + 1)an2

nan2

= 2,

suy ra
∞∑

n=1

nan2 vµ
∞∑

n=1

(2n + 1)an2 còng héi tô ®ång bËc.

(c) Rót ra tõ c©u (b).

(d) Tõ c©u (b) suy ra chuçi
∞∑

n=1

1
2
√

n vµ
∞∑

n=1

n
2n héi tô ®ång bËc. Ta chøng minh

®−îc chuçi sau héi tô (vÝ dô theo dÊu hiÖu luü thõa). §Ó chøng minh sù

héi tô hay ph©n kú cña c¸c chuçi
∞∑

n=1

1
2ln n ,

∞∑
n=1

1
3lnn vµ

∞∑
n=1

1
aln n , ta sö dông



3.1. Tæng cña chuçi 269

®Þnh lý nhãm c¸c sè h¹ng cña Cauchy hoÆc dÊu hiÖu nªu trong phÇn (a).
B©y giê ta nghiªn cøu d¸ng ®iÖu cña chuçi víi sè h¹ng tæng qu¸t 1

aln ln n .
NÕu a > 1 th× sù héi tô cña chuçi ®ang xÐt sÏ t−¬ng ®−¬ng víi sù héi tô

cña chuçi
∞∑

n=1

3n

aln n . Ta cã thÓ dÔ dµng kiÓm tra r»ng chuçi ®ã ph©n kú,

b»ng dÊu hiÖu so s¸nh sè mò ch¼ng h¹n. §iÒu nµy chøng tá cho ta r»ng

chuçi
∞∑

n=2

1
aln ln n ph©n kú víi a > 1. Chó ý r»ng nÕu 0 < a ≤ 1 th× chuçi

®ang xÐt sÏ kh«ng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn cÇn cña chuçi héi tô.

3.2.32. Tõ bµi tËp 2.4.13 (a), tån t¹i mét sè ε > 0 sao cho

(an)
1

ln n < e−1−ε, n > k.

Do ®ã 1
lnn

ln an < −1 − ε, vµ do ®ã an < 1
n1+ε . Sö dông dÊu hiÖu so s¸nh ta

suy ra chuçi
∞∑

n=1

an héi tô.

3.2.33. T−¬ng tù bµi trªn ta cã

an ≤ 1

n(lnn)1+ε
, víi n > k vµ víi ε > 0 nµo ®ã.

Do ®ã theo bµi tËp 3.2.29 (a) suy ra chuçi
∞∑

n=1

an héi tô.

3.2.34.

S2n0+k−1 − S2n0−1 = (a2n0 + a2n0+1 + ... + a2n0+1−1)

+ (a2n0+1+1 + ... + a2n0+2−1) + ...

+ (a2n0+k−1 + ... + a2n0+k−1)

≤ 2n0a2n0 + 2n0+1a2n0+1 + ... + 2n0+k−1a2n0+k−1

≤ g(an0 + an0+1 + ... + an0+k−1).

Do ®ã víi k ®ñ lín

(1 − g)
2n0+k−1∑

n=2n0

an ≤ g




2n0−1∑

n=n0

an −
2n0+k−1∑

n=n0+k

an


 ≤ g

2n0−1∑

n=n0

an.

V× vËy d·y tæng riªng cña chuçi
∞∑

n=1

an bÞ chÆn, do ®ã chuçi héi tô.
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3.2.35. Gi¶ sö chuçi
∞∑

n=1

an héi tô, thÕ th×

lim
n→∞

2n∑

k=n+1

ak = lim
n→∞

2n+1∑

k=n+1

ak = 0.

Do ®ã v× tÝnh ®¬n ®iÖu cña d·y {an} ta cã

2n∑

k=n+1

ak ≥
2n∑

k=n+1

a2n = na2n =
1

2
(2na2n)

vµ
2n+1∑

k=n+1

ak ≥
2n+1∑

k=n+1

a2n+1 =
n + 1

2n + 1
(2n + 1)a2n+1.

Tõ ®ã suy ra lim
n→∞

nan = 0.

§Æt an = 1
n ln(n+1)

. ThÕ th× chuçi cã sè h¹ng tæng qu¸t an sÏ ph©n kú vµ

lim
n→∞

nan = lim
n→∞

1

ln(n + 1)
= 0.

3.2.36. §Æt

an =

{
1
n

víi n = k2, k = 1, 2, ...,
1
n2 trong c¸c tr−êng hîp cßn l¹i.

ThÕ th× chuçi
∞∑

n=1

an sÏ héi tô nh−ng giíi h¹n lim
n→∞

an kh«ng tån t¹i.

3.2.37. VÊn ®Ò ta cÇn t×m lµ sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

√
an. ThËt vËy, nÕu chuçi

∞∑
n=1

√
an héi tô, ta cã thÓ ®Æt bn =

√
an.

B©y giê gi¶ sö tån t¹i d·y {bn} sao cho c¶ hai chuçi
∞∑

n=1

bn vµ
∞∑

n=1

an

bn
héi tô.

Ta suy ra r»ng
√

an =

√
bn · an

bn
≤ 1

2

(
bn +

an

bn

)
,

vµ do ®ã chuçi
∞∑

n=1

√
an héi tô.
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3.2.38. Gi¶ sö r»ng tån t¹i d·y {an} sao cho c¶ hai chuçi
∞∑

n=1

an vµ
∞∑

n=1

1
n2an

cïng héi tô, ®Æt

A =

{
ns ∈ N :

1

ns
≤ 1

n2
sans

}
vµ A′ = N \ A.

Do ®ã
∑

ns∈A

1
ns

< +∞ vµ do ®ã
∑

ns∈A′

1
ns

= +∞ (tÊt nhiªn A cã thÓ lµ tËp

rçng).

B©y giê chó ý r»ng ans > 1
ns
víi ns ∈ A′, ta suy ra r»ng chuçi

∞∑
n=1

an ph©n

kú, tøc lµ tr¸i víi gi¶ thiÕt.

3.2.39. Ta cã
∞∑

n=1

1

n
· 1 + an+1

an
=

∞∑

n=1

1

nan
+

∞∑

n=1

an+1

nan
.

Ta sÏ chØ ra r»ng sù héi tô cña chuçi sÏ kÐo theo sù ph©n kú cña chuçi
∞∑

n=1

1
nan

.

Theo dÊu hiÖu ®¸nh gi¸ Cauchy, tån t¹i k ∈ N sao cho víi mäi n nguyªn d−¬ng,
k+n∑

i=k+1

ai+1

iai
< 1

4
. Do®ã n

n+k

k+n∑
i=k+1

ai+1

nai
< 1

4
. Víi n > k ta cã

k+n∑

i=k+1

ai+1

nai
<

1

4
· k + n

n
≤ 1

2
.

Tõ mèi liªn hÖ gi÷a trung b×nh céng vµ nh©n, ta cã

n

√
ak+n+1

ak+1
<

1

2
, vµ do ®ã ak+n+1 <

ak+1

2n
,

suy ra
1

(k + n + 1)ak+n+1

>
2n

(k + n + 1)ak+1

.

VËy chuçi
∞∑

n=1

1
nan

ph©n kú.

3.2.40. TÊt nhiªn chuçi
∞∑

n=1

cn cã thÓ ph©n kú (vÝ dô nh− nÕu an ≤ bn víi

n ∈ N). Tuy vËy nã héi tô. ThËt vËy, xÐt chuçi cã c¸c sè h¹ng cã d¹ng

1,
1

22
,

1

22
,

1

22
,

1

22
,

1

22
,

1

72
,

1

82
,

1

92
, ...
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vµ

1,
1

22
,

1

32
,

1

42
,

1

52
,

1

62
,

1

72
,

1

82
,

1

82
, ...,

1

82︸ ︷︷ ︸
82+1 lÇn

, ...

Mçi chuçi trªn chøa v« h¹n ®o¹n sè h¹ng cã tæng lín h¬n 1, do ®ã chóng ph©n

kú, trong tr−êng hîp cn = 1
n2 vµ do ®ã

∞∑
n=1

cn héi tô.

3.2.41. Ta sö dông tiªu chuÈn nÐn cña Cauchy (3.2.28). Sù ph©n kú cña chuçi
∞∑

n=1

bn

n
t−¬ng ®−¬ng víi sù ph©n kú cña chuçi cã sè h¹ng tæng qu¸t

b2n = min

{
a2n,

1

n ln 2

}
.

ThÊy r»ng chuçi
∞∑

n=1

b2n ph©n kú khi vµ chØ khi chuçi c« ®äng cña nã víi sè h¹ng

tæng qu¸t

2nb22n = min

{
2na22n ,

1

ln 2

}

ph©n kú. Ta sÏ chØ ra r»ng chuçi nµy ph©n kú. ThËt vËy, nÕi chuçi
∞∑

n=1

dn ph©n

kú th× chuçi
∞∑

n=1

min{dn, c} víi c > 0 sÏ còng ph©n kú, nÕu min{dn, c} = c

®èi víi mét sè v« h¹n sè h¹ng dn th× sù ph©n kú cña chuçi
∞∑

n=1

min{dn, } ®−îc

suy ra tõ sù ph©n kú cña chuçi
∞∑

n=1

dn.

3.2.42. Ta cã

1 − an

an+1
=

an+1 − an

an+1
≤ an+1 − an

a1
.

Tõ kh¼ng ®Þnh trªn vµ sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

(an+1 − an) ta suy ra sù héi tô

cña chuçi ®· cho.

3.2.43. Ta cã

1 − an

an+1
=

an+1 − an

an+1
.

§Æt bn = an+1 − an vµ Sn = b1 + b2 + ... + bn, ta ®−îc
bn

Sn+a1
= an+1−an

an+1
. Do

®ã ta suy ra chuçi ph©n kú dùa vµo bµi tËp 3.2.10.
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3.2.44. NÕu d·y {an} kh«ng bÞ chÆn th× sù héi tô cña chuçi ®−îc suy ra tõ
bµi 3.2.11, ®Ó thÊy ®−îc ®iÒu nµy ta cã thÓ lËp luËn t−¬ng tù nh− lËp luËn trong
bµi tËp trªn. XÐt tr−êng hîp {an} bÞ chÆn, ta cã

an+1 − an

an+1aα
n

≤ 1

a2aα
1

(an+1 − an).

Do ®ã sù héi tô cña chuçi ®ang xÐt ®−îc suy ra tõ sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

(an+1−

an).

3.2.45. Ta chØ cÇn lÊy cn = 1
Sn

víi Sn lµ tæng riªng thø n cña chuçi
∞∑

n=1

an

nh− trong bµi 3.2.10.

3.2.46. Ta cã thÓ ®Æt cn = 1√
rn−1

, víi rn = an+1 + an+2 + ..., vµ tõ ®ã sö

dông kÕt qu¶ cña bµi 3.2.13 (b).

3.2.47. D·y {rn} lµ ®¬n ®iÖu gi¶m, theo bµi 3.2.35 ta suy ra lim
n→∞

nan = 0,

do ®ã

lim
n→∞

nan = lim
n→∞

n(rn−1 − rn) = lim
n→∞

((n − 1)rn−1 − nrn + rn−1) = 0.

3.2.48.

(a) V× lim
n→∞

an = +∞, an > 2 víi n ®ñ lín. Sù héi tô cña chuçi ®−îc suy ra

tõ bÊt ®¼ng thøc 1
an

n
< 1

2n víi n ®ñ lín.

(b) Nh− trong (a), n cã thÓ ®−îc chän ®ñ lín sao cho 1
aln

n n
< 1

3ln n . VËy, theo
3.2.17(c),chuçi héi tô.

(c) Chuçi cã thÓ héi tô hoÆc ph©n kú, phô thuéc vµo d·y {an}. NÕu an =

lnn, n ≥ 2, th× chuçi
∞∑

n=1

1
aln ln n

n
ph©n kú(xem 3.2.2(e)). MÆt kh¸c, nÕu

an = n, th× n > ee,

1

aln ln n
n

=
1

eln ln n·lnn
n

<
1

nα
víi α > 1.

Trong tr−êng hîp nµy, chuçi ®ang xÐt héi tô.

3.2.49. Chuçi ph©n kú v× ®iÒu kiÖn cÇn an → 0 cho sù héi tô kh«ng ®−îc tho¶
m·n( xem 2.5.25).
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3.2.50. Tr−íc hÕt, gi¶ sö p = 0. Khi ®ã, theo 2.5.22, ta cã lim
n→∞

√
nan =

√
3,

vµ v× thÕ chuçi ph©n kú. B©y giê, gi¶ sö p > 0. Khi ®ã lim
n→∞

an = 0. Tõ ®ã

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

sin an

an
· 1

np
= 0.

Chuçi héi tô theo tiªu chuÈn tØ sè.

3.2.51. Quan s¸t r»ng an ∈ (nπ, nπ + π/2). Tõ ®ã 1
a2

n
< 1

n2π2 vµ v× vËy

chuçi
∞∑

n=1

1
a2

n
héi tô.

3.2.52. §Æt bn =
√

an; khi ®ã bn ∈ (nπ, nπ + π/2) . Tõ ®ã chuçi
∞∑

n=1

1
an

=

∞∑
n=1

1
b2n
héi tô (xem lêi gi¶i cña bµi to¸n tr−íc).

3.2.53. Chuçiph©n kú do lim
n→∞

nan = 2 (xem 2.5.29).

3.2.54. §Ó ®¬n gi¶n, ta ®−a ra kÝ hiÖu sau:

Ln = a1 + a2 + ... + a2n−1 vµ Mn = a2 + a4 + ... + a2n

Do tÝnh ®¬n ®iÖu cña {an},

Ln ≥ Mn vµ Ln − a1 ≤ Mn.(∗)

Tõ ®ã 2Mn = Mn + Mn ≥ Mn + Ln − a1 =
∞∑

n=2

an. VËy

lim
n→∞

Mn = +∞.(∗∗)

KÕt hîp (∗) vµ (∗∗), ta cã

Ln

Mn
− 1 =

Ln − Mn

Mn
≥ a1

Mn
−→ 0(n → ∞)
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3.2.55. Tõ ®Þnh nghÜa cña kn ta cã 0 ≤ Skn − n < 1
kn
. BiÕt r»ng lim

n→∞
(Skn −

ln kn) = γ, ë ®©y γ lµ h»ng sè Euler ( xem 2.1.41), nªn

lim
n→∞

(n − ln kn) = lim
n→∞

(n + 1 − ln kn+1) = γ,

tõ ®ã suy ra

lim
n→∞

(
1 − ln

kn+1

kn

)
= 0,

VËy

lim
n→∞

kn+1

kn
= e.

3.2.56.

(a) [A. J. Kempner, Amer. Math. Monthly 23(1914), 48-50] Mét sè cã k ch÷
sè sè h¹ng A cã thÓ ®−îc viÕt d−íi d¹ng

10k−1a1 + 10k−2a2 + ... + ak ë ®©y 0 < ai ≤ 9, i = 1, 2, ..., k.

Víi k cho tr−íc, tån t¹i 9k sè cã k ch÷ sè trong A, vµ mçi sè lín h¬n 10k−1 .
V× vËy

∑

n∈A

1

n
<

∞∑

k=1

9k

10k−1
= 90.

(b) Nh− trong (a), ta cã
∑

n∈A

1

nα
<

∞∑

k=1

9k

10α(k−1)
.

V× vËy nÕu α > log10 9, th× chuçi
∑
n∈A

1
nα héi tô. Ngoµi ra, tõ

∑

n∈A

1

nα
>

∞∑

k=1

9k

(10k − 1)α
>

∞∑

k=1

9k

10kα

chuçi
∑
n∈A

1
nα ph©n kú nÕu α ≤ log10 9.

NhËn xÐt. Gäi Ak lµ tËp con cña c¸c sè nguyªn d−¬ng kh«ng chøa ch÷
sè k trong khai triÓn thËp ph©n cña chóng. Theo cïng c¸ch nµy, ta cã thÓ
chØ ra chuçi

∑
n∈A

1
nα héi tô nÕu α > log10 9.



276 Ch−¬ng 3. Chuçi sè thùc

3.2.57. Gi¶ sö r»ng−∞ < g < 1 vµ lÊy ε > 0 ®ñ nhá ®Ó g + ε < 1. Khi
®ã, víi n ®ñ lín,ln 1

an
< (g + ε) lnn vµ an > 1

ng+ε . V× vËy chuçi ph©n kú. NÕu

g = −∞ th× víi n ®ñ lín, ln 1
an

< −1 · lnn. VËy an > n vµ chuçi ph©n kú.

Chøng minh t−¬ng tù cho g > 1. Chóng ta xÐt hai chuçi:
∞∑

n=1

1
n
vµ

∞∑
n=2

1
n ln2 n

.

Chuçi ®Çu tiªn ph©n kú vµ chuçi thø hai héi tô mÆc dï g = 1.

3.2.58. Sù t−¬ng ®−¬ng cña c¸c tiªu chuÈn nµy ®· ®−îc cho trong lêi gi¶i cña
bµi tËp 3.2.19. Do 2.5.34, nÕu tiªu chuÈn Raabe kÕt luËn ®−îc th× tiªu chuÈn
cña bµi to¸n tr−íc còng vËy. §Ó chØ ra ®iÒu ng−îc l¹i kh«ng ®óng chóng ta xÐt
chuçi víi sè h¹ng an x¸c ®Þnh bëi a2n−1 = 1

n2 , a2n = 1
4n2 .

3.2.59. Cho bn =

√
2 +

√
2 + ... +

√
2

︸ ︷︷ ︸
n - c¨n

, cã bn = 2 cos π
2n+1 (so s¸nh víi

2.5.41). Do ®Þnh nghÜa cña {an}, ta cã a2
n = 2 − bn−1, vµ do vËy an =

2 sin π
2n+1 < π

2n . V× thÕ chuçi trong bµi ra héi tô.

3.2.60. Gi¶ sö K lµ mét sè d−¬ng sao cho

(a1 − an) + (a2 − an) + ... + (an−1 − an) ≤ K víi n ∈ N

Tõ ®ã víi mçi n ∈ N ta cã a1 + a2 + ... + an − nan ≤ K . Chän m ∈ N bÊt
kú. V× d·y {an} ®¬n ®iÖu vµ héi tô vÒ 0 nªn tån t¹i n0 ∈ N sao cho :

an ≤ 1

2
am víi ∀n ≥ n0.(∗)

Ta cã :

a1 + ... + am −man + am+1 + ... + an − (n − m)an ≤ K.

L¹i do sù ®¬n ®iÖu cña {an},

am+1 + ... + an ≥ (n − m)an vµ a1 + ... + am ≥ mam.

V× thÕ m(am − an) = mam − man =≤ a1 + a2 + ... + am − man ≤ K. Tõ
®©y vµ tõ (∗) suy ra 1

2
mam ≤ m(am − an) ≤ K . Cuèi cïng,

Sm = a1 + a2 + ... + am = Sm − mam + mam ≤ K + mam ≤ 3K.

3.2.61. Tõ quan hÖ

an = an+1 + an+2 + an+3 + ..., an+1 = an+2 + an+3 + ...

suy ra an+1 = 1
2
an. Sö dông ph−¬ng ph¸p quy n¹p ta cã an = 1

2n , n ∈ N.
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3.2.62. [20] Cho rn,k = an + an+1 + ... + an+k, n = 1, 2, ..., k = 0, 1, 2, ...,
vµ cho lim

k→∞
rn,k = rn, n = 1, 2, .... Gi¶ thiÕt r»ng s ∈ (0, S) vµ an1 lµ sè

h¹ng ®Çu tiªn cña d·y {an} tho¶ m·n an1 < s. Ng−îc l¹i tån t¹i k1 sao
cho rn1 ,k1 < s ≤ rn1,k1+1, hoÆc rn1 ≤ s. Trong tr−êng hîp thø hai, ta cã
s ≤ an1−1 ≤ rn1 ≤ s vµ do vËy rn1 = s. Trong tr−êng hîp ®Çu ta t×m an2 lµ
sè h¹ng ®Çu tho¶ m·n n2 > n1 + k1, rn1 ,k1 + an2 < s. Ng−îc l¹i tån t¹i k2 sao
cho rn1 ,k1 + rn2 ,k2 < s ≤ rn1,k1 + rn2,k2+1, hoÆc rn1 ,k1 + rn2 = s. Ta lÆp l¹i
qu¸ tr×nh nµy ®Õn khi tr−êng hîp ®Çu xuÊt hiÖn t¹i mäi b−íc th× kÕt luËn r»ng
s = rn1,k1 + rn2 ,k2 + ....

3.2.63. [20] Gi¶ sö ng−îc l¹i, sÏ cã k ∈ N sao cho ak = 2p +
∞∑

n=k+1

an,

ë ®©y p > 0. Lóc ®ã ak − p = p +
∞∑

n=k+1

an =
∞∑

n=1

εnan, ë ®©y εn nhËn

gi¸ trÞ 0 hoÆc 1. Bëi tÝnh ®¬n ®iÖu cña {an}, εn = 0 víi n ≤ k. Do ®ã

ak − p =
∞∑

n=1

εnan ≤
∞∑

n=k+1

an = ak − 2p, m©u thuÉn!

3.2.64. Theo ®Þnh lý Stolz (xem 2.3.11), ta cã

lim
n→∞

a1S
−1
1 + a2S

−1
2 + ... + anS

−1
n

lnSn
= lim

n→∞

anS
−1
n

− ln (1 − anS−1
n )

= 1.

§¼ng thøc cuèi suy ra tõ ,ch¼ng h¹n 2.5.5.

3.2.65. §Æt an = 1, n ∈ N.

3.2.66. V× a1+a2+...+an

n
> a1

n
nªn chuçi

n∑
i=1

a1+a2+...+an

n
héi tô víi mäi d·y

d−¬ng {an}. Sù héi tô nµy ®éc lËp víi sù héi tô cña chuçi
n∑

i=1

an.

3.2.67. Víi gi¶ thiÕt,

a2 ≤ a1,
2n∑

k=2n−1+1

ak ≤ 1

2n−1

2n−1∑

k=1

ak.

V× vËy

2n∑

k=1

ak ≤ 2

(
1 +

1

2

)(
1 +

1

22

)
+ ... +

(
1 +

1

2n−1

)
a1.
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H¬n n÷a,

(
1 +

1

2

)(
1 +

1

22

)
+ ... +

(
1 +

1

2n−1

)
= e

n−1∑
k=1

ln(1+ 1

2k )
≤ e

n−1∑
k=1

1

2k
< e.

3.2.68. §Æt cn = (n+1)n

nn−1 = n
(

n+1
n

)n
, n ∈ N. Th×

c1....cn = (n + 1)n vµ cn < ne(∗)

Dïng bÊt ®¼ng thøc liªn hÖ gi÷a trung b×nh céng vµ trung b×nh nh©n ta ®−îc

n
√

a1 · ... · an =
1

n + 1
n
√

a1c1...ancn ≤ a1c1 + ... + ancn

n(n + 1)
.

V× vËy

N∑

n=1

n
√

a1 · ... · an ≤
N∑

i=1

a1c1 + ... + ancn

n(n + 1)

= a1c1

(
1

1 · 2 +
1

2 · 3 + ... +
1

N · (N + 1)

)
+

a2c2

(
1

2 · 3
+ ... +

1

N · (N + 1)

)
+ ... + aNcN

1

N(N + 1)

< a1c1 + a2c2
1

2
+ a3c3

1

3
+ ... + aNcN

1

N
≤ 2a1 + ea2 + ... + eaN .

BÊt ®¼ng thøc cuèi cïng cã ®−îc do (∗). Cho N → ∞, ta cã bÊt ®¼ng thøc cÇn
chøng minh.

3.2.69. ViÕt cn d−íi d¹ng

cn =
(n + 1)n · ... · (n + k − 1)n(n + k)n

nn−1 · ... · (n + k − 2)n−1(n + k − 1)n−1

=

(
n + k

n

)n

n(n + 1) · ... · (n + k − 1),

ta ®−îc c1 · ... · cn = (n + 1)n · ... · (n + k)n. V× vËy, nh− trong lêi gi¶i cña bµi
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to¸n tr−íc, ta ®−îc

N∑

n=1

n
√

a1 · ... · an ≤
N∑

n=1

a1c1 + ... + ancn

n(n + 1) · ... · (n + k)

= a1c1(
1

1 · 2... · (1 + k)
+ ... +

1

N · (N + 1)... · (N + k)
)

+ a2c2(
1

2 · 3... · (2 + k)
+ ... +

1

N · (N + 1)... · (N + k)
)

+ ... + aNcN
1

N(N + 1)...(N + k)

<
1

k

(
1

k!
a1c1 +

1

2 · 3 · .... · (1 + k)
a2c2

+ ... +
1

N(N + 1) · ... · (N + k − 1)
aNcN

)
.

BÊt ®¼ng thøc cuèi cïng ®−îc suy ra tõ bµi tËp 3.1.4 (a). V×

1

l(l + 1) · ... · (l + k − 1)
cl =

(
l + k

l

)l

,

cho N → ∞, ta ®−îc bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh.

3.2.70. §Æt Tn = a1 + a2 + ... + an vµ Sn lµ tæng riªng thø n cña chuçi cÇn
t×m. Khi ®ã

SN =
1

a1
+

N∑

n=2

n2(Tn − Tn−1)

T 2
n

≤ 1

a1
+

N∑

n=2

n2(Tn − Tn−1)

TnTn−1

=
1

a1
+

N∑

n=2

n2

Tn−1
−

N∑

n=2

n2

Tn
=

1

a1
+

N−1∑

n=1

(n + 1)2

Tn
−

N∑

n=2

n2

Tn

≤ 5

a1
+

N−1∑

n=2

2n

Tn
+

N−1∑

n=2

1

Tn
≤ 5

a1
+

N∑

n=1

2n

Tn
+

N∑

n=1

1

Tn
.

H¬n n÷a theo bÊt ®¼ng thøc Cauchy (xem 1.2.12),

(
N∑

n=1

n

Tn

)2

≤
N∑

n=1

n2an

T 2
n

N∑

n=1

1

an
≤ SN · M
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víi M =
∞∑

n=1

1
an
. V× vËy

N∑

n=1

n

Tn
≤
√

SN ·
√

M.

Nªn, SN ≤ 5
a1

+ 2
√

SN

√
M + M , vµ

SN ≤
(√

M +

√
2M +

5

a1

)2

.

3.2.71. Theo bÊt ®¼ng thøc trung b×nh ®iÒu hoµ (xem 1.2.3)

2k∑
n=2k−1+1

1
nan−(n−1)an−1

2k−1
≥ 2k−1

2k∑
n=2k−1+1

[nan − (n − 1)an−1]

=
2k−1

2ka2k − 2k−1a2k−1

≥ 1

2a2k

.

V× vËy
2k∑

n=2k−1+1

1

nan − (n − 1)an−1

≥ 2k

4a2k

.

Nªn

S2k ≥
k∑

l=1

2l

4a2l

.

Sù ph©n kú cña chuçi suy ®−îc tõ ®Þnh lý nÐn cña Cauchy (xem 3.2.28).

3.2.72. Ta sÏ chØ ra r»ng chuçi
∞∑

n=1

1
pn
ph©n kú. NÕu héi tô th× tån t¹i n sao

cho
∞∑

m=n+1

1
pm

< 1
2
. §Æt a = p1 · p2... · pn. Khi ®ã sè 1 + ka víi k ∈ N cã thÓ

viÕt thµnh tÝch c¸c sè nguyªn tè. Sù ph©n tÝch nµy kh«ng chøa sè nµo trong c¸c
sè p1, ..., pn. V× vËy

∞∑

k=1

1

1 + ka
<

∞∑

l=1

(
∞∑

m=n+1

1

pm

)l

<

∞∑

l=1

(
1

2

)l

= 1,

m©u thuÉn.
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3.2.73. Suy ra tõ bµi 3.2.71 vµ 3.2.72.

3.2.74. Ta cã

lim
n→∞

∞∑
k=2

1
kn+1

∞∑
k=2

1
kn

= lim
n→∞

1
2n+1

(
1 + 2n+1

3n+1 + 2n+1

4n+1 + ...
)

1
2n

(
1 + 2n

3n + 2n

4n + ...
) =

1

2
,

v× tæng trong ngoÆc héi tô vÒ 1 khi n dÇn tíi v« cïng. Do

2n+1

3n+1
+

2n+1

4n+1
+ ... = 2n+1

∞∑

k=3

1

kn+1
.

H¬n n÷a,
∞∑

k=3

1

kn+1
=

1

3n+1
+

∞∑

k=2

1

(2k)n+1
+

∞∑

k=2

1

(2k + 1)n+1

≤ 1

3n+1
+ 2

∞∑

k=2

1

(2k)n+1
=

1

3n+1
+

1

22n+1
+

1

2n

∞∑

k=3

1

kn+1
.

Nªn

2n+1
∞∑

k=3

1

kn+1
≤
(

2
3

)n+1
+ 1

2n(
1 − 1

2n

) ,

vµ v× vËy

2n+1
∞∑

k=3

1

kn+1
−→
n→∞

0.

3.2.75. Tr−íc hÕt gi¶ thiÕt r»ng chuçi
∞∑

n=1

an héi tô. Khi ®ã sù héi tô cña

chuçi ®· cho ®−îc suy ra tõ bÊt ®¼ng thøc 1
T α

n
≤ 1

aα
1
. NÕu chuçi

∞∑
n=1

an ph©n kú

th× tån t¹i d·y t¨ng chÆt nm c¸c sè nguyªn d−¬ng sao cho Snm−1 ≤ m < Snm .
Khi ®ã

Tnm = S1 + ... + Snm ≥ Sn1 + ... + Snm >
m(m + 1)

2
.

V× vËy

∞∑

n=n2

an

T α
n

=
∞∑

m=2

mm+1−1∑

k=nm

ak

T α
k

≤
∞∑

m=2

Snm+1−1 − Snm−1

T α
nm

<
∞∑

m=2

1

T α
nm

<
∞∑

m=2

1(
m2+m

2

)α .
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V× vËy chuçi ®· cho héi tô nÕu α > 1
2
. Chuçi nµy cã thÓ ph©n kú nÕu α ≤ 1

2
.

VÝ dô chän an = 1, n ∈ N.

3.2.76. Theo bµi 3.2.35, lim
n→∞

n
an

= 0. LÊy 0 < K < 1. Khi ®ã tån t¹i n0 sao

cho n ≤ Kan víi mäi n ≥ n0. V× vËy

lnk an

an
≥ lnk

(
1

K

)
lnk n

an
.

V× vËy sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

lnk an

an
suy ra sù héi tô cña chuçi

∞∑
n=1

lnk n
an
. §Ó

chøng minh ta ®Æt

I1 = {n ∈ N : an ≤ nk+2} vµ I2 = N\I1.

Khi ®ã víi n ∈ I1 ta cã ln an ≤ (k + 2) lnn vµ v× vËy tõ sù héi tô cña chuçi∑
n∈I1

lnk n
an

suy ra sù héi tô cña chuçi
∑

n∈I1

lnk an

an
. H¬n n÷a, khi n ®ñ lín thuéc I2

,

lnk an

an
<

a
k

k+1
n

an
<

1

n
k+2
k+1

.

V× vËy,
∑

n∈I2

lnk an

an
< ∞ v× k+2

k+1
> 1.

3.2.77. Tr−íc hÕt gi¶ thiÕt r»ng

f(ϕ(n))(ϕ(n + 1) − ϕ(n))

f(n)
≤ q < 1.

Khi ®ã theo (1) trong bµi tr−íc,

Sϕ(n)−1 <

ϕ(1)−1∑

k=1

f(k) + qSn−1.

V× vËy ϕ(n) > n, (1 − q)Sn−1 <
ϕ(1)−1∑

k=1

f(k). Suy ra chuçi
∞∑

n=1

f(n) héi tô.

Sö dông bÊt ®¼ng thøc (2) trong bµi tr−íc vµ chøng minh t−¬ng tù ta ®−îc phÇn
thø hai cña mÖnh ®Ò.

3.2.78. Sö dông kÕt qu¶ cña bµi tr−íc víi ϕ(n) = 2n.

3.2.79. Sö dông kÕt qu¶ bµi 3.2.78 víi ϕ(n) = 2n.
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3.2.80. Sö dông kÕt qu¶ bµi 3.2.77 t−¬ng øng víi

ϕ(n) = 3n, ϕ(n) = n2, vµ ϕ(n) = n3.

3.2.81.

(1) Ta cã anbn − an+1bn+1 ≥ can+1. V× vËy {anbn} lµ d·y sè d−¬ng gi¶m
v× vËy héi tô. V× vËy chuçi

∞∑
n=1

(anbn − an+1bn+1) héi tô. Sù héi tô cña

chuçi
∞∑

n=1

an suy ra tõ tiªu chuÈn so s¸nh.

(2) Ta cã

an+1

an
≥

1
bn+1

1
bn

V× vËy sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

an suy ®−îc tõ tiªu chuÈn ®· chØ ra trong

bµi 3.2.3.

3.2.82. §Ó cã tiªu chuÈn D'Alembert (tiªu chuÈn tû sè) ta chän bn = 1 víi mäi
n = 1, 2, .... NÕu chän bn = n víi n = 1, 2, ... ta cã tiªu chuÈn Raabe. Chän
bn = n lnn víi n = 2, 3, ... ta cã tiªu chuÈn Bertrand.

3.2.83. [J. Tong, Amer. Math. Monthly, 101(1994), 450-452]

(1) §Æt Sn =
∞∑

n=1

an vµ ®Æt

bn =

S −
n∑

k=1

ak

an
=

rn

an
.

TÊt nhiªn bn > 0 víi n ∈ N. H¬n n÷a

bn
an

an+1
− bn+1 =

rn

an+1
− rn+1

an+1
=

an+1

an+1
= 1.

(2) Trong tr−êng hîp nµy ®Æt

bn =

n∑
k=1

ak

an
=

Sn

an
.
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Khi ®ã chuçi
∞∑

n=1

1
bn
ph©n kú (xem bµi 3.2.10). H¬n n÷a

bn
an

an+1

− bn+1 =
Sn

an+1

− Sn+1

an+1

= −an+1

an+1

= −1.

3.2.84.

(a) Sö dông tiªu chuÈn tû sè cho mçi chuçi:

∞∑

n=1

akn,
∞∑

n=0

a1+kn, ...,
∞∑

n=0

a(k−1)+kn.

(b) ChØ cÇn ¸p dông tiªu chuÈn Raabe (xem 3.2.19) cho mçi chuçi trªn.

3.2.85. Theo gi¶ thiÕt tån t¹i h»ng sè d−¬ng K sao cho

ϕn ≤ K
1

lnn
, n ≥ 2.

Ta ®Þnh nghÜa 2 tËp c¸c sè nguyªn d−¬ng N1 vµ N2 nh− sau:

N1 =

{
n : an ≤ 1

n2

}
vµ N2 = N\N1.

Víi n ∈ N1 ®ñ lín ta cã,

a1−ϕn
n ≤ a

1− K
ln n

n = a
ln n

eK
ln n

n =

(
eK

n

) ln 1
an

ln n

≤ e2K

n2
.(1)

H¬n n÷a víi n ∈ N2 ®ñ lín ta cã,

a1−ϕn
n

an
≤ a

− K
ln n

n =

(
1

an

) K
ln n

≤ n
2K
ln n = e2K.(2)

KÕt hîp (1), (2) cïng víi sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=2

an, ta ®−îc

∑

n∈N1

a1−ϕn
n < +∞ vµ

∑

n∈N2

a1−ϕn
n < +∞.
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3.3 DÊu hiÖu tÝch ph©n

3.3.1. Víi k − 1 ≤ x ≤ k, k ≥ 2 ta cã f(x) ≥ f(k). MÆt kh¸c víi
k ≤ x ≤ k + 1 th× f(x) ≤ f(k). V× vËy

∫ k+1

k

f(x)dx ≤ f(k) ≤
∫ k

k−1

f(x)dx, k = 2, 3, ...

Céng theo vÕ cña c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn tõ k = 2 tíi k = n ta ®−îc
∫ n+1

2

f(x)dx ≤ f(2) + f(3) + ... + f(n) ≤
∫ n

1

f(x)dx.

Tiªu chuÈn tÝch ph©n ®· ®−îc chøng minh.

3.3.2. Chó ý r»ng f ′

f
d−¬ng vµ ®¬n ®iÖu t¨ng v× vËy theo tiªu chuÈn tÝch ph©n

sù héi tô cña chuçi ®· cho t−¬ng ®−¬ng víi tÝnh bÞ chÆn cña d·y
{∫ n

1
f ′(x)dx

}

vµ
{∫ n

1
f ′(x)
f(x)

dx
}
. V×

∫ n

1

f ′(x)dx = f(n) − f(1) vµ

∫ n

1

f ′(x)

f(x)
dx = ln f(n) − ln f(1),

nªn hai d·y cïng bÞ chÆn hoÆc cïng kh«ng bÞ chÆn.

3.3.3. Ta cã SN − IN − (SN+1 − IN+1) =
∫ N+1

N
f(x)dx − f(N + 1) ≥ 0.

H¬n n÷a, f(n) ≤
∫ n

n−1
f(x)dx ≤ f(n − 1) víi n = 2, 3, ..., N . Céng c¸c bÊt

®¼ng thøc trªn tõ n = 2 ®Õn n = N ta ®−îc SN − f(1) ≤ IN ≤ SN − f(N).
V× vËy 0 < f(N) ≤ SN − IN ≤ f(1), ®ã lµ ®iÒu ph¶i chøng minh.

3.3.4. Sù héi tô cña d·y ®· cho ®−îc suy tõ bµi to¸n tr−íc. B©y giê ta cÇn chØ
ra r»ng giíi h¹n cña d·y thuéc (0, 1).

(a) V× f(x) = 1
x
lµ hµm t¨ng chÆt trªn kho¶ng (0,+∞), SN−IN < S2−I2 <

f(1) = 1 víi N > 2 vµ

f(2) + f(3) + ... + f(N − 1) + f(N)

> f(2) + f(3) + ... + f(N − 1) >

∫ N

2

f(x)dx,

hoÆc t−¬ng ®−¬ng, SN − f(1) > IN − I2. Cuèi cïng,

0 < 1 − I2 ≤ lim
N→∞

(SN − IN) ≤ S2 − I2 < 1.

(Xem 2.1.41 vµ 3.1.36).
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(b) Chøng minh t−¬ng tù nh− (a).

3.3.5.

(a) Sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=2

1
n(lnn)α t−¬ng ®−¬ng víi tÝnh bÞ chÆn cña d·y

∫ n

2
1

x(lnx)α dx. Víi α 6= 1,

∫ n

2

1

x(lnx)α
dx =

(lnn)−α+1

−α + 1
− (ln 2)−α+1

−α + 1
.

V× vËy chuçi héi tô nÕu α > 1 vµ ph©n kú nÕu 0 < α < 1. Râ rµng
nÕu α ≤ 0 th× chuçi ph©n kú. Cuèi cïng, nÕu α = 1 th×

∫ n

2
1

x ln x
dx =

ln(lnn)− ln(ln 2). V× vËy, d·y
∫ n

2
1

x lnx
dx kh«ng bÞ chÆn vµ do ®ã chuçi

ph©n kú.

(b) Trong tr−êng hîp nµy ta cã

∫ n

3

1

x lnx ln (lnx)
dx = ln (ln (lnn)) − ln (ln (ln 3)).

V× vËy theo tiªu chuÈn tÝch ph©n chuçi ph©n kú.

3.3.6.

(a) Ta cã

N∑

n=1

an+1

Sn lnSn
=

N∑

n=1

Sn+1 − Sn

Sn lnSn
≥

N∑

n=1

∫ Sn+1

Sn

1

x lnx
dx

= ln lnSN+1 − ln lnS1 −→
N→∞

∞.

(b) T−¬ng tù c©u (a) ta cã

N∑

n=2

an

Sn ln2 Sn

=
N∑

n=2

Sn − Sn−1

Sn ln2 Sn

≤
N∑

n=2

∫ Sn

Sn−1

1

x ln2 x
dx

= − 1

lnSN
+

1

lnS1
−→
N→∞

∞.

3.3.7. NÕu
ϕ′(x)f(ϕ(x))

f(x)
≤ q < 1, ∀x > x0,
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th× ∫ ϕ(x)

ϕ(x0)

f(t)dt =

∫ x

x0

ϕ′(t)f(ϕ(t))dt ≤ q

∫ x

x0

f(t)dt.

V× vËy

(1 − q)

∫ ϕ(x)

ϕ(x0)

f(t)dt ≤ q

(∫ x

x0

f(t)dt−
∫ ϕ(x)

ϕ(x0)

f(t)dt

)

= q

(∫ ϕ(x0)

x0

f(t)dt −
∫ ϕ(x)

x

f(t)dt

)
≤ q

∫ ϕ(x0)

x0

f(t)dt.

V× vËy b»ng tiªu chuÈn tÝch ph©n chuçi
∞∑

n=1

f(n) héi tô. B©y giê nÕu

ϕ′(x)f(ϕ(x))

f(x)
≥ 1 víi mäi x > x0,

th×
∫ ϕ(x)

ϕ(x0)
f(t)dt ≥

∫ x

x0
f(t)dt. Cho nªn

∫ ϕ(x)

x

f(t)dt ≥
∫ ϕ(x0)

x0

f(t)dt.

H¬n n÷a, v× víi n bÊt kú tån t¹ikn ∈ N sao cho n < ϕ(n) < n + kn, ta cã

In + kn − In =

∫ n+kn

n

f(t)dt ≥
∫ ϕ(n)

n

f(t)dt ≥
∫ ϕ(x0)

x0

f(t)dt.

Cho nªn d·y {In} kh«ng ph¶i lµ d·y Cauchy nªn nã kh«ng bÞ chÆn. Theo tiªu
chuÈn tÝch ph©n chuçi ph©n kú.

3.3.8.

(a) NÕu lim
x→∞

(
−g(x)f ′(x)

f(x)
− g′(x)

)
> 0 th× tån t¹i x0 vµ δ > 0 sao cho

−g(x)
f ′(x)

f(x)
− g′(x) ≥ δ víi mäi x ≥ x0.

V× vËy −(g(x)f(x))′ ≥ δf(x), x ≥ x0. Cho nªn víi n ®ñ lín ta cã
∫ n

x0

f(x)dx ≤ 1

δ

∫ n

x0

−(f(x)g(x)′dx

=
1

δ
(g(x0)f(x0) − g(n)f(n)) ≤ 1

δ
g(x0)f(x0).

Theo tiªu chuÈn tÝch ph©n chuçi héi tô.
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(b) Gièng nh− (a) ta cã −(g(x)f(x))′ ≤ 0 víi mäi x ≥ x0 v× vËy gf lµ hµm
t¨ng trªn [x0,∞) nªn g(x)f(x) ≥ g(x0)f(x0) nÕu x ≥ x0. §iÒu nµy cã

nghÜa lµ f(x) ≥ f(x0)g(x0)
g(x)

víi mäi x > x0. Do ®ã d·y
∫ n

1
f(x)dx kh«ng

bÞ chÆn v× theo gi¶ thiÕt d·y
∫ n

1
1

g(x)
dx kh«ng bÞ chÆn.

3.3.9. Sö dông kÕt qu¶ cña bµi tr−íc víi g(x) = x.

3.3.10. Trong bµi 3.3.8 lÊy g(x) = x lnx.

3.3.11. (a) §Æt

g(x) =

∫∞
x

f(t)dt

f(x)
.

Khi ®ã −g(x)f ′(x)
f(x)

− g′(x) = 1 > 0.
(b) §Æt

g(x) =

∫ x

1/2
f(t)dt

f(x)
.

th×
∫ n

1
1

g(x)
dx = ln

∫ n

1/2
f(t)dt−ln

∫ 1

1/2
f(t)dt, ®iÒu ®ã cã nghÜa lµ d·y

∫ n

1
1

g(x)
dx

bÞ chÆn. H¬n n÷a,

−g(x)
f ′(x)

f(x)
− g′(x) = −1 < 0.

3.3.12. Ta sÏ dïng tiªu chuÈn ®· ®−îc chøng minh trong bµi 3.3.9. LÊy
f(x) = (lnx)−(lnx)γ

, x > 1, ta ®−îc

−x
f ′(x)

f(x)
= (lnx)γ−1(γ ln lnx + 1).

NÕu γ ≥ 1 th× lim
x→∞

(lnx)γ−1(γ ln lnx + 1) = +∞ vµ v× vËy chuçi héi tô. MÆt

kh¸c nÕu 0 ≤ γ < 1, th× ta cã lim
x→∞

(lnx)γ−1(γ ln lnx + 1) = 0, ®iÒu ®ã cã

nghÜa lµ chuçi ph©n kú.

3.3.13. §Æt

f(x) =
1

x1+ 1
ln ln x lnx

, x > e.

Ta cã thÓ chøng minh ®−îc lim x→∞

(
−xf ′(x)

f(x)

)
= 1. V× vËy kh«ng thÓ ¸p dông

tiªu chuÈn trong bµi 3.3.9. Ta sÏ ¸p dông tiªu chuÈn trong bµi 3.3.10. Víi x ®ñ
lín th× (

−f ′(x)

f(x)
− 1

x

)
x lnx =

lnx

ln lnx
− lnx

(ln lnx)2
+ 1 > 2

v× lim
x→∞

(
ln x

ln lnx
− lnx

(ln lnx)2

)
= +∞.
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3.3.14. Ta cã (λn+1 − λn) 1
λn+1f(λn+1)

≤
∫ λn+1

λn

1
tf(f)

dt. V× vËy

∞∑

n=1

(
1 − λn

λn+1

)
1

f(λn+1)
≤
∫ ∞

λ1

1

tf(t)
dt < ∞.

Ta ®· chøng minh ®−îc r»ng chuçi
∞∑

n=1

(
1 − λn

λn+1

)
1

f(λn+1)
héi tô. Ký hiÖu {Sn}

vµ {S ′
n} t−¬ng øng lµ d·y tæng riªng cña chuçi ®· cho trong bµi to¸n vµ chuçi

ë trªn. Th×

SN − S ′
N =

N∑

n=1

(
1 − λn

λn+1

)(
1

f(λn)
− 1

f(λn+1)

)

≤
N∑

n=1

(
1

f(λn)
− 1

f(λn+1)

)
<

1

f(λ1)
.

VËy chuçi ®· cho héi tô.

3.3.15. Víi hµm ®¬n ®iÖu f ,

f(λn+1)(λn+1 − λn) ≤
∫ λn+1

λn

f(t)dt ≤ f(λn)(λn+1 − λn).(∗)

(a) Víi bÊt ®¼ng thøc bªn tr¸i vµ gi¶ thiÕt ta cã,

M
∞∑

n=1

f(λn+1) ≤
∫ ∞

λ1

f(t)dt < ∞.

(b) Tõ bÊt ®¼ng thøc bªn ph¶i trong (∗) suy ra chuçi
∞∑

n=1

f(λn) héi tô.

3.3.16. Tr−íc hÕt ta gi¶ thiÕt r»ng chuçi
∞∑

n=1

1
f(n)

héi tô. Khi ®ã, b»ng tiªu

chuÈn tÝch ph©n, tÝch ph©n suy réng
∫∞
1

1
f(t)

dt héi tô. TÝch ph©n tõng phÇn vµ

®æi biÕn ta ®−îc

∫ ∞

1

1

f(t)
dt = lim

t→∞

t

f(t)
− 1

f(t)
+

∫ ∞

1

tf ′(t)

f2(t)
dt

= lim
t→∞

t

f(t)
− 1

f(t)
+

∫ ∞

f(1)

f−1(t)

t2
dt.(∗)
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Ta sÏ chØ ra r»ng

lim
t→∞

t

f(t)
= 0(∗∗)

Sù héi tô cña tÝch ph©n suy réng suy ra lim
t→∞

∫ 2t

t
1

f(x)
dx = 0. V× 1

2
2t

f(2t)
=

1
f(2t)

∫ 2t

t
dx <

∫ 2t

t
1

f(x)
dx
∫∞

1
f−1(t)

t2
dt, ®¼ng thøc (∗∗) ®óng. V× vËy tÝch ph©n

∫∞
1

f−1(t)
t2

dt héi tô.

H¬n n÷a, ta cã

∞∑

n=1

f−1(n)

(n + 1)2
≤

∞∑

n=1

∫ n+1

n

f−1(t)

t2
dt =

∫ ∞

1

f−1(t)

t2
dt < ∞,

tõ ®ã suy ra chuçi
∞∑

n=1

f−1(n)
(n+1)2

héi tô. HiÓn nhiªn lµ chuçi
∞∑

n=1

f−1(n)
n2 còng héi tô.

§Ó chøng minh ®iÒu ng−îc l¹i, gi¶ thiÕt lµ chuçi
∞∑

n=1

f−1(n)
n2 héi tô. B»ng

c¸ch t−¬ng tù ta cã thÓ chØ ra r»ng tÝch ph©n
∫∞

f(1)
f−1(t)

t2
dt héi tô, vµ v× vËy tÝch

ph©n
∫∞
1

1
f(t)

dt còng héi tô. B»ng tiªu chuÈn tÝch ph©n chuçi
∞∑

n=1

1
f(n)

héi tô.

3.3.17. Tr−íc hÕt ta thÊy r»ng hµm ϕ ®Þnh nghÜa ®−îc trªn toµn kho¶ng
[e,∞). Khi ®ã ϕ(x) = 1 víi mäi x ∈ [e, ee), ϕ(x) = 2 víi mäi x ∈ [ee, eee

).
§Ó ®¬n gi¶n ta ®Æt ê1 = e vµ êk = eêk−1

víi k > 1. V× vËy ta cã

ϕ(x) = k víi x ∈
[
êk, êk+1

)
.

§Æt

f(x) =
1

x(ln1 x)(ln2 x) · ... · (lnϕ(x)x)
;

th×

f(x) =
1

x(ln1 x)(ln2 x)...(lnk x)
víi x ∈

[
êk, êk+1

)
.

B©y giê b»ng tiªu chuÈn tÝch ph©n chuçi ®· cho héi tô v× víi n > êk,

In =

∫ n

e

f(x)dx ≥
∫ êk

e

f(x)dx =

∫ ê2

e

1

x lnx
dx +

∫ ê3

ê2

1

x(lnx)(ln2 x)
dx

+ ... +

∫ êk

êk−1

1

x(lnx)(ln2 x) · ... · (lnk−1 x)
dx = k − 1.
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3.4 Héi tô tuyÖt ®èi. §Þnh lý Leibniz

3.4.1.

(a) Ta cã

lim
n→∞

n

√∣∣∣∣
an

n + 1

∣∣∣∣
n

= |a|.

V× vËy chuçi héi tô tuyÖt ®èi nÕu |a| < 1 vµ ph©n kú nÕu |a| > 1. NÕu
|a| = 1 th× chuçi ph©n kú v×

lim
n→∞

∣∣∣∣
an

n + 1

∣∣∣∣
n

= lim
n→∞

1

(1 + 1
n
)n

=
1

e
.

(b) §Æt f(x) = (lnx)a

x
víi x > 0. Khi ®ã f ′(x) = (lnx)a−1(a−lnx)

x2 < 0 víi x >
max{1, ea}. V× vËy theo tiªu chuÈn Leibniz chuçi héi tô víi mäi a ∈ R.
B©y giê ta kiÓm tra xem liÖu chuçi cã héi tô tuyÖt ®èi hay kh«ng tøc lµ

chuçi
∞∑

n=2

(lnn)a

n
héi tô? Dïng tiªu chuÈn Cauchy (xem 3.2.28), sù héi tô

cña chuçi t−¬ng ®−¬ng víi sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=2

na(ln 2)a. V× vËy chuçi

®· cho héi tô tuyÖt ®èi nÕu a < −1.

(c) NÕu a > 0 th× chuçi héi tô theo tiªu chuÈn Leibniz. NÕu a < 0 th×

∞∑

n=1

(−1)n sin
a

n
=

∞∑

n=1

(−1)n+1 sin
|a|
n

.

L¹i ¸p dông tiªu chuÈn Leibniz ta thÊy r»ng chuçi héi tô víi mäi a ∈ R.
Chuçi kh«ng héi tô tuyÖt ®èi nÕu a 6= 0 v×

lim
n→∞

sin |a|
n

1
n

= |a|.

(d) Chuçi héi tô khi vµ chØ khi −1 ≤ a2−4a−8
a2+6a−16

< 1, tøc lµ

nÕu a ∈ [−4, 4
5
) ∪ [3,∞). Râ rµng chuçi héi tô tuyÖt ®èi

nÕu a ∈
(
−4, 4

5

)
∪ (3,∞).

(e) V×

lim
n→∞

n

√∣∣∣∣
nn

an2

∣∣∣∣ = 0 nÕu |a| > 1,
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nªn chuçi héi tô tuyÖt ®èi nÕu |a| > 1. NÕu |a| ≤ 1 th× ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó
chuçi héi tô kh«ng tho¶ m·n v× lim

n→∞
nn

|a|n2 = +∞.

(f) ThÊy r»ng

lim
n→∞

(lnn)ln n

na
= lim

n→∞
nln lnn−a = +∞.

V× vËy ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó chuçi héi tô kh«ng ®−îc tho¶ m·n.

3.4.2. NÕu |a| < 1 th× víi n ®ñ lín,
∣∣∣∣

an−1

nan−1 + lnn

∣∣∣∣ < |a|n−1.

V× vËy chuçi héi tô tuyÖt ®èi. NÕu |a| ≥ 1 th×

an−1

nan−1 + lnn
=

1

2

(
1

1 + lnn
nan−1

)
.

V× vËy víi n ®ñ lín c¸c sè h¹ng cña chuçi d−¬ng vµ b»ng tiªu chuÈn so s¸nh sù

héi tô cña chuçi suy ®−îc tõ sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

1
n
.

3.4.3. Tr−íc hÕt gi¶ thiÕt r»ng an > 0 víi mäi n ∈ N. Dïng ®¹o hµm ta cã
thÓ chØ ra r»ng sinx > x− x3

6
víi x > 0. V× vËy 1− sinan

an
< 1

6
a2

n. V× a
2
n < an

víi n ®ñ lín chuçi
∞∑

n=1

a2
n tøc lµ chuçi ®· cho héi tô. NÕu bá qua gi¶ thiÕt an > 0

th× chuçi cã thÓ héi tô hay ph©n kú. Thùc ra ta lÊy an = (−1)n 1
nα víi α > 0.

Khi ®ã chuçi
∞∑

n=1

(
1 − sinan

an

)
ph©n kú nÕu 0 < α ≤ 1

2
vµ héi tô nÕu α > 1

2
.

3.4.4. Kh«ng, ta chØ ra ph¶n thÝ dô sau:

an =
(−1)n

n
+

1

n lnn
, bn =

(−1)n

n
, n ≥ 2.

3.4.5. Ta cã an = pn − qn vµ |an| = pn + qn. Chó ý r»ng pn vµ qn kh«ng ©m.

V× vËy hai chuçi
∞∑

n=1

pn vµ
∞∑

n=1

qn ph©n kú, v×
∞∑

n=1

an héi tô vµ
∞∑

n=1

|an| ph©n kú.

3.4.6. §Æt Sn = a1 + ... + an. Theo bµi tr−íc ta cã

lim
n→∞

Pn

Qn
= lim

n→∞

(
1 +

Sn

Qn

)
= 1.
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3.4.7. Chuçi kh«ng héi tô tuyÖt ®èi. Ta sÏ chØ ra r»ng nã héi tô ( héi tô cã
®iÒu kiÖn ). Ta nhãm c¸c sè h¹ng cïng dÊu vµ ®−îc

∞∑

n=1

(−1)[n
3
]

n
=

3

2
+

∞∑

n=1

(−1)n

(
1

3n
+

1

3n + 1
+

1

3n + 2

)
.

V× vËy theo ®Þnh lý Leibniz chuçi héi tô.

3.4.8. Râ rµng chuçi héi tô tuyÖt ®èi nÕu a > 1 vµ ph©n kú nÕu a ≤ 0.
Ta sÏ chØ ra r»ng nÕu 0 < a ≤ 1 th× chuçi héi tô cã ®iÒu kiÖn. ThÊy r»ng
sè h¹ng ®Çu tiªn cña chuçi lµ ©m, n¨m sè h¹ng tiÕp theo d−¬ng, v.v. B©y giê

nhãm c¸c sè h¹ng cïng dÊu ta ®−îc chuçi ®an dÊu sau
∞∑

n=1

(−1)nAn, trong ®ã

An =
(n+1)2−1∑

k=n2

1
ka . H¬n n÷a víi a 6= 1,

An <
1

n2a
+

∫ (n+1)2

n2

1

ta
dt =

1

n2a
+

1

1 − a
((n + 1)2−2a − n2−2a).

V× vËy (xem 2.2.3), lim
n→∞

An = 0 nÕu 1
2

< a < 1. Víi a = 1 ta cã 2
n+1

< An <
2n+1

n2 , vµ v× vËy, lim
n→∞

An = 0 víi 1
2

< a ≤ 1. Ta sÏ chØ ra r»ng víi a nh− trªn

th× d·y {An} ®¬n ®iÖu gi¶m. Thùc vËy,

An − An+1 =

(n+1)2−1∑

k=n2

1

ka
−

(n+2)2−1∑

k=(n+1)2

1

ka

=

(n+1)2−1∑

k=n2

1

ka
−

(n+1)2+1∑

k′=n2

1

(k′ + 2n + 1)a

=

(n+1)2−1∑

k=n2

(
1

ka
− 1

(k′ + 2n + 1)a

)
− 1

((n + 2)2 − 2)a
− 1

((n + 2)2 − 1)a

=
2n∑

k=0

(
1

(n2 + k)a
− 1

((n + 1)2 + k)a

)
− 1

((n + 2)2 − 2)a

− 1

((n + 2)2 − 1)a
> (2n + 1)

(
1

(n2 + 2n)a
− 1

((n + 1)2 + 2n)a

)

− 1

((n + 2)2 − 1)a
>

1

((n + 2)2 − 1)a
,
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trong ®ã bÊt ®¼ng thøc cuèi cïng suy ra tõ tÝnh ®¬n ®iÖu cña hµm

g(x) =
1

(n2 + x)a
− 1

((n + 1)2 + x)a

trªn ®o¹n [0, 2n]. V× vËy, víi n ®ñ lín,

An − An+1 > (2n + 1)

(
1

(n2 + 2n)a
− 1

((n + 1)2 + 2n)a

)
− 2

(n + 1)2a

=
2

n2a

{(
n +

1

2

)((
1 +

2

n

)−a

−
(

1 +
4

n
+

1

n2

)−a
)(

1 +
1

n

)−2a
}

≥ n−2a(2a − 1) > 0,

v× (1 +x)−a > 1− ax vµ (1+ x)−a < 1− ax+ a(a+1)
2

x2 víi a, x > 0 (hai bÊt
®¼ng thøc nµy cã thÓ chøng minh b»ng ®¹o hµm). V× vËy dïng ®Þnh lý Leibniz,

chuçi
∞∑

n=1

(−1)nAn héi tô nÕu
1
2

< a ≤ 1.

NÕu 0 < a ≤ 1
2
, th× v× An > (2n + 1) 1

(n2+2n)a , ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó chuçi
∞∑

n=1

(−1)nAn héi tô kh«ng tho¶ m·n.

3.4.9. Gièng nh− lêi gi¶i cña bµi 3.4.7 vµ 3.4.8, ta nhãm c¸c sè h¹ng cïng dÊu
vµ viÕt l¹i chuçi d−íi d¹ng sau:

∞∑

n=1

(−1)n−1

(
1

[en−1] + 1
+ ... +

1

[en]

)
.

Ta còng thÊy r»ng

1

[en−1] + 1
+ ... +

1

[en]
>

[en] − [en−1]

[en]
= 1 − [en−1]

[en]
.

H¬n n÷a v×

lim
n→∞

(
1 − [en−1]

[en]

)
= 1 − 1

e
,

nªn ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó chuçi héi tô kh«ng ®−îc tho¶ m·n vµ do ®ã chuçi ph©n kú.

3.4.10.

(a) Cã thÓ viÕt chuçi d−íi d¹ng

∞∑

n=0

(−1)nAn, trong ®ã An =
2n+1−1∑

k=2n

1

k
.

V× An > 2n 1
2n+1−1

−→
n→∞

1
2
, nªn chuçi ph©n kú.
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(b) Còng gièng (a), ta viÕt chuçi d−íi d¹ng

∞∑

n=1

(−1)nAn, trong ®ã An =
2n+1−1∑

k=2n

1

k ln k
.

H¬n n÷a,

0 < An < 2n 1

2n ln 2n
.

Suy ra lim
n→∞

An = 0. Ta sÏ chØ ra r»ng {An} ®¬n ®iÖu gi¶m. Thùc vËy,

An+1 =
2n+1−1∑

k=2n+1

1

k lnk
=

2n+1−1∑

l=0

1

(2n+1 + l) ln(2n+1 + l)

=
2n−1∑

l=0

(
1

(2n+1 + 2l) ln(2n+1 + 2l)
+

1

(2n+1 + 2l + 1) ln(2n+1 + 2l + 1)

)

<
2n−1∑

l=0

1

(2n+1 + 2l) ln(2n+1 + 2l)
<

2n−1∑

l=0

1

(2n + l) ln(2n + l)
= An.

3.4.11.

(−1)n

√
n

(−1)n +
√

n
sin

1√
n

= (−1)n

(
1 − (−1)n

(−1)n +
√

n

)
sin

1√
n

= (−1)n sin
1√
n

+
(−1)n

n − 1
sin

1√
n
−

√
n

n − 1
sin

1√
n

.

Theo tiªu chuÈn Leibniz c¶ hai chuçi

∞∑

n=2

(−1)n sin
1√
n

vµ

∞∑

n=2

(−1)n

n − 1
sin

1√
n

héi tô. Nh−ng chuçi
∞∑

n=2

√
n

n − 1
sin

1√
n

ph©n kú vµ v× vËy chuçi ®· cho ph©n kú.

3.4.12.

(a) Chuçi héi tô tuyÖt ®èi (xem 3.2.1 (f)).
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(b) Tõ tiªu chuÈn Leibniz chuçi héi tô. Chuçi héi tô cã ®iÒu kiÖn (xem 3.2.1
(g)).

(c) Râ rµng d·y { n
√

n}, n ≥ 3 ®¬n ®iÖu gi¶m v× vËy chuçi héi tô. H¬n n÷a nã
kh«ng héi tô tuyÖt ®èi (xem 3.2.5 (b)).

(d) Sù héi tô cña chuçi suy ra tõ tÝnh ®¬n ®iÖu cña d·y
{(

1 + 1
n

)n}
vµ d·y cã

giíi h¹n lµ e (xem 2.1.38). §Ó chøng minh chuçi kh«ng héi tô tuyÖt ®èi
ta dïng bÊt ®¼ng thøc

ln(1 + x) < x − 1

2
x2 +

1

3
x3, x > 0,

víi x = 1
n
, vµ ta cã

(
1 + 1

n

)n
< e1− 1

2n
+ 1

3n2 . V× vËy

e −
(

1 +
1

n

)n

> e
(
1 − e−

1
2n

+ 1
3n2

)
> e

(
1 − e−

1
4n

)
víi n > 1.

Tõ 2.5.4 (a) suy ra víi n ®ñ lín

4n
(
1 − e−

1
4n

)
>

1

2
.

V× vËy chuçi
∞∑

n=1

(
e −

(
1 + 1

n

)n)
ph©n kú.

(e) Sù héi tô cña chuçi suy ra tõ tÝnh ®¬n ®iÖu cña chuçi
{(

1 + 1
n

)n+1
}
vµ tõ

giíi h¹n e cña chuçi (xem 2.1.38). Theo bµi 3.2.5 (c), chuçi kh«ng héi tô
tuyÖt ®èi.

3.4.13.

(a) Hµm

f(x) =
(lnx)a

xb
, x ∈ (e

1
b ,+∞).

®¬n ®iÖu gi¶m tíi 0 khi x → ∞. V× vËy theo tiªu chuÈn Leibniz chuçi
héi tô. Ta chøng minh r»ng víi b > 1 chuçi héi tô tuyÖt ®èi. Dïng ®Þnh
lý Cauchy (xem 3.2.28) ta chØ cÇn chøng minh sù héi tô cña chuçi

∞∑

n=1

2n na

2nb
.

B©y giê dïng tiªu chuÈn c¨n chuçi héi tô nÕu b > 1 vµ ph©n kú nÕu
0 < b < 1. Râ rµng nÕu b = 1 chuçi ph©n kú.
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(b) Chó ý r»ng
(lnn)ln n

nb
=

e(lnn)(ln ln n)

nb
=

nln lnn

nb
.

V× vËy ®iÒu kiÖn cÇn cña héi tô kh«ng ®−îc tho¶ m·n.

3.4.14. Do tÝnh ®¬n ®iÖu cña d·y {an} ta cã

r2n = (a2n+1 − a2n+2) + (a2n+3 − a2n+4) + ... > 0,

r2n+1 = (−a2n+2 + a2n+3) + (−a2n+4 + a2n+5) + ... < 0

vµ

r2n = a2n+1 + (−a2n+2 + a2n+3) + ... < a2n+1,

− r2n+1 = a2n+2 + (−a2n+3 + a2n+4) + ... < a2n+2

3.4.15. Chó ý r»ng
n∑

k=1

(ak + ak+1) − 2
n∑

k=1

ak = an+1 − a1 −→
n→∞

−a1.

3.4.16. Chó ý r»ng
n∑

k=1

(aak + bak+1 + cak+2) − (a + b + c)
n∑

k=1

ak

= b(an+1 − a1) + c(an+1 + an+2 − a1 − a2) −→
n→∞

−ba1 − c(a1 + a2).

3.4.17. Theo gi¶ thiÕt tån t¹i c¸c h»ng sè d−¬ng c vµ C sao cho víi n ®ñ lín,
c < |an| ≤ C . V× vËy,

∣∣∣∣
1

an+1
− 1

an

∣∣∣∣ ≤
1

c2
|an+1 − an|,

|an+1 − an| ≤ C2

∣∣∣∣
1

an+1
− 1

an

∣∣∣∣ .

Sö dông tiªu chuÈn so s¸nh ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.

3.4.18. Ký hiÖu Sn vµ S̃n t−¬ng øng lµ c¸c tæng riªng thø n cña c¸c chuçi
∞∑

n=1

an vµ
∞∑

n=1

n(an − an+1). Th×,

S̃n =
n∑

k=1

k(ak − ak+1) =
n∑

k=1

kak −
n∑

k=1

(k + 1)ak+1 +
n∑

k=1

ak+1

= −(n + 1)an+1 + Sn+1,

tõ ®ã suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.
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3.4.19. Sö dông tiªu chuÈn Leibniz ®Ó suy ra chuçi héi tô.

3.4.20. NÕu |a| < 1 th× chuçi héi tô tuyÖt ®èi. Thùc vËy, v× | sinx| ≤ |x|,
∣∣∣n! sin a sin

a

2
· ... · sin a

n

∣∣∣ ≤ |a|n.

XÐt tr−êng hîp |a| ≥ 1. Trong tr−êng hîp nµy chuçi ph©n kú v× ®iÒu kiÖn

cÇn kh«ng tho¶ m·n. ThËt vËy, víi a cè ®Þnh tån t¹i n0 sao cho
|a|
n0

≤ 1.

Khi ®ã, ®Æt C = (n0 − 1)!
∣∣∣sin a sin a

2
· ... · sin 1

n0−1

∣∣∣ vµ dïng bÊt ®¼ng thøc
sinx

x
> 1 − x2

6
, x > 0, ta ®−îc

∣∣∣n! sin a sin
a

2
· ... · sin a

n

∣∣∣ = Cn0 · ... · n sin
|a|
n0

· ... · sin |a|
n

≥ Cn0 · ... · n sin
1

n0
· ... · n sin

1

n
= C

n∏

k=n0

(
1 − 1

6k2

)

≥ C
n∏

k=n0

(
1 − 1

k2

)
= C

(n0 − 1)(n + 1)

n0n
−→
n→∞

C
n0 − 1

n0
> 0.

3.4.21. Theo 2.5.4 (a),

lim
n→∞

n
√

a−
n√

b+ n√c
2

1
n

= lim
n→∞

(
n
√

a− 1
1
n

−
n
√

b − 1 + n
√

c − 1

2 1
n

)

= ln a − 1

2
(ln b + ln c) = ln

a√
bc

.

V× vËy nÕu a >
√

bc, th× b¾t ®Çu tõ chØ sè n nµo ®ã c¸c sè h¹ng cña chuçi d−¬ng
vµ theo tiªu chuÈn so s¸nh chuçi ph©n kú. NÕu a <

√
bc th× c¸c sè h¹ng cña

chuçi ©m vµ nã còng ph©n kú. Víi a =
√

bc ta cã

∞∑

n=1

(
n
√

a −
n
√

b + n
√

c

2

)
= −1

2

∞∑

n=1

(
2n
√

b − 2n
√

c
)2

.

V×

lim
n→∞

(
2n
√

b − 1 − 2n
√

c + 1
1
2n

)2

= (ln b − ln c)2,

nªn sù héi tô cña chuçi suy ra tõ sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

1
n2 .
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3.4.22.

(a) Theo 1.1.14, tån t¹i d·y sè nguyªn {pn} vµ d·y sè nguyªn d−¬ng {qn} sao
cho ∣∣∣∣π − pn

qn

∣∣∣∣ <
1

q2
n

.

V× vËy | cos pn| = | cos(πqn − pn)| > cos 1
qn

= 1− 2 sin2 1
2qn

> 1− 1
2q2

n
.

Do ®ã

(| cos pn|)pn >

(
1 − 1

2q2
n

)pn

> 1 − pn

qn

1

2qn
.

§iÒu nµy chøng tá r»ng d·y con {(cos pn)pn} cña d·y {cosn n} kh«ng
héi tô vÒ 0 nªn ®iÒu kiÖn cÇn kh«ng ®−îc tho¶ m·n.

(b) Theo bµi 1.1.22 ta biÕt r»ng d·y {pn} vµ {qn} trong (a) cã thÓ chän sao cho
mäi sè h¹ng cña {qn} lÎ. Khi ®ã dïng bÊt ®¼ng thøc

∣∣∣∣
π

2
− pn

qn

∣∣∣∣ <
1

q2
n

ta ®−îc | sin pn| = | cos(π
2
qn − pn)| > cos 1

qn
> 1 − 1

2q2
n
. V× vËy gièng

nh− (a) chuçi (sin pn)pn kh«ng héi tô vÒ 0 vµ do ®ã chuçi ph©n kú.

3.4.23.

(a) Theo gi¶ thiÕt (xem 2.4.13 (b)), tån t¹i n0 vµ α sao cho

n

(
an

an+1
− 1

)
> α > 0 víi n ≥ n0.

V× vËy an+1

an
< n

n+α
< 1, ®iÒu ®ã chøng tá r»ng b¾t ®Çu tõ chØ sè n0 d·y

{an} ®¬n ®iÖu gi¶m. Ta sÏ chØ ra r»ng lim
n→∞

an = 0. Theo trªn ta cã

an+1 =
an+1

an

· an

an−1

· ... · an0+1

an0

· an0 <
n(n − 1)...n0

(α + n)...(α + n0)
an0 .

B©y giê chØ cÇn chøng minh r»ng lim
n→∞

n(n−1)...n0

(α+n)...(α+n0)
= 0. Thùc vËy,

lim
n→∞

n(n − 1)...n0

(α + n)...(α + n0)
= lim

n→∞

1
(
1 + α

n

)
· ... ·

(
1 + α

n0

) = 0,
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v× (xem 1.2.1)

(
1 +

α

n0

)
· ... ·

(
1 +

α

n

)
> 1 +

α

n0
+ ... +

α

n
−→
n→∞

∞.

V× vËy theo tiªu chuÈn Leibniz chuçi
∞∑

n=1

(−1)nan héi tô.

(b) Theo gi¶ thiÕt n
(

an

an+1
− 1
)
≤ 0, d·y {an} ®¬n ®iÖu t¨ng vµ v× vËy chuçi

∞∑
n=1

(−1)nan ph©n kú, v× ®iÒu kiÖn cÇn cña héi tô kh«ng ®−îc tho¶ m·n.

3.4.24. Theo gi¶ thiÕt, lim
n→∞

n
(

an

an+1
− 1
)

= α. Víi α 6= 0 ta cã thÓ ¸p dông

tiªu chuÈn ®· chøng minh trong bµi tr−íc. Víi α = 0 ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó héi tô
kh«ng ®−îc tho¶ m·n. ThËt vËy, ta cã

1

an
=

1

a1
· a1

a2
· a2

a3
...

an−1

an

=
1

a1

(
1 +

β1

11+ε

)(
1 +

β2

21+ε

)
...

(
1 +

βn−1

(n − 1)1+ε

)
.

H¬n n÷a tån t¹i β sao cho |βn| ≤ β. V× vËy

an ≥ a1(
1 + β

11+ε

) (
1 + β

21+ε

)
...
(
1 + β

(n−1)1+ε

) ≥ a1

eβA
,

trong ®ã A =
∞∑

n=1

1
n1+ε .

3.4.25. Theo bµi 2.5.34, sù tån t¹i giíi h¹n lim
n→∞

n ln an

an+1
t−¬ng ®−¬ng víi

sù tån t¹i giíi h¹n lim
n→∞

n
(

an

an+1
− 1
)
vµ hai giíi h¹n nµy b»ng nhau. §Æt

an = n!en

nn+p . Khi ®ã lim
n→∞

n ln an

an+1
= p− 1

2
. V× vËy theo 3.4.23 chuçi héi tô nÕu

p > 1
2
vµ ph©n kú nÕu p < 1

2
. Trong tr−êng hîp p = 1

2
®iÒu kiÖn cÇn ®Ó chuçi

héi tô kh«ng ®−îc tho¶ m·n v× theo c«ng thøc Stirling lim
n→∞

an =
√

2π .

3.4.26. §Æt Sn = a1 + a2 + ... + an. Dïng phÐp biÕn ®æi Abel ta ®−îc

a1p1 + a2p2 + ... + anpn =

n−1∑

k=1

Sk(pk − pk+1) + Snpn,
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vµ ta cã

a1p1 + a2p2 + ... + anpn

pn
= Sn −

n−1∑

k=1

Sk
pk+1 − pk

pn
.

B©y giê chØ cÇn ¸p dông ®Þnh lý Toeplitz (xem 2.3.1).

3.4.27. Dïng kÕt qu¶ trong bµi trªn víi chuçi
∞∑

n=1

anbn vµ chän pn = 1
an
.

3.4.28. §©y lµ mét tr−êng hîp ®Æc biÖt cña bµi tr−íc.

3.4.29. NÕu chuçi kh«ng héi tô tuyÖt ®èi, th× chuçi con tÊt c¶ c¸c sè h¹ng
d−¬ng vµ chuçi con tÊt c¶ c¸c sè h¹ng ©m ph©n kú (xem 3.4.5).

3.4.30. [20] Kh«ng, ta sÏ chØ ra vÝ dô ®Ò chøng tá ®iÒu nµy:

XÐt chuçi héi tô tuyÖt ®èi
∞∑

n=1

bn, ®Æt

a1 = b1, a2 = a3 =
b2

2!
, a4 = a5 = ... = a9 =

b3

3!
, ...,

a1!+2!+...+(n−1)!+1 = a1!+2!+...+(n−1)!+2

= ... = a1!+2!+...+(n−1)!+n! =
bn

n!
, ...

Khi ®ã chuçi
∞∑

n=1

an héi tô cã ®iÒu kiÖn. Nh−ng víi mçi k ≥ 1 vµ l ≥ 2 th×

chuçi con

ak + ak+l + ak+2l + ...

héi tô. Thùc vËy, víi n ≥ l cã n!
l
sè h¹ng d¹ng bn

n!
. Nhãm nh÷ng sè h¹ng nµy

l¹i, ta ®−îc chuçi héi tô

C0 +
1

l

∞∑

n=n0

bn, C0 lµ mét h»ng sè nµo ®ã.

3.4.31. XÐt chuçi

1 +
1

2 3
√

2
+

1

2 3
√

2
− 1

3
√

2
+ ... +

1

n 3
√

n
+ ... +

1

n 3
√

n︸ ︷︷ ︸
n lÇn

− 1
3
√

n
+ ...
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3.4.32. Cã. XÐt chuçi

1 +
1

2 ln 2
+

1

2 ln 2
− 1

ln 2
+ ... +

1

n lnn
+ ... +

1

n lnn︸ ︷︷ ︸
n lÇn

− 1

lnn
+ ...

Khi ®ã

N2+3N−2
2∑

n=1

ak
n =





1 +
N∑

n=2

(
1

nk−1 lnk n
+ 1

lnk n

)
nÕu k ch½n.

1 +
N∑

n=2

(
1

nk−1 lnk n
− 1

lnk n

)
nÕu k lÎ.

Theo ®Þnh lý Cauchy (xem 3.2.28) chuçi
∞∑

n=2

1
lnk n

ph©n kú víi mäi k ∈ N. MÆt kh¸c, chuçi
∞∑

n=2

1
nk−1lnk n

héi tô víi k ≥ 2.

3.4.33. [20] Gi¶ thiÕt ng−îc l¹i lim
n→∞

ε1+ε2+...+εn

n
= 2α > 0. Khi ®ã, theo

2.4.13 (b), tån t¹i n0 sao cho víi n > n0,

ε1 + ε2 + ... + εn > αn(∗)

§Æt En = ε1 + ε2 + ... + εn. TÝnh tæng tõng phÇn ta nhËn ®−îc

ε1a1 + ε1a2 + ... + εnan =
n−1∑

k=1

Ek(ak − ak+1)Enan.

V× vËy theo (∗) ta cã,

ε1a1 + ε2a2 + ... + εnan

>

n0∑

k=1

Ek(ak − ak+1) + α

n−1∑

k=n0+1

k(ak − ak+1) + αnan

= h»ng sè + α
n∑

k=n0+2

ak,

§iÒu nµy lµ v« lý.

3.4.34. [20] §Æt En = ε1 + ε2 + ... + εn, n ∈ N. D·y {En} cã tÝnh chÊt lµ
gi÷a hai phÇn tö tr¸i dÊu cã mét phÇn tö triÖt tiªu. XÐt hai tr−êng hîp:
(1) Sè phÇn tö triÖt tiªu cña {En} lµ h÷u h¹n,
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(2) Sè phÇn tö triÖt tiªu cña {En} lµ v« h¹n.
(1) chÝnh lµ mét tr−êng hîp ®Æc biÖt cña 3.2.35. Trong tr−êng hîp (2), theo tiªu
chuÈn Cauchy, víi mçi ε > 0 tån t¹i mét n0 sao cho nÕu n > m > n0, th×

ε >

∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

εkak

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

((Ek − Em) − (Ek−1 − Em))ak

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

(Ek − Em)(ak − ak+1) + (En − Em)an+1

∣∣∣∣∣ .
(∗)

Gi¶ sö Em = 0 vµ c¸c phÇn tö Em+1, Em+2, ...En cïng dÊu, khi ®ã tõ (∗) vµ
sù ®¬n ®iÖu cña d·y {an} ta cã

| Enan |< ε, n ≥ m + 1

3.4.35. ViÖc chøng minh t−¬ng tù nh− 3.4.33. §Æt En = p1b1 + ...+ pnbn vµ
gi¶ sö r»ng lim

n→∞

p1b1+...+pnbn

n
= 2α > 0. Khi ®ã víi n > n0 ta cã p1b1 + ... +

pnbn > αn, vµ do ®ã

b1 + ... + bn =
1

p1
(p1b1) + ... +

1

p1
(pnbn)

=
n−1∑

k=1

Ek

(
1

pk
− 1

pk+1

)
+ En

1

pn
> h»ng sè − α

n∑

k=n0−2

1

pk
,

§iÒu nµy lµ v« lý.

3.4.36. Tr−íc hÕt chóng ta chøng minh nÕu p = q th× chuçi ®· cho héi tô. Ta
cã

Slp =

(
1 +

1

2
+ ... +

1

p

)
−
(

1

p + 1
+ ... +

1

2p

)

+ ... + (−1)l+1

(
1

(l − 1)p + 1
+ ... +

1

lp

)
.

V× Slp lµ tæng riªng cña mét chuçi ®an dÊu. Theo tiªu chuÈn Leibniz tån t¹i giíi
h¹n lim

l→∞
Slp. Râ rµng, mçi tæng riªng cã d¹ng Slp+k, k = 1, 2,...,p− 1, tiÕn tíi

cïng mét giíi h¹n khi l → ∞.

Gi¶ sö chuçi (cña chóng ta) (ban ®Çu) héi tô. Khi ®ã theo 3.4.34,

lim
n→∞

np − nq

np + nq
=

p − q

p + q
= 0,

®iÒu nµy chøng tá p = q.
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3.4.37. Ta nhËn thÊy nÕu ®iÒu kiÖn (i)-(iii) tho¶ m·n th× víi mäi d·y héi tô
{an}, d·y chuyÓn vÞ {bn} ®−îc x¸c ®Þnh. ViÖc chøng minh cã nhiÒu c¸ch nh−
trong lêi gi¶i bµi to¸n 2.3.1 vµ 2.3.26.

3.5 Tiªu chuÈn Dirichlet vµ tiªu chuÈn Abel

3.5.1.

(a) V× sin2 n
n

= 1
2n

(1 − cos(2n)), ta xÐt c¸c chuçi

∞∑

n=1

(−1)n 1

n
vµ

∞∑

n=1

(−1)n 1

n
cos(2n).

Theo tiªu chuÈn Leibniz, chuçi thø nhÊt héi tô. Chuçi thø hai còng héi
tô theo tiªu chuÈn Dirichlet (xem [12], trang 105). ThËt vËy, tõ c«ng thøc
cã thÓ ®−îc chøng minh b»ng qui n¹p sau:

n∑

k=1

cos ka =
sin na

2
cos (n+1)a

2

sin a
2

víi a 6= 2lπ, l ∈ Z,(1)

ta nhËn ®−îc

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

(−1)k cos(2k)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

cos((π − 2)k)

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
sin (π−2)n

2
cos (n+1)(π−2)

2

cos 1

∣∣∣∣∣ ≤
1

cos 1
.

V× d·y c¸c tæng riªng cña chuçi
∞∑

n=1

(−1)n cos(2n) lµ bÞ chÆn. H¬n n÷a

d·y
{

1
n

}
®¬n ®iÖu tiÕn tíi 0. Nh− vËy chuçi

∞∑
n=1

(−1)n 1
n

cos(2n) héi tô.

(b) D·y

an =
1 + 1

2
+ ... + 1

n

n

c¸c gi¸ trÞ trung b×nh cña { 1
n
} héi tô tíi 0 (xem 2.3.2). DÔ dµng kiÓm tra

r»ng d·y {an} ®¬n ®iÖu gi¶m. Theo c«ng thøc cã thÓ chøng minh b»ng
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qui n¹p sau:

n∑

k=1

sin ka =
sin na

2
sin (n+1)a

2

sin a
2

víi a 6= 2lπ, l ∈ Z,(2)

ta cã ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

sin k

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
sin n

2
sin n+1

2

sin 1
2

∣∣∣∣ ≤
1

sin 1
2

.

Nh− vËy chuçi héi tô theo tiªu chuÈn Dirichlet.

(c) Ta thÊy r»ng

cos

(
π

n2

n + 1

)
= cos

(
nπ − nπ

n + 1

)
= (−1)n cos

(
π − π

n + 1

)

= (−1)n+1 cos
π

n + 1
.

nh− vËy chuçi ®· cho cã thÓ viÕt d−íi d¹ng

∞∑

n=2

(−1)n+1
cos π

n+1

ln2 n
.

C¸c chuçi trªn héi tô theo tiªu chuÈn Abel (xem [12], trang 106), v× chuçi
∞∑

n=2

(−1)n+1 1
ln2 n

héi tô (theo tiªu chuÈn Leibnitz) vµ d·y {cos π
1+n

} ®¬n
®iÖu vµ bÞ chÆn.

(d) Ta cã

sin nπ
4

na + sin nπ
4

=
sin nπ

4

na

(
1 −

sin nπ
4

na

1 +
sin nπ

4

na

)
.

Chuçi
∞∑

n=1

sin nπ
4

na
, a > 0,

héi tô theo tiªu chuÈn Dirichlet. XÐt chuçi víi c¸c phÇn tö d−¬ng

∞∑

n=1

sin2 nπ
4

n2a

1 +
sin nπ

4

na

.
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Tån t¹i c¸c h»ng sè ca vµ Ca sao cho

ca
1

n2a
<

sin2 nπ
4

n2a

1 +
sin nπ

4

na

< Ca
1

n2a
, n 6= 4k, k ∈ N.

Nh− vËy, chuçi héi tô víi a > 1
2
vµ ph©n kú víi 0 < a ≤ 1

2
.

3.5.2. Ta cã

N∑

n=2

sin(n + 1
n
)

ln lnn
=

N∑

n=2

sin n cos 1
n

ln lnn
+

N∑

n=2

cos n sin 1
n

ln lnn

Theo c«ng thøc (2) trong bµi gi¶i 3.5.1(b) vµ theo tiªu chuÈn Dirichlet ta thÊy

r»ng chuçi
∞∑

n=2

sinn
ln lnn

héi tô. V× d·y
{
cos 1

n

}
®¬n ®iÖu vµ bÞ chÆn nªn chuçi

N∑
n=2

sinn cos 1
n

ln lnn
héi tô theo tiªu chuÈn Abel. Nh− vËy tõ c«ng thøc (1) trong lêi

gi¶i 3.5.1(a) vµ tiªu chuÈn Dirichlet suy ra chuçi
N∑

n=2

cosn sin 1
n

ln lnn
héi tô.

3.5.3. (a) Ta cã

2

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

sin(k2a) sin(ka)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

[cos(k(k − 1)a) − cos(k(k + 1)a)]

∣∣∣∣∣
=| 1 − cos(n(n + 1)a) |≤ 2

Nh− vËy chuçi ®· cho héi tô theo tiªu chuÈn Dirichlet.

(b) T−¬ng tù (a), ¸p dông tiªu chuÈn Dirichlet.

3.5.4. Tõ c«ng thøc

cosn sin(na)

n
=

1

2

sin(n(a + 1))

n
+

1

2

sin(n(a − 1))

n

c¸c chuçi ®Òu héi tô theo tiªu chuÈn Dirichlet (sö dông c«ng thøc (2) trong bµi
gi¶i 3.5.1(b)).

3.5.5. NÕu a = kπ, k ∈ Z, th× mäi sè h¹ng cña chuçi ®Òu b»ng 0. NÕu a 6= kπ
th× theo bÊt ®¼ng thøc | sinx |≥ sin2 x = 1

2
(1 − cos 2x), ta cã

N∑

n=1

| sin(na) |
n

≥ 1

2

N∑

n=1

1

n
− 1

2

N∑

n=1

cos(2na)

n
.

Do vËy trong tr−êng hîp nµy chuçi héi tô kh«ng tuyÖt ®èi.
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3.5.6. Tr−íc hÕt gi¶ sö r»ng 0 < a < π, vµ ®Æt m =
[√

π
a

]
. Khi ®ã, víi n ®ñ

lín, ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

sin(ak)

k

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=1

∣∣∣∣
sin(ak)

k

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

n∑

k=m+1

sin(ak)

k

∣∣∣∣∣ .

V× | sin t| < |t| víi t 6= 0,

m∑

k=1

∣∣∣∣
sin(ak)

k

∣∣∣∣ <
m∑

k=1

ka

k
= ma ≤

√
π.(∗)

H¬n n÷a, tõ (2) trong bµi gi¶i 3.5.1(b) vµ tõ bÊt ®¼ng thøc sin t > 2
π
t, 0 < t < π

2

ta cã ∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

sin(ak)

k

∣∣∣∣∣ <
1

(m + 1)| sin a
2
| <

1
a
π

√
π

a

=
√

π.(∗∗)

KÕt hîp (∗) vµ (∗∗) chóng ta thÊy r»ng bÊt ®¼ng thøc tho¶ m·n víi a ∈ (0, π).
Do hµm sin lµ hµm lÎ nªn nã còng tho¶ m·n víi a ∈ (−π, 0). H¬n n÷a sin kπ =
0 vµ hµm sin lµ tuÇn hoµn nªn bÊt ®¼ng thøc tho¶ m·n víi mäi a ∈ R.

3.5.7. Chuçi ®· cho héi tô theo tiªu chuÈn Abel v× chuçi
∞∑

n=1

(−1)n 1√
n
héi tô

vµ {arctg n} lµ d·y ®¬n ®iÖu t¨ng vµ bÞ chÆn.

3.5.8. Theo tiªu chuÈn Abel chuçi ®· cho héi tô. ThËt vËy, chuçi
∞∑

n=1

(−1)n 1
n

héi tô vµ d·y { n
√

lnx} bÞ chÆn, gi¶m chÆt víi x > e vµ t¨ng chÆt víi 1 < x < e.

3.5.9.

(a) Tr−íc hÕt ta thÊy r»ng chuçi
∞∑

n=1

an

bn
héi tô theo tiªu chuÈn Abel. H¬n n÷a

v× chuçi
∞∑

n=1

an héi tô nªn d·y {rn}, víi rn =
∞∑

k=n

ak, dÇn tíi 0. V× vËy,

víi p ≥ n,
∣∣∣∣∣

p∑

k=n

ak

bk

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

p∑

k=n

rk − rk+1

bk

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

p∑

k=n

rk

bk
−

p∑

k=n

rk+1

bk

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
rn

bn
+

p∑

k=n+1

rk

(
1

bk
− 1

bk−1

)
− rp+1

bp

∣∣∣∣∣

≤ ε

(
1

bn
+

1

bn
− 1

bp
+

1

bp

)
=

2ε

bn
,
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trong ®ã εn = sup
k≥n

|rk|. V× vËy,

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n

ak

bk

∣∣∣∣∣ ≤ 2εn
1

bn
= o

(
1

bn

)
.

(b) Xem 3.4.26.

3.5.10. NhËn xÐt r»ng

∞∑

k=0

(k + 1)cn+k =
∞∑

k=1

k

n + k − 1
(n + k − 1)cn+k−1.

Theo tiªu chuÈn Abel chuçi
∞∑

k=0

(k + 1)cn+k héi tô víi mçi n ∈ N. §Æt rn =

ncn + (n + 1)cn+1 + ..., ta cã

tn =
∞∑

k=0

(k + 1)cn+k =
∞∑

k=n

(k − n + 1)ck

=
∞∑

k=n

kck − (n − 1)
∞∑

k=n

1

k
kck = rn − (n − 1)

∞∑

k=n

1

k
(rk − rk+1)

=
1

n
rn + (n − 1)

∞∑

k=n+1

(
1

k − 1
− 1

k

)
rk.

Do ®ã

|tn| ≤
1

n
|rn| + sup

k≥n+1
|rk|(n − 1)

∞∑

k=n+1

(
1

k − 1
− 1

k

)

≤ 1

n
|rn| + sup

k≥n+1
|rk|

n − 1

n
.

KÕt hîp víi lim
n→∞

rn = 0 ta cã lim
n→∞

tn = 0.

3.5.11. TÝnh tæng tõng phÇn,

Sn =

n∑

i=1

aib
k
i =

n−1∑

i=1

Ai(b
k
i − bk

i+1) + Anb
k
n,
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víi An lµ tæng riªng thø n cña chuçi
∞∑

n=1

an. Víi ε > 0 cho tr−íc tån t¹i n0 sao

cho |bi| < ε víi i ≥ n0. Nh− vËy, nÕu m > n ≥ n0 vµ |An| ≤ L, th×

|Sm − Sn| =

∣∣∣∣∣
m−1∑

i=n

Ai(b
k
i − bk

i+1) − Anb
k
n + Ambk

m

∣∣∣∣∣

≤
m−1∑

i=n

|Ai||bk
i − bk

i+1|+ |Anb
k
n|+ |Ambk

m|

≤ L

(
m−1∑

i=n

|bi − bi+1||bk−1
i + bk−2

i bi+1 + ... + bk−1
i+1 | + |bk

n| + |bk
m|
)

= L

(
kεk−1

m−1∑

i=n

|bi − bi+1| + 2εk

)
.

V× vËy chuçi
∞∑

n=1

anbn héi tô theo tiªu chuÈn Cauchy.

3.5.12. TÝnh tæng tõng phÇn

Sn =
n∑

i=1

aibi =
n−1∑

i=1

Ai(bi − bi+1) + Anbn,(∗)

Trong ®ã An lµ tæng riªng thø n cña
∞∑

n=1

an. V× chuçi
∞∑

n=1

(bn − bn+1)

héi tô tuyÖt ®èi vµ d·y {An} bÞ chÆn nªn chuçi
∞∑

n=1

An(bn − bn+1) héi tô

tuyÖt ®èi. Sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

(bn − bn+1) chøng tá r»ng lim
n→∞

bn tån t¹i v×

(b1 − b2) + (b2 − b3) + ...+ (bn−1 − bn) = b1 − bn. Do ®ã lim
n→∞

Anbn còng tån

t¹i vµ theo (∗) ta cã chuçi
∞∑

n=1

anbn héi tô.

3.5.13. Víi 0 ≤ x < 1 d·y {xn} ®¬n ®iÖu gi¶m vµ bÞ chÆn v× vËy cã thÓ ¸p
dông tiªu chuÈn Abel. Víi −1 < x < 0 c¶ hai d·y {x2n} vµ {x2n−1} lµ ®¬n
®iÖu vµ bÞ chÆn. V× vËy,

∞∑
n=1

a2nx
2n vµ

∞∑
n=1

a2n−1x
2n−1 héi tô. Sù héi tô cña hai

chuçi nµy xuÊt ph¸t tõ ®¼ng thøc

∞∑

n=1

anx
n =

∞∑

n=1

a2nx
2n +

∞∑

n=1

a2n−1x
2n−1
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3.5.14. Ta thÊy nÕu x > x0 th×

∞∑

n=1

an

nx
=

∞∑

n=1

an

nx0
.

1

nx−x0
.

Nh− vËy ta cã thÓ ¸p dông tiªu chuÈn Abel.

3.5.15. Ta cã
∞∑

n=1

n!an

x(x + 1)...(x + n)
=

∞∑

n=1

an

nx
· n!nx

x(x + 1)...(x + n)

Chó ý r»ng víi n ®ñ lín tÊt c¶ c¸c sè n!nx

x(x+1)...(x+n)
cïng dÊu. Ta sÏ chØ ra r»ng

chóng t¹o nªn mét d·y ®¬n ®iÖu. NhËn xÐt r»ng tØ lÖ cña c¸c phÇn tö thø n+1
vµ n lµ

(n + 1)(n+1
n

)x

x + n + 1
=

e(x+1) ln(1+ 1
n

)

1 + x+1
n

.

§Æt Rn = e(x+1) ln(1+ 1
n

) − 1 − x+1
n
. Tõ kÕt qu¶ trong 2.5.7 ta thÊy r»ng

Rn = (x + 1)

(
ln

(
1 +

1

n

)
− 1

n

)
+

1

2!
(x + 1)2 ln2

(
1 +

1

n

)

+
1

3!
(x + 1)3 ln3

(
1 +

1

n

)
+ ...

=
1

n2

(
−x + 1

2
+

1

2
(x + 1)2 + O

(
1

n

))

+
1

3!
(x + 1)3 ln3

(
1 +

1

n

)
+ ...,

Trong ®ã O(an), biÓu thÞ biÓu thøc phÇn d− chia cho an, bÞ chÆn khi n → ∞.
§iÒu nµy cho thÊy r»ng víi n ®ñ lín, Rn d−¬ng nÕu x(x + 1) > 0 vµ ©m nÕu
x(x + 1) < 0. Do ®ã, víi mäi n ®ñ lín tØ lÖ cña hai phÇn tö liªn tiÕp cu¶ d·y{

n!nx

x(x+1)...(x+n)

}
cïng lín h¬n 1 hoÆc nhá h¬n 1. Chóng ta sÏ chØ ra r»ng d·y

nµy héi tô víi x 6= 0,−1,−2, .... Muèn vËy ta viÕt

n!nx

x(x + 1)...(x + n)
=

1

x

n

x + n

n−1∏

k=1

(
1 + 1

k

)x

1 + x
k

.

Tr−íc hÕt gi¶ sö x > 1. Víi mçi x chóng ta cã (1 + 1
k
)x > 1 + x

k
. Do ®ã,

ln

n−1∏

k=1

(
1 + 1

k

)x

1 + x
k

=

n−1∑

k=1

(
x ln

(
1 +

1

k

)
− ln

(
1 +

x

k

))
,



3.5. Tiªu chuÈn Dirichlet vµ tiªu chuÈn Abel 311

trong ®ã mäi sè h¹ng cña tæng ®Òu d−¬ng. H¬n n÷a,

lim
k→∞

x ln
(
1 + 1

k

)
− ln

(
1 + x

k

)
1
k2

=
x(x− 1)

2
.

DÉn ®Õn kÕt qu¶ lµ tån t¹i giíi h¹n

lim
k→∞

ln
n−1∏

k=1

(
1 + 1

k

)x

1 + x
k

do chuçi
∞∑

k=1

1
k2 héi tô. Nh− vËy d·y ®ang xÐt héi tô víi x > 1.

B©y giê gi¶ sö r»ng x ∈ (0, 1). Khi ®ã víi mçi x ta cã
(
1 + 1

k

)x
< 1 + x

k

nªn ta cã thÓ ¸p dông c¸c lËp luËn nh− trªn víi d·y cã c¸c phÇn tö

− ln
n−1∏

k=1

(
1 + 1

k

)x

1 + x
k

.

Cuèi cïng, xÐt tr−êng hîp x < 0, x 6= −1,−2,−3, ... . Chän k0 lµ mét sè
d−¬ng sao cho 1 + x

k
> 0 víi k ≥ k0. §Ó chØ ra r»ng d·y sau héi tô

n−1∏

k=k0

(
1 + 1

k

)x

1 + x
k

ta chó ý r»ng (
1 +

1

k

)x

< 1 +
x

k
víi k ≥ k0

vµ xö lÝ nh− trong tr−êng hîp x > 1.

3.5.16. Theo tiªu chuÈn Abel víi |x| < 1 sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

anx
n chØ ra

r»ng
∞∑

n=1

anx
2n héi tô (xem 3.5.13). V× { 1

1−x2n } lµ ®¬n ®iÖu vµ bÞ chÆn, tõ ®¼ng
thøc

∞∑

n=1

an
xn

1 − xn
=

∞∑

n=1

(
anxn 1

1 − x2n
+ anx

2n 1

1 − x2n

)

vµ tiªu chuÈn Abel ta cã chuçi
∞∑

n=1

an
xn

1−xn héi tô.
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3.5.17. [20]. Gi¶ sö
∞∑

n=1

bn lµ mét chuçi héi tô cã ®iÒu kiÖn. §Æt F (x) = 2x2

vµ ®Þnh nghÜa chuçi míi
∞∑

n=1

an b»ng c¸ch ®Æt

a1 = a2 =
b1

2
, ak =

bm

F (m)− F (m− 1)
víi F (m− 1) < k ≤ F (m).

Chuçi nµy còng héi tô cã ®iÒu kiÖn. B©y giê chóng ta sÏ chØ ra r»ng mäi chuçi
con cã d¹ng

ak + akl + akl2 + ...(∗)

héi tô. Tr−íc hÕt chó ý r»ng víi mét sè nguyªn d−¬ng n bÊt kú tån t¹i duy nhÊt

mét tm, tm =
[
logl

F (m)
k

]
, sao cho

kltm ≤ F (m) < kltm+1.

Theo ®Þnh nghÜa cña tm, b¾t ®Çu tõ chØ sè m nµo ®ã chuçi con (∗) cã tm − tm−1

sè h¹ng cã d¹ng bm

F (m)−F (m−1)
. Nhãm c¸c sè h¹ng nµy l¹i ta chuyÓn (∗) thµnh

chuçi

c0 +
∞∑

m=n1

tm − tm−1

F (m)− F (m− 1)
bm,

trong ®ã c0 lµ mét h»ng sè nµo ®ã. Chuçi nµy héi tô theo tiªu chuÈn Abel v× d·y
víi c¸c phÇn tö

cm =
tm − tm−1

F (m)− F (m− 1)

lµ ®¬n ®iÖu gi¶m. ThËt vËy

cm >
(2m − 1) logl 2 − 1

2m2 − 2(m−1)2
vµ cm+1 <

(2m + 1) logl 2 + 1

2(m+1)2 − 2m2 .

Do ®ã víi m ®ñ lín ta cã cm+1 < cm v×

lim
m→∞

(2m + 1) logl 2 + 1

(2m − 1) logl 2 − 1
· 2m2 − 2(m−1)2

2(m+1)2 − 2m2 = 0
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3.6 TÝch Cauchy cña c¸c chuçi v« h¹n

3.6.1. Gi¶ sö chuçi
∞∑

n=0

an héi tô tuyÖt ®èi. KÝ hiÖu An, Bn vµ Cn lµ c¸c tæng

riªng thø n t−¬ng øng cña
∞∑

n=0

an,
∞∑

n=0

bn vµ
∞∑

n=0

cn. Khi ®ã

Cn = a0b0 + (a0b1 + a1b0) + ... + (a0bn + a1bn−1 + ... + anb0)

= a0Bn + a1Bn−1 + ... + anB0.

NÕu viÕt

B = Bn + rn, víi lim
n→∞

rn = 0.

Th×

Cn = BAn − (a0rn + a1rn−1 + ... + anr0).

B©y giê ta sÏ chØ ra r»ng

lim
n→∞

(a0rn + a1rn−1 + ... + anr0) = 0.(∗)

Muèn vËy, chän mét gi¸ trÞ ε > 0 tuú ý vµ m, M nh− sau

|rn| ≤ m víi n ≥ 0, M =
∞∑

n=0

|an|.

Khi ®ã tån t¹i k ∈ N vµ l ∈ N sao cho nÕu n ≥ k th× |rn| < ε
2M

vµ nÕu
n ≥ l + 1 th× |al+1| + ... + |an| < ε

2M
. Nh− vËy víi n ≥ l + k chóng ta cã

|a0rn + a1rn−1 + ... + anr0|
≤ (|a0||rn| + ... + |al||rn−l|) + (|al+1||rn−l−1| + ... + |an||r0|)

< (|a0| + |a1|+ ... + |al|)
ε

2M
+ (|al+1| + ... + |an|)m

< M
ε

2M
+

ε

2m
m = ε

Tõ ®©y (∗) ®· ®−îc chøng minh.
Theo nh÷ng suy luËn trªn ta thÊy r»ng nÕu hai chuçi ®· cho héi tô tuyÖt

®èi th× tÝch Cauchy cña chóng còng héi tô tuyÖt ®èi.

3.6.2.
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(a) Theo ®Þnh lÝ Mertens nÕu |x| < 1 th× tÝch Cauchy cña chuçi
∞∑

n=0

xn víi

chÝnh nã sÏ héi tô. H¬n n÷a,

cn = xn + xxn−1 + ... + xn = (n + 1)xn.

Do ®ã

∞∑

n=1

nxn−1 =

(
1

1 − x

)2

.

(b) 1
1−x

· 1
1−y

.

(c) Chuçi ®· cho lµ tÝch Cauchy cña hai chuçi
∞∑

n=1

1
n(n+1)

vµ
∞∑

n=1

1
n!
. Tæng cña

chuçi thø nhÊt lµ 1 (xem 3.1.4(b)) vµ tæng cña chuçi thø hai lµ e−1 (xem
2.5.6). Do ®ã tæng cña chuçi ®· cho lµ e − 1 theo ®Þnh lÝ Mertens.

3.6.3.

(a) Ta cã

cn =
n∑

k=0

2k

k!
· 1

2n−k(n − k)!
=

1

n!

n∑

k=0

(
n
k

)
2k 1

2n−k
=

1

n!

(
2 +

1

2

)n

.

Theo 2.5.7 tæng cña tÝch Cauchy lµ e
5
2 .

(b) TÝch Cauchy lµ chuçi

∞∑

n=1

1

3n+1

n∑

n=1

(−3)k

k
.

Theo 3.1.32(a) tæng cña nã lµ −1
2
ln 2.
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(c) Ta cã

c2n+1 = x2n+1
2n+1∑

k=0

(−1)k(k + 1)(2n + 1 − k + 1)

= x2n+1

(
n∑

k=0

(−1)k(k + 1)(2n + 1 − k + 1)

+
2n+1∑

k=n+1

(−1)k(k + 1)(2n + 1 − k + 1)

)

= x2n+1

(
n∑

k=0

(−1)k(k + 1)(2n + 1 − k + 1)

−
n∑

k′=0

(−1)k′
(k′ + 1)(2n + 1 − k′ + 1)

)
= 0

H¬n n÷a, v× c2n+1 = 0 ta cã

c2n = x2n
2n∑

k=0

(−1)2n−k(k + 1)(2n − k + 1)

= x2n

(
2n−1∑

k=0

(−1)k(k + 1)(2n − 1 − k + 1)

+
2n−1∑

k=0

(−1)k(k + 1) + (2n + 1)

)

= x2n(0 + (−n) + (2n + 1)) = (n + 1)x2n.

Cuèi cïng theo 3.6.2(a),
∞∑

n=0

(n + 1)x2n =
1

(1 − x2)2
.

3.6.4. Ta cã thÓ thÊy r»ng chuçi
∞∑

n=0

Anx
n lµ tÝch Cauchy cña

∞∑
n=0

xn vµ

∞∑
n=0

anx
n, do ®ã nã héi tô víi |x| < 1 víi tæng lµ 1

1−x

∞∑
n=0

anx
n.

3.6.5. §Ó chøng minh ®¼ng thøc ®· cho ta c©n b»ng c¸c hÖ sè cña xn trong
c«ng thøc (1 + x)n(1 + x)n = (1 + x)2n. Nh− vËy,

cn = (−1)nx2n 1

(n!)2

n∑

k=0

(
n
k

)2

= (−1)nx2n 1

(n!)2

(
2n
n

)
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3.6.6. Tõ quan hÖ

cn =

(
1

a

1 · 3 · ... · (2n − 1)

2 · 4 · ... · 2n +
1

2

1

a + 2

1 · 3 · ... · (2n − 3)

2 · 4 · ... · (2n − 2)

+... +
1

a + 2n

1 · 3 · ... · (2n − 1)

2 · 4 · ... · (2n)

)
xn,

ta chøng minh ®−îc ®¼ng thøc

1

a

1 · 3 · ... · (2n − 1)

2 · 4 · ... · 2n +
1

2

1

a + 2

1 · 3 · ... · (2n − 3)

2 · 4 · ... · (2n − 2)

+ ... +
1

a + 2n

1 · 3 · ... · (2n − 1)

2 · 4 · ... · (2n)
=

(a + 1)(a + 3)...(a + (2n − 1))

a(a + 2)(a + 4)...(a + 2n)
.

§Ó dÉn ®Õn ®iÒu ®ã chóng ta ph©n tÝch vÕ ph¶i cña biÓu diÔn trªn thµnh

(a + 1)(a + 3)...(a + (2n − 1))

a(a + 2)(a + 4)...(a + 2n)
=

α0

a
+

α1

a + 2
+ ... +

αn

a + 2n
.

Nh©n c¶ hai vÕ víi a(a + 2)(a + 4)...(a+ 2n) vµ thay thÕ a = 0, a = −2, ... ,
a = −2k, ... , a = −2n, ta cã

α0 =
(2n − 1)!!

(2n)!!
,

α1 =
−1(2n − 3)!!

−2(2n − 2)!!
, ...,

αk =
(−2k + 1)(−2k + 3)...(−1)1 · 3...(2(n− k) − 1)

−2k((−2k + 2)...(−2) · 2 · 4...(2(n− k))

=
(2k − 1)!!(2(n − k) − 1)!!

(2k)!!(2(n − k))!!
, ...,

αn =
(2n − 1)!!

2n!!
,

vµ ®¼ng thøc ®−îc chøng minh.

3.6.7. KÝ hiÖu An, Bn, Cn lµ tæng riªng thø n t−¬ng øng cña
∞∑

n=0

an,
∞∑

n=0

bn,

vµ
∞∑

n=0

cn. DÔ dµng kiÓm tra ®−îc r»ng

Cn = a0Bn + a1Bn−1 + ... + anB0.
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Do vËy
C0 + C1 + ... + Cn = A0Bn + A1Bn−1 + ... + AnB0.

Chia hai vÕ cña ®¼ng thøc cuèi cïng cho n + 1, sö dông 2.3.2 vµ 2.3.8 ta nhËn
®−îc C = AB.

3.6.8. Gäi
∞∑

n=1

cn lµ tÝch Cauchy cña
∞∑

n=1

(−1)n−1 1
n
víi chÝnh nã. Khi ®ã

cn = (−1)n−1

(
1

1 · n
+

1

2(n − 1)
+ ... +

1

k(n − k + 1)
+ ... +

1

n · 1

)
.

V×
1

k(n − k + 1)
=

1

n + 1

(
1

k
+

1

n − k + 1

)
víi k = 1, 2, ..., n

ta cã thÓ viÕt

cn = (−1)n−1 2

n + 1

(
1 +

1

2
+

1

3
+ ... +

1

n

)
.

Ta biÕt r»ng
∞∑

n=1

(−1)n−1 1
n
= ln 2 (xem 3.1.32(a)) vµ chuçi

∞∑
n=1

(−1)n−1 2
n+1

(1+ 1
2
+ ...+ 1

n
) héi tô (xem 3.4.19). Nh− vËy theo kÕt qu¶ cña

bµi to¸n tr−íc,

∞∑

n=1

(−1)n−1 2

n + 1

(
1 +

1

2
+ ... +

1

n

)
= (ln 2)2.

3.6.9. NÕu
∞∑

n=1

cn lµ tÝch Cauchy cña chuçi
∞∑

n=1

(−1)n−1 1√
n
víi chÝnh nã, khi

®ã

cn = (−1)n−1

(
1

1 ·
√

n
+ ... +

1√
k ·

√
n − k + 1

+ ... +
1√
n · 1

)
.

V× mçi sè h¹ng trong dÊu ngoÆc lín h¬n 1
n
, ta thÊy r»ng |cn| > 1 víi n > 1. Do

vËy chuçi
∞∑

n=1

cn ph©n kú.

3.6.10. Ta cã

cn = a0bn + a1bn−1 + ... + anb0 > a0bn,

do vËy nÕu chuçi
∞∑

n=0

bn ph©n kú th× chuçi tÝch Cauchy
∞∑

n=0

cn còng ph©n kú.
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3.6.11. Kh«ng. XÐt hai chuçi ph©n kú sau

1 −
∞∑

n=1

(
3

2

)n

vµ 1 +
∞∑

n=1

(
3

2

)n−1(
2n +

1

2n+1

)
.

khi ®ã

cn = aobn + b0an +
n−1∑

k=1

akbn−k,

trong ®ã a0 = b0 = 1, an = −(3
2
)n, bn = (3

2
)n−1(2n + 1

2n+1 ). Do ®ã

cn =

(
3

2

)n−1(
2n +

1

2n+1

)
−
(

3

2

)n

−
(

3

2

)n−1 n−1∑

k=1

(
2n−k +

1

2n−k+1

)
=

(
3

4

)n

3.6.12. Gäi An, Bn, Cn lµ tæng tiªng thø n cña c¸c chuçi
∞∑

n=0

an,
∞∑

n=0

bn vµ

∞∑
n=0

cn t−¬ng øng. Khi ®ã,

Cn = a0Bn + a1Bn−1 + ... + anB0.

suy ra,

n∑

k=1

ak(bn + bn−1 + ... + bn−k+1)

= a1(Bn − Bn−1) + a2(Bn − Bn−2) + ... + an(Bn − B0)

= Bn(An − a0) − a1Bn−1 − a2Bn−2 − ...− anB0 = BnAn − Cn.

3.6.13. Gäi
∞∑

n=0

cn lµ tÝch Cauchy cña chuçi
∞∑

n=0

(−1)nan víi
∞∑

n=0

(−1)nbn. Khi

®ã
cn = (−1)n(a0bn + a1bn−1 + ... + anb0).

Tr−íc hÕt gi¶ sö chuçi
∞∑

n=0

cn héi tô. Khi ®ã lim
n→∞

cn = 0. V× c¸c d·y {an} vµ

{bn} ®¬n ®iÖu ta cã

|cn| ≥ bn(a0 + ... + an) vµ |cn| ≥ an(b0 + ... + bn)
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Nh− vËy

lim
n→∞

an(b0 + b1 + ... + bn) = 0 vµ lim
n→∞

bn(a0 + a1 + ... + an) = 0.

Gi¶ sö hai ®¼ng thøc trªn tho¶ m·n. Khi ®ã dùa vµo c¸c bµi to¸n tr−íc ta cã
thÓ chØ ra r»ng

lim
n→∞

n∑

k=1

(−1)kak((−1)nbn + (−1)n−1bn−1 + ... + (−1)n−k+1bn−k+1) = 0.

Chó ý r»ng

|(−1)nbn + (−1)n−1bn−1 + ... + (−1)n−k+1bn−k+1| ≤ bn−k+1,

Do vËy
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

(−1)kak((−1)nbn + (−1)n−1bn−1 + ... + (−1)n−k+1bn−k+1)

∣∣∣∣∣

≤
n∑

k=1

akbn−k+1.

B©y giê ta sÏ chØ ra r»ng lim
n→∞

n∑
k=1

akbn−k+1 = 0. ThËt vËy,

0 <
2n∑

k=1

akb2n−k+1 ≤ (a1 + ... + an)bn + (b1 + ... + bn)an,

®iÒu nµy chøng tá r»ng lim
n→∞

2n∑
k=1

akb2n−k+1 = 0. T−¬ng tù ta còng cã thÓ chØ ra

r»ng lim
n→∞

2n−1∑
k=1

akb2n−k = 0, tõ ®ã dÉn tíi ®iÒu ph¶i chøng minh.

3.6.14. Tr−íc hÕt ta nhËn thÊy r»ng chØ cÇn xÐt tr−êng hîp α vµ β kh«ng
v−ît qu¸ 1. Ta sÏ chØ ra r»ng

lim
n→∞

1

nα

(
1 +

1

2β
+ ... +

1

nβ

)
= 0

nÕu vµ chØ nÕu α + β > 1. Theo ®Þnh lÝ Stolz (xem 2.3.11)

lim
n→∞

1

nα

(
1 +

1

2β
+ ... +

1

nβ

)
= lim

n→∞

1

nβ(nα − (n − 1)α)

= lim
n→∞

1

nα+β(1 − (1 − 1
n
)α)

.
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Theo qui t¾c L'H«pital

lim
x→+∞

1

xα+β(1 − (1 − 1
x
)α)

= lim
t→0+

tα+β

1 − (1 − t)α

= lim
t→0+

(α + β)tα+β−1

α(1 − t)α−1

Do ®ã

lim
n→∞

1

nα+β(1 − (1 − 1
n
)α)

=





0 nÕu α + β > 1,
1
α

nÕu α + β = 1,

+∞ nÕu α + β < 1.

Tõ bµi to¸n trªn ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.

3.6.15. Gi¶ sö chuçi
∞∑

n=0

anbn héi tô. Theo kÕt qu¶ bµi 3.6.13 cã thÓ chØ ra

r»ng

lim
n→∞

an(b0 + b1 + .. + bn) = 0 vµ lim
n→∞

bn(a0 + a1 + .. + an) = 0.

Víi mét gi¸ trÞ ε > 0 tuú ý cho tr−íc tån t¹i mét gi¸ trÞ k0 ∈ N sao cho
ak0+1bk0+1 + ak0+2bk0+2 + ... < ε

2
. Nh− vËy víi n > k0,

an(b1 + ... + bn) < an(b1 + ... + bk0) +
ε

2
.

MÆt kh¸c, v× lim
n→∞

an = 0, tån t¹i mét gi¸ trÞ n1 > k0 sao cho

an <
ε

2(b0 + ... + bk0)
nÕu n > n1.

®iÒu ®ã chØ ra r»ng an(b0 + ... + bn) < ε víi n > n1. Tõ ®ã chóng ta chøng
minh ®−îc lim

n→∞
an(b0 + ... + bn) = 0.

B©y giê gi¶ sö tÝch Cauchy héi tô. Theo 3.6.13 lim
n→∞

an(b0 + ... + bn) = 0

Tõ ®ã suy ra víi n ®ñ lín,

(n + 1)anbn < an(b0 + ... + bn) < 1

vµ do ®ã

(anbn)
1+α <

(
1

n + 1

)1+α

.
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3.7 S¾p xÕp l¹i chuçi. Chuçi kÐp

3.7.1. Gäi Sn = a1 + a2 + ... + an lµ tæng riªng thø n cña
∞∑

n=1

an. Khi ®ã

b1 + b2 + ... + bn = Smn víi n ≥ 1

V× mçi d·y con cña d·y ®Òu héi tô tíi cïng mét giíi h¹n, lim
n→∞

Smn = lim
n→∞

Sn.

3.7.2. KÝ hiÖu {Tn} lµ d·y cña c¸c tæng riªng cña chuçi ®−îc s¾p l¹i. Khi ®ã

T3n =

(
1 − 1

2

)
− 1

4
+

(
1

3
− 1

6

)
− 1

8
+ ...

+

(
1

2n − 1
− 1

4n − 2

)
− 1

4n

=
1

2
− 1

4
+

1

6
− 1

8
+ ... +

1

4n − 2
− 1

4n

=
1

2

(
1 − 1

2
+

1

3
− 1

4
+ ... +

1

2n − 1
− 1

2n

)
.

Do ®ã theo 3.1.32(a), ta cã lim
n→∞

T3n=
1
2
ln 2. HiÓn nhiªn r»ng lim

n→∞
T3n =

lim
n→∞

T3n+1 = lim
n→∞

T3n+2, suy ra

1 − 1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

6
− 1

8
+

1

5
− ... =

1

2
ln 2

3.7.3. Gäi {Tn} lµ d·y tæng riªng cña chuçi ®−îc s¾p l¹i. §Æt f(n) = 1 +
1
2

+ 1
3

+ 1
4

+ ... + 1
n−1

+ 1
n
. Khi ®ã

Tα+β = 1 +
1

3
+ ... +

1

2α − 1
− 1

2
− 1

4
− ...− 1

2β

= f(2α − 1) − 1

2
f(α − 1) − 1

2
f(β) = f(2α) − 1

2
f(α) − 1

2
f(β).

Chøng minh b»ng qui n¹p

Tn(α+β) = f(2nα) − 1

2
f(nα) − 1

2
f(nβ).
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Nh− ®· chØ ra, ®¼ng thøc ®óng víi n = 1. NÕu nã ®óng víi n ∈ N, th×

T(n+1)(α+β) = f(2nα) − 1

2
f(nα) − 1

2
f(nβ) +

1

2nα + 1
+

1

2nα + 3

+ ... +
1

2(n + 1)α − 1
− 1

2nβ + 2
− 1

2nβ + 4
− ...− 1

2(n + 1)β

= f(2nα) − 1

2
f(nα) − 1

2
f(nβ) + f(2(n + 1)α − 1)

− 1

2
f((n + 1)α − 1) − f(2nα) +

1

2
f(nα) − 1

2
f((n + 1))β) +

1

2
f(nβ)

= f(2(n + 1)α) − 1

2
f((n + 1)α) − 1

2
f((n + 1)β)

Do ®ã, theo 2.1.41

lim
n→∞

Tn(α+β) = lim
n→∞

(
f(2nα) − ln(2nα) − 1

2
f(nα)

)

+
1

2
ln(nα) − 1

2
f(nβ) +

1

2
f(nβ)

)

+ lim
n→∞

(
ln(2nα) − 1

2
(ln(nα) + ln(nβ))

)

= lim
n→∞

ln
2nα√
n2αβ

= ln 2 +
1

2
ln

α

β
.

Râ r·ng, víi k = 1, 2, 3, ..., (α + β)− 1 ta cã lim
n→∞

Tn(α+β)+k = lim
n→∞

Tn(α+β).

Nh− vËy tæng cña chuçi lµ ln 2 + 1
2
ln α

β
.

3.7.4. KÕt qu¶ nhËn ®−îc chÝnh lµ mét tr−êng hîp ®Æc biÖt (α = 1 vµ β = 4)
cña bµi to¸n trªn.

3.7.5. Cã thÓ ¸p dông kÕt qu¶ bµi to¸n 3.7.3 víi α = 4 vµ β = 1.

3.7.6. XÐt chuçi

1 − 1

2
+

1

3
+

1

5
− 1

4
+

1

7
+

1

9
+

1

11
− 1

6
+ ...(1)

nhËn ®−îc b»ng c¸ch s¾p xÕp l¹i c¸c sè h¹ng cña chuçi
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
theo n,

n = 1, 2, 3, ..., c¸c sè h¹ng d−¬ng theo sau mét sè h¹ng ©m. Nhãm c¸c sè h¹ng
cña chuçi (1) theo c¸ch sau:

(
1 − 1

2

)
+

(
1

3
+

1

5
− 1

4

)
+

(
1

7
+

1

9
+

1

11
− 1

6

)
+ ...,
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ta cã

∞∑

n=1

(
1

n2 − n + 1
+

1

n2 − n + 3
+ ... +

1

n2 + n − 1
− 1

2n

)
.(2)

Gäi Sn vµ Tn lµ tæng riªng thø n cña chuçi (1) vµ (2) t−¬ng øng. Khi ®ã

Tn = S (n+1)n
2

+n
>

n∑

n=1

(
k

k2 + k − 1
− 1

2k

)
>

1

4

n∑

k=1

1

k
−→
n→∞

+∞.

3.7.7. Nhãm c¸c sè h¹ng cu¶ chuçi ta viÕt l¹i d−íi d¹ng

∞∑

n=1

(
1√

4n − 3
+

1√
4n − 1

− 1√
2n

)
.

H¬n n÷a,

1√
4n − 3

+
1√

4n − 1
− 1√

2n

=

√
(4n − 1)2n +

√
(4n − 3)2n −

√
(4n − 3)(4n − 1)

√
4n − 3

√
4n − 1

√
2n

>
2
√

2n −
√

4n − 1√
4n − 1

√
2n

>
2
√

2n −
√

4n√
4n − 1

√
2n

=
2 −

√
2√

4n − 1
.

Do ®ã lim
n→∞

S3n = +∞, víi {Sn} lµ d·y tæng riªng cña chuçi ®· s¾p l¹i. Nh−
vËy chuçi ph©n kú.

3.7.8. Gi¶ sö chuçi
∞∑

n=1

an héi tô tuyÖt ®èi, gäi Sn lµ tæng riªng thø n cña

chuçi ®ã vµ ®Æt S = lim
n→∞

Sn. KÝ hiÖu {Tn} lµ d·y c¸c tæng riªng cña chuçi ®·

s¾p l¹i. Tõ sù héi tô tuyÖt ®èi cña
∞∑

n=1

an, víi ε > 0 cho tr−íc, tån t¹i n ∈ N
sao cho

|an+1| + |an+2|+ ... < ε.(1)

Gäi m lµ sè ®ñ lín ®Ó mäi sè h¹ng a1, a2,...,an xuÊt hiÖn trong Tm. Khi ®ã, theo
(1)

|S − Tm| ≤ |S − Sn| + |Sn − Tm| < 2ε.
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3.7.9. [4] Tr−íc hÕt gi¶ sö r»ng l > 0 vµ ®Æt n = d + u, d > u, sau ®ã s¾p

l¹i chuçi
∞∑

n=1

(−1)n−1f(n). Tæng riªng thø n cña chuçi míi lµ

Tn = Td+u = (f(1) − f(2) + f(3) − ...− f(2u))

+ (f(2u + 1) + f(2u + 3) + ... + f(2d − 1)).

Tæng nµy cã c¸c sè h¹ng ©m chøa u vµ mäi sè h¹ng cßn l¹i chøa d trong ®èi sè
lµ d−¬ng. Tæng cña nhãm thø hai chøa d − u sè h¹ng, vµ nh− vËy tæng nµy
sÏ n»m trong kho¶ng (d − u)f(2u) vµ (d − u)f(2d). V× tæng trong ngoÆc thø
nhÊt héi tô tíi S khi u → ∞, sù thay ®æi trong tæng b»ng víi giíi h¹n cña tæng
trong ngoÆc thø hai. §Æt ν(u) = d − u. Khi ®ã

ν(u)f(2d) < f(2u + 1) + f(2u + 3) + ... + f(2d − 1) < ν(u)f(2u),(1)

vµ sù ®¬n ®iÖu cña d·y {nf(n)} chØ ra r»ng

u

u + ν(u)
<

f(2u + 2ν(u))

f(2u)
< 1.(2)

Chän ν(u) sao cho

lim
u→∞

ν(u)f(2u) = l.(3)

(vÝ dô cã thÓ chän ν(u) = l
[

1
f(2u)

]
) khi ®ã lim

u→∞
ν(u)

u
= 0 v×

l = lim
u→∞

1

2

ν(u)

u
2uf(2u) vµ lim

u→∞
2uf(2u) = +∞.

Nh− vËy (2) chØ ra r»ng lim
u→∞

f(2u+2ν(u))
f(2u)

= 1. Tõ (1) vµ sö dông nguyªn lý kÑp

ta suy ra

lim
u→∞

(f(2u + 1) + f(2u + 3) + ... + f(2d − 1)) = l.

Nh− vËy ta ®· chøng minh ®−îc r»ng lim
u→∞

T2u+ν(u) = S + l.

B©y giê chó ý r»ng nÕu 2u + ν(u) < k < 2(u + 1) + ν(u + 1) th×

0 ≤ Tk − T2u+ν(u) + f(2u + 2) ≤ T2u+2+ν(u+1) − T2u+ν(u) + f(2u + 2).

V× f(2u + 2) → 0 khi u → ∞ ta thÊy r»ng lim
k→∞

Tk = S + l.

Trong tr−êng hîp l < 0 ta cã thÓ ®æi vai trß cña d vµ u vµ thùc hiÖn t−¬ng
tù.
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3.7.10. Cho ε > 0, tõ mét chØ sè n0 nµo ®ã ta cã

g − ε

n
< f(n) <

g + ε

n
.(1)

XÐt chuçi nhËn ®−îc sau khi thay ®æi thµnh phÇn thø n cã d¹ng (xem lêi gi¶i
bµi 3.7.9)

Tn = Td+u = (f(1) − f(2) + f(3) − ...− f(2u)) +

+ (f(2u + 1) + f(2u + 3) + ... + f(2d − 1)).

H¬n n÷a gi¶ sö r»ng sè d c¸c sè h¹ng d−¬ng tho¶ m·n lim
n→∞

d
u

= k. Khi ®ã

trong tr−êng hîp d > u,

1

2u + 1
+

1

2u + 3
+ ... +

1

2d − 1
=

=

(
1 +

1

2
+ ... +

1

2u + 1
+ ... +

1

2d − 1
− ln(2d − 1)

)

−
(

1 +
1

2
+ ... +

1

2u − 1
− ln(2u − 1)

)

−
(

1

2u
+

1

2u + 2
+ ... +

1

2d − 2

)
− ln

2u − 1

2d − 1
.

Theo bµi 2.1.41, hai biÓu thøc trong ngoÆc ®¬n tiÕn ®Õn h»ng sè Euler γ. Ta ®·
chØ ra r»ng (bµi 2.5.8 (a)) thµnh phÇn thø ba tiÕn ®Õn 1

2
ln k. V× vËy

lim
n→∞

(
1

2u + 1
+

1

2u + 3
+ ... +

1

2d − 1

)
=

1

2
ln k.

Tõ ®ã suy ra (1) cho ta

lim
n→∞

(f(2u + 1) + f(2u + 3) + ... + f(2d − 1)) =
1

2
g ln k.

V× vËy tæng S sÏ sai kh¸c mét l−îng 1
2
g ln k so víi chuçi ®· cho. LËp luËn t−¬ng

tù cho tr−êng hîp d < u.

3.7.11. Sö dông kÕt qu¶ cña bµi 3.7.9 víi ν(u) = l[(2u)p].

3.7.12. Sö dông kÕt qu¶ cña bµi 3.7.10 víi lim
n→∞

d
u

= α.
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3.7.13. Kh«ng. ThËt vËy, xÐt chuçi
∞∑

k=1

ank
lµ mét chuçi nhËn ®−îc tõ viÖc

®æi chç chuçi ph©n kú
∞∑

k=1

an. TÝnh ®¬n ®iÖu cña d·y {an} chøng tá r»ng

an1 + an2 + ... + anm ≤ a1 + a2 + ... + am.

V× vËy kh«ng thÓ t¨ng ®é ph©n kú cña chuçi.

3.7.14. [20] Chän mét d·y con {arn} cña d·y {an} sao cho

arn < min
(
2−n, Qn −Qn−1

)
, n = 1, 2, ..., víi Q0 = 0.

Khi ®ã

ar1 + ar2 + ... + arn ≤ Qn vµ ar1 + ar2 + ... + arn < 1.

Do ®ã v× lim
n→∞

Qn = +∞ nªn d·y {Qn − (ar1 + ar2 + ... + arn)} còng ph©n
kú vÒ v« h¹n. B©y giê ta céng c¸c sè h¹ng kh«ng xuÊt hiÖn trong d·y con {arn}
cña chuçi

∑
n→∞

an vµo tæng ar1 + ar2 + ... + arn theo c¸ch d−íi ®©y sao cho

a1 + a2 + ... + ar1−1 + ar1 + ar1+1 + ... + ai + ark
+ ... + arn ≤ Qn,

trong ®ã ai lµ sè h¹ng thÝch hîp cuèi cïng. §iÒu ®ã cã nghÜa lµ nÕu ta thªm mét
sè h¹ng kh«ng xuÊt hiÖn trong d·y con {arn} cã chØ sè lín h¬n i th× bÊt ®¼ng
thøc trªn sÏ kh«ng cßn ®óng n÷a.

3.7.15. [W.Sierpiński, Bull. Intern. Acad. Sci. Cracovie, 1911, 149-158] Hai

chuçi
∞∑

n=1

pn vµ
∞∑

n=1

qn lµ hai chuçi con bï cña chuçi héi tô cã ®iÒu kiÖn
∑

n→∞
an

chøa mäi sè h¹ng kh«ng ©m vµ ©m liªn tiÕp t−¬ng øng. σ lµ sè thùc cho tr−íc.
V× chuçi

∑
n→∞

pn ph©n kú tíi +∞ nªn tån t¹i mét chØ sè k1 sao cho

p1 + p2 + ... + pk1 > σ.

Ta chän ®−îc mét chØ sè n1 nhá nhÊt sao cho

p1 + p2 + ... + pk1 + q1 + q2 + ... + qn1 < σ.

XÐt mét chØ sè k2 sao cho

p1 + p2 + ... + pk1 + q1 + q2 + ... + qn1 + pk1+1 + pk1+2 + ... + pk2 > σ.
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vµ mét chØ sè n2 nhá nhÊt sao cho

p1 +p2 + ...+pk1 +q1 +q2 + ...+qn1 +pk1+1 + ...+pk2 +qn1+1 + ...+qn2 < σ.

TiÕp tôc qu¸ tr×nh trªn ta t×m ®−îc hai d·y k1, k2, ... vµ n1, n2, ... vµ phÐp ®æi
chç t−¬ng øng ®èi víi chuçi ®ang xÐt. §Æt Sn lµ tæng riªng thø n cña chuçi.
Khi ®ã

Sn ≤ σ víi n < k1 nh−ng Sn ≥ σ víi k1 ≤ n < k1 + n1.

H¬n n÷a

Sn ≤ σ víi km + nm ≤ n < km+1 + nm,

Sn ≥ σ víi km+1 + nm ≤ n < km+1 + nm+1,

víi m = 1, 2, .... Tõ c¸ch x¸c ®Þnh d·y {km} vµ {nm} ta cã

|Skm+1−1+nm − σ| < pkm+1 ,

|Skm+1+nm − σ| < pkm+1 ,

|Skm+1+nm+l − σ| < pkm+1 , víi l = 1, 2, ..., nm+1 − nm − 1,

|Skm+1+nm+1 − σ| < |qnm+1 |,
|Skm+1+nm+1+l − σ| < |qnm+1 |, víi l = 1, 2, ..., km+2 − km+1 − 1,

V× lim
n→∞

pn = lim
n→∞

qn = 0 suy ra lim
n→∞

Sn = σ.

3.7.16. Ký hiÖu {Sm}, {Tm} lµ c¸c d·y tæng riªng cña
∞∑

n=1

an vµ
∞∑

k=1

ank
t−¬ng

øng. V× {nk − k} lµ d·y bÞ chÆn nªn tån t¹i l ∈ N sao cho k − l ≤ nk ≤ k + l
víi mäi k ∈ N. NÕu m > l vµ nk ≤ m − l th× k − l ≤ nk ≤ m − l. V× vËy
k ≤ m, vµ tõ ®ã suy ra

{1, 2, ...,m− l} ⊂ {n1, n2, ..., nm}.(1)

ThËt vËy, nÕu s lµ mét sè nguyªn d−¬ng kh«ng lín h¬n m − l th× tån t¹i duy
nhÊt mét sè nguyªn d−¬ng k ∈ N sao cho s = nk. §iÒu ®ã cho ta kh¼ng ®Þnh
k ≤ m hay nãi c¸ch kh¸c s ∈ {n1, n2, ..., nm}. Theo (1) ta thÊy r»ng c¸c phÇn
tö an, n = 1, 2, ...,m− l ®Òu xuÊt hiÖn trong Tm. MÆt kh¸c, nÕu k ≤ m th×
nk ≤ k + l ≤ m + l, vµ ta cã thÓ suy ra r»ng mäi sè h¹ng an1, an2 , ..., anm

®Òu xuÊt hiÖn trong Sm+l. V× vËy

|Sm − Tm| ≤ |am−l+1| + ... + |am+l|, víi m > l.
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Suy ra lim
m→∞

Sm = lim
m→∞

Tm.

NÕu d·y {nk − k} kh«ng bÞ chÆn th× c¸c bµi tËp 3.7.2 - 3.7.6 cho ta c¸c vÝ
dô vÒ viÖc khi ®æi chç mét chuçi cã thÓ lµm cho nã ph©n kú hoÆc thay ®æi tæng
cña nã. Ta ®−a ra mét vÝ dô kh«ng lµm thay ®æi tæng cña mét chuçi khi ®æi
chç c¸c phÇn tö cña chóng. Ta x©y dùng d·y {nk} b»ng c¸ch ®æi chç c¸c vÞ
trÝ øng víi c¸c chØ sè nguyªn d−¬ng n(n+1)

2
vµ n(n+3)

2
, cßn l¹i gi÷ nguyªn. V×

n(n+3)
2

− n(n+1)
2

= n ta cã d·y {nk − k} kh«ng bÞ chÆn. H¬n n÷a

Tm − Sm =

{
0, nÕu m = n(n+3)

2
,

an(n+3)/2 − an(n+1)/2, nÕu n(n+1)
2

≤ m < n(n+3)
2

.

3.7.17. [R. P. Agnew, Proc. Amer. Math. Soc. 6(1995), 563-564] Ta sö dông

®Þnh Toeplitz (xem 3.4.37). §Æt Sm =
m∑

k=1

ak vµ Tm =
m∑

k=1

ank
. Gi¶ thiÕt

r»ng m ®ñ lín sao cho 1 ∈ {n1, n2, ..., nm}, vµ s¾p xÕp c¸c phÇn tö cña tËp
{n1, n2, ..., nm} ®Ó t¹o thµnh mét d·y t¨ng

1, 2, 3, ..., β0,m, α1,m + 1, α1,m + 2, ..., β1,m,

α2,m + 1, α2,m + 2, ..., β2,m, ..., αjm ,m + 1, αjm ,m + 2, ..., βjm,m,

trong ®ã

0 < β0,m < α1,m < β1,m, < α2,m < ...,< βjm,m.

Do ®ã tæng riªng Tm cña d·y võa nhËn ®−îc sÏ ®−îc viÕt lµ

Tm = Sβ0,m + (Sβ1,m − Sα1,m) + ... + (Sβjm ,m − Sαjm ,m).

Suy ra Tm =
m∑

k=1

cm,kSk, trong ®ã

cm,k =





1 nÕu k = βl,m, l = 0, 1, ..., jm,

−1 nÕu k = αl,m, l = 0, 1, ..., jm,

0 tr¸i l¹i.

V× lim
n→∞

β0,m = +∞, lim
n→∞

cm,k = 0 víi mäi ∈ N. H¬n n÷a
∞∑

k=1

cm,k = 1 víi

m = 1, 2, ..., vµ
∞∑

k=1

|cm,k| = 2Bm − 1, trong ®ã Bm lµ sè cac khèi sè nguyªn

d−¬ng kh«ng giao nhau trong tËp {n1, n2, ..., nm}. Cuèi cïng sö dông ®Þnh lý
Toeplitz ta cã lim

n→∞
Tm = lim

n→∞
Sm khi vµ chØ khi tån t¹i sè N sao cho Bm ≤ N

víi mäi m ∈ N.
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3.7.18. Gi¶ sö r»ng chuçi
∞∑

k=1

cn lµ héi tô tuyÖt ®èi vµ cã tæng lµ S. Khi ®ã

víi mäi ε > 0 tån t¹i k0 sao cho

|c1 + c2 + ... + ck0 − S| <
ε

2
vµ

∞∑

l=k0+1

|cl| <
ε

2
.

Víim,n ®ñ lín sao cho víi mäi l ∈ {1, 2, ..., k0} tån t¹i i, k, i ∈ {1, 2, ...,m},
k ∈ {1, 2, ..., n}, sao cho cl = ai,k. ThÕ th×

|Sm,n − S| < |c1 + c2 + ... + ck0 − S|+
∞∑

l=k0+1

|cl| < ε.

V× vËy chuçi kÐp S héi tô. T−¬ng tù nh− vËy ta chøng minh ®−îc tÝnh héi tô
tuyÖt ®èi cña chuçi kÐp.

3.7.19. §Æt

S∗ =

∞∑

i,k=1

|ai,k|, T ∗ =

∞∑

n=1

|cn|,

S∗
m,n =

m∑

i=1

n∑

k=1

|ai,k|, T ∗
n =

n∑

k=1

|cn|,

Cho tr−íc c¸c sè thùc d−¬ng ε vµ sè nguyªn d−¬ng l ∈ N bÊt kú. XÐt c¸c chØ sè
m,n ®ñ lín sao cho mäi sè h¹ng cña T ∗

l ®Òu thuéc S∗
m,n vµ |S∗ − S∗

m,n| < ε.

ThÕ th× T ∗
l ≤ S∗

m,n < S∗ + ε, cã nghÜa lµ chuçi
∞∑

n=1

cn héi tô tuyÖt ®èi. §Æt

tæng riªng thø n vµ tæng cña chuçi
∞∑

n=1

cn lÇn l−ît lµ Tn vµ T . §Ó chøng minh

®¼ng thøc
∞∑

i,k=1

ai,k =

∞∑

n=1

cn,

ta cè ®Þnh ε > 0 vµ xÐt l ®ñ lín sao cho

|T ∗
l − T ∗| <

ε

2
vµ |Tl − T | <

ε

2
.

NÕu Sm,n =
m∑

i=1

n∑
k=1

ai,k vµ nÕu n,m ®ñ lín sao cho moi sè h¹ng cña Tl ®Òu

n»m trong Sm,n th× ta cã

|Sm,n − T | < |T − Tl| + |T ∗ − T ∗
l | < ε.
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3.7.20. §©y lµ hÖ qu¶ cña hai bµi tËp trªn.

3.7.21. Kh«ng mÊt tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ sö r»ng chuçi lÆp
∞∑
i=1

(
∞∑

k=1

|ai,k|
)

héi tô. §Æt
∞∑

k=1

|ai,k| = σi vµ
∞∑
i=1

σi = σ, thÕ th× mçi chuçi
∞∑

k=1

ai,k, i = 1, 2, ...

®Òu héi tô vµ

∣∣∣∣
∞∑

k=1

ai,k

∣∣∣∣ = |Si| ≤ σi. Tõ kÕt qu¶ nµy vµ sù héi tô cña chuçi
∞∑
i=1

σi

ta suy ra sù héi tô tuyÖt ®èi cña chuçi
∞∑
i=1

Si, vµ suy ra
∞∑
i=1

Si =
∞∑
i=1

(
∞∑

k=1

ai,k

)
.

3.7.22. §Æt
∞∑

i,k=1

ai,k = S,
∞∑

i,k=1

|ai,k| = S∗ vµ ®Æt Sm,n =
m∑

i=1

n∑
k=1

ai,k vµ

S∗
m,n =

m∑
i=1

n∑
k=1

|ai,k|. Ta sÏ chØ ra r»ng chuçi lÆp

∞∑

i=1

(
∞∑

k=1

|ai,k|
)

héi tô vÒ S∗. ThËt vËy, víi mäi ε > 0, tån t¹i sè n0 sao cho S∗−ε < S∗
m,N < S∗

víi m,n > n0. Cè ®Þnh m, d·y {S∗
m,n} sÏ t¨ng ®¬n ®iÖu vµ bÞ chÆn, v× vËy nã

héi tô vµ lim
n→∞

S∗
m,n = S∗

m . Tõ bµi tËp trªn ta cã mét chuçi lÆp héi tô tuyÖt ®èi

th× héi tô, v× vËy chuçi
∞∑

k=1

ai,k héi tô víi mäi i tíi Si, tøc lµ víi mäi ε > 0 tån

t¹i m1 sao cho

|(S1 + S2 + ... + Sm) − S| < ε víi m > m1.

Tõ gi¶ thiÕt r»ng chuçi kÐp héi tô tuyÖt ®èi ta cã

|Sm,n − S| <
ε

2
vµ |S∗

m,n − S∗| <
ε

2
víi m,n > m1.

Suy ra víi m > m1 ta cã

|(S1 + S2 + ... + Sm) − S| =

∣∣∣∣∣
m∑

i=1

∞∑

k=1

ai,k − S

∣∣∣∣∣

≤ |Sm,n − S| +

∣∣∣∣∣
m∑

i=1

∞∑

k=n+1

ai,k

∣∣∣∣∣ ≤ |Sm,n − S| + |S∗
m,n − S∗| < ε.

Chøng minh t−¬ng tù ®èi víi c¸c tr−êng hîp cßn l¹i.
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3.7.23. Chó ý r»ng chuçi
∞∑

n=1

(an,1 +an−1,2 +an−2,3 + ...+a1,n) lµ mét chuçi

kÐp ®−îc s¾p. NÕu mét trong c¸c chuçi

∞∑

i,k=1

|ai,k|,
∞∑

n=1

(|an,1| + |an−1,2| + |an−2,3| + ... + |a1,n|)

héi tô th× ta nhËn ®−îc ®iÒu ph¶i chøng minh tõ bµi tËp 3.7.18, 3.7.19 vµ 3.7.22.
V× thÕ ta chØ cÇn chøng minh r»ng tõ tÝnh héi tô tuyÖt ®èi cña mét trong c¸c
chuçi lÆp ta sÏ suy ra tÝnh héi tô tuyÖt ®èi cña chuçi kÐp ®−îc s¾p. Ta gi¶ thiÕt

r»ng chuçi
∞∑
i=1

∞∑
k=1

|ai,k| héi tô tíi S∗. XÐt d·y {cn} gåm c¸c phÇn tö cña ma

trËn v« h¹n (ai,k)i,k=1,2,.... ThÕ th× víi l ∈ N tån t¹i hai sè m,n ®ñ lín sao cho

|c1| + |c2| + ... + |cl| ≤
m∑

i=1

n∑

k=1

|ai,k| ≤ S∗.

V× vËy chuçi
∞∑
i=1

cn héi tô tuyÖt ®èi, tøc lµ chuçi kÐp héi tô tuyÖt ®èi (xem bµi

tËp 3.7.18).

3.7.24. V×
m∑

k=0

(
m
k

)
= 2m ta cã

m∑
n,k=0

k+n=m

1
n!k!

= 2m

m!
. V× vËy

m∑

n,k=0
k+n=m

1

n!k!(n + k + 1)
=

2m

(m + 1)!
.

Sö dông kÕt qu¶ bµi 3.7.23 ta suy ra

∞∑

n,k=0

1

n!k!(n + k + 1)
=

∞∑

m=0

m∑

n,k=0
n+k=m

1

n!k!(n + k + 1)

=

∞∑

m=0

2m

(m + 1)!
=

1

2

∞∑

m=0

2m+1

(m + 1)!
=

1

2
(e2 − 1),

®¼ng thøc cuèi cïng suy ra tõ bµi 2.5.7.
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3.7.25. Tõ bµi tËp 3.7.23 ta cã

∞∑

n,k=1

1

nk(n + k + 2)
=

∞∑

n=0

1

n

∞∑

k=1

1

n + 2

(
1

k
− 1

n + k + 2

)

=
∞∑

n=1

1

n(n + 2)

(
1 +

1

2
+

1

3
+ ... +

1

n + 2

)

=
1

2

∞∑

n=1

(
1

n
− 1

n(n + 2)

)(
1 +

1

2
+

1

3
+ ... +

1

n + 2

)

=
1

2

{
1 +

1

2
+

1

3
+

1

2

(
1 +

1

2
+

1

3
+

1

4

)
+

1

3

(
1

4
+

1

5

)

+
1

4

(
1

5
+

1

6

)
+ ...

}
=

7

4
.

3.7.26. Tõ bµi 3.7.23 ta cã
∞∑

n,k=0

n!k!

(n + k + 2)!
=

∞∑

k=0

k!

k + 1

∞∑

n=0

(
n!

(n + k + 1)!
− (n + 1)!

(n + k + 2)!

)

=
∞∑

k=0

k!

k + 1

0!

(k + 1)!
=

∞∑

k=0

1

(k + 1)2
.

Tõ bµi 3.1.28 ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.

3.7.27. Chó ý r»ng tæng cña mçi hµng trong ma trËn lµ h÷u h¹n. ThËt vËy
tæng cña hµng ®Çu tiªn lµ x, hµng thø hai lµ x(1−x) , hµng thø ba lµ x(1−x)2,
v.v. H¬n n÷a

x + x(1 − x) + x(1 − x)2 + ... = 1.

MÆt kh¸c tæng c¸c cét chØ cã thÓ b»ng 1 hoÆc -1 liªn tiÕp, v× thÕ chuçi lÆp sÏ héi
tô. Theo bµi 3.7.23 ta suy ra chuçi lÆp kh«ng thÓ héi tô tuyÖt ®èi.

3.7.28.

(a) Tõ sù héi tô tuyÖt ®èi cña chuçi
∞∑
i=0

xi vµ
∞∑

k=0

yk ta suy ra ®−îc sù héi

tô tuyÖt ®èi cña chuçi lÆp
∞∑
i=0

(
∞∑

k=0

xiyk

)
, bëi v×

∞∑
i=0

(
∞∑

k=0

|xiyk|
)

=

∞∑
i=0

|xi|
(

1
1−|y|

)
= 1

(1−|x|)(1−|y|) . Tõ ®ã suy ra sù héi tô tuyÖt ®èi cña

chuçi kÐp ®· cho.
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(b) Tõ chuçi lÆp ta cã thÓ suy ra chuçi cña ta héi tô khi vµ chØ khi α >
1, β > 1.

(c) XÐt c¸c sè h¹ng sao cho i + k = n ta cã
∞∑

i,k=1

1

(i + k)p
=

∞∑

n=2

(n − 1)
1

np
.

V× vËy chuçi kÐp héi tô khi vµ chØ khi p > 2 vµ ph©n kú trong tr−êng hîp
p ≤ 2.

3.7.29.

(a) Ta chØ cÇn tÝnh tæng cña chuçi lÆp. Ta cã

∞∑

i=2

(
∞∑

k=2

1

(p + i)k

)
=

∞∑

i=2

(
1

p + i
· 1

p + i − 1

)
=

1

p + 1
.

(b) T−¬ng tù (a) ta ®i tÝnh tæng cña chuçi lÆp

∞∑

k=1

(
∞∑

i=2

1

(2k)i

)
=

∞∑

k=2

1

(2k)(2k − 1)
=

∞∑

k=2

(
1

2k − 1
− 1

2k

)

=
∞∑

k=2

(−1)k−1 1

k
= ln 2.

§¼ng thøc cßn l¹i ®−îc suy ra tõ 3.1.32(a).

(c) T−¬ng tù (b) ta cã

∞∑

i=1

(
∞∑

k=1

1

(4i − 1)2k

)
=

∞∑

i=1

1

(4i)(4i − 2)
=

1

4
ln 2.

3.7.30. V× Sm,n =
∞∑
i=1

∞∑
k=1

ai,k = bm,n ta thÊy r»ng

a1,1 = S1,1 = b1,1,

a1,n = S1,n − S1,n−1 = b1,n − b1,n−1, n > 1,

am,1 = Sm,1 − Sm−1,1 = bm−1,1 − bm,1, m > 1.

T−¬ng tù víi m,n > 1 ta cã

am,n = Sm,n − Sm−1,n − (Sm,n−1 − Sm−1,n−1)

= bm,n − bm−1,n − (bm,n−1 − bm−1,n−1), n,m > 1.



334 Ch−¬ng 3. Chuçi sè thùc

3.7.31. Ta cã Sm,n = (−1)m+n( 1
2m + 1

2n ). V× vËy víi ε > 0 tån t¹i n0 sao
cho víi m,n > n0 ta cã |Sm,n| < ε, tøc lµ chuçi kÐp sÏ héi tô vÒ 0. Tuy nhiªn
c¶ hai chuçi lÆp ®Òu ph©n kú. ThËt vËy, ta cã

n∑

k=1

ai, k = Si,n − Si−1,n = (−1)i+n 3

2i
+ (−1)i+n 1

2n−1
,

cho ta thÊy r»ng mäi chuçi
∞∑

k=1

ai,k, i ∈ N ®Òu ph©n kú.

3.7.32. Ta cã
∞∑

i=1

(
∞∑

k=1

|x|ik
)

=
∞∑

i=1

|x|i

1 − |x|i .

Ta cã thÓ thö r»ng vÕ ph¶i cña ®¼ng thøc trªn lµ héi tô, ®iÒu nµy cã nghÜa chuçi
lÆp sÏ héi tô tuyÖt ®èi, do dã theo 3.7.23 th×

∞∑

i,k=1

xik =
∞∑

k=1

xk

1 − xk
.

Chän c¸c cÆp (i, k) cã cïng tÝch ik ta cã

∞∑

i,k=1

xik =
∞∑

n=1

θ(n)xn,

do sè c¸c béi cña n b»ng sè c¸c cÆp (i, k) víi ik = n. H¬n n÷a víi n = 2, 3, ...
ta cã

Sn,n − Sn−1,n−1 =

= xn + x2n + ... + x(n−1)n + xn2

+ xn(n−1) + ... + xn·2 + xn

= 2
xn − xn2

1 − xn
+ xn2

.

HiÓn nhiªn ta cã S1,1 = x = 2x−x
1−x

+ x. Do ®ã ta tÝnh ®−îc

Sn,n = (Sn,n − Sn−1,n−1) + (Sn−1,n−1 − Sn−2,n−2) + ... + S1,1,

ta thÊy r»ng
∞∑

k=1

xk

1 − xk
= 2

∞∑

n=1

xn − xn2

1 − xn
+

∞∑

n=1

xn2

.
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3.7.33. Tõ bµi tËp trªn ta chØ ra ®−îc r»ng chuçi lÆp héi tô tuyÖt ®èi, do ®ã
®¼ng thøc ®Çu tiªn ®−îc suy ra trùc tiÕp tõ 3.7.23. §Ó chøng minh ®¼ng thøc
cßn l¹i ta xÐt mét sù s¾p xÕp l¹i cña chuçi kÐp ®−îc tr×nh bµy trong bµi 3.7.32.

3.7.34.

(a) Tõ 3.7.23 ta cã

∞∑

p=2

Sp =
∞∑

n=2

1

2n
+

∞∑

n=2

1

3n
+ ... =

∞∑

k=2

1

k(k − 1)
= 1.

(b) Còng nh− c©u (a) ta cã

∞∑

p=2

(−1)pSp =
∞∑

n=2

1

k(k + 1)
=

1

2
.

3.7.35. §Æt B lµ tËp c¸c sè tù nhiªn kh«ng ph¶i lµ luü thõa cña mét sè nµo
®ã thÕ th×

A = {kn : n ∈ N, n ≥ 2, k ∈ B}.

V× 1
n−1

=
∞∑

j=1

1
nj , n ≥ 2, sö dông kÕt qu¶ cña bµi 3.7.23 vµ 3.7.34 ta cã

∑

n∈A

1

n − 1
=
∑

n∈A

∞∑

j=1

1

nj
=
∑

k∈B

∞∑

n=2

∞∑

j=1

1

knj

=
∑

k∈B

∞∑

j=1

∞∑

n=2

1

knj
=

∞∑

k=2

∞∑

n=2

1

kn
= 1.

3.7.36. [G. T. Williams, Amer. Math. Monthly, 60 (1953), 19-25] VÕ tr¸i cña
®¼ng thøc b»ng

lim
N→∞

N∑

j=1

N∑

k=1

(
1

k2

1

j2n−2
+

1

k4

1

j2n−4
+ ... +

1

k2n−2

1

j2

)
.(∗)

TÝnh to¸n ta ®−îc

lim
N→∞

N∑

j=1




N∑

k=1
k 6=j

j2−2n − k2−2n

k2 − j2
+ (n − 1)

1

j2n


 .(∗∗)
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Chó ý r»ng

N∑

j=1

N∑

k=1
k 6=j

j2−2n − k2−2n

k2 − j2
=

N∑

j=1

N∑

k=1
k 6=j

j2−2n

k2 − j2
−

N∑

j=1

N∑

k=1
k 6=j

k2−2n

k2 − j2

=
N∑

j=1

N∑

k=1
k 6=j

1

j2n−2

1

k2 − j2
+

N∑

j=1

N∑

k=1
k 6=j

1

k2n−2

1

j2 − k2

=
N∑

j=1

1

j2n−2

N∑

k=1
k 6=j

1

k2 − j2
.

Do ®ã

lim
N→∞

N∑

j=1




N∑

k=1
k 6=j

j2−2n − k2−2n

k2 − j2
+ (n − 1)

1

j2n


(∗ ∗ ∗)

= lim
N→∞


2

N∑

j=1

1

j2n−2

N∑

k=1
k 6=j

1

k2 − j2
+ (n − 1)

N∑

j=1

1

j2n


 .

B©y giê nhËn xÐt r»ng

2j

N∑

k=1
k 6=j

1

k2 − j2
=

N∑

k=1
k 6=j

1

k − j
−

N∑

k=1
k 6=j

1

k + j

=

j−1∑

k=1

1

k − j
+

N∑

k=j+1

1

k − j
−

N∑

k=1

1

k + j
+

1

2j

= −
j−1∑

k=1

1

k
+

N−j∑

k=1

1

k
−

N+j∑

k=j+1

1

k
+

1

2j

= −
N+j∑

k=1

1

k
+

1

j
+

N−j∑

k=1

1

k
+

1

2j

=
3

2j
−
(

1

N − j + 1
+

1

N − j + 2
+ ... +

1

N + j

)
.
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Tõ ®ã sö dông (∗ ∗ ∗) ta nhËn ®−îc

N∑

j=1




N∑

k=1
k 6=j

j2−2n − k2−2n

k2 − j2
+ (n − 1)

1

j2n




=

(
n +

1

2

) N∑

j=1

1

j2n
−

N∑

j=1

1

j2n−1

(
1

N − j + 1
+ ... +

1

N + j

)
.

H¬n n÷a v× 0 < 1
N−j+1

+ ... + 1
N+j

< 2j
N−j+1

ta thÊy r»ng

0 <
N∑

j=1

1

j2n−1

(
1

N − j + 1
+ ... +

1

N + j

)

< 2

N∑

j=1

1

j2n−2

1

N − j + 1
≤ 2

N∑

j=1

1

j

1

N − j + 1

=
2

N + 1

N∑

j=1

(
1

j
+

1

N − j + 1

)

=
4

N + 1

N∑

j=1

1

j
≤ 4

N + 1
(γ + ln(N + 1)),

trong ®ã γ lµ h»ng sè Euler (xem 2.1.41). Cuèi cïng theo (∗) ta cã

lim
N→∞

N∑

j=1

N∑

k=1

(
1

k2

1

j2n−2
+

1

k4

1

j2n−4
+ ... +

1

k2n−2

1

j2

)

= lim
N→∞

(
n +

1

2

) N∑

j=1

1

j2n
=

(
n +

1

2

)
ζ(2n).

3.7.37. Thay gi¸ trÞ n = 2 trong bµi to¸n trªn ta ®−îc

ζ(2)ζ(2) =

(
2 +

1

2

)
ζ(4).

V× ζ(2) = π2

6
(xem 3.1.28(a)), ta ®−îc (xem 3.1.28(b))

ζ(4) =
∞∑

n=1

1

n4
=

π4

90
.
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T−¬ng tù khi cho n = 3 ta ®−îc

ζ(6) =
∞∑

n=1

1

n6
=

π6

945
.

Vµ t−¬ng tù cã

ζ(8) =
∞∑

n=1

1

n8
=

π8

9450
.

3.8 TÝch v« h¹n

3.8.1.

(a) Ta cã

Pn =
n∏

k=2

(
1 − 1

k2

)
=

n∏

k=2

(k − 1)(k + 1)

k2
=

n + 1

2n
−→
n→∞

1

2
.

(b)

n∏

k=2

(k − 1)(k2 + k + 1

(k + 1)(k2 − k + 1
=

=

n∏

k=2

(k − 1)(k + 1)2 − (k + 1) + 1

(k + 1)(k2 − k + 1
=

2(n2 + n + 1)

3n(n + 1)
−→
n→∞

2

3
.

(c) Víi x = 0 gi¸ trÞ cña tÝch lµ 1. NÕu x 6= 2m(π
2

+ kπ), th× cos π
2m 6= 0 vµ

sin π
2n 6= 0 do ®ã

n∏

k=1

cos
x

2k
=

n∏

k=1

1

2

sin x
2k−1

sin x
2n

=
sin x

2n sin x
2n

−→
n→∞

sinx

x
.

(d) Sö dông c¸c c«ng thøc

sinh(2x) = 2 sinh x cosh x vµ lim
x→0

sinhx

x
= 1,

t−¬ng tù c©u trªn ta cã

∞∏

n=1

cosh
x

2n
=

{
sinhx

x
nÕu x 6= 0,

1 nÕu x = 0,
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(e) Ta cã

n∏

k=0

(
1 + x2k

)
=

n∏

k=0

1 − x2k+1

1 − x2k =
1 − x2n+1

1 − x
−→
n→∞

1

1 − x
.

(f)
n∏

k=1

(
1 +

1

k(k + 2)

)
=

n∏

k=1

(k + 1)2

k(k + 2)
=

2(n + 1)

n + 2
−→
n→∞

2.

(g) V×
n∏

k=1

a
(−1)k

k = a

n∑
k=1

(−1)k

k
,

sö dông tÝnh liªn tôc cña hµm luü thõa vµ 3.1.32(a) ta suy ra r»ng
∞∏

n=1

a
(−1)n

n = a− ln 2.

(h)

n∏

k=1

e
1
k

1 + 1
k

=
e

n∑
k=1

1
k

n + 1
= e

n∑
k=1

1
k
− ln n

· n

n + 1
.

Do ®ã sö dông bµi 2.1.41, ta cã

∞∏

n=1

e
1
n

1 + 1
n

= eγ,

trong ®ã γ lµ h»ng sè Euler.

(i) Ta cã

Pn =
n∏

k=1

(3k)2

(3k − 1)(3k + 1)
=

n∏

k=1

(3k)3

(3k − 1)3k(3k + 1)
=

33n(n!)3

(3n + 1)!
.

Sö dông c«ng thøc Stirling

n! = αn

√
2πn

(n

e

)n

, víi lim
n→∞

αn = 1,

ta nhËn ®−îc

lim
n→∞

Pn =
33n(2π)3/2n3n+3/2e−3n

(2π)1/2(3n + 1)3n+1+1/2e−3n−1

= 2πe lim
n→∞

(
3n

3n + 1

)3n(
n

3n + 1

)3/2

=
2π

3
√

3
.
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3.8.2.

(a)

P2n =
2n∏

k=2

(
1 +

(−1)k

k

)
=

3

2
· 2

3
· 5

4
· 4

5
...

(
1 +

1

2n

)

= 1 +
1

2n
−→
n→∞

1,

P2n−1 =
3

2
· 2

3
· 5

4
· 4

5
· ... · 2n − 1

2n − 2

2n − 2

2n − 1
= 1.

(b) Ta cã

Pn =
n∏

k=1

(
1 +

1

k

)
= 2 · 3

2
· 4

3
· ... · n + 1

n
= n + 1 −→

n→∞
∞,

do ®ã tÝch
∞∏

n=1

(
1 + 1

n

)
ph©n kú.

(c) TÝch
∞∏

n=1

(
1 − 1

n

)
ph©n kú, thËt vËy,

Pn =
n∏

k=1

(
1 − 1

k

)
=

1

2
· 2

3
· 3

4
· ...n− 1

n
=

1

n
−→
n→∞

0.

3.8.3. Tr−íc hÕt chó ý r»ng ®èi víi c¸c sè h¹ng kh«ng ©m an ta cã

a1 + a2 + ... + an ≤ (1 + a1)(1 + a2)...(1 + an).(1)

H¬n n÷a sö dông bÊt ®¼ng thøc ex ≥ 1 + x, x ≥ 0 ta ®−îc

(1 + a1)(1 + a2)...(1 + an) ≤ ea1+a2+...+an.(2)

Tõ c¸c bÊt ®¼ng thøc (1) vµ (2) vµ tÝnh liªn tôc cña hµm luü thõa ta suy ra sù

héi tô cña tÝch
∞∏

n=1

(1 + an) lµ t−¬ng ®−¬ng víi sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

an.

3.8.4. Gi¶ thiÕt r»ng chuçi
∞∑

n=1

an héi tô, tøc lµ víi N ®ñ lín th×
∞∑

n=N

an ≤ 1
2
.

Tõ 1.2.1 ta cã
∞∏

k=N

(1 − ak) ≥ 1 −
i∑

k=N

ak >
1

2
.



3.8. TÝch v« h¹n 341

V× Pn =
n∏

k=1

(1− ak) = PN−1

n∏
k=N

(1− ak) nªn cã thÓ suy ra r»ng d·y
{

PN

PN−1

}

®¬n ®iÖu gi¶m bÞ chÆn d−íi, tøc lµ nã héi tô, gi¶ thiÕt r»ng chuçi ®ã héi tô vÒ
P , thÕ th× P ∈ [1

2
, 1]. Tõ ®ã suy ra lim

n→∞
Pn = PN−1P 6= 0. §Ó chøng minh

®iÒu cßn l¹i ta gi¶ thiÕt
∞∑

n=1

an ph©n kú. NÕu d·y {an} kh«ng héi tô vÒ 0 th×

d·y {1− an} kh«ng héi tô vÒ 1 vµ khi ®ã ®iÒu kiÖn cÇn cho tÝnh héi tô cña tÝch
∞∏

n=1

(1−an) kh«ng ®−îc tho¶ m·n. V× thÕ ta gi¶ thiÕt r»n lim
n→∞

an = 0, vµ ®ång

thêi 0 ≤ an < 1 víi n b¾t ®Çu tõ mét chØ sèN nµo ®ã. Tõ c«ng thøc (xem 2.5.7)

e−x = 1 − x +

(
x2

2!
− x3

3!

)
+

(
x4

4!
− x5

5!

)
+ ...,

ta ®−îc 1 − x ≤ e−x víi 0 ≤ x < 1, v× c¸c sè h¹ng trong c¸c dÊu ngoÆc ®¬n lµ
d−¬ng. Tõ ®ã suy ra

0 ≤
n∏

k=N

(1 − ak) ≤ e
−

n∑
k=N

ak

, n ≥ N,

vµ ®−¬ng nhiªn lim
n→∞

n∏
k=N

(1 − ak) = 0. Tõ ®ã ta kÕt luËn r»ng
∞∏

n=1

(1 − an)

ph©n kú.

3.8.5. Chó ý r»ng

2n∏

k=1

(1 + ak) =

n∏

k=1

(1 + a2k−1)(1 + a2k)

=
n∏

k=1

(
1 +

1√
k

+
1

k

)(
1 − 1√

k

)
=

n∏

k=1

(
1 − 1

k
√

k

)
.

Do ®ã sö dông 3.8.4 ta suy ra tÝch héi tô.

3.8.6.

(a) V× cos 1
n

= 1 −
(
1 − cos 1

n

)
vµ 1 6= 1 − cos 1

n
> 0, n ∈ N, sö dông kÕt

qu¶ cña bµi 3.8.4 suy ra sù héi tô cña tÝch sÏ ®−îc suy ra tõ sù héi tô cña

chuçi
∞∑

n=1

(
1 − cos 1

n

)
(xem 3.2.1.(e)).

(b) T−¬ng tù c©u (a) ta cã sù héi tô cña tÝch ®−îc suy ra tõ sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

(
1 − n sin 1

n

)
(xem 3.2.1.(d)).
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(c) Ta cã

tan

(
π

4
+

1

n

)
=

1 + tan 1
n

1 − tan 1
n

= 1 +
2 tan 1

n

1 − tan 1
n

.

V×
2 tan 1

n

1−tan 1
n

> 0 víi n ≥ 2 vµ

lim
n→∞

2 tan 1
n

1−tan 1
n

1
n

= 2,

theo c©u 3.8.3 ta suy ra tÝch ph©n kú.

(d) Chó ý r»ng lim
n→∞

1−n ln(1+ 1
n)

1
n

= 1
2
vµ sö dông kÕt qu¶ cña bµi 3.8.4 ta suy

ra tÝch ®ang xÐt lµ héi tô.

(e) Sù ph©n kú cña tÝch ®−îc suy ra tõ tÝnh ph©n kú cña chuçi
∞∑

n=1

( n
√

n− 1)

(xem 3.2.5(a)).

(f) V× lim
n→∞

n2√
n = 1, sö dông kÕt qu¶ bµi 2.5.5 ta suy ra r»ng lim

n→∞

1
n2 lnn

n2√
n−1

=

1. Do ®ã sù héi tô cña tÝch ®−îc suy tõ sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=2

ln n
n2 .

3.8.7. Tõ gi¶ thiÕt ta suy ra chuçi
∞∑

n=1

an héi tô vµ kh«ng mÊt tæng qu¸t ta

cã thÓ gi¶ thiÕt r»ng |an| < 1. V×

lim
n→∞

an − ln(an + 1)

a2
n

=
1

2
(1)

vµ chuçi
∞∑

n=1

an héi tô, nªn sù héi tô cña chuçi
∞∑

n=1

a2
n t−¬ng ®−¬ng víi sù héi tô

cña chuçi
∞∑

n=1

ln(1+ an), tøc lµ t−¬ng ®−¬ng víi sù héi tô cña tÝch
∞∏

n=1

(1+ an).

Chó ý r»ng nÕu
∞∑

n=1

a2
n héi tô th× theo (1), víi n ®ñ lín ta cã

an − ln(1 + an) >
1

4
a2

n.

Do ®ã chuçi
∞∑

n=1

ln(1 + an) ph©n kú tíi −∞, tøc lµ
∞∏

n=1

(1 + an) ph©n kú tíi 0.
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3.8.8. KÕt qu¶ ®−îc suy ra tõ 3.8.7.

3.8.9. Sö dông 3.8.7 va 3.8.8.

3.8.10. Sö dông ®¼ng thøc

lim
n→∞

| ln(1 + an) − an + 1
2
a2

n|
|an|3

=
1

3

vµ tiÕn hµnh nh− c¸ch gi¶i cña bµi 3.8.7.

3.8.11. Kh«ng. ThËt vËy, sö dông kÕt qu¶ bµi tr−íc ta thÊy r»ng tÝch ®−îc
nªu trong phÇn gîi ý sÏ héi tô khi α > 1

3
. MÆt kh¸c c¸c chuçi

− 1

2α
+

(
1

2α
+

1

22α

)
− 1

3α
+

(
1

3α
+

1

32α

)
− 1

4α
+ ...

vµ

(
− 1

2α

)2

+

(
1

2α
+

1

22α

)2

+

(
− 1

3α

)2

+

(
1

3α
+

1

32α

)2

+

(
− 1

4α

)2

+ ...

cïng héi tô khi α ≤ 1
2
.

3.8.12. Chó ý r»ng nÕu lim
n→∞

an = 0 th×

lim
n→∞

| ln(1 + an) − an + 1
2
a2

n − 1
3
a3

n + ... + (−1)k

k
ak

n|
|an|k+1

=
1

k + 1
.

3.8.13. Sö dông c«ng thøc Taylor

ln(1 + an) = an − 1

2(1 + θn)2
a2

n = an −Θna2
n,

trong ®ã 2
9

< Θn < 2 nÕu |an| < 1
2
. Do ®ã víi n1, n2 ®ñ lín vµ n1 < n2 th×

n2∑

n=n1

ln(1 + an) =

n2∑

n=n1

−Θ

n2∑

n=n1

a2
n, trong ®ã Θ ∈

(
2

9
, 2

)
.

Tõ ®ã suy ra chuçi
∞∑

n=1

an héi tô theo tiªu chuÈn Cauchy.
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3.8.14. NÕu c¸c tÝch
∞∏

n=1

(1+an) vµ
∞∏

n=1

(1−an) cïng héi tô th× tÝch
∞∏

n=1

(1−a2
n)

còng héi tô. Tõ ®ã suy ra chuçi
∞∑

n=1

a2
n héi tô . §iÒu ph¶i chøng minh ®−îc suy

ra tõ bµi tËp trªn.

3.8.15. Cã, thËt vËy v× d·y {an} ®¬n ®iÖu gi¶m vÒ 1 nªn ta viÕt ®−îc an =
1 + αn trong ®ã {αn} lµ mét d·y ®¬n ®iÖu gi¶m dÇn vÒ 0. Sù héi tô cña tÝch
®ang xÐt t−¬ng ®−¬ng víi sù héi tô cña chuçi

∞∑

n=1

(−1)n−1 ln(1 + αn).

Râ rµng chuçi ®ang xÐt lµ héi tô theo tiªu chuÈn Leibniz vÒ chuçi ®an dÊu.

3.8.16.

(a) V× lim
n→∞

(an + bn) = 1 + 1 = 2 nªn tÝch ®ang xÐt kh«ng tho¶ m·n ®iÒu

kiÖn cÇn cña tÝnh héi tô.

(b) TÝnh héi tô cña tÝch
∞∏

n=1

a2
n ®−îc suy ra tõ sù héi tô cña chuçi

∞∑
n=1

ln a2
n.

(c), (d) Sù héi tô cña c¸c tÝch ®−îc suy ra tõ sù héi tô cña c¸c chuçi

∞∑

n=1

ln(anbn) =
∞∑

n=1

ln an +
∞∑

n=1

ln bn

vµ
∞∑

n=1

ln(
an

bn
) =

∞∑

n=1

ln an −
∞∑

n=1

ln bn.

3.8.17. Gi¶ sö ta cã chuçi
∞∑

n=1

x2
n h«i tô , khi ®ã lim

n→∞
xn = 0, tÝnh héi tô cña

hai tÝch v« h¹n ®−îc suy ra tõ 3.8.4 vµ tõ ®¼ng thøc

lim
n→∞

1 − cos xn

x2
n

=
1

2
, vµ lim

n→∞

1 − sinxn

xn

x2
n

=
1

6
.

B©y giê gi¶ thiÕt r»ng mét trong hai tÝch héi tô, thÕ th× lim
n→∞

xn = 0 vµ tÝnh héi

tô cña
∞∑

n=1

x2
n còng ®−îc suy tõ c¸c ®¼ng thøc kÓ trªn.
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3.8.18. Chó ý r»ng

a1

n∏

k=2

(
1 +

ak

Sk−1

)
= a1

n∏

k=2

Sk

Sk−1
= Sn.

3.8.19. Xem bµi tËp 3.1.9.

3.8.20. Xem bµi tËp 3.1.9.

3.8.21. Sö dông bµi tËp trªn víi an = xn.

3.8.22. Gi¶ sö r»ng tÝch
∞∏

n=1

an héi tô, tøc lµ lim
n→∞

Pn = P 6= 0, trong ®ã

Pn =
n∏

k=1

ak. Tõ ®iÒu nµy ta suy ra tån t¹i mét sè α > 0 sao cho |Pn| > α víi

n ∈ N. D·y héi tô {Pn} lµ mét d·y Cauchy, do ®ã víi mäi ε > 0 tån t¹i sè tù
nhiªn n0 sao cho |Pn+k − Pn−1| < εα víi n > n0 vµ k ∈ N. ThÕ th×

∣∣∣∣
Pn+k

Pn−1
− 1

∣∣∣∣ <
εα

|Pn−1|
≤ ε, víi n ≥ n0.

Gi¶ thiÕt r»ng víi mäi ε > 0 tån t¹i sè tù nhiªn n0 sao cho

|anan+1 · ... · an+k − 1| < ε(∗)

víi n ≥ n0 vµ k ∈ N. Chon ε = 1
2
ta cã

1

2
<

Pn−1

Pn0

<
3

2
víi n > n0.(∗∗)

Trong (∗) thay ε b»ng 2ε
3|Pn0

ta t×m ®−îc mét sè tù nhiªn n1 sao cho

∣∣∣∣
Pn+k

Pn−1
− 1

∣∣∣∣ <
2ε

3|Pn0 |
víi n ≥ n1, k ∈ N.

Do ®ã víi n > max{n0, n1} ta ®−îc

|Pn+k − Pn−1| <
2ε

3

∣∣∣∣
Pn−1

Pn0

∣∣∣∣ < ε.

§iÒu nµy cã nghÜa lµ d·y {Pn} lµ d·y Cauchy, h¬n n÷a tõ (∗∗) ta suy ra giíi
h¹n cña nã kh¸c 0.
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3.8.23. Ta cã

2n∏

k=1

(1 + xk) =
2n∏

k=1

1 − x2k

1 − xk
=

2n∏
k=1

(1 − x2k)

2n∏
k=1

(1 − xk)

=

2n∏
k=1

(1 − x2k)

n∏
k=1

(1 − x2k)
n∏

k=1

(1 − x2k−1)
=

2n∏
k=n+1

(1 − x2k)

n∏
k=1

(1 − x2k−1)
.

Sö dông tiªu chuÈn Cauchy (xem bµi 3.8.22) ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.

3.8.24. §©y lµ mét hÖ qu¶ cña 3.8.3.

3.8.25. Chó ý r»ng víi a1, a2, ..., an ∈ R th×

|(1 + a1)(1 + a2)...(1 + an) − 1| ≤ (1 + |a1|)(1 + |a2|)...(1 + |an|) − 1

vµ sö dông tiªu chuÈn Cauchy (xem 3.8.22).

3.8.26. §Æt Pn = (1 + a1)(1 + a2)...(1+ an), n ∈ N. ThÕ th× Pn −Pn−1 =
Pn−1an vµ

Pn = P1 + (P2 − P1) + ... + (Pn − Pn−1)

= P1 + P1a2 + P2a3... + Pn−1an.

Cho nªn

Pn = (1 + a1) + a2(1 + a1) + a3(1 + a1)(1 + a2)

+ ... + an(1 + a1)(1 + a2)...(1 + an−1),

hay lµ t−¬ng øng

Pn = (1 + a1) + (a2 + a1a2) + (a3 + a1a3 + a2a3 + a1a2a3)

+ ... + (an + a1an + a2an + ...an−1an

+ ... + an−2an−1an + ... + a1a2...an−1an.

Chó ý r»ng tõ sù héi tô cña tÝch
∞∏

n=1

(1+ an) ta kÐo theo sù héi tô tuyÖt ®èi cña

chuçi 1 + a1 +
∞∑

n=2

an(1 + a1)(1 + a2)...(1 + an−1). Chuçi nµy t¹o thµnh tõ
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viÖc s¾p xÕp chuçi kÐp cã c¸c sè h¹ng thuéc mét ma trËn v« h¹n




a1 a2 a3 a4 ...
a1a2 a1a3 a2a3 a1a4 ...

a1a2a3 a1a2a4 a1a3a4 a2a3a4 ...
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .




Tõ 3.7.18 ta suy ra chuçi kÐp héi tô tuyÖt ®èi vµ tõ 3.7.22 ta ®−îc chuçi lÆp
®ang xÐt lµ héi tô, vµ tõ ®ã chøng minh ®−îc ®¼ng thøc trong ®Ò bµi.

3.8.27. Tõ sù héi tô tuyÖt ®èi cña chuçi
∞∑

n=1

an ta suy ra chuçi
∞∑

n=1

anx héi tô

tuyÖt ®èi víi mäi x ∈ R. Sö dông kÕt qu¶ bµi trªn ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng
minh.

3.8.28. HiÓn nhiªn víi |q| < 1 vµ x ∈ R th× tÝch
∞∏

n=1

(1 + qnx) héi tô tuyÖt

®èi. Trong bµi trªn chän an = qn ta ®−îc hµm f(x) =
∞∏

n=1

(1 + qnx) =

1 +A1x+ A2x
2 + .... B©y giê chó ý r»ng f(x) = (1 + qx)f(qx) vµ ®ång nhÊt

hÖ sè ta ®−îc

A1 =
q

1 − q
vµ An = An−1

qn

1 − qn
víi n = 2, 3....

Cuèi cïng ta chØ ®−îc ra r»ng (sö dông quy n¹p)

An =
q

n(n+1)
2

(1 − q)(1 − q2) · ... · (1 − qn)
.

3.8.29. §Æt f(x) =
∞∏

n=1

(1 + q2n−1x) vµ chó ý r»ng (1 + qx)f(q2x) = f(x)

ta biÖn luËn nh− ë c©u 3.8.28.

3.8.30. Ta cã

∞∏

n=1

(1 + anx)
(
1 +

an

x

)
=

(
1 +

∞∑

k=1

Akx
k

)(
1 +

∞∑

k=1

Ak

xk

)

= 1 +

∞∑

k=1

Ak

(
xk +

1

xk

)
+

∞∑

k=1

Akx
k

∞∑

k=1

Ak

xk
.
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Tõ sù héi tô tuyÖt ®èi cña
∞∑

k=1

Akx
k vµ

∞∑
k=1

Ak

xk ta suy ra sù héi tô cña tÝch

Cauchy cña chóng (xem bµi gi¶i cña 3.6.1). Chó ý r»ng tÝch Cauchy nµy t¹o
thµnh mét chuçi kÐp t−¬ng øng víi ma trËn v« h¹n




A1A1 A2A2 A3A3 ...
A2A1

(
x + 1

x

)
A3A2

(
x + 1

x

)
A4A3

(
x + 1

x

)
...

A3A1

(
x2 + 1

x2

)
A4A2

(
x2 + 1

x2

)
A5A3

(
x2 + 1

x2

)
...

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .




Do ®ã tõ 3.7.18 vµ 3.7.22 ta suy ra

∞∑

k=1

Akx
k

∞∑

k=1

Ak

xk
= (A1A1 + A2A2 + A3A3 + ...) + (A2A1 + A3A2 + ...)

(
x +

1

x

)
+ (A3A1 + A4A2 + ...)

(
x2 +

1

x2

)
+ ...

3.8.31. [4] Tõ 3.8.30 ta cã

∞∏

n=1

(1 + q2n−1x)

(
1 +

q2n−1

x

)
= B0 +

∞∑

n=1

Bn

(
xn +

1

xn

)
.

§Æt

F (x) =
∞∏

n=1

(1 + q2n−1x)

(
1 +

q2n−1

x

)

vµ sö dông ®¼ng thøc qxF (q2x) = F (x) ta ®−îc

B1 = B0q, Bn = Bn−1q
2n−1,

sö dông quy n¹p suy ra

Bn = B0q
n2

, n = 1, 2, ....

Khi ®ã

F (x) = B0

(
1 +

∞∑

n=1

qn2

(
xn +

1

xn

))
.

§Ó x¸c ®Þnh B0 ta sö dông kÕt qu¶ bµi 3.8.29 vµ 3.8.30. §Æt Pn =
n∏

k=1

(1− q2k)

vµ P =
∞∏

n=1

(1 − q2n), thÕ th×

B0q
n2

= Bn = An + A1An+1 + ... =
qn2

Pn
+

q(n+1)2+1

PnPn+1
+ ...,
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ta ®−îc

PnB0 − 1 <
q2n

P 2
+

q4n

P 4
+ ....

Cho n → ∞ ta ®−îc B0 = 1
P
.

3.8.32. Sö dông kÕt qu¶ bµi 3.8.30 víi

(a) x = −1.

(b) x = 1.

(c) x = q.

3.8.33. Chó ý r»ng víi n > 1 ta cã

an =
1

2

(
n−1∏

k=1

x− k

x + k
−

n∏

k=1

x − k

x + k

)
.

V× thÕ

Sn =
n∑

k=1

ak =
1

1 + x
+

n∑

k=2

ak =
1

2
− 1

2

n∏

k=1

x − k

x + k
.

NÕu x lµ mét sè nguyªn d−¬ng th× víi n ®ñ lín ta cã Sn = 1
2
. Ta ph¶i chøng

minh r»ng víi x 6= 1, 2, ... th× lim
n→∞

Sn = 1
2
b»ng c¸ch nhËn xÐt r»ng víi k ®ñ

lín th×
∣∣x−k
x+k

∣∣ = 1 − 2x
x+k

. Do ®ã sö dông kÕt qu¶ bµi 3.8.4

lim
n→∞

n∏

k=1

∣∣∣∣
x− k

x + k

∣∣∣∣ = 0.

ta ®−îc ®iÒu ph¶i chøng minh.

3.8.34. Gi¶ thiÕt r»ng
∞∏

n=1

(1 + can) héi tô víi c = c0 vµ c = c1 mµ c0 6= c1.

Khi ®ã c¸c tÝch

∞∏

n=1

(1 + c1an)
c0
c1 vµ

∞∏

n=1

(1 + c1an)
c0
c1

1 + c0an

còng héi tô. H¬n n÷a

(1 + c1an)
c0
c1

1 + c0an
= 1 +

c0(c0 − c1)

2
a2

n(1 + εn),
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trong ®ã εn → 0 khi n → ∞. Do ®ã sö dông bµi 3.8.3 vµ 3.8.4 ta suy ra chuçi
∞∑

n=1

a2
n héi tô. Thªm n÷a khi sö dông kÕt qu¶ bµi 3.8.13 ta ®−îc chuçi

∞∑
n=1

an

còng héi tô. Tõ ®ã suy ra víi c ∈ R bÊt kú c¶ hai chuçi
∞∑

n=1

(can)
2 vµ chuçi

∞∑
n=1

can héi tô. Ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh tõ bµi 3.8.7.

3.8.35. Râ rµng chuçi
∞∑

n=1

an

n∏
k=0

(x2 − k2) héi tô tíi 0 víi x lµ sè nguyªn

d−¬ng. Gi¶ sö nã héi tô tíi mét gi¸ trÞ x0 kh«ng nguyªn d−¬ng. Víi x ∈ R ta
xÐt d·y {bn} mµ

bn =

n∏
k=0

(x2 − k2)

n∏
k=0

(x2
0 − k2)

.

Khi ®ã

bn =

n∏

k=0

x2 − k2

x2
0 − k2

=

n∏

k=0

(
1 +

x2 − x2
0

x2
0 − k2

)
.

Tõ ®ã suy ra b¾t ®Çu tõ mét chØ sè nµo ®ã d·y sÏ ®¬n ®iÖu. H¬n n÷a v× tÝch
n∏

k=0

x2−k2

x2
0−k2 héi tô nªn d·y {bn} bÞ chÆn, ta còng cã

∞∑

n=1

an

n∏

k=0

(x2 − k2) =
∞∑

n=1

an

n∏

k=0

(x2
0 − k2)bn

Theo tiªu chuÈn Abel chuçi ®ang xÐt héi tô víi mäi x ∈ R.

3.8.36.

(a) Ta cã (
1 − 1

px
n

)−1

= 1 +
n∑

k=1

1

pkx
n

.

Nh©n N ®¼ng thøc ®Çu l¹i víi nhau ®−îc

N∏

n=1

(
1 − 1

px
n

)−1

= 1 +

∞∑′

k=1

1

kx
=

pN∑

k=1

1

kx
+

∞∑′

k=pN+1

1

kx
,(i)
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trong ®ã
∑′

lµ ký hiÖu tæng trªn c¸c sè tù nhiªn cã c¸c −íc sè chØ lµ c¸c

sè nguyªn tè p1, p2, ..., pN . Khi ®ã

0 <

N∏

n=1

(
1 − 1

px
n

)−1

−
pN∑

k=1

1

kx
=

∞∑′

k=pN+1

1

kx
<

∞∑

k=pN +1

1

kx
.

V× lim
N→∞

∞∑
k=pN +1

1
kx = 0 ta ®−îc

∞∏

n=1

(
1 − 1

px
n

)−1

=
∞∑

n=1

1

nx
.

(b) Tõ (i) trong phÇn (a) ta suy ra

N∏

n=1

(
1 − 1

px
n

)−1

>

pN∑

k=1

1

k
.

Tõ sù ph©n kú cña chuçi
∞∑

n=1

1
n
ta suy ra tÝch

∞∏
n=1

(
1 − 1

pn

)
ph©n kú vÒ 0, tøc lµ t−¬ng ®−¬ng víi sù ph©n kú cña tÝch

∞∏
n=1

1
pn
(xem 3.8.4).

3.8.37. [18]

(a) Dïng c«ng thøc De Moivre cos mt + i sinmt = (cos t + i sin t)m cho
m = 2n + 1 ta cã

sin(2n + 1)t = (2n + 1) cos2n t sin t −
(

2n + 1

3

)
cos2n−2 t sin3 t

+ ... + (−1)n sin2n+1 t.

Hay lµ ta viÕt ®−îc thµnh

sin(2n + 1)t = sin tW (sin2 t),(1)

trong ®ã W (u) lµ ®a thøc bËc ≤ n. V× hµm ë vÕ tr¸i cña ®¼ng thøc b»ng
0 t¹i c¸c ®iÓm tk = kπ

2n+1
, k = 1, 2, ..., n ®Òu thuéc vµo kho¶ng

(
0, π

2

)
ta
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suy ra ®a thøc W (u) b»ng 0 t¹i c¸c ®iÓm uk = sin2 tk, k = 1, 2, ..., n,
vµ ta cã

W (u) = A
n∏

k=1

(
1 − u

sin2 tk

)
.

Do vËy sö dông (1) ta ®−îc

sin(2n + 1)t = A sin t

n∏

k=1

(
1 − sin2 t

sin2 kπ
2n+1

)
.(2)

Ta cÇn ph¶i ®i t×m A. Ta cã A = lim
t→0

sin(2n+1)t
sin t

= 2n + 1, thay gi¸ trÞ A

vµo (2) vµ chän t = x
2n+1

ta ®−îc

sin x = (2n + 1) sin
x

2n + 1

n∏

k=1

(
1 −

sin2 x
2n+1

sin2 kπ
2n+1

)
.(3)

§èi víi x ∈ R vµ m ∈ N nµo ®ã cho tr−íc sao cho |x| < (m + 1)π ta lÊy
n lín h¬n m, theo (3) ta ®−îc

sinx = Pm,nQm,n,(4)

trong ®ã

Pm,n = (2n + 1) sin
x

2n + 1

m∏

k=1

(
1 −

sin2 x
2n+1

sin2 kπ
2n+1

)
,

Qm,n =
n∏

k=m+1

(
1 −

sin2 x
2n+1

sin2 kπ
2n+1

)
.

Cho n → ∞ ®−îc

lim
n→∞

Pm,n = x
m∏

k=1

(
1 − x2

k2π2

)
.(5)

Tõ (4) víi x 6= kπ ta ®−îc lim
n→∞

Qm,n = Qm. §Ó ®¸nh gi¸ Qm ta chó ý

r»ng tõ gi¶ thiÕt ë trªn,

0 <
|x|

2n + 1
<

kπ

2n + 1
≤ nπ

2n + 1
<

π

2
, víi k = m + 1, ..., n.



3.8. TÝch v« h¹n 353

Sö dông c¸c bÊt ®¼ng thøc 2
π
u < sinu < u, 0 < u < π

2
, ta thÊy r»ng

n∏
k=m+1

(
1 − x2

4k2

)
< Qm,n < 1. V× tÝch

∞∏
n=1

(
1 − x2

4n2

)
héi tô ta cã

n∏

k=m+1

(
1 − x2

4k2

)
≤ Qm,n ≤ 1.

Tõ ®ã suy ra

lim
m→∞

Qm = 1.(6)

Cuèi cïng ®¼ng thøc cÇn t×m ®−îc suy ra tõ (4), (5) vµ (6).

(b) Sö dông (a) vµ chó ý r»ng sin 2x = 2 sin x cos x.

3.8.38. Thay x = π
2
trong biÓu thøc nªu trong 3.8.37(a).

3.8.39.

(a) Sù héi tô cña tÝch ®−îc xÐt sÏ t−¬ng ®−¬ng víi sù héi tô cña chuçi

∞∑

n=1

(
ln
(
1 +

x

n

)
− x

n

)
,

cßn sù héi tô tuyÖt ®èi cña chuçi ®−îc suy tõ ®¼ng thøc

lim
n→∞

∣∣ln
(
1 + x

n

)
− x

n

∣∣
x2

n2

=
1

2
.

(b) Ta cã (
1 + 1

n

)x

1 + x
n

= 1 +
x(x − 1)

2n2
+ o

(
1

n2

)
.

Tõ 3.8.3 ta suy ra tÝch héi tô tuyÖt ®èi.

3.8.40. Râ rµng tÝch
∞∏

n=1

(1 + an), an > −1 héi tô khi vµ chØ khi chuçi

∞∑
n=1

ln(1 + an) héi tô. H¬n n÷a nÕu P lµ gi¸ trÞ cña tÝch vµ S lµ tæng cña chuçi

th× P = eS .
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Gi¶ sö r»ng tÝch héi tô tuyÖt ®èi, tõ ®¼ng thøc

lim
n→∞

| ln(1 + an)|
|an|

= 1, (v× lim
n→∞

an = 0).(1)

chuçi
∞∑

n=1

ln(1 + an) héi tô tuyÖt ®èi. HiÓn nhiªn lµ ( tõ 3.7.8) ts cã mäi thay

®æi cña chuçi ®Òu héi tô vÒ mét tæng. Cuèi cïng sö dông chó ý tõ ®Çu chøng
minh ta suy ra mäi thay ®æi c¸c phÇn tö cña tÝch ®Òu kh«ng lµm thay ®æi gi¸
trÞ cña tÝch.

B©y giê gi¶ thiÕt r»ng gi¸ trÞ cña tÝch
∞∏

n=1

(1+ an) kh«ng phô thuéc vµo trËt

tù cña c¸c tõ nh©n tö cña tÝch, ®iÒu nµy cã nghÜa lµ tæng cña chuçi
∞∑

n=1

ln(1+an)

còng ®éc lËp víi trËt tù c¸c sè h¹ng cña m×nh. Sö dông ®Þnh lý Riemann ta suy

ra chuçi héi tô tuyÖt ®èi, tøc lµ tõ (1) ta suy ra chuçi
∞∑

n=1

|1 + an| héi tô, ta cã

®iÒu ph¶i chøng minh.

3.8.41. [20] §Æt Rn = 3
2
· 5

4
· 7

6
· ... · 2n+1

2n
= (2n+1)!!

(2n)!!
. Ta cã

(
1 +

1

2

)(
1 +

1

4

)
...

(
1 +

1

2α

)
= Rα,

(
1 − 1

3

)(
1 − 1

5

)
...

(
1 − 1

2β + 1

)
=

1

Rβ
.

ThÕ th× tÝch riªng thø α + β cña tÝch ®ang xÐt sÏ b»ng Rnα

Rnβ
. Sö dông c«ng thøc

Wallis (xem 3.8.38) ta ®−îc

lim
n→∞

(2n + 1)!!

(2n)!!
√

n
=

2√
π

,

vµ tõ ®ã ta ®−îc

lim
n→∞

Rnα

Rnβ
=

√
α

β
.

3.8.42. NÕu tÝch
∞∏

n=1

(1 + an) héi tô nh−ng kh«ng héi tô tuyÖt ®èi th× chuçi

∞∑
n=1

ln(1 + an) héi tô cã ®iÒu kiÖn (xem 3.8.40). Tõ ®Þnh lý Riemann ta suy ra

c¸c sè h¹ng cña chuçi cã thÓ s¾p l¹i ®Ó t¹o thµnh mét chuçi míi héi tô cã tæng
lµ mét sè bÊt kú cho tr−íc S hoÆc ph©n kú (tíi ±∞). §iÒu ph¶i chøng minh
®−îc suy tõ biÓu thøc P = eS (xem 3.8.40).
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Funktionen einer Variablen, Birkhäuser Verlag, Basel und Stuttgart,
1964.
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