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MỞ ĐẦU

        1.1 LÍ DO CHỌN ĐỀ TÀI	
Cơ học chất điểm chiếm một phần lớn kiến thức về cơ học nói chung. Trong quá trình bồi dưỡng học sinh giỏi, có nhiều vấn đề gây ra không ít khó khăn cho học sinh, thậm chí cả giáo viên. Vì vậy việc tìm hiểu sâu cả lí thuyết và bài tập về cơ học chất điểm là điều rất thiết thực trong quá trình dạy học vật lý. Nội dung kiến thức về lí thuyết cũng như bài tập phần này là rất rộng nhưng trong khuôn khổ thời gian có hạn chuyên đề chỉ đề cập đến phần động học chất điểm và một số bài tập minh họa ở mức độ nâng cao phục vụ cho bồi dưỡng học sinh giỏi, trong đó chuyên sâu vào dạng bài tập có sử dụng đến các kiến thức toán học như đạo hàm, tích phân, các loại hệ trục tọa độ,... Tôi hy vọng chuyên đề tôi viết có một phần nào đó hữu ích đối với các giáo viên dạy chuyên. 
1.2. MỤC ĐÍCH CỦA ĐỀ TÀI
	Đề tài này sẽ hệ thống các kiến thức cơ bản về cơ học chất điểm, làm rõ công thức xác định vận tốc, gia tốc trong các hệ quy chiếu như hệ tọa độ Descartes, hệ tọa độ trụ, hệ tọa độ cầu, hệ tọa độ tự nhiên,... Chuyên đề cũng tổng hợp một số bài tập có hướng dẫn giải cụ thể liên quan đến chuyển động (đặc biệt chuyển động cong) của chất điểm.









NỘI DUNG

PHẦN 1: CƠ SỞ LÝ THUYẾT

1.1 Chuyển động cơ học, Hệ quy chiếu
  1.1.1. Định nghĩa chuyển động cơ học
Chuyển động cơ học là sự chuyển dời vị trí trong không gian của các vật hay là sự chuyển động của một bộ phận này so với bộ phận khác của cùng một vật.
Ví dụ: Chuyển động của các thiên thể trên bầu trời, chuyển động của xe ô tô trên đường, chuyển động của con thoi trong một máy dệt, …
Nói một vật chuyển động hay đứng yên thì điều đó chỉ có tính chất tương đối vì điều này còn phụ thuộc vào việc người quan sát đứng ở vị trí nào. Thật vậy, nếu ta đứng bên đường quan sát thì ta thấy các cây đứng yên, nhưng nếu ta ngồi trên một cái ô tô đang chuyển động thì ta thấy cái cây chuyển động. Điều tương tự xảy ra khi chúng ta quan sát các ngôi sao trên bầu trời: ta thấy quả đất đứng yên còn mặt trời, mặt trăng và các ngôi sao đều quay quanh trái đất.
Tóm lại, chuyển động có tính chất tương đối và phụ thuộc vào vị trí mà ở đó ta đứng quan sát chuyển động. Thực ra trong vũ trụ không có vật nào đứng yên một cách tuyệt đối, mọi vật đều chuyển động không ngừng. V vậy, khi nói rằng một vật chuyển động thì ta phải nói rõ là vật đó chuyển động so với vật nào mà ta quy ước là đứng yên.
1.1.2. Hệ quy chiếu
Vật hay hệ vật mà ta quy ước là đứng yên khi nghiên cứu chuyển động của một vật khác được gọi là hệ quy chiếu.
Với cùng một chuyển động nhưng trong các hệ quy chiếu khác nhau sẽ xảy ra khác nhau.
Ví dụ: xét chuyển động của một điểm M nằm trên vành xe đang chạy, nếu chọn hệ quy chiếu là xe đạp thì ta thấy chuyển động của điểm đó là chuyển động tròn đều, còn nếu hệ quy chiếu là mặt đường thì điểm M sẽ tham gia một chuyển động phức tạp là tổng hợp của hai chuyển động: chuyển động tròn đối với xe và chuyển động thăng của xe đối với mặt đường.
Khi xét một chuyển động cụ thể ta thường chọn hệ quy chiếu sao cho chuyển động được mô tả đơn giản nhất.
[bookmark: page6]Để mô tả các chuyển động trên mặt quả đất, ta thường chọn hệ quy chiếu là quá đất hoặc các vật gắn liền với quả đất. Cần chú ý rằng chuyển động tuy được mô tả khác nhau trong các hệ quy chiếu khác nhau nhưng nếu biết chuyển động tương đối của các hệ quy chiếu đối với nhau thì có thể từ cách mô tả chuyển động trong hệ quy chiếu này có thể suy ra cách mô tả chuyển động trong hệ quy chiếu kia. 
Vì chuyển động xảy ra trong không gian và theo thời gian nên để mô tả chuyển động trước tiên phải tìm cách định vị vật trong không gian. Muốn vật ta phải đưa thêm vào hệ quy chiếu một hệ toạ độ. Trong Vật lý người ta sử dụng nhiều hệ toạ độ khác nhau. Ở đây, sẽ giới thiệu hai hệ toạ độ hay dùng đó là hệ toạ độ Đề-các (Descartes) và hệ toạ cầu. [image: C:\Users\PhongVu VP\Downloads\tải xuống.png]

a. Hệ tọa độ Descartes
Hệ toạ độ Descartes gồm 3 trục Ox, Oy, Oz tương ứng vuông góc với nhau từng đôi một, chúng tạo thành một tam diện thuận. Điểm O gọi là gốc toạ độ. Vị trí của một điểm M bất kỳ được hoàn toàn xác định bởi bán kính vectơ , hay bởi tập hợp của 3 số (x,y,z) trong đó r là hình chiếu của điểm mút M của vectơ lên các trục Ox, Oy, Oz tương ứng, được gọi là 3 toạ độ của điểm M trong hệ toạ độ Descartes. Ba vecto cơ sở (vecto đơn vị) cũng được kí hiệu là [image: C:\Users\PhongVu VP\Downloads\tải xuống (1).png]


	b. Hệ tọa độ trụ: Các vecto đơn vị  với ;  và  đều song song với mặt phẳng (Oxy),  chỉ theo hướng góc θ tăng. Vị trí của điểm M được xác định bởi: 

        
 c. Hệ tọa độ cực: 
Khi không có tọa độ z thì hệ tọa độ trụ suy biến thành tọa độ cực (chỉ xét trong mặt phẳng (Oxy)).
Biểu thức liên hệ giữa tọa độ trụ (hay cực) và hệ tọa độ Descartes:




    d. Hệ tọa độ cầu
Trong hệ toạ độ cầu, vị trí của một điểm M bất kỳ được xác định bởi 3 toạ độ r, θ, φ. Trong đó, r là độ dài bán kính vectơ, θ là góc giữa trục Oz và r , còn φ là góc trục Ox và tia hình chiếu của t trong mặt phẳng xOy. Biết ba toạ độ cầu của điểm M, ta có thể tính được toạ độ Descartes của điểm M theo công thức sau: 
[image: C:\Users\PhongVu VP\Downloads\kisspng-spherical-coordinate-system-angle-point-polar-coor-geometrik-5b370f47e3de78.5671491015303350479334.jpg]

     Ngược lại ta có:

[bookmark: page7]Trong hệ toạ độ cầu: 0 ≤ θ ≤ 1800 và 0 ≤ φ ≤ 3600. Các đường tròn ứng với cùng một giá trị của θ gọi là Các đường vĩ tuyến, còn các đường tròn ứng với cùng một giá trị của φ gọi là các đường kinh tuyến. Hệ toạ độ cầu rất thuận tiện khi định vị các địa điểm trên quả đất.




e. Tọa độ cong (hệ tọa độ tự nhiên)
Khi quỹ đạo chuyển động của vật là một đường cong đã biết, người ta thường dùng hệ tọa độ cong (hệ tọa độ tự nhiên) mà trục tọa độ là đường cong quỹ đạo, chọn trên đường đó một điểm A làm gốc tọa độ, chọn một chiều dương. Tại thời điểm nào đó, vật đang ở điểm M trên đường cong, khi đó |s| gọi là chiều dài cung cong AM, s > 0 nếu sự chuyển dời từ A đến M đi theo chiều dương và ngược lại. Hoành độ của vật là độ dài đại số của cung cong AM.[image: ]

 là vecto đơn vị tiếp tuyến với đường cong  và định hướng theo chiều dương.
    Cho một độ dời nguyên tố từ M và O là một điểm cố định, d biểu diễn vecto độ dời nguyên tố, với ds biểu diễn giá trị đại số của độ dời đó: d, nên: . Vecto đơn vị thẳng góc với đạo hàm của nó theo hoành độ cong s.
     Bán kính cong R và vecto đơn vị pháp tuyến của quỹ đạo được xác định bởi:

    Ta đặt R  0. Với quy ước này,  luôn hướng vào chỗ lõm.[image: ]

Cơ sở địa phương của Frenet:
Cho . Cơ sở của trục chuẩn thuận ( theo định nghĩa là cơ sở Frenet kết hợp với điểm M.  cũng là pháp tuyến với  và nếu đường cong là phẳng thì  sẽ ở trong mặt phẳng của đường cong và  sẽ là pháp tuyến với nó.




1.1.3. Chất điểm 

       Để mô tả chuyển động của các hạt có kích thước, cần phải biết rõ chuyển động của mọi điểm của vật. Tuy nhiên, khi kích thước của vật là nhỏ so với khoảng cách dịch chuyển mà ta xét thì mọi điểm trên vật dịch chuyển gần như nhau, khi đó có thể mô tả chuyển động của vật như chuyển động của một điểm. Trong trường hợp này ta đã coi vật là một chất điểm, tức là một điểm hình học nhưng lại có khối lượng bằng khối lượng của vật (không có kích thước nhưng có khối lượng). Trong nhiều trường hợp nhờ có khái niệm chất điểm mà việc nghiên cứu chuyển động của các vật trở nên đơn giản hơn rất nhiều. 
1.1.4. Phương trình chuyển động và phương trình quỹ đạo của chất điểm 
a. Phương trình chuyển động
Để xác định chuyển động của một chất điểm chúng ta cần biết vị trí của chất điểm tại những thời điểm khác nhau. Nói cách khác, chúng ta cần biết sự phụ thuộc theo thời gian của bán kính vectơ r của chất điểm:

Phương trình này biểu diễn vị trí của chất điểm theo thời gian và gọi là phương trình chuyển động của chất điểm.
[bookmark: page8]Trong hệ toạ độ Descartes, phương trình chuyển động của chất điểm là một hệ gồm 3 phương trình:     
            
Tương tự trong hệ toạ độ cầu, phương trình chuyển động của chất điểm là:


b. Phương trình quỹ đạo
          Khi chuyển động, các vị trí của chất điểm ở các thời điểm khác nhau. Vạch ra trong không gian một đường cong liên tục nào đó gọi là quỹ đạo của chuyển động. Vậy quỹ đạo của chất điểm chuyển động là đường tạo bởi tập hợp tất cả các vị trí của nó trong không gian, trong suốt quá trình chuyển động. Phương trình mô tả đường cong quỹ đạo gọi là phương trình quỹ đạo.

Trong đó f là một hàm nào đó của các toạ độ x, y, z và C là một hằng số.
  Về nguyên tắc, nếu biết phương trình chuyển động (1.1) thì bằng cách khử tham số t ta có thể tìm được mối liên hệ giữa các toạ độ x, y, z tức là tìm phương trình quỹ đạo. Vì vậy, đôi khi người ta còn gọi phương trình chuyền động (1.1) là phương trình quỹ đạo cho ở dạng tham số.
Ví dụ: chuyển động của một chất điểm cho bởi phương trình: 
Ta khử tham số thời gian t bằng cách sau: 
Ta suy ra quỹ đạo của chất điểm là một đường tròn bán kính A và tâm nằm ở gốc toạ độ. Đường tròn này nằm trong mặt phẳng xOy.
[bookmark: page9]1.2. Vận tốc:
Vận tốc là một đại lượng đặc trưng cho phương, chiều, và sự nhanh chậm của chuyển động.
1.2.1. Khái niệm vận tốc

Chuyển động của chất điểm trên quỹ đạo có thể lúc nhanh lúc chậm, do đó để có thể mô tả đầy đủ trạng thái nhanh hay chậm của chuyển động, người ta đưa vào một đại lượng vật lý gọi là vận tốc. 
Trong đời sống hằng ngày chúng ta thường gặp khái niệm vận tốc dưới dạng thuật ngữ tốc độ.
       Xét chuyển động của một chất điểm trên một đường cong ©: trên © ta chọn một gốc A và một chiều dương. Giả thiết tại thời điềm t, chất điểm ở vị trí M xác định bởi: . 
Tại thời điểm t’ = t + Δt chất điểm ở vị trí M’ xác định bởi: . 
Quãng đường chất điểm đi được trong khoảng thời gian Δt = t’ – t  là:
 .
Quãng đường trung bình chất điểm đi đươc trong một đơn vị thời gian là: Δs/Δt, theo định nghĩa đây là vận tốc trung bình của chất điểm trong thời gian Δt, được kí hiệu là:

Vận tốc trung bình chỉ đặc trưng cho độ nhanh chậm trung bình của chuyển động chất điểm trên quãng đường MM’; trên quãng đường này độ nhanh chậm của chuyển động chất điểm nói chung mỗi chỗ một khác nghĩa là tại mỗi thời điểm là khác nhau. Để đặc trưng cho độ nhanh chậm của chuyển động tại từng thời điểm, ta phải tính tỷ số  trong những khoảng thời gian vô cùng nhỏ. Khi đó ta có vận tốc tức thời, được kí hiệu là:[image: ]


Khi xét cả hướng chuyển động ta có:

Giả thiết tại thời điểm t, vị trí chất điểm xác định bởi bán kính vectơ (hình 1.4): .
     Ở thời điểm t + dt, vị trí chất điểm được xác định bởi bán kính vectơ:

Trong khoảng thời gian rất nhỏ ta thấy 
Do vậy:  

Vậy: vectơ vận tốc bằng đạo hàm của bán kính vectơ đối với thời gian.

 1.3. Gia tốc
  Gia tốc là một đại lượng vật lý đặc trưng cho sự biến thiên của vận tốc.
1.3.1. Định nghĩa: Trong quá trình chuyển động, vận tốc của chất điểm có thể thay đổi cả về độ lớn cũng như về phương và chiều. Để đặc trưng cho sự thay đổi của vận tốc theo thời gian, người ta đưa vào thêm một đại lượng vật lý mới, đó là gia tốc. Giả sử sau một khoảng thời gian Δt, vận tốc của chất điểm thay đổi một lượng là , theo định nghĩa gia tốc trung bình, gia tốc trung bình tb trong khoảng thời gian Δt là:

Khi xét trong khoảng thời gian vô cùng nhỏ thì gia tốc trung bình trở thành gia tốc tức thời.

Vậy: Vectơ gia tốc bằng đạo hàm của vectơ vận tốc đối với thời gian.
 
1.3.2. Gia tốc tiếp tuyến và gia tốc pháp tuyến
[bookmark: page12]Vectơ gia tốc đặc trưng cho sự biến thiên của vectơ vận tốc. Sự biến thiên này thể hiện cả về phương, chiều và độ lớn. Trong phần này ta sẽ phân tích vectơ gia tốc ra làm hai thành phần, mỗi thành phần đặc trưng cho sự biến thiên của vectơ vận tốc riêng về một mặt nào đó.
Để đơn giản, giả thiết chất điểm chuyển động trên một đường tròn tâm O, tại thời điểm t, chất điểm ở vị trí M, có vận tốc  = , tại thời điểm t ' = t + Δt chất điểm ở vị trí M' ( = ), có vận tốc =  =  +  . 
Theo định nghĩa, vectơ gia tốc của chất điểm tại thời điểm t (ứng với vị trí M) là:

Ý nghĩa cụ thể của từng thành phần trong vế phải của (1.15): Thành phần thứ nhất được ký hiệu là:

Phương của at  là phương của AC , tức là phương của tiếp tuyến với quỹ đạo tại M: vì vậy at được gọi là gia tốc tiếp tuyến. Chiều của at là chiều của   nghĩa là cùng chiều với chuyển động khi: v' > v (vận tốc tăng), và ngược chiều với chiều chuyển động khi: v' < v (vận tốc giảm).
Độ lớn của at  cho bởi:


Nghĩa là theo định nghĩa của đạo hàm: [image: ]

[bookmark: page13]Vậy: Gia tốc tiếp tuyến đặc trưng cho sự biến thiên của vectơ vận tốc về giá trị, vectơ này có: Phương trùng với tiếp tuyến của quỹ đạo tại điểm M, chiều là chiều chuyển động khi v tăng và chiều ngược lại khi v giảm, và độ lớn bằng đạo hàm độ lớn vận tốc theo thời gian.
- Thành phần thứ hai trong vế phải của (1.15) là:

    có phương vuông góc với tiếp tuyến của quỹ đạo tại điểm M, hay nói cách khác phương là phương của pháp tuyến của quỹ đạo tại M, vì vậy an được gọi là gia tốc pháp tuyến còn gọi là gia tốc hương tâm.
Vậy: Vectơ gia tốc pháp tuyến đặc trưng cho sự biến thiên về phương của vectơ vận tốc, vectơ gia tốc này có: Phương trùng với phương pháp tuyến của quỹ đạo tại M, chiều hướng về phía lõm của quỹ đạo và có độ lớn bằng . 
Tóm lại, ta có thể phân tích vectơ gia tốc ra làm hai thành phần:

Vectơ gia tốc tiếp tuyến đặc trưng cho sự biến thiên của vectơ vận tốc về độ lớn, còn vectơ gia tốc pháp tuyến đặc trưng cho sự biến thiên của vectơ vận tốc về phương.
Một số trường hợp đặc biệt: 
	  + an luôn luôn bằng không: vectơ vận tốc không thay đổi phương, chất điểm chuyển động thẳng.
              + at luôn luôn bằng không: vectơ vận tốc không thay đổi chiều và giá trị, chất điểm chuyển động cong đều. 
              + a luôn luôn bằng không: vectơ vận tốc không đổi về phương, chiều và giá trị, chất điểm chuyển động thẳng đều.

1.4. Vectơ vận tốc và gia tốc trong các hệ trục tọa độ
  	 	1.4.1. Vận tốc và gia tốc trong hệ tọa độ Descartes:
Ba thành phần vx , vy, vz của vectơ vận tốc v theo ba trục sẽ có độ dài đại số lần lượt bằng đạo hàm của ba thành phần tương ứng của bán kính vectơ v theo ba trục nghĩa là:
    và  
[bookmark: page11]Với gia tốc ta có:

Độ lớn gia tốc được tính theo công thức:


[bookmark: page18]1.4.2. Vận tốc và gia tốc trong hệ tọa độ trụ:
Ta có:  nên vận tốc của chất điểm M là: 



Gia tốc của chất điểm tính từ việc lấy đạo hàm theo thời gian của vận tốc, ta có:

Vì:  nên: 

Biến đổi ta được:

Lưu ý, một dạng khác với số hạng thứ hai:


1.4.3. Vận tốc và gia tốc trong hệ tọa độ cầu
Nếu chỉ r biến đổi thì chất điểm vạch một đường thẳng: .
Nếu chỉ có θ thay đổi thì chất điểm vạch một đường tròn bán kính r với tốc độ , nên .
Nếu chỉ có φ biến đổi thì chất điểm vạch một đường tròn bán kính r.sinθ. song song với mặt phẳng (Oxy), với vận tốc góc , vậy .
Áp dụng sự chồng chất các vận tốc ta được:

Lấy đạo hàm theo thời gian vận tốc ta thu được gia tốc:


Trong đó: 



Thay vào và biến đổi ta sẽ thu được các thành phần gia tốc.

1.4.4. Vận tốc và gia tốc trong hệ tọa độ cong:
- Vận tốc:

Vì    là vecto đơn vị tiếp tuyến với quỹ đạo, do vậy:

- Gia tốc:

 là hàm của s, s là hàm của t, nên:

Và do đó:

Trong đó, thành phần chình là gia tốc tiếp tuyến, và  là gia tốc pháp tuyến.
  [image: ]

1.5. Chuyển động với gia tốc không đổi:
   Thực nghiệm chứng tỏ rằng trong một phạm vi không lớn lắm, mọi chất điểm đều rơi với cùng một gia tốc g theo phương thẳng đứng hướng xuống dưới với giá trị không đổi.
   Ta sẽ khảo sát chuyển động của một chất điểm xuất phát từ một điểm O trên mặt đất với vectơ vận tốc ban đầu (lúc t = 0 là v0 hợp với mặt nằm ngang một góc α (hình 1.9). (bài toán ném xiên).
   Chọn mặt phẳng hình vẽ là mặt phẳng thẳng đứng chứa v0; đó cũng là mặt phẳng chứa quỹ đạo chất điểm, trong hệ trục toạ độ xOy. Tại thời điểm t, chất điểm ở vị trí M có toạ độ x, y; có gia tốc là vectơ a = g song song với Oy hướng xuống dưới. Do vậy, hai thành phần của a trên hai trục là:

Lấy nguyên hàm hai vế của biểu thức trên và chú ý đến các điều kiện đầu ta được:

Theo công thức tính vận tốc ta có thể viết (1.40) như sau:

Lấy nguyên hàm theo t biểu thức và chú ý dữ kiện ban đầu ta được phương trình chuyển động của chất điểm là 

  Khử t trong hệ phương trình trên ta được phương trình quỹ đạo của chất điểm là: 

  Vậy quỹ đạo của chất điểm M là một hình Parabol, đỉnh S, quay phần lõm về phía dưới hình vẽ trên. Bây giờ ta đi tính toạ độ đỉnh (vị trí cao nhất của chất điểm). Từ biểu thức (l.40) ta có thể suy ra:

Tại đỉnh vectơ vận tốc nằm ngang vy = 0, nên khi đó ta có v = vx = v0 cosα , thay vào biểu thức trên ta được:

Chất điểm đến vị trí cao nhất vào lúc t = ts, ứng với vy = 0 cho bởi 
Khi này hoành độ của S là:

Từ đây ta có thể tính được tầm xa của chuyển động của chất điểm M (khoảng cách từ khi ném đến lúc rơi):








PHẦN 2: BÀI TẬP ỨNG DỤNG

Bài 1: Một xe đua chạy trên một đoạn đường thử thẳng với tốc độ trung bình vav. Viết rằng trên toàn bộ đoạn đường, xe chuyển động biến đổi đều chỉ về một hướng. Tìm vận tốc cực đại và cực tiểu khả dĩ của xe (vmax và vmin tương ứng) khi nó ở đoạn đường thử.
Giải:
Cách 1: Giải bằng đồ thị:[image: ]

Thời gian chuyển động của xe đua t0 = L/vav với L là độ dài đoạn đường. Đồ thị v(t) của các phương án chuyển động khả dĩ là những đường thẳng với các góc nghiêng khác nhau (gia tốc) nhưng diện tích bên dưới đồ thị (chính là độ dài đoạn đường) đều bằng nhau.
Kí hiệu thời điểm mà xe đua ở chính giữa đoạn đường là t’. Trên đồ thị, điểm này nằm ở vị trí sao cho diện tích chắn bởi đồ thị ở hai phía phải bằng nhau. Dễ thấy khi gia tốc a tăng thì t’ dịch về phía vận tốc lớn và vận tốc ở giữa đường v cũng tăng lên.
Vận tốc nhỏ nhất vmin bằng vận tốc trung bình, đạt được khi gia tốc a = 0 và vận tốc vmax lớn nhất đạt được khi vận tốc đầu bằng không, vận tốc cuối là vmax = 2vav. 
Cách 2: Giải bằng đại số:
Gọi vận tốc đầu của xe là v0, gia tốc chuyển động là a, khi đó độ dài đoạn đường thử là:


Từ (1) và (2) suy ra vận tốc v ở giữa đoạn đường được xác định bởi: 

Chuyển động biến đổi đều nên vận tốc trung bình được biểu diễn qua vận tốc đầu và cuối của nó:

Vận tốc đầu và vận tốc cuối không âm nên: 0 < v0 < 2vav . 
Từ trên ta có: v2 = 2vav2 – 2v0.vav + v02 = (vav – v0)2 + vav2.
Từ đây, vận tốc nhỏ nhất vmin = vav khi v0 = vav, vận tốc lớn nhất vmax = 2vav khi v0 = 0.
Bài 2: Ở thời điểm tàu điện bắt đầu chuyển động, một người quan sát đứng ở mép trước của nó nhận thấy rằng toa đầu tiên của tàu đi qua anh ta sau thời gian t1 = 10 s. Tàu điện gồm 10 toa, mỗi toa dài l = 25 m. Tính tốc độ trung bình của tàu điện trong suốt thời gian cả đoàn tàu đi qua người quan sát. Coi đoàn tàu chuyển động nhanh dần đều.
Giải:
Gọi a là gia tốc của tàu, phương trình chuyển động qua cạnh người quan sát của toa thứ nhất và thứ hai là: 

Vì   (1)
Đối với toa tàu thứ ba ta có: 

Suy ta: 
Từ đó ta có tương tự:


Đối với đoàn tàu L = 10, thời gia tổng cộng để đoàn tàu đi qua người quan sát là:

Tốc độ trung bình là:

Bài 3: Một người đang đi dạo trên một con đường thẳng qua điểm O thì nhận thấy có một người bù nhìn ở giữa cánh đồng (điểm B), cách xa đường người ấy đi một khoảng d. Người đó quyết định lại gần để xem và đi vào cánh đồng ở điểm P. Biết người đó đi bộ trên đường với vận tốc v1 và đi trong cánh đồng với vận tốc v2 (với v1 và v2 không đổi). Xác định vị trí của điểm P để thời gian đi là cực tiểu? Biện luận kết quả tìm được.
Giải:
Gọi OP = 1; PB =2.[image: ]

Thời gian đi của người đó (nếu đi thẳng) là:

Muốn thời gian cực tiểu thì người đó phải đi các đoạn đường là thẳng. Đặt OH = l0, PH = x. Từ hình vẽ, biến đổi ta được:

Lấy đạo hàm của t theo x và cho bằng không ta tìm được giá trị cực tiểu của t ứng với:

Biện luận: 
- Nếu v2 > v1, người đi bộ sẽ có lợi khi đi vào cánh đồng từ O (P trùng với O).
- Nếu v2 tiến về giá trị không, người đi bộ phải giảm cực tiểu quãng đường đi trong cánh đồng, tức là P trùng với H.
Bài 4: Xét các hạt nhỏ chuyển động theo hàng dọc với vận tốc không đổi. Vận tốc các hạt tăng đều từ giá trị v1 đối với hạt đầu hang đến giá trị v2 đối với hạt cuối hang. Tại một thời điểm nào đó, các hạt chiếm một đoạn thẳng có chiều dài 0 và khi đó trên một đơn vị dài có n0 hạt. Hỏi sau thời gian t, sẽ có bao nhiêu hạt trên một đơn vị dài ở đầu hàng và cuối hàng?
Giải:
Tổng số hạt là N = n0.0 là không đổi.
Sau thời gian t, hạt đầu dịch chuyển v1t, hạt cuối dịch chuyển v2t. Những hạt sau chuyển động nhanh hơn và đuổi kịp các hạt ở đầu hàng. Khoảng cách giữa các hạt đầu và cuối sau thời gian t rút ngắn một đoạn: (v2 – v1)t và bằng  = (v2 – v1)t. Sự rút ngắn độ dài đoạn thẳng chiếm bởi tất cả các hạt được xác định bởi biểu thức vận tốc của các hạt ở cuối đoạn và đầu đoạn đó. Điều này đúng với khoảng hai hạt bất kì trong hàng. Giả sử ban đầu hai hạt bất kì trong hàng cách nhau Δx0, khi đó hiệu vận tốc của chúng bằng  (vì vận tốc của các hạt tăng đều từ đầu hàng đến cuối hàng). Khoảng cách giữa hai hạt sau thời gian t rút ngắn một đoạn Δv.t và trở nên bằng: Δx = Δx0 - Δv.t = .
Như đã thấy, khoảng cách giữa hai hạt bất kì theo thời gian được rút ngắn với cùng số lần, do đó các hạt phân bố đều dọc theo hàng, nghĩa là mật độ các hạt là như nhau tại mọi chỗ như thời điểm ban đầu.
Mật độ các hạt cần tìm:

Khi t = t0 =  mật độ các hạt tiến tới vô hạn (lúc này các hạt cuối cùng gặp các hạt đầu tiên). Sau thời điểm này, n đổi dấu và có giá trị tuyệt đổi giảm dần.
Bài 5: Một quả bóng được thả tự do từ trang thái nghỉ ở độ cao H0 so với mặt đất. Sauk hi va chạm với mặt đất, bóng nảy lên ở độ cao H1. Quá trình này lặp đi, lặp lại liên tục cho đến khi chiều cao nảy lên còn quá nhỏ để có thể quan sát được.
a) Tính hệ số phục hổi CR theo H0, H1 với CR được định nghĩa là tỉ số giữa tốc độ ngay sau và ngay trước khi va chạm của vật.
b) Xác định tổng quãng đường mà bóng đã đi được. Viết câu trả lời theo H0 và CR.
Coi rằng:
- CR là không đổi trong tất cả các lần va chạm.
- Thời gian tiếp xúc giữa bóng và mặt đất là không đáng kể và bỏ qua lực cản không khí.
Giải:
Ta có các công thức rơi tự do:
 
a) Tìm CR:

b)  H0 + 2H1 + 2H2 + …
Trong đó: 	H1 = (CR)2H0 
H2 = (CR)2H1 = (CR)4H0 
H3 = (CR)6H0
…
Vậy:          L = H0(1 + 2(CR)2 + 2(CR)4 + 2(CR)6 + …)
 = H0[2(1 + (CR)2 + (CR)4 + (CR)6 + …) – 1]

c) Tổng thời gian là: t = t0 + t1 + t2 + …


Tương tự:


Cuối cùng ta có:


Bài 6: Từ cùng một điểm trên mặt đất, hai vật A và B được ném đi với cùng vận tốc đầu v0 nhưng góc ném khác nhau và chạm đất tại cùng một điểm. Biết thời gian chuyển động của A là TA, tìm thời gian chuyển động TB của vật B. Gia tốc trọng trường là g, bỏ qua sức cản không khí.
Giải: 
Chọn gốc tọa độ tại điểm ném, trục Ox nằm ngang, trục Oy thẳng đứng, góc ném là θ, gốc thời gian là lúc ném, ta có phương trình chuyển động:
x = v0t.cosθ
y = v0t.sinθ -  gt2
Khử t ta được phương trình quỹ đạo: 

Khi y = 0, tọa độ x của điểm chạm đất là d, ta có:

Từ đó suy ra thời gian chuyển động: 

Nên: 

Do dA = dB nên :  2θA = π - 2θB. Biến đổi ta được: 


Bài 7: Một súng cao su có thể bắn ra cùng lúc hai viên đạn nhỏ với cùng vận tốc v0 theo hai hướng khác nhau. Các góc mà các vecto vận tốc tạo với phương ngang có thể thay đổi tùy ý. Khẩu sung có cấu tạo sao cho sau khi bắn khỏi mặt đất, hai viên đạn rơi xuống cùng một vị trí. Sau vào lần thử nghiệm, người ta nhận ra rằng, khoảng cách xa nhất giữa hai viên đạn khi chúng còn ở trên không là Lmax = 19 m. Hãy xác định vận tốc v0 của các viên đạn. Gia tốc chuyển động của đạn là g = 10 m/s2. 
Giải:
Tầm xa của quả cầu bắn đi từ sung cao su dưới góc φ là:[image: ]


Vì các quả cầu có tốc độ ban đầu bằng nhau và cùng rơi xuống một điểm nên các góc ném φ1, φ2 phải thỏa mãn:  2φ1 = 1800 - 2φ2 hay φ1 + φ2 = 900. Tức là ban đầu, các vận tốc đối xứng qua phương 450. Thời gian cả hai quả cầu ở trong không khí bằng thời gian bay của quả thấp hơn (quả trên bay lâu hơn):

Xét trong hệ quy chiếu gắn với quả cầu thấp hơn, quả cầu trên chuyên động thẳng đều với vận tốc tương đối bằng:  Δv = 2v0sinα.
Sau thời gia tp chúng cách xa nhau:

Giá trị cực đại của biểu thức trên đạt được khi  tức là α = 22,50.  Khoảng cách xa nhất cần tìm:

Từ đây ta tìm được vận tốc đầu:

Bài 8: Mặt trời ở độ cao góc φ so với phương ngang. Hỏi phải ném một vật trong mặt phẳng thẳng đứng đi qua Mặt trời dưới một góc α nào đó đối với mặt đất để bóng của nó đi được quãng đường lớn nhất trên mặt đất?
Giải:
*) Trường hợp 1:  α , quãng đường lớn nhất bóng đi được chính bằng tầm xa của vật: 

+) Nếu φ < 450, tầm xa càng lớn nếu α càng tăng.
Vậy S1max khi α = φ; 

+) Nếu φ  450, tầm xa lớn nhất khi φ  450, 

*) Trường hợp 2: α > φ: Quãng đường bóng đi dài hơn tầm xa của vật. Tại điểm M trên quỹ đạo mà tia sáng Mặt Trời tiếp tuyến với quỹ đạo, từ phương trình quỹ đạo ta có:

Suy ra tung độ của M:

Quãng đường bóng của vật đi được:

Khảo sát hàm trên ta được:

Tóm lại:
Nếu φ = 450 thì ném vật thẳng đứng hoặc dưới góc 450 và khi đó Smax = S1max = S2max.
Nếu φ > 450 thì ném vật dưới góc 450 và Smax = S1max.
Nếu φ < 450 thì ném vật thẳng đứng và Smax = S2max.

Bài 9: Một cậu bé ném một quả bóng nhỏ lên mái nhà theo phương hợp với phương ngang một góc α, còn mái nhà nghiêng góc β so với phương ngang. Tay phải của cậu bé khi ném ở độ cao h so với mặt đất, quả bóng chạm mái nhà ở điểm P cách cậu bé một khoảng d theo phương ngang và ở độ cao H. Quả bóng va chạm với mái nhà theo quy luật phản xạ gương (độ lớn vận tốc không đổi) và sau đó rơi xuống đất. Xác định:[image: ]

   	1) Vận tốc ban đầu v0 của quả bóng.
  	2) Góc γ mà vận tốc quả bóng hợp với phương ngang khi nó va chạm với mái nhà, góc δ mà vận tốc sau va chạm tạo với phương ngang và độ lớn vận tốc v1 của quả bóng trước va chạm.
3) Vị trí quả bóng rơi xuống mặt đất.
Chú ý: Câu 1) sau khi giải tổng quát, áp dụng bằng số với trường hợp: H = 3,5 m, h = 1,5 m, α = 600, β = 300. Câu 2) và 3) chỉ cần giải cho trường hợp cụ thể ở trên.
Giải:
Chọn hệ trục tọa độ Oxy như hình vẽ, tọa độ điểm va chạm của quả bóng: x = d, y = H.
Phương trình chuyển động của quả bóng:

Biến đổi ta được phương trình quỹ đạo:
[image: ]

Thay vào (1) các giá trị x, y ở thời điểm bóng chạm mái nhà ta được:








Từ đây ta tìm được biểu thức của v0:

2) Thời gian bóng đi kể từ khi ném đến khi chạm mái nhà:

Vận tốc của bóng tại thời điểm này:
.cosα = 4,29 m/s; v1y = v0.sinα – gt1 = - 4,00 m/s.
 Vậy vận tốc có độ lớn: [image: ]


Phương của vận tốc trước va chạm hợp với phương ngang một góc:

Từ hình vẽ ta thấy quả bóng sau va chạm sẽ nảy lên với góc δ so với phương ngang: 
3) Chọn hệ tọa độ mới O’XY,  gốc tọa độ O’ trùng với P là điểm va chạm của quả bóng với mái nhà, trục O’X bây giờ hướng sang trái, O’Y hướng lên trên.
Ta có: X = v1t.cosδ;   Y = 
Khi quả bóng chạm đất, Y = - H. Thay vào trên ta được:

Từ đây tính được thời gian từ lúc bóng chạm mái nhà đến khi chạm đất:

Khoảng cách từ cậu bé đến chỗ bóng rơi: d’ = d - v1t.cosδ = 2,9 m.
Cách giải khác của ý 2):  Góc va chạm của bóng với mái nhà γ có thể xác định bằng cách lấy đạo hàm phương trình (1)  theo x:

Thay x = d và v0 từ câu 1) ta tìm được:

Độ lớn của vận tốc v1 cũng có thể xác định từ định luật bảo toàn cơ năng.

Bài 10: Trong không khí (bỏ qua lực mọi lực cản) một viên đạn được phóng đi ở thời điểm t = 0 từ điểm O. Gia tốc của đạn là  là không đổi. Vecto vận tốc ban đầu song song với mặt phẳng (Oxz), có giá trị v0 và hợp với phương ngang một góc α.
1) Xác định quỹ đạo của viên đạn.
2) Cho trước v0, tính các giá trị của góc α để viên đạn tới được một bia C ở tọa độ (xC, 0, zC). Từ đó suy ra tập hợp các điểm mà viên đạn có thể tới được với v0 cho trước.
3) Cho v0 = 40 m/s và α = 300. Tìm vận tốc góc cực đại của vecto vận tốc của đạn trong quá trình bay tự do.
Giải:
1) Biến đổi ta được quỹ đạo của viên đạn có phương trình:

Tầm xa của viên đạn (ứng với z = 0):
[image: C:\Users\PhongVu VP\Downloads\IMG_0372.jpg]

L cực đại khi α = 450.
2) [image: C:\Users\PhongVu VP\Downloads\IMG_0371.jpg]
a









Ta thấy xC  và zC phải nghiệm đúng phương trình quỹ đạo:

Vậy α là nghiệm của phương trình:


- Nếu Δ < 0, bài toán không có nghiệm, đạn không thể đến được C.
- Nếu Δ = 0 , bài toán có một nghiệm, tức là chỉ có một giá trị của góc ném để đạn đến được C.
- Nếu Δ > 0, bài toán có hai nghiệm, bắn thẳng và bắn cầu vồng.
Để có thể tới đươc điểm C thì , nghĩa là:

Các điểm có thể tới được của mặt phẳng (Oxz) đều nằm dưới đường parabol an toàn:

3) Bán kính cong của quỹ đạo ở thời điểm t:

Tốc độ góc của vecto vận tốc của đạn ở thời điểm t:

Khảo sát hàm số này theo t ta được:


Bài 11:  Một chất điểm M vạch một đường parabol có phương trình: y = αx2 với vận tốc không đổi v. Xác định gia tốc của nó và bán kính quỹ đạo khi nó đi qua gốc tọa độ O.
Giải:
Ta kí hiệu dấu đạo hàm là dấu chấm “.” phía trên các đại lượng. Ta có:

Lấy đạo hàm bậc hai theo thời gian của x và y ta được: 

Tại O, x = 0 và  nên:

Vecto gia tốc thực sự thẳng góc với quỹ đaok (vận tốc không đổi), bán kính cong của quỹ đaok parabol tại O là:


Bài 12 (Chuyển động xoắn ốc): Một đường xoắn ốc xác định trong hệ tọa độ trụ theo các phương trình: r = R và z = h.θ trong đó h không đổi và được định hướng theo chiều tăng θ. Gốc là điểm được xác định vị trí z = 0.[image: ]

         1) Xác định hoành độ cong, bán kính cong Rc và cơ sở Frenet (.
         2) Trên đường xoắn ốc này có một điểm M chuyển động với tốc độ không đổi v. Xác định vecto vận tốc và vecto gia tốc sử dụng hệ tọa độ cong với cơ sở Frenet và sử dụng tính trực tiếp từ tọa độ trụ.
Giải:
1) 

Và: 

Đồng nhất hai biểu thức ta được:

 s = 0 nếu θ = 0, vậy: s = θ và 


Theo định nghĩa:

Vậy: 

2) Phương pháp thứ nhất: Dùng các kết quả trên:

Phương pháp thứ hai: Tính trực tiếp:

Trong đó:

Do  ,  và  đều bằng không, nên =
Bài 13: Một người dạo chơi A đi theo một con đường thẳng với tốc độ không đổi v0. Ở thời điểm ban đầu, con chó M của người đó đứng cách ông ta một khoảng d trên đường vuông góc với con đường. Con chó chạy về phái chủ của nó với tốc độ v. Hãy xác định thời gian đuổi theo. Cho x, y là các tọa độ của M, r = AM, và θ được xác định trên sơ đồ hình vẽ sau:
[image: ]

1) Biểu diễn đạo hàm theo thời gian  và  theo hàm số của v và θ, rồi biểu diễn x và y theo hàm của v0, r, θ và thời gian t. Từ đó suy ra hai phương trình vi phân theo r(t) và θ(t).
2) Suy ra một phương trình vi phân theo r(θ). Chứng minh rằng  là nghiệm có kể đến các điều kiện ban đầu.
3) Tìm điều kiện mà v và v0 phải thỏa mãn để bài toán có một lời giải. Trong trường hợp này, giá trị cuối cùng của θ là bao nhiêu?
4) Viết một phương trình vi phân của θ(t).
5) Biết rằng:

Hãy xác định thời gian đuổi theo t.
Giải:
1) 
  v0.cosθ – v ,   r. = - v0 sinθ
2)

Thay kết quả câu 1 vào ta được: 

3) Khi v > v0 thì .
4) Biến đổi từ các biểu thức ở trên ta được:

5) Lấy tích phân biểu thức câu 4 ta tìm được thời gian chó đuổi kịp người:

Ta thấy τ chỉ xác định nếu v > v0, nếu v = v0 thì τ tiến tới vô cùng, còn nếu v tiến tới vô cùng thì τ tiến tới không.
Bài 14: Bốn con chuột A,B,C,D ở bốn góc của một hình vuông ABCD cạnh a và mỗi con chuột chạy sau con khác với tốc độ không đổi v như nhau. A chạy đuổi theo B, B đuổi theo C, C đuổi theo D và D đuổi theo A.
[image: ]
[image: ]







1) Sau bao lâu thì chúng gặp nhau?
2) Tìm quãng đường L mà các con chuột đã chạy qua.
3) Xác đinh quỹ đạo của chuột A với các vị trí ban đầu trong tọa độ cực:

Giải:
Bài toán giống hệt nhau đối với cả bôn con chuột, các quỹ đạo cũng giống hệt nhau chỉ sai khác một phép quay và tạo thành ở mỗi thời điểm một hình vuông cạnh  biến đổi được. 
1) , do đó: 
 cùng đường thẳng AB,  vuông góc với đường thẳng AB nên: . = v.  và .
Do đó: 
với .
2) L = v.τ = a.
3) Góc  luôn bằng  . Ta biểu diễn vecto vận tốc của A trong cơ sở địa phương gắn vào A:



Vậy quỹ đạo là một đường xoắn ốc gồm vô số vòng. Bán kính hội tụ theo hàm mũ về không, quãng đường đi qua là hữu hạn.
Bài 15: Một bánh xe bán kính r và tâm C lăn không trượt trên trục Ox trong không khí vẫn ở trong mặt phẳng (Oxz). M là một điểm gắn với bánh xe và ở trên đường chu vi. Ở thời điểm t = 0, M trùng với gốc O, vận tốc của C có độ lớn không đổi bằng v.
1) Làm thế nào để biểu thị được điều kiện “bánh xe lăn không trượt”?
2)  Xác định ở thời điểm t:
a) vị trí của điểm M; 
b) vecto vận tốc  của điểm M.[image: C:\Users\PhongVu VP\Downloads\IMG_0368.jpg]

c) vecto gia tốc  của điểm M.
3) Xác định  và  khi M tiếp xúc với trục Ox.
Giải:
Gọi x, z là các tọa độ của điểm M:  và  > 0 nếu vt > 0.
1) Gọi I là điểm tiếp xúc ở thời điểm t giữa bánh xe và trục Ox, chiều dài của cung tròn IM bằng OI: [image: C:\Users\PhongVu VP\Downloads\IMG_0369.jpg]

xI = vt = rθ. Đây là điều kiện lăn không trượt.
2) a) 
, do đó:

Quỹ đạo là một xicloit.
b) Các thành phần của vM là:

Tốc độ là một vòng tròn tâm (v,0) và bán kính bằng v.[image: C:\Users\PhongVu VP\Downloads\IMG_0370.jpg]


Vecto gia tốc cùng đường thẳng với CM, định hướng về phía C và có độ dài không đổi: a =  .
3) Nếu z = 0,  = .
Bài 16: Một hạt thực hiện chuyển động tuần hoàn trong mặt phẳng (x,y). Các hình chiếu vận tốc của nó trên các trục x,y thay đổi theo thời gian được biểu diễn như trên hình vẽ. Vẽ quỹ đạo của hạt. Tìm bán kính cong của quý đạo tại điểm mà hạt đi qua ở thời điểm t = T/2. Biết rằng t = 0, hạt ở gốc tọa độ.
 [image: ]

Giải:
Xét mỗi khoảng thời gian T/4 ta tìm được quỹ đạo của hạt gồm hai phần parabol đối xứng như hình vẽ.[image: ]

Vào thời điểm t = T/2, ta có:

                                               
Khi đó, vận tốc và gia tốc của vật:

Suy ra, bán kính cong của quỹ đạo:

 (Vật đang ở B).

Bài 17: Một hạt khối lượng m chuyển động với vận tốc  bay vào một miền giới hạn bởi hình vuông cạnh  tại điểm có tọa độ y =  như hình vẽ. Trong miền này hạt chuyển động với gia tốc  có độ lớn không đổi, còn hướng lập với chiều âm của trục y một góc α và α phụ thuộc vào thời gian theo quy luật: . Biết  , với τ là một thông số đã biết. Xác định thời gian để hạt tới điểm trên biên của miền này và vẽ phác quỹ đạo của hạt trong miền ấy.[image: ]

Giải: [image: ]

Ta có: ax = - a.sinα ; ay = - a.cosα.
Tích phân các phương trình trên sử dụng điều kiện biên ta có:


Khi hạt tới biên, y = 0, ta tìm được: 
Khi hạt tới biên x = , ta tìm được: t = t2 thỏa mãn:

Khi đó: y = 0,31
Bài 18: Một chất điểm chuyển động trong mặt phẳng thẳng đứng Q theo đường cong y = - x2 + 6x – 5 với vận tốc . Xác định vận tốc và gia tốc tuyệt đối của điểm M dưới dạng hàm của v và OM nếu mặt phẳng Q quay quanh trục đi qua O và vuông góc với Q với tốc độ góc Ω không đổi.
Giải:
Vận tốc tuyệt đối: Kí hiệu vận tốc tiếp tuyến là v, vận tốc kéo theo là vkt = Ω.OM
Vận tốc tuyệt đối: 
Từ hình vẽ ta có: x = OM.sinβ , y = OM.cosβ

Các thành phần của vận tốc tuyệt đối:


[image: ]

*) Gia tốc tuyệt đối:


Tính đạo hàm theo x,y ta sẽ được các thành phần gia tốc.

Bài 19: Phải ném một vật nhỏ ở mặt đất với vận tốc ban đầu nhỏ nhất bằng bao nhiêu để nó bay qua vật có dạng một phần tư hình trụ bán kính R như hình vẽ. Khi đó khoảng cách từ điểm ném đến bề mặt phẳng của hình trụ và góc ném bằng bao nhiêu?[image: ]

Giải: 
Từ bài toán tổng quát, xét con dế nhảy qua bán trụ có bán kính R, quỹ đạo tiếp túc với bán trụ ở hai điểm đối xứng B và B’ xác định bởi góc α.
Nếu α = 0, quỹ đạo của dế sẽ đi qua đỉnh D của hình trụ. Ta có:[image: ]

 
Lại có:

Xét trường hợp a  0, từ (2) suy ra:

Thay vào (1) ta tìm được:

Áp dụng Cosi ta tìm được:

Ta có: v0mincosφ = v.cosα nên suy ra φ = 600 và khi đó: 

Bài 20: Hai diễn viên xiếc đi xe đạp với cùng tốc độ dài là v theo các vòng tròn có bán kính R1, R2. Tâm của hai vòng tròn này cách nhau một khoảng  < R1 + R2. Hai diễn viên này, một người đi theo chiều kim đồng hồ, người kia đi theo chiều ngược lại. Hãy tìm vận tốc tương đối của hai diễn viên đó (trong hệ tọa độ gắn với một người) tại thời điểm cả hai ở trên đường thẳng nối tâm hai vòng tròn, tại các thời điểm:[image: ]

a) A1 và A2.
b) A1 và B2.
c) B1 và B2.
d) A2 và B1.
Giải:
1) Chọn hệ quy chiếu (HQC) gắn với diễn viên 1, đây là HQC quanh quanh tâm O1 với tốc độ góc .[image: ]

  	a) Khi diễn viên 1 (DV1) ở A1, diễn viên 2 (DV2) ở A2:
DV2 cách tâm O1 một khoảng  + R2 nên vận tốc kéo theo:

Ta có : 
Chọn chiều dương như hình vẽ, ta suy ra:
[image: ]

b) Khi DV1 ở A1, DV2 ở B2:
DV2 cách tâm O1 một khoảng:  - R2 nên: 

Và  , chọn chiều dương như trên thì:

c) Khi DV1 ở B1, DV2 ở B2, làm tương tự thu được kết quả giống câu b):

d) Khi DV1 ở B1, DV2 ở A2, làm tương tự thu được kết quả giống câu a):

2) Chọn HQC gắn với DV2, là HQC quay quanh tâm O2 với tốc độ góc: .
a) Khi diễn viên 1 (DV1) ở A1, diễn viên 2 (DV2) ở A2:
DV1 cách tâm O2 một khoảng  + R1 nên vận tốc kéo theo:

Và:  vẫn chọn chiều dương hướng lên như trên, ta có:

Làm tương tự, ta thu được các kết quả sau:
b) Khi DV1 ở A1, DV2 ở B2, kết quả giống câu a):

c) Khi DV1 ở B1, DV2 ở B2:

d) Khi DV1 ở B1, DV2 ở A2, kết quả giống câu c):

Bài 21: Hai người đấu sung ở trên một bàn quay đều với tốc độ góc ω. Một ở tâm và một ở cách tâm một đoạn r. Giả sử hai người dùng cùng một loại súng. Chuyển động của đạn được coi là thẳng đều.
1) Mỗi người phải ngắm như thế nào để bắn đúng đối thủ?
2) Ai có lợi thế hơn, giải thích?
Giải:
[image: ]
[image: ]






1) Người ở tâm phải bắn đón, ngắm chếch về phía trước một góc α, sao cho người thứ hai quay từ M0 đến M thì đạn cũng vừa từ O đến M.

Với v là vận tốc của đạn so với đất.
Người ở ngoài phải ngắm ngược lại để cho vận tốc của đạn so với người thứ nhất có hướng MO.

Với v’ = v là vận tốc của đạn so với đất.
2) Người ở tâm lợi thế hơn vì hai lí do:
a) Thời gian đi tới đích ngắn hơn:

b) Vận tốc của đạn so với mục tiêu lớn hơn:
Vận tốc đạn của người thứ nhất so với người thứ hai là:

Vận tốc đạn của người thứ hai so với người thứ nhất là:

Nên: t12 > t21.
Bài 22: Trạm ra đa truyền tín hiệu dưới một góc ψ so với mặt phẳng ngang và sau thời gian t1 nhận được tín hiệu phản xạ trở lại từ một máy bay. Sau thời gian T người ta lại truyền tiếp một tín hiệu nữa dưới góc tới φ và lại thu được tín hiệu phản xạ sau thời gian t2 từ máy bay đó. Giả thiết rằng máy bay bay thẳng đều ở độ cao h và hướng về phía trạm ra đa (ψ < φ < π/2). Tìm:
a) Tìm độ cao h.
b) Vận tốc máy bay so với mặt đất.
c) khoảng cách r0 từu máy bay đến trạm ra đa tại thời điểm truyền tín hiệu thứ nhất.
d) Thời điểm máy bay bay qua trạm.
Có phải tất cả các số liệu ψ, φ, t1, t2 đều cần thiết cho lời giải bài toán này không?
Giải:
a) Theo hình vẽ thì chiều cao: h = r1.sinψ với r1 = ct1/2.[image: ]

b) Khoảng cách : r2 = 
Từ đây: x1 = r1.cosψ =.cosψ;  x2 = r2.cosφ =.cosφ
Vận tốc máy bay:

c) Khoảng cách từ máy bay đến trạm tại thời điểm truyền tín hiệu thứ nhất:




d) Vì tại thời điểm truyền tín hiệu thứ nhất, tính theo chiều nằm ngang, khoảng cách từ máy bay đến trạm bằng x0 nên máy bay sẽ bay qua trạm trong thời thời gian:



Để giải bài toán này ta chỉ cần biết ba trong bốn số liệu cho ở đầu bài, bởi vì chúng liên hệ với nhau bằng biểu thức: 

Chẳng hạn, sử dụng các dữ liệu t1, t2, ψ ta biểu diễn được:


Trong trường hợp này, biến đổi ta được:


Bài 23: Một hạt chuyển động trong mặt phẳng (x,y) với vận tốc:  trong đó  ,  là các vecto đơn vị trên các trục x, y;  b,c là các hằng số. Tại thời điểm ban đầu, hạt ở vị trí có x = 0, y = 0. Hãy xác định:
a) Phươn trình quỹ đạo của hạt.
b) Bán kính cong quỹ đạo theo x.
Giải:
a) Tọa độ của hat:


Suy ra phương trình quỹ đạo của hạt là: 

b) Bán kính cong của quỹ đạo:

Với a = b.c ; v =  , at = 
Suy ra:

Bài 24: Một con thiêu thân bay theo đường cong, chiều dài của đường cong được diễn tả theo công thức , ở đây s0 và c là các hằng số đã biết. Biết rằng vec tơ gia tốc tiếp  tuyến tại mỗi điểm tạo với gia tốc toàn phần  một góc φ không đổi. Tìm các giá trị:[image: ]

a) Vận tốc.
b) Gia tốc tiếp tuyến.
c) gia tốc pháp tuyến.
d) Bán kính cong quỹ đạo theo độ dài của đường cong.
Giải: 
a) 
b) 
c) 
d) 

Bài 25: Một hạt chuyển động theo đường cong có phương trình viết dưới dạng tham số như sau: . Đối với mọi giá trị của tham số q tồn tại hệ thức:

Chứng minh rằng:
a) 
b) Ngoài ra đối với mọi q nếu   thì suy ra   
Giải:
a) Từ tính chất đạo hàm của vecto có độ dài không đổi sẽ là một vecto vuông góc với nó, ta suy ra kết quả cần tìm:

b) Vì  điều này chỉ có thể tồn tại khi :  tức là  là vecto không đổi.
Bài 26: Chuyển động của một hạt được mô tả bằng các phương trình: . Trong đó b và c là các hằng số dương. Tìm phương trình quỹ đạo và giá trị cực đại của gia tốc hướng tâm.
Giải:
Ta có: 

Thay vào phương trình đầu ta được phương trình quỹ đạo:

Đây là phương trinh hypebol. Hạt sẽ chuyển động một trong hai nhánh của đường này. Bình phương vận tốc:

Gia tốc hướng tâm:  với bán kính cong của quỹ đạo được xác định từ biểu thức:

Do đó:

Giá trị cực đại của gia tốc hướng tâm xác định từ điều kiện: , tức là:

Khi t = 0, gia tốc hướng tâm đạt cực trị nhưng lúc đó vận tốc của vật là cực tiểu nên cần kiểm tra xem tại thời điểm này gia tốc hướng tâm đạt cực đại hay cực tiểu bằng cách tính đạo hàm bậc hai, ta thấy đạo hàm bậc hai này âm, vậy gia tốc hướng tâm đạt cực đại bằng: amax = 2bc2.
Bài 27: Chuyển động của một hạt được mô tả bởi phương trình: x = b.sinωt; y = c.cos2ωt, trong đó b và c là các hằng số dương. Khảo sát chuyển động của vật, tìm phương trình quỹ đạo, xác định giá trị cực đại và cực tiểu của vận tốc và gia tốc của hạt tại các điểm quay.
Giải:[image: ]

 Sử dụng công thức cos2ωt = cos2ωt – sin2ωt dễ dàng tìm được phương trình quỹ đạo, đó là một đoạn parabol có phương trình:

Parabol này bị giới hạn trong vùng |x|  b và |y|  c. Vật dao động trong vùng Parabol (vẽ ra hình Lissajous) giữa các điểm quay (-b, -c) và (b, -c).
+) điểm (0,c) đạt được khi ωt = nπ (với n = 0, 1, 2,…).
+) điểm (b, -c) đạt được khi ωt = (4n + 1).
+) điểm (-b,-c) đạt được khi ωt = (4n + 3).
Để khảo sát sự thay đổi về vận tốc của vật, ta tính v2:

Lấy đạo hàm theo thời gia và cho bằng không ta có: ω3(16c2cos2ωt – b2)sin2ωt = 0. Suy ra:
 Sin2ωt = 0 tức là ωt = n  hoặc  tức là khi: 
Điều kiện thứ hai chỉ tồn tại khi các biên độ b và c thỏa mãn 4c > b. Như vậy trên cung parabol xuất hiện 5 điểm khác nhau (ba điểm xác định bởi điều kiện thứ nhất và 2 điểm xác định bởi điều kiện thứ hai), tại đó vận tốc cực trị. Tại điểm ứng với ωt = (2n + 1), vận tốc của vật bằng 0, tại điểm (0,c), vận tốc bằng ωb.
Tại điểm , vận tốc cực đại bằng:

Nếu 4c < b, vận tốc chỉ đạt cực trị tại ωt = n  , trong trường hợp này, vận tốc tại điểm (0,c) sẽ lớn nhất.
*) Gia tốc của vật: 
ω2(b2sin2ωt + 16c2cos22ωt)1/2
Tại các điểm quay, gia tốc đạt giá trị:

Bài 28: Một đĩa tròn bán kính R quay xung quanh trục thẳng đứng với tốc độ góc ω. Từ tâm có một con bọ dừa bò dọc theo bán kính ra ngoài với tốc độ không đổi v0. Tìm:
a) Phương trình chuyển động và quỹ đạo của bọ dừa đối với hệ quy chiếu đứng yên trong hệ tọa độ Đề - các và tọa độ cực.
b) Sự phụ thuộc của giá trị vecto vận tốc  và các thành phần xuyên tâm vr và ngang vφ của nó theo thời gian.
c) Sự phụ thuộc của vecto gia tốc  và các thành phần xuyên tâm ar, ngang aφ và pháp tuyến an và tiếp tuyến at của nó vào thời gian.
d) Sự phụ thuộc của bán kính cong vào thời gian.
e) Chiều dài toàn quãng đường mà bọ dừa đã bò qua trong hệ quy chiếu không chuyển động.
Giải:
a) Chuyển động:
	Hệ tọa độ Đề - các
	Hệ tọa độ cực

	vx = v0cosωt + ωv0tcos(ωt + )
= v0cosωt – v0tωsinωt.
vy = v0sinωt + ωv0tsin(ωt + )
= v0sinωt – v0tωcosωt
x = v0t cosωt
y = v0t sinωt
Quỹ đạo:

	v0



r = v0.t
φ = ωt




Dễ dàng kiểm tra được rằng nếu thay x = rcosφ; y = rsinφ vào công thức diễn tả quy luật trong hệ tọa độ Đề - Các thì ta sẽ được phương trình quỹ đạo trong hệ tọa độ cực.  Quỹ đạo là đường xoắn ốc Archimedes.
b) Vận tốc:
	

[image: ]

	vr =  = v0
vφ = rφ = v0ωt












c) Gia tốc:
	ax = - v0ω(2sinωt + ωtcosωt)
ay = v0ω(2cosωt – ωt.sinωt)
[image: ]

	ar = 
aφ = r = 2v0ω











Từ đây có thể tìm được gia tốc pháp tuyến:

d) Bán kính cong:
[image: ]

Giá trị của bán kính cong tính theo φ là:

e) Chiều dài quãng đường (trong hệ tọa độ không chuyển động) mà bọ dừa đã đi qua bằng:




Bài 29: Tìm quỹ đạo của một máy bay siêu âm chuyển động với tốc độ không đổi v trong mặt phẳng thẳng đứng xy mà phi công lái sao cho tại cùng một thời điểm các bạn của người phi công đứng trên sân bay đều nghe được tiếng gầm của động cơ từ mọi vị trí của quỹ đạo dội về. Xác định vị trí điểm kết thúc của quỹ đạo. Tại thời điểm t = 0, phi công đang ở vị trí cách nơi mà các bạn của anh ta đang đứng một khoảng r0 và vecto  hợp với sân bay một góc β. 
Giải:
Kí hiệu vận tốc âm thanh bằng c, vận tốc máy bay bằng v. Khoảng cách máy bay đến gốc tọa độ phải giảm để sao cho âm thanh truyền từ điểm cách r0 đến đồng thời với âm thanh truyền từ điểm cách r1, hay là:[image: ]


Vì:



Thay r = r0 – ct  vào ta được:

Lấy tích phân ta được:

Trong đó A là hằng số tích phân và: B = A/c.
Cuối cùng:

Từ các điều kiện đầu: r(0) = r0; φ(0) = 0 suy ra 
Lại có:


Ta thu được:

Vậy quỹ đạo là một đường xoắn ốc logarit. Từ tính toán cho thấy phi công phải lao máy bay xuống đường bang tại vị trí cách nơi mà bạn của mình đứng một khoảng:

Bài 30: Một hạt A vạch một quỹ đạo chi trước với một gia tốc tiếp tuyến at = () với  là một vecto không đổi có phương trùng với trục Ox,  là vecto đơn vị có phương trùng với vecto vận tốc tại điểm đang xét. Hãy xác định vận tốc của hạt theo x, biết rằng vận tốc của hạt bằng 0 tại x = 0.[image: ]

Giải: 
Nếu biểu thị góc giữa vecto  là α thì: at = b.cosα = b.
Mặt khác vì  và  nên: 
Lấy tích phân và chú ý điều kiện ban đầu ta được:

Bài 31: Một quả cầu bán kính R lăn đều trên hai mặt thành thẳng đứng song song với tốc độ v0. Khoảng cách giữa hai thành là 2d và chiều cao là h với 0 < d < R < h. Xét một điểm nằm trên mặt quả cầu, hãy tìm:
a) Phương trình chuyển động.[image: ]

b) phương trình quỹ đạo.
c) bán kính cong của quỹ đạo.
Biện luận các trường hợp riêng, vẽ quỹ đạo của điểm đó.
Giải:
Theo hình khoảng cách của điểm trên mặt cầu đến trục quay OO’ là r = R.sinθ. Có thể xảy ra ba trường hợp:
- Nếu cosθ =  và khi đó:

(điểm nằm trên vòng tròn lăn theo mặt thành -  hình a)
- Nếu cosθ <   , khi đó r = R.sinθ > r0.   (hình b)
- Nếu cosθ >   , khi đó r = R.sinθ < r0    (hình c)
[image: ]

Dùng kí hiệu:  , ta có thể viết khoảng cách từ một điểm bất kì đến trục quay:

Dễ thấy rằng ba trường hợp nói trên ứng với λ = 1, λ > 1 và λ < 1.
a) Ta hãy tìm các phương trình chuyển động cho điểm A mà tại thời điểm t = 0, tọa độ của nó là x = 0 và y = r0 – r. Theo các kí hiệu như trên hình vẽ và nội dung bài toán ta có:




Vậy: x = r0(φ – λ.sinφ).

Tương tự: y = AF = BC – AC.cosφ

Đây là những phương trình tổng quát cho mọi giá trị của λ thỏa mãn các điều kiện của bài toán. Ta suy ra trường hợp riêng khi λ = 0, tức sinθ = 0, là điểm A nằm trên trục quay. Các phương trình chuyển động của điểm này rất đơn giản: x = v0t; y = .
b) Xác định vị trí của φ từ phương trình của y và thay vào phương trình của x ta tìm được phương trình quỹ đạo:





Đây là phương trình tổng quát của quỹ đạo xycoid. Trong trường hợp khi λ = 1, phương trình có dạng đơn giản hơn.

1. Nếu λ = 1, quỹ đạo của điểm A là đường cong xycloid thường.
2. Nếu λ > 1, quỹ đạo của điểm A là đường cong xycloid kéo dài.[image: ]

3. Nếu λ < 1, quỹ đạo của điểm A là đường cong xycloid rút ngắn.
Dạng của các quỹ đạo này được diễn tả trên các hình dưới đây. Trường hợp λ = 0. Quỹ đạo là đường thẳng có phương trình .
c) Ta xác định bán kính cong ρ của quỹ đạo theo công thức:

Trong đó: 


Thay vào và biến đổi ta được:

Trong trường hợp λ = 1, công thức trở nên đơn giản hơn rất nhiều:

Từ kết quả thu được ta thấy bán kính cong đạt giá trị cực đại khi φ = (2n – 1)π, tức đối với:

(với n là số nguyên). Khi đó:

Cực tiểu của bán kính cong ứng với φ = 2nπ, khi đó:


Trong trường hợp đặc biệt khi λ = 0, chuyển động theo đường thẳng, bán kính cong tiến tới vô cùng.


MỘT SỐ BÀI TẬP TỰ GIẢI
Bài 32: Một học sinh thiết kế một đường đi không ma sát để cho phép một quả bóng (kích thước rất nhỏ - coi như chất điểm) di chuyển trên đường đi đó, nó gồm một đoạn dốc và một đoạn thẳng nằm ngang (hình vẽ). Tại thời điểm t = 0, một quả bóng được thả cho chuyển động từ trạng thái nghỉ xuống dốc (góc nghiêng θ1, cao h). Sau đoạn dốc nghiêng là đoạn thẳng nằm ngang (có chiều dài d). Thời gian đi hết đoạn đường này (đường đi 1) là tT1. Tuy nhiên học sinh đó không thỏa mãn với thời gian này, cậu ấy muốn thiết kế một đường đi giúp bóng chuyển động nhanh hơn và hoàn thành trong thời gian ngắn hơn (đường đi 2). Đường đi 2 được thiết kế gồm hai đoạn dốc xuống (góc nghiêng θ1 và θ2 tương ứng, cao h),  một đoạn dốc lên (góc nghiêng θ2, cao h) và ba đoạn thẳng nằm ngang. Chiều dài các đoạn được chỉ ra như hình vẽ. Giả thiết tốc độ của bóng trên hai đường đi là đủ nhỏ để các quả bóng luôn chuyển động trên đường đi.
a) Viết biểu thức của d theo các đại lượng h, θ2, d2, d4 và d6.
b) Tìm thời gian mà bóng đi hết đường đi 1 và đường đi 2. Viết kết quả theo các đại lượng θ1, θ2, g (là gia tốc trọng trường), d, h, d2, d4 và d6. Chứng minh rằng bóng đi theo đường đi 2 luôn nhanh hơn so với đi ở đường đi 1. Tìm độ chênh lệch thời gian giữa hai đường đi đó. Viết kết quả theo g, h, d4 và θ2.
[image: ]

Đáp số:
a) 
b) 
c) 
Bài 33: Tìm phương trình chuyển động của chất điểm chuyển động theo vòng tròn bán kính r0 nếu góc giữa vecto gia tốc  và vecto bán kính  của chất điểm có giá trị không đổi bằng α. Biện luận kết quả thu được theo giá trị góc α. Các điều kiện ban đầu φ(0) = 0, .
Đáp số:
 φ(t) = .tanα.ln(ω0.t.tanα + 1) biểu thức này có nghĩa với mọi  α < .
Khi α = 0, thì φ(t) = ω0t, chất điểm chuyển động đều.
Khi α =  thì φ(t) = ln(ω0t +1)
Bài 34: Chất điểm chuyển động theo vòng tròn bán kính r với gia tốc tiếp tuyến at = const. Tại thời điểm ban đầu chất điểm ở A và vận tốc của nó bằng không. Tìm:
a) giá trị của thành phần gia tốc pháp tuyến an.
b) giá trị của vecto gia tốc  và góc tạo thành giữa nó với vecto bán kính  của chất điểm.
c) điểm B, tại đó giá trị của gia tốc tiếp tuyến at bằng gia tốc pháp tuyến an.
Đáp số:
a) an = 2at.φ. 
b) 
c) tại B: φB = 0,5, chiều dài cung AB là s = rφ1 = r/2.
Bài 35: Chuyển động của một điểm trong không gian được diễn tả bằng hệ phương trình:

Trong đó b, c, d là những hằng số dương.
a) Tìm quỹ đạo của điểm.
b) Tìm giá trị vận tốc của điểm đó khi nó khi nó rời xa khỏi gốc tọa độ.
Đáp số:
a) quỹ đạo là đường cong parabol: 
b) 
Bài 36: Tìm độ lệch về phía đông của một vật rơi từ đỉnh một ngọn tháp chiều cao h trong trọng trường của Trái Đất. Biện luận kết quả thu được theo vĩ độ nơi có ngọn tháp.
Đáp số: Δx = 

KẾT LUẬN

	Cơ học chất điểm là một trong những nội dung khó của vật lí phổ thông. Trong khuôn khổ thời gian có hạn, chuyên đề đã tập trung phân tích, làm rõ cơ sở lí thuyết về phần động học chất điểm, về các loại hệ trục tọa độ thường dùng để giải bài toán về cơ học chất điểm, đã làm rõ cách xác định vecto vận tốc và gia tốc trong các loại hệ trục tọa độ đó. Chuyên đề cũng xây dựng, sưu tầm hệ thống các bài tập về động học chất điểm, trong đó tập trung vào các bài tập có sử dụng kiến thức toán nâng cao để giải, vào chuyển động cong của chất điểm. 
Trong quá trình dạy học sinh giỏi, tôi đã sử dụng và thấy đây là một trong những tư liệu hữu ích, tạo cơ hội cho học sinh tiếp cận và thực hiện việc giải bài tập khó về cơ học chất điểm một cách dễ dàng hơn.
Tuy nhiên do thời gian và trình độ còn hạn chế nên chuyên đề không thể tránh khỏi những thiếu sót, lượng bài tập chưa thực sự nhiều và phong phú. Tôi rất mong nhận được sự đóng góp ý kiến của các thầy cô và bạn đọc.
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