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Giáo viên Hướng Dẫn : Đỗ Kim Sơn


Ứng dụng của định lý Ptoleme mở rộng 

Trong bài viết này, chúng ta sẽ không đề cập đến các ứng dụng trực tiếp của định lý Ptoleme, tức là trường hợp đặc biệt của bất đẳng thức Ptoleme, trong việc giải các bài toán hình học, bao gồm việc chứng minh các đẳng thức hình học, các đặc tính hình học, các bài toán tính toán. Tất cả các bài toán dạng này chúng tôi đưa vào phần bài tập. 

Dưới đây, xin nêu ra những ứng dụng của định lý Ptolememở rộng (định lý Casey) trong việc chứng minh một số định lý hình học.  

Định lý 1. Cho hai đường tròn (O1), (O2) tiếp xúc ngoài nhau tại I và cùng tiếp xúc trong với đường tròn (O). Một tiếp tuyến chung ngoài của (O1) và (O2) cắt O tại B và C, trong khi đó tiếp tuyến chung trong của chúng cắt (O) tại điểm A cùng phía với I. Khi đó I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC. 

Chứng minh 1. Giả sử BC tiếp xúc (O1) tại X và (O2) tại Y và AI cắt BC tại D. Đặt
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Áp dụng định lý Ptoleme mở rộng (GPT) cho các bộ 4 đường tròn (A, (O1), B, C) và (A, (O2), C, B) ta có
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Trừ hai đẳng thức này cho nhau, ta được 
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từ đó
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, tức là
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, suy ra AD là phân giác góc A và
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. Mặt khác, cộng hai đẳng thức này, ta được 
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suy ra 
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tức là
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, suy ra BI là phân giác góc B. Định lý được chứng minh.  

Chứng minh 2.
Bổ đề: Cho BC là dây cung của đường tròn (O), S1, S2 là hai cung của (O) tạo bởi BC. Gọi M là trung điểm của S2 và xét tất cả các đường tròn (V) tiếp xúc với S1 và BC. Khi đó độ dài tiếp tuyến tMV từ M đến (V) không phụ thuộc vào vị trí của V.
Chứng minh bổ đề. Giả sử (V) tiếp xúc (O) tại R và BC tại S. Áp dụng GPT cho bộ 4 đường tròn (B, (V), C, M) ta có BS.CM + CS.BM = tMV.BC. Vì CM = BM nên từ đây ta suy ra tMV = BM (không đổi). 
Chứng minh định lý 1. Gọi M là trung điểm cung BC không chứa A. Áp dụng bổ đề, ta có tMO1 = MB = MI = MC = tMO2. Từ đó suy ra M nằm trên trục đẳng phương của hai đường tròn (O1), (O2), tức là trên AI. Điều đó có nghĩa là AI là phân giác góc A. 

Định lý 2. Cho tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn (O). Đường tròn (C) tiếp xúc với dây cung BC tại D và các cạnh AB, AC tương ứng tại P và Q. Khi đó trung điểm của PQ là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC. 
Chứng minh.Áp dụng GPT cho cặp 4 đường tròn (A, B, (C), C). Đặt 
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Định lý GPT cho ta 
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là nửa chu vi tam giác. Gọi I là trung điểm của PQ thì 
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và khoảng cách từ I đến AB bằng 
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và bằng
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. Suy ra I chính là tâm đường tròn nội tiếp tam giác. 

Rất thú vị là sử dụng GPT, ta có thể tìm được một cách chứng minh ngắn gọn nhất cho một kết quả kinh điển, một viên ngọc của hình học sơ cấp, định lý Feuerbach. 

Định lý Feuerbach. Đường tròn nội tiếp và đường tròn 9 điểm Euler tiếp xúc với nhau.
Chứng minh.Gọi D, E, F là trung điểm các cạnh BC, CA, AB tương ứng và (I) là đường tròn nội tiếp tam giác. Gọi a, b, c là độ dài các cạnh, p là nửa chu vi. Xét bộ bốn (D, E, F, (I)), ta có
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Để áp dụng định lý GPT đảo, ta chỉ cần kiểm tra xem có đẳng thức dạng
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hay không. Nhưng điều này là hiển nhiên. 

Mở rộng định lý Ptoleme và bất đẳng thức Ptoleme        

Định lý Ptoleme và bất đẳng thức Ptoleme có nhiều hướng mở rộng khác nhau. Thậm chí từ bất đẳng thức Ptoleme, phát sinh ra hẳn một khái niệm gọi là không gian metric Ptoleme, đồ thị Ptoleme … Dưới đây, chúng ta xem xét một số mở rộng của định lý Ptoleme (và cũng là của bất đẳng thức Ptoleme)  

Định lý Bretschneider 

Cho tứ giác ABCD có độ dài các cạnh AB, BC, CD, DA lần lượt là a, b, c, d và độ dài hai đường chéo AC, BD là m, n. Khi đó ta có
      m2n2 = a2c2 + b2d2 – 2abcd.cos(A+C)   

Rõ ràng định lý Ptoleme và cả bất đẳng thức Ptoleme đều là hệ quả của định lý Bretschneider. Ta xem xét chứng minh của kết quả này 

Trên cạnh AB ra phía ngoài dựng tam giác AKB đồng dạng với tam giác ACD, trong đó
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, còn trên cạnh AD dựng tam giác AMD đồng dạng tam giác ABC, 
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. Từ các tam giác đồng dạng này ta suy ra
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Ngoài ra, 
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, nghĩa là tứ giác KBDM là hình bình hành. Nghĩa là
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. Nhưng
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. Áp dụng định lý hàm số cos cho tam giác KAM, ta có 
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Định lý Casey (định lý Ptoleme mở rộng) 
Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn (C). Bốn đường tròn , , ,  tiếp xúc với (C) lần lượt tại A, B, C, D. Gọi t là độ dài đoạn tiếp tuyến chung, trong đó t là độ dài đoạn tiếp tuyến chung ngoài nếu ,  cùng tiếp xúc ngoài hoặc cùng tiếp xúc trong với (C) và t là độ dài đoạn tiếp tuyến chung trong trong trường hợp ngược lại. Các đại lượng t, t … được định nghĩa tương tự. Khi đó ta có
       t.t + t.t = t.t.  (9) 

Ta chứng minh cho trường hợp , , ,  đều tiếp xúc ngoài với (C). Các trường hợp khác chứng minh tương tự. 
Gọi R là bán kính đường tròn (C), x, y, z, t là bán kính các đường tròn , , , . Đặt 
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Ta sẽ tính t theo R, x, y và a. Gọi X, Y là tâm của ,  thì ta có, theo định lý Pythagore
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Mặt khác, theo định lý hàm số cos thì
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Từ đó  

Tương tự với các đại lượng t, t … 

Thay vào (9) ta thấy rằng định lý Casey được suy ra từ định lý Ptoleme, cụ thể là từ đẳng thức  a.c + b.d = m.n.  

Ngược lại, định lý Ptolemechính là trường hợp đặc biệt của định lý Casey, khi x = y = z = t = 0.  

Định lý Casey có thể phát biểu một cách khác, như sau: Các đường tròn A, B, C, D tiếp xúc với đường tròn (O); a, b, c, d, x, y là độ dài các tiếp tuyến chung của các cặp đường tròn A và B, B và C, C và D, D và A, A và C và B và D tương ứng. Khi đó x.y = a.c + b.d. Chú ý ta lấy độ dài tiếp tuyến chung trong hay tiếp tuyến chung ngoài theo nguyên tắc đã đề cập ở trên. Cuối cùng, điểm có thể coi như đường tròn bán kính 0 và tiếp tuyến của hai « đường tròn điểm » chính là đường thẳng đi qua chúng. Điều này sẽ được dùng đến trong phần ứng dụng của định lý Casey. 

Định lý Ptoleme và tứ giác điều hoà 
Tứ giác ABCD nội tiếp một đường tròn được gọi là tứ giác điều hoà nếu các tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tại A và C cắt nhau tại một điểm nằm trên BD, và ngược lại, tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tại các điểm B và D cắt nhau tại một điểm nằm trên AC. 

Ngoài ra, có một định nghĩa gọn gàng hơn cho tứ giác điều hoà, nhờ vào tính chất sau: 

Định lý: Tứ giác ABCD là tứ giác điều hoà khi và chỉ khi AB.CD = AD.BC. 

Chứng minh. 
Phần thuận. Giả sử tiếp tuyến của đường tròn tại A và C cắt nhau tại P nằm trên BD. Hai tam giác ABP và DAP đồng dạng, suy ra
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Tương tự hai tam giác CBP và DCP đồng dạng, suy ra
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Từ đó suy ra  
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Phần đảo. Phần đảo có thể chứng minh sử dụng phần thuận và tính chất: Với 3 điểm A, B, C trên đường tròn thì tồn tại một điểm duy nhất sao cho 
[image: image39.wmf].  ..
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Tứ giác điều hoà có nhiều tính chất thú vị, và khái niệm này liên quan mật thiết đến khái niệm cực, đối cực. Tuy nhiên, bài viết này không đi sâu về các tính chất khác nhau của tứ giác điều hoà mà nói đến việc ứng dụng định lý Ptolemevào tứ giác điều hoà để thu được một tính chất thú vị của tứ giác điều hoà, và xem xét một số ứng dụng của tính chất này. 

Tính chất. Nếu ABCD là tứ giác điều hoà thì
[image: image40.wmf].  2..
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Chứng minh. Điều này là hiển nhiên do định lý trên và định lý Ptoleme. 

Sau đây là một bài toán áp dụng. 

Ví dụ 5. Cho tam giác ABC có đường tròn nội tiếp (I) tiếp xúc với các cạnh BC, CA, AB tại D, E, F. BE, CF cắt (I) tại các điểm thứ hai M, N tương ứng. Chứng minh rằng
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Giải: Áp dụng định lý Ptolemecho tứ giác EFMN ta được 
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. Như vậy điều cần chứng minh tương đương với
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Ta có DNEF là một tứ giác điều hoà nên theo tính chất trên
      NF.DE = 2.FD.NE
Tương tự, DMEF là tứ giác điều hoà nên
      ME.FD = 2.MF.DE
Nhân các đẳng thức trên vế theo vế rồi giản ước cho DE.FD ở hai vế, ta được
      NF.ME = 4.NE.MF 
chính là điều cần chứng minh. 

Cuối cùng, ta chứng minh một tính chất thú vị của tứ giác điều hoà, cũng dựa vào tính chất nói trên 

Định lý. Cho tứ giác điều hoà ABCD. Gọi H là trung điểm của AC và K là trung điểm của BD. Khi đó
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Chứng minh. Do AC.BD = 2.AB.CD nên ta có AH.BD = AB.CD, từ đó 
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Từ đó suy ra các tam giác AHB và DCB đồng dạng với tỷ số AB/DB. Suy ra
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Tương tự
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Suy ra 
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Công thức này hoàn toàn đối xứng đối với A, B, C, D do đó ta cũng sẽ thu được công thức tương tự khi tính KA + KC. Suy ra HB + HD = KA + KC. 

Ghi chú. Cũng từ chứng minh trên, ta suy ra một tính chất đặc trưng khác của tứ giác điều hoà như sau. 

Tính chất. Nếu ABCD là tứ giác điều hoà thì đường chéo BD là đường đối trung của các tam giác BAC và DAC, đường chéo AC là đường đối trung của các tam giác ABD, CBD. 
Ứng dụng “không hình học” của bất đẳng thức Ptoleme  

Chúng ta sẽ đề cập đến những ứng dụng của định lý Ptoleme, của bất đẳng thức Ptoleme trong các lĩnh vực toán học khác, trong đó có lượng giác, giải tích, lý thuyết đồ thị. 

Bảng độ dài các dây cung của Ptoleme
Ptoleme là người đầu tiên đã lập ra bảng các hàm số lượng giác của các góc. Thực ra, Ptoleme đã lập ra bảng độ dài các dây cung ứng với góc ở tâm. Tuy nhiên, chúng ta có thể hiểu rằng bảng này hoàn toàn tương đương với bảng các hàm lượng giác.  

Trên ngôn ngữ hiện đại, có thể hiểu ý tưởng của Ptoleme như sau: Dùng định lý Ptoleme, ông tìm ra công thức tương đương với công thức lượng giác quen thuộc:
      sin(-) = sin.cos - sin.cos
Như thế, nếu biết hàm lượng giác của 720 và 600 thì sẽ tìm được hàm lượng giác của 120. 

Ptoleme lại tìm được công thức tính độ dài của dây cung góc chia đôi (tương ứng với công thức  sin2(/2) = (1-cos)/2.  

Từ đây, lại tìm được hàm lượng giác của các góc 60, 30, 1.50, … Sau đó, Ptoleme dùng công thức hiệu để lập bảng các dây cung, tương ứng với bảng các hàm lượng giác của các góc. Bạn đọc có thể xem chi tiết các lập luận của Ptoleme trong [11]. 

Không gian metric Ptoleme
Bất đẳng thức Ptoleme trong không gian Euclid 2 chiều đã dẫn đến một khái niệm quan trọng là khái niệm không gian metric Ptoleme. 

Nhắc lại, không gian metric là một bộ (X, d) trong đó X là một tập hợp còn d là một ánh xạ từ  X  X vào R+ (tập hợp các số thực không âm), thoả mãn các tính chất sau
a. d(x, y)  0 với mọi x, y thuộc X 

b. d(x, y) = 0 khi và chỉ khi x = y 

c. d(x, y) = d(y, x) với mọi x, y thuộc X 

d. d(x, z)  d(x, y) + d(y, z) với mọi x, y, z thuộc X 

 

Không gian metric (X, d) được gọi là không gian metric Ptolely nếu như với bốn điểm x, y, z, t bất kỳ ta có bất đẳng thức Ptoleme
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  Đồ thị Ptoleme
Tương tự, ta có khái niệm đồ thị Ptoleme : Đồ thị liên thông G được gọi là đồ thị Ptoleme nếu với 4 điểm A1, A2, A3, A4 bất kỳ ta có 
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trong đó dij là khoảng cách giữa Ai và Aj, nghĩa là độ dài đường đi ngắn nhất từ Ai đến Aj. 

Những đối tượng này có những tính chất quan trọng và được nhiều nhà toán học quan tâm nghiên cứu 
Bài tập có giải
Bài toán 1: Cho tam giác đều [image: image51.png]-



có các cạnh bằng [image: image52.png]


Trên [image: image53.png]


lấy điểm[image: image54.png]


 di động, trên tia đối của tia [image: image55.png]


lấy điểm [image: image56.png]


di động sao cho [image: image57.png]


. Gọi [image: image58.png]


là giao điểm của [image: image59.png]


và [image: image60.png]


. Chứng minh rằng: [image: image61.png]



( Đề thi vào trường THPT chuyên Lê Quí Đôn, thị xã Đông Hà, tỉnh Quảng Trị, năm học 2005-2006)

[image: image62.png]



Chứng minh:
Từ giả thiết [image: image63.png]


suy ra [image: image64.png]AQ _ AB

1B BP




Xét [image: image65.png]


và [image: image66.png]


có: 

Lại có [image: image67.png]ABO + MBP = 60°(2)




Từ: 
[image: image68.png](1),(2) = BMP = 180° — MBP — MPB = 120°
— AMB — 180° — BAMP — 180° — 120° — 60° — ACB





Suy ra tứ giác [image: image69.png]


nội tiếp được đường tròn.
Áp dụng định lí Ptô-lê-mê cho tứ giác [image: image70.png]


nội tiếp và giả thiết [image: image71.png]


ta có:
[image: image72.png]


(đpcm) 

Đây là 1 bài toán khá dễ và tất nhiên cách giải này ko được đơn giản lắm.Vì nếu muốn sử dụng đẳng thức Ptô-lê-mê trong 1 kì thi thì có lẽ phải chứng minh nó dưới dạng bổ đề. Nhưng điều chú ý ở đây là ta chẳng cần phải suy nghĩ nhiều khi dùng cách trên trong khi đó nếu dùng cách khác thì lời giải có khi lại ko mang vẻ tường minh. 

Bài toán 2: Tam giác [image: image73.png]-



vuông có [image: image74.png]o



. Gọi [image: image75.png]


là một điểm trên cạnh [image: image76.png]BC.E



là một điểm trên cạnh [image: image77.png]


kéo dài về phía điểm [image: image78.png]


sao cho [image: image79.png]


. Gọi [image: image80.png]


là một điểm trên cạnh [image: image81.png]


sao cho [image: image82.png]E.B,D. P



nằm trên một đường tròn. [image: image83.png]


là giao điểm thứ hai của [image: image84.png]


với đường tròn ngoại tiếp [image: image85.png]


. Chứng minh rằng: [image: image86.png]AQ +CQ) =BP




(Đề thi chọn đội tuyển Hồng Kông tham dự IMO 2000, HongKong TST 2000)

[image: image87.png]



Chứng minh:
Xét các tứ giác nội tiếp [image: image88.png]


và [image: image89.png]


ta có:
[image: image90.png]CAQ = CBO = DEP




(cùng chắn các cung tròn)
Mặt khác [image: image91.png]AQC = 108° — ABC = EPD




Xét [image: image92.png]


và [image: image93.png]


có:

(do [image: image94.png]


)
[image: image95.png]£:g:>EDQ(‘:A(‘PD:BEPD(Z)
ED PD




(do [image: image96.png]


)
Áp dụng định lí Ptô-lê-mê cho tứ giác nội tiếp [image: image97.png]


ta có: 
[image: image98.png]



Từ [image: image99.png]


suy ra:
[image: image100.png]AQ.ED +QC.ED = ED.BP = AQ) + QC = BP



(đpcm)

Có thể thấy rằng bài 1 là tư tưởng đơn giản để ta xây dựng cách giải của bài 2. Tức là dựa vào các đại lượng trong tam giác bằng nhau theo giả thiết ta sử dụng tam giác đồng dạng để suy ra các tỉ số liên quan và sử dụng phép thế để suy ra điều phải chứng minh. Cách làm này tỏ ra khá là hiệu quả và minh họa rõ ràng qua 2 ví dụ mà zaizai đã nêu ở trên. Để làm rõ hơn phương pháp chúng ta sẽ cùng nhau đến với việc chứng minh 1 định lí bằng chính Ptô-lê-mê.

Bài toán 3: ( Định lí Carnot)
Cho tam giác nhọn [image: image101.png]-



nội tiếp trong đường tròn [image: image102.png]


và ngoại tiếp đường tròn [image: image103.png]


Gọi [image: image104.png]


lần lượt là khoảng cách từ [image: image105.png]


tới các cạnh tam giác. Chứng minh rằng: [image: image106.png]



[image: image107.png]<




Chứng minh:
Gọi [image: image108.png]


lần lượt là trung điểm của [image: image109.png]BC,CA AB




. Giả sử [image: image110.png]r=0M.y=ON.

OP.BC =a,CA





Tứ giác [image: image111.png]


nội tiếp, theo đẳng thức Ptô-lê-mê ta có:
[image: image112.png]



Do đó: [image: image113.png]



Tương tự ta cũng có :
[image: image114.png]



Mặt khác:
[image: image115.png]c. a b c
+5) = Sasc = Sosc + Soca+ Soan = 7.5 +y5 + 2.5 (4)




Từ [image: image116.png]


ta có:
[image: image117.png])= R+r=x+y+z




Đây là 1 định lí khá là quen thuộc và cách chứng minh khá đơn giản. Ứng dụng của định lí này như đã nói là dùng nhiều trong tính toán các đại lượng trong tam giác. Đối với trường hợp tam giác đó không nhọn thì cách phát biểu của định lí cũng có sư thay đổi.

2, Chứng minh các đặc tính hình học:

Bài toán 1: Cho tam giác [image: image118.png]-



nội tiếp trong đường tròn [image: image119.png]


và [image: image120.png]


. Các đường thẳng tiếp xúc với đường tròn [image: image121.png]


tại [image: image122.png]AC



cắt nhau ở [image: image123.png]


. Chứng minh rằng [image: image124.png]


đi qua điểm chính giữa của cung [image: image125.png]



[image: image126.png]'




Chứng minh:
Gọi giao điểm của [image: image127.png]


với đường tròn là [image: image128.png]


. Nối [image: image129.png]


.
Xét [image: image130.png]


và [image: image131.png]


có: [image: image132.png]


chung 
[image: image133.png]= ANPC ~ ACPB(g.g) = ——
PB_ BC





Tương tự ta cũng có [image: image134.png]AP
APAN ~ APBA it
(9.9)= =+





Mặt khác [image: image135.png]


( do là 2 tiếp tuyến của đường tròn cắt nhau)
Nên từ [image: image136.png]= NC.AB = BC.AN(3)





Áp dụng định lí Ptô-lê-mê cho tứ giác nội tiếp [image: image137.png]-




ta có:
[image: image138.png]



Từ [image: image139.png]


.
Vậy ta có điều phải chứng minh.

Đây có lẽ là một trong những lời giải khá là ngắn và ấn tượng của bài này.Chỉ cần qua vài quá trình tìm kiếm các cặp tam giác đồng dạng ta đã dễ dàng đi đến kết luận của bài toán. Tư tưởng ban đầu khi làm bài toán này chính là dựa vào lí thuyết trong cùng một đường tròn hai dây bằng nhau căng hai cung bằng nhau. Do có liên quan đến các đại lượng trong tứ giác nội tiếp nên việc chứng minh rất dễ dàng. 

Bài toán 2: Cho tam giác ABC có I là tâm đường tròn nội tiếp, O là tâm đường tròn ngoại tiếp và trọng tâm G. Giả sử rằng [image: image140.png]


. Chứng minh rằng [image: image141.png]


song song với [image: image142.png]



[image: image143.png]



Kéo dài [image: image144.png]


cắt [image: image145.png]


tại [image: image146.png]


. Khi đó [image: image147.png]


là điểm chính giữa cung [image: image148.png]


(không chứa [image: image149.png]


).
Ta có: [image: image150.png]


. Lại có :
[image: image151.png]



Do [image: image152.png]


suy ra [image: image153.png]


sđ cung [image: image154.png]



Từ [image: image155.png]



Áp dụng định lí Ptô-lê-mê cho tứ giác nội tiếp [image: image156.png]


ta có:
[image: image157.png]



Từ [image: image158.png]



Áp dụng tính chất đường phân giác trong tam giác và (5) ta có:
[image: image159.png]AB 1A

BD "~ ID  CD BD+CD
_AB+aC_2BC

BC' BC'





Vậy [image: image160.png]



Mặt khác G là trọng tâm của tam giác suy ra [image: image161.png]



Từ [image: image162.png]GM




Suy ra IG là đường trung bình của tam giác [image: image163.png]


hay [image: image164.png]


song song với [image: image165.png]


.

Đây là một bài toán khá là hay ít nhất là đối với THCS và với cách làm có vẻ "ngắn gọn" này ta đã phần nào hình dung được vẻ đẹp của các định lí. 

Bài toán 3:
Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O), CM là trung tuyến. Các tiếp tuyến tại A và B của (O) cắt nhau ở D. Chứng minh rằng: 
[image: image166.png]ACD — BCM




[image: image167.png]



Chứng minh:
Gọi N là giao điểm của CD với (O). Xét tam giác DNB và DBC có:
[image: image168.png]DCB.D




chung.
[image: image169.png]= =
B CD

= ADBN ~ ADCB(g.g)
NB _BD




Tương tự ta cũng có :
[image: image170.png]ADN A~ ADAC(g.9) = -





Mà [image: image171.png]


nên từ [image: image172.png]= NB.AC = AN.BC(3)




Áp dụng định lí Ptô-lê-mê cho tứ giác nội tiếp [image: image173.png]


ta có:
[image: image174.png]



Từ (3) và giả thiết 
[image: image175.png]



Xét [image: image176.png]


và [image: image177.png]


có:

Vậy bài toán được chứng minh.

Cơ sở để ta giải quyết các bài toán dạng này là tạo ra các tứ giác nội tiếp để áp dụng định lí sau đó sử dụng lí thuyết đồng dạng để tìm ra mối quan hệ giữa các đại lượng. Đây là một lối suy biến ngược trong hình học.

3, Chứng minh các đẳng thức hình học:

Bài toán 1: Giả sử [image: image178.png]


là các điểm nằm trong [image: image179.png]


sao cho [image: image180.png]


. Chứng minh rằng:
[image: image181.png]B\[B\'+C,\[C
BA.BC' CACB





Chứng minh:

Lấy điểm K trên đường thẳng BN sao cho [image: image182.png]BCK — BMA



, lúc đó [image: image183.png]ABMA~ ABCK



suy ra: 
[image: image184.png]BM _ AM

BK _ BC CK

1)




[image: image185.png]



Mặt khác dễ thấy rằng [image: image186.png]


, từ đó [image: image187.png]


dẫn đến [image: image188.png]AL BR AR

BM

BC  CM




.
Cũng từ [image: image189.png]ABMA~ ABCK



ta có: 
[image: image190.png]


.
suy ra tứ giác [image: image191.png]


nội tiếp đường tròn. 
Áp dụng định lí Ptô-lê-mê cho tứ giác [image: image192.png]


ta có: 
[image: image193.png]AC.NK





Nhưng từ [image: image194.png]


và [image: image195.png]


thì :
[image: image196.png]CK = AM BC.AI\' = ab C"[.Bl\' = AB.5C
BM BM BM





Nên ta có đẳng thức (3) 


Đây là 1 trong những bài toán khá là cổ điển của IMO Shortlist. Ta vẫn có thể giải quyết bài toán theo một hướng khác nhưng dài và phức tạp hơn đó là sử dụng bổ đề: Nếu M,N là các điểm thuộc cạnh BC của [image: image197.png]


sao cho [image: image198.png]


thì [image: image199.png]AB.AC —BM.BN.CM.C.




. Đây là một bổ đề mà các bạn cũng nên ghi nhớ.

Bài toán 2: Cho tứ giác ABCD nội tiếp trong đường tròn (O). Chứng minh rằng: [image: image200.png]A¢  BC.CD + AB.BD
BD BC.BA+DCDA




Chứng minh:
Lấy E và F thuộc đường tròn sao cho: 
[image: image201.png]CDB = ADE,BDA = DCF





Khi đó: [image: image202.png]



Áp dụng định lí Ptô-lê-mê cho hai tứ giác nội tiếp AECD và BCDF ta có:
[image: image203.png]AC.ED = AE.CD + AD.EC = BC.CD + AD.AB(1)
BD.CF = BC.DF + BF.CD = BC.AB + AD.CD(2)





Mặt khác:
[image: image204.png]CDE — CDB + BDE

widehat FC'D




Do đó:
[image: image205.png]FDC —FDE + EDC — FCE + FCD = ECD





Suy ra: [image: image206.png]ED = FC(3)




Từ (1), (2), (3) ta có điều phải chứng minh.

Bài toán 3: Cho tam giác ABC với BE, CF là các đường phân giác trong. Các tia EF, FE cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác theo thứ tự tại M và N. Chứng minh rằng:
[image: image207.png]



[image: image208.png]



Chứng minh:
Đặt[image: image209.png]



Áp dụng định lí Ptô-lê-mê cho hai tứ giác nội tiếp [image: image210.png]


và [image: image211.png]


ta có:
[image: image212.png]a-AM +b.BM = c.CM(1)




Từ (1) và (2) ta được:
[image: image213.png]



Mặt khác ta lại có:
[image: image214.png]AANF ~ ANBF(g.9) = -





Tương tự :
[image: image215.png]AN AR
AANF ~ AMBF! AN _ A
(99)= o =777

(





Từ (4), (5) và tính chất đường phân giác ta có:
[image: image216.png]



Chứng minh tương tự ta được:
[image: image217.png]



Từ (3), (6), (7) ta có điều phải chứng minh.

Có thể dễ dàng nhận ra nét tương đồng giữa cách giải của 3 bài toán đó là vận dụng cách vẻ hình phụ tạo ra các cặp góc bằng các cặp góc cho sẵn từ đó tìm ra các biểu diễn liên quan. Một đường lối rất hay được sử dụng trong các bài toán dạng này.

4, Chứng minh bất đẳng thức và giải toán cực trị trong hình học:

Bài toán 1: (Thi HSG các vùng của Mĩ, năm 1987)
Cho một tứ giác nội tiếp có các cạnh liên tiếp bằng [image: image218.png]a, b.e.d



và các đường chéo bằng [image: image219.png]


Chứng minh rằng:
[image: image220.png]pq < /(a2 +b2)(c? + d?2)





Chứng minh:
Áp dụng định lí Ptô-lê-mê cho tứ giác nội tiếp thì [image: image221.png]ac + bd = pq




Vậy ta cần chứng minh [image: image222.png]P

q° = (ac + bd)*

I

(a® + b%)(c* + d*)




Bất đẳng thức này chính là một bất đẳng thức rất quen thuộc mà có lẽ ai cũng biết đó là bất đẳng thức Bunhiacopxki-BCS. Vậy bài toán được chứng minh.

Một lời giải đẹp và vô cùng gọn nhẹ cho 1 bài toán tưởng chừng như là khó. Ý tưởng ở đây là đưa bất đẳng thức cần chứng minh về 1 dạng đơn giản hơn và thuần đại số hơn. Thật thú vị là bất đẳng thức đó lại là BCS.

Bài toán 2:
Cho lục giác lồi ABCDEF thỏa mãn điều kiện [image: image223.png]AB=BC.CD=DE EF =FA




Chứng minh rằng:
[image: image224.png]BC | DE | FA 3 (AC—CE) +(CE — AE)" + (AE — AC)®
BE DA FC~2 (AC+CE?+(CE+AE? + (AE+ AC)?





[image: image225.png]



Chứng minh:
Đặt [image: image226.png]


Áp dụng định lí Ptô-lê-mê mở rộng cho tứ giác [image: image227.png]


ta có: [image: image228.png]


. Vì [image: image229.png]


nên suy ra:
[image: image230.png]



Tương tự ta cũng có: 
[image: image231.png]



Từ đó suy ra 

Bất đẳng thức đã qui về dạng chính tắc SOS :
[image: image232.png]Sab—c)*+ 5

Silc —a)> + Sla—b)? >0





Dễ thấy:
[image: image233.png]



Như vậy [image: image234.png]


, đánh giá tương tự ta cũng dễ dàng thu được kết quả [image: image235.png]


.
Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi[image: image236.png]


.
Tức là khi ABCDEF là một lục giác đều nội tiếp.


Bài toán 3:
Cho lục giác lồi ABCDEF thỏa mãn điều kiện [image: image237.png]AB=BC.CD=DE EF =FA



và tổng độ dài ba cạnh [image: image238.png]AC.CE AE



bằng [image: image239.png]



Chứng minh rằng:
[image: image240.png]BC  DE FA 21  21(AC°+CE®+ AEY)

BE - DA - FC — 16 - 16(AC + CE + AE)®





Lời giải:
Ta chuyển việc chứng minh bất đẳng thức trên về chứng minh bất đẳng thức sau:
[image: image241.png]e b c 2 27(a’* +0° + %)
b+c c+a a+b " 16 16(a+b+c)





[image: image242.png]



Bằng cách sử dụng phương pháp hệ số bất định ta dễ dàng tìm được bất đẳng thức phụ đúng:
[image: image243.png]sla—14a? —a+6)>0




Tương tự với các phân thức còn lại ta có điều phải chứng minh.

Khi định hướng giải bài này chắc hẳn bạn sẽ liên tưởng ngay đến SOS nhưng thật sự thì nó ko cần thiết trong bài toán này bởi chỉ làm phức hóa bài toán. Dùng phương pháp hệ số bất định giúp ta tìm ra 1 lời giải ngắn và rất đẹp. 
Thực ra cách làm mới bài toán này cũng cực kì đơn giản vì xuất phát điểm của dạng chuẩn là bất đẳng thức Nesbit quen thuộc vì vậy dễ dàng thay đổi giả thiết để biến đổi bài toán. Mà cách thay đổi điều kiện ở đây chính là bước chuẩn hóa trong chứng minh bất đẳng thức đại số. Nói chung là dùng để đồng bậc bất đẳng thức thuần nhất. Với tư tưởng như vậy ta hoàn toàn có thể xây dựng các kết quả mạnh hơn và thú vị hơn qua một vài phương pháp như SOS, hệ số bất định, dồn biến và chuẩn hóa. Đặc biệt sau khi chuẩn hóa ta có thể dùng 3 phương pháp còn lại để chứng minh.

Bài toán 4::
Cho đường tròn [image: image244.png]


và [image: image245.png]


là một dây cung khác đường kính của đường tròn. Tìm điểm [image: image246.png]


thuộc cung lớn [image: image247.png]


sao cho [image: image248.png]


lớn nhất.

Lời giải:
Gọi D là điểm chính giữa cung nhỏ BC.
Đặt [image: image249.png]


không đổi. Theo định lí Ptô-lê-mê ta có:
[image: image250.png]AD.BC = AB.DC + AC.BD = a(AB + AC) = AB + AC = 5e AD
a




Do [image: image251.png]


và [image: image252.png]


ko đổi nên [image: image253.png]


lớn nhất khi và chỉ khi [image: image254.png]


lớn nhất khi và chỉ khi[image: image255.png]


 là điểm đối xứng của [image: image256.png]


qua tâm [image: image257.png]


của đường tròn.
Định lý.Chứng minh rằng nếu ABCD là tứ giác nội tiếp thì 

AB.CD + AD.BC= AC.BD

Chứng minh. Giả sử 
[image: image258.wmf]¼
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Lấy điểm M trên đoạn AC thỏa mãn 
[image: image259.wmf]¼
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[image: image260.emf]O
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Vì 
[image: image261.wmf]() nê
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AB.CD = BD.AM

Tương tự AD.BC = BD.CM.

Suy ra AB.CD + AD.BC = BD(AM + CM) = AC.BD (dpcm)

Ứng dụng 

Bài toán 5:

Cho hình vuông ABCD nội tiếp đường tròn tâm O bán kính R. P là một điểm nằm trên cung nhỏ CD của (O).

Chứng minh rằng PA + PC = 
[image: image262.wmf]2

PB


Lời giải. Vì ABCD là hình vuông nội tiếp đường tròn (O;R) nên AB = BC = 
[image: image263.wmf]2

R

,             AC = 2R.

 Áp dụng định lý Ptôlêmê cho tứ giác ABCP ta được AB.CP + AP.BC = AC.BP.

Từ đó suy ra đpcm.

[image: image264.emf]O
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Bài toán 6:
Cho hình bình hành ABCD. Một đường tròn đi qua A cắt đường thẳng AB, AC, AD lần lượt  tại điểm thứ hai khác A là P, Q, R. Chứng minh rằng 

AB.AP + AD.AR = AQ.AC

Lời giải.

[image: image265.emf]R
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Vì 
[image: image266.wmf]¼
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 nên 
[image: image267.wmf]()
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Suy ra 
[image: image268.wmf]ABBCAC
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 (đặt là t).

Khi đó RQ = 
[image: image269.wmf]AB

t

, QP = 
[image: image270.wmf]BC

t

, RP = 
[image: image271.wmf]AC

t

.

Từ đó suy ra đpcm.

Bài toán 7:
Cho 
[image: image272.wmf]ABC

V

 nhọn nội tiếp đường tròn tâm O, bán kính R và ngoại tiếp đường tròn tâm I, bán kính r. Gọi x; y; z lần lượt là khoảng cách từ O đến BC; CA; AB.

Chứng minh rằng x + y + z  = R + r.

Lời giải. Đặt BC = a, CA = b; AB = c

[image: image273.emf]x
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Áp dụng định lý Ptôlêmê cho tứ giác ANOP ta được 
[image: image274.wmf](ì NP = )
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Nên cộng theo vế hai đẳng thức trên rồi chia hai vế cho (a + b + c) suy ra đpcm.

Bài toán 8:
Cho đường tròn (O) và dây BC cố định (khác đường kính). Xác định vị trí của điểm A trên cung lớn BC sao cho AB + AC lớn nhất.

Lời giải. Gọi D là trung điểm của cung nhỏ BC.

Áp dụng định lý Ptôlêmê cho tứ giác ABDC ta được 

AB.DC + AC.BD = AD.BC.


[image: image275.wmf](). (ì ).
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Vì DC và BC cố định nên AB +AC lớn nhất khi vì chỉ khi AD lớn nhất.

Vậy A là trung điểm của cung lớn BC.

.Bài tập tự giải
1. Cho tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn (O) và AC = 2AB. Các đường thẳng tiếp xúc với đường tròn (O) tại A, C cắt nhau tại P. Chứng minh rằng BP đi qua điểm chính giữa của cung BAC. 

2. Cho tam giác ABC có I là tâm đường tròn nội tiếp, O là tâm đường tròn ngoại tiếp và trọng tâm G. Giả sử rằng OIA = 900. Chứng minh rằng IG song song với BC. 

3. (IMO Shortlist) Giả sử M, N là các điểm nằm trong tam giác ABC sao cho MAB = NAC, MBA = NBC. Chứng minh rằng:
       
 
4. (VMO 1997) Trong mặt phẳng, cho đường tròn tâm O bán kính R và điểm P nằm trong được tròn (OP = d < R). Trong tất cả các tứ giác lồi ABCD nội tiếp trong đường tròn (O) và có hai đường chéo AC và BD vuông góc và cắt nhau tại P, hãy tìm tứ giác có chu vi lớn nhất và tứ giác có chu vi nhỏ nhất. Tính các giá trị lớn nhất và nhỏ nhất này theo R và d.
 
5. (Bulgaria 2007) Cho tam giác ABC có BC > AB > AC và
[image: image276.wmf]11
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. Xét các điểm X thuộc BC và Y thuộc AC kéo dài về phía C sao cho BX = AY = AB.
      a) Chứng minh rằng
[image: image277.wmf]  
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.
      b) Gọi Z là điểm nằm trên cung AB của đường tròn ngoại tiếp tam giác không chứa C sao cho ZC = ZA + ZB. Hãy tính tỷ số 
[image: image278.wmf].
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6. Cho tam giác ABC với BE, CF là các đường phân giác trong. Các tia EF, FE cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác theo thứ tự tại M và N. Chứng minh rằng:
       
7. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). Đường tròn (O’) nằm trong (O) tiếp xúc với (O) tại T thuộc cung AC (không chứa B). Kẻ các tiếp tuyến AA’, BB’, CC’ tới (O’). Chứng minh rằng: BB’.AC = AA’.BC + CC’.AB.  

8. (Định lý Thebault) Cho tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn (O). D là trung điểm của BC. Gọi (O1), (O2) là các đường tròn nằm trong (O), tiếp xúc với (O), BC và AD. Khi đó đường thẳng nối tâm của (O1), (O2) đi qua I. Hãy chứng minh.
 
9. (CMO 1988, Trung Quốc) Cho ABCD là một tứ giác nội tiếp với đường tròn ngoại tiếp có tâm O và bán kính R. Các tia AB, BC, CD, DA cắt đường tròn tâm O bán kính 2R lần lượt tại A’, B’, C’, D’. Chứng minh rằng chu vi tứ giác A’B’C’D’ không nhỏ hơn hai lần chu vi tứ giác ABCD.  

10. Cho đường tròn (O) và dây cung BC khác đường kính. Tìm điểm A thuộc cung lớn BC của đường tròn để AB + 2AC đạt giá trị lớn nhất. 
11. Lục giác lồi ABCDEF có ABF là tam giác vuông cân tại A, BCEF là hình bình hành. AD = 3, BC = 1, CD + DE = 2 Tính diện tích lục giác.  

12. Cho ngũ giác đều ABCDE nội tiếp đường tròn (O). Gọi M là một điểm thuộc cung nhỏ AE. Chứng minh rằng:
[image: image279.wmf]MAMCMEMBMD

++=+

.

13. Cho tam giac ABC tù. Gọi R là bán kính đường tròn ngoại tiếp, r là bán kính đường tròn nội tiếp tam giác và x, y, z theo thứ tự là khoảng cách từ tâm O của đường tròn ngoại tiếp tới các cạnh BC, CA, AB.

Chứng minh rằng: 
[image: image280.wmf]yzxRr

+-=+


14. Cho đường tròn O và dây BC cố định ( khác đường kính). Xác định vị trí của điểm A trên cung lớn BC sao cho AB+2AC lớn nhất
Bài 1:(CMO 1988, Trung Quốc)
[image: image281.png]


là một tứ giác nội tiếp với đường tròn ngoại tiếp có tâm ) và bán kính [image: image282.png]


. Các tia [image: image283.png]AB. BC.CD. DA



cắt [image: image284.png]


lần lượt tại [image: image285.png]. B".C". D



. Chứng minh rằng:
[image: image286.png]'B'+ B'C'+C'D'+ D'A" > 2(AB+ BC+CD + DA)





16.Cho đường tròn [image: image287.png]


và dây cung [image: image288.png]


khác đường kính. Tìm điểm A thuộc cung lớn [image: image289.png]


của đường tròn để [image: image290.png]


đạt giá trị lớn nhất.

17.Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn [image: image291.png]


. Đường tròn [image: image292.png]


nằm trong (O) tiếp xúc với (O) tại T thuộc cung AC (ko chứa B). Kẻ các tiếp tuyến [image: image293.png]AA".BB'.CC"



tới [image: image294.png]


. Chứng minh rằng:
[image: image295.png]



18.Cho lục giác [image: image296.png]


có các cạnh có độ dài nhỏ hơn 1. Chứng minh rằng trong ba đường chéo[image: image297.png]AD . BE.CF



có ít nhất một đường chéo có độ dài nhỏ hơn [image: image298.png]


.

19.Cho hai đường tròn đồng tâm, bán kính của đường tròn này gấp đôi bán kính của đường tròn kia. [image: image299.png]


là tứ giá nội tiếp đường tròn nhỏ. Các tia [image: image300.png]AB. BC.CD. DA



lần lượt cắt đường tròn lớn tại [image: image301.png]. B".C". D



.
Chứng minh rằng: chu vi tứ giác [image: image302.png]


lớn hơn 2 lần chu vi tứ giác [image: image303.png]


.
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