
Chuyên đề 17. QUAN HỆ GIỮA BA CẠNH CỦA MỘT TAM GIÁC
A. Kiến thức cần nhớ
1. [image: image179.png]Hinh 17.1



Bất đẳng thức tam giác

Trong một tam giác, độ dài một cạnh bao giờ cũng lớn hơn hiệu và nhỏ hơn tổng các độ dài của hai cạnh còn lại.

Trong hình 17.1 ta có: 
[image: image1.wmf].
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Đảo lại, nếu 
[image: image2.wmf]bcabc
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thì a, b, c

có thể là độ dài ba cạnh của một tam giác.

2. Bất đẳng thức tam giác mở rộng

Với ba điểm M, A, B bất kì ta luôn có: 
[image: image3.wmf].
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Dấu “=” xảy ra 
[image: image4.wmf]Û

M thuộc đoạn thẳng AB.

B. Một số ví dụ
Ví dụ 1: Cho hai đoạn thẳng AB và CD cắt nhau tại điểm O nằm giữa hai đầu mỗi đoạn thẳng. Biết 
[image: image5.wmf]3,5.

ABcmCDcm

==

Chứng minh rằng trong hai đoạn thẳng AC và BD ít nhất cũng có một đoạn thẳng có độ dài nhỏ hơn 4cm.
Giải (h.17.2)
[image: image180.png]Hinh 17.2



* Tìm cách giải.
Muốn chứng minh trong hai đoạn thẳng AC

và BD ít nhất cũng có một đoạn thẳng có độ

dài nhỏ hơn 4cm, ta chứng minh tổng:

[image: image6.wmf]8.

ACBDcm
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Ta thấy AC là một cạnh của tam giác AOC,

BD là một cạnh của tam giác BOD. Vậy

cần vận dụng quan hệ giữa ba cạnh của tam

giác để đánh giá AC và BD. Hình 17.2

* Trình bày lời giải.

Xét 
[image: image7.wmf]AOC

D

có 
[image: image8.wmf].
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Xét 
[image: image9.wmf]BOD

D

có 
[image: image10.wmf].

BDOBOD

<+


Cộng từng vế các bất đẳng thức trên ta được: 
[image: image11.wmf]ACBDOAOBOCOD
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 dẫn tới 
[image: image12.wmf].
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 Do đó 
[image: image13.wmf]358 (cm).
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Suy ra trong hai đoạn thẳng AC và BD ít nhất cũng có một đoạn thẳng nhỏ hơn 4cm.

* Nhận xét: Trong lời giải trên ta đã dung một tính chất của hai bất đẳng thức cùng chiều: Nếu 
[image: image14.wmf]ab

<

và 
[image: image15.wmf]cd

<

thì 
[image: image16.wmf].
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Ví dụ 2: Chứng minh rằng trong một tam giác, mỗi cạnh bao giờ cũng nhỏ hơn nửa chu vi của tam giác ấy.
Giải (h.17.3)
* Tìm cách giải.

[image: image181.png]Hinh 17.3



Ta phải chứng minh 
[image: image17.wmf].
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Muốn vậy
ta chứng minh 
[image: image18.wmf]2.
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Trừ a vào hai vế của
bất đẳng thức ta được 
[image: image19.wmf]2,

aaabca
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dẫn tới 
[image: image20.wmf].
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Bất đẳng thức này đúng nên ta có thể xuất phát từ đây rồi chứng minh “ngược” lên.

* Trình bày lời giải.
Gọi a là độ dài của một cạnh bất kì của tam giác. Gọi b và c là độ dài hai cạnh còn lại. Theo quan hệ giữa ba cạnh còn lại của tam giác ta có: 
[image: image21.wmf].
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Cộng a vào hai vế của bất đẳng thức này ta được: 
[image: image22.wmf]aaabc
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dẫn tới 
[image: image23.wmf]2.
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Suy ra 
[image: image24.wmf].
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* Nhận xét: Trong lời giải trên ta đã dùng các tính chất sau của bất đẳng thức:

· Cộng cùng một số vào hai vế của một bất đẳng thức thì được một bất đẳng thức cùng chiều.

· Nhân (hay chia) cả hai vế của một bất đẳng thức với cùng một số dương thì được một bất đẳng thức cùng chiều.

Ví dụ 3: Cho tam giác ABC. Gọi D, E, F lần lượt là trung điểm của AB, BC, CA. Chứng minh rằng ba đoạn thẳng AD, AE và AF có thể là ba cạnh của một tam giác.

Giải (h.17.4)

[image: image182.png]K
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* Tìm cách giải.

Muốn chứng minh ba đoạn thẳng AD, BE, CF

có thể là ba cạnh của một tam giác, ta chứng

minh ba đoạn thẳng đó thỏa mãn bất đẳng thức

tam giác hoặc chứng minh chúng lần lượt bằng

ba cạnh của một tam giác nào đó.

* Trình bày lời giải.

Trên tia đối của tia EA lấy điểm K sao cho 
[image: image25.wmf].
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[image: image26.wmf](c.g.c).
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Xét 
[image: image27.wmf]ACK

D

, theo bất đẳng thức tam giác ta có: 
[image: image28.wmf].
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Do đó 
[image: image29.wmf]22222
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(vì 
[image: image30.wmf]2,2

ACAFABAD
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).

Suy ra 
[image: image31.wmf].
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Ba đoạn thẳng AD, AE, AF thỏa mãn bất đẳng thức tam giác nên chúng có thể là ba cạnh của một tam giác.

C. Bài tập vận dụng
· Tính độ dài
17.1. Một tam giác cân có chu vi là 40cm và một cạnh có độ dài 10cm. Tính độ dài của hai cạnh còn lại.

17.2. Tính chu vi của một tam giác cân biết độ dài hai cạnh của nó bằng:

a) 11cm và 20cm; b) 11cm và 23 cm.

17.3. Ba cạnh của một tam giác có số đo là ba số chẵn liên tiếp (tính bằng xen-ti-mét). Tam giác đó có chu vi nhỏ nhất là bao nhiêu?

17.4. Một đoạn dây thép có độ dài 25cm.

Hỏi có thể uốn nó thành một hình tam giác có một cạnh là:

a) 13cm; b) 12cm?

· So sánh một độ dài với chu vi của tam giác
17.5. Cho tam giác ABC. Gọi M và N lần lượt là trung điểm của AB và AC.

Hãy so sánh độ dài BC với chu vi tam giác AMN.

17.6. Chứng minh rằng cạnh lớn nhất của một tam giác thì:

a) Nhỏ hơn nửa chu vi của tam giác;

b) Lớn hơn hoặc bằng 
[image: image32.wmf]1

3

chu vi của tam giác.

17.7. Cho tam giác ABC. Gọi D, E, F lần lượt là trung điểm BC, CA và AB. Chứng minh rằng tổng 
[image: image33.wmf]ADBECF
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lớn hơn nửa chu vi nhưng nhỏ hơn chu vi tam giác.

17.8. Cho hình 17.5. Chứng minh rằng:

[image: image34.wmf].
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[image: image35.png]Hinh 17.5 Hinh 17.6




17.9. Cho hình 17.6.

a) Tìm điểm O sao cho tổng các khoảng cách từ O đến A, B, C, D có độ dài nhỏ nhất.

b) Chứng minh rằng 
[image: image36.wmf].
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17.10. Cho tam giác ABC có chu vi là 2p. Lấy điểm M bất kì nằm trong tam giác.
Chứng minh rằng 
[image: image37.wmf]2.
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· Chứng minh bất đẳng thức hình học
17.11. Cho tam giác ABC. Vẽ đường thẳng xy chứa tia phân giác góc ngoài tại đỉnh A. Trên xy lấy điểm M khác A. Chứng minh rằng: 
[image: image38.wmf].
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17.12. Cho tam giác ABC. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AB và AC. Chứng minh rằng không thể xảy ra đồng thời 
[image: image39.wmf]1

2
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và 
[image: image40.wmf]1

.
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17.13. Cho đoạn thẳng AB và ba điểm M, N, P không có điểm nào nằm trên đường thẳng AB. Cho biết 
[image: image41.wmf].
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 Chứng minh rằng tồn tại một điểm O thỏa mãn 
[image: image42.wmf].
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17.14. Cho tam giác đều ABC. Trên các cạnh AB, AC, BC lần lượt lấy các điểm M, N, K không trùng với các đỉnh của tam giác sao cho 
[image: image43.wmf].
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Chứng minh rằng 
[image: image44.wmf].
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17.15. Tam giác ABC không có hai cạnh nào bằng nhau. Độ dài mỗi cạnh có số đo là một số nguyên (tính bằng xen-ti-mét). Biết 
[image: image45.wmf]2,3.

ABcmBCcm
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Vẽ đường trung trực xy của BC, trên đó lấy một điểm M. Xác định vị trí của điểm M để tổng 
[image: image46.wmf]MAMB

+

có giá trị nhỏ nhất. Tính giá trị nhỏ nhất đó.
Hướng dẫn giải

17.1.
· Nếu cạnh đáy dài 10cm thì mỗi cạnh bên dài là : 
[image: image47.wmf](

)

(

)

4010:215cm.
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Ba độ dài 10, 15,15 thỏa mãn bất đẳng thức tam giác vì 
[image: image48.wmf]1515101515.
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Vậy độ dài hai cạnh còn lại là: 15cm; 15cm.

· Nếu cạnh bên dài 10cm thì cạnh đáy dài là: 
[image: image49.wmf](
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402.1020cm.
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Ba độ dài 10, 20, 20 không thỏa mãn bất đẳng thức tam giác. Vậy trường hợp này bị loại.
17.2.

a) 

· Nếu cạnh đáy dài 11cm thì cạnh bên dài 20cm.

Ba độ dài 11, 20 ,20 thỏa mãn bất đẳng thức tam giác vì 
[image: image50.wmf]2020112020.
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Chu vi của tam giác cân là: 
[image: image51.wmf](
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11202051cm.
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· Nếu cạnh đáy dài 20cm thì cạnh bên dài 11cm.

Ba độ dài 20, 11, 11 thỏa mãn bất đẳng thức tam giác vì 
[image: image52.wmf]1111201111.
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Chu vi của tam giác cân là: 
[image: image53.wmf](
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20111142cm.
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b) 

· Nếu cạnh đáy dài 11cm thì cạnh bên dài 23cm.

Ba độ dài 11, 23, 23 thỏa mãn bất đẳng thức tam giác vì 
[image: image54.wmf]2323112323.
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Chu vi tam giác cân là: 
[image: image55.wmf](
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11232357cm.
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· Nếu cạnh đáy dài 23cm thì cạnh bên dài 11cm.

Ba độ dài 23, 11, 11 không thỏa mãn bất đẳng thức tam giác. Vậy trường hợp này bị loại.

17.3. Gọi độ dài ba cạnh của tam giác là n, n + 2 và n + 4 (n là số tự nhiên chẵn).

Theo quan hệ giữa ba cạnh của tam giác ta có: 
[image: image56.wmf](
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Số chẵn nhỏ nhất lớn hơn 2 là 4.

Vậy độ dài ba cạnh của tam giác đó là 4, 6, 8 (cm).

Chu vi nhỏ nhất của tam giác là 
[image: image57.wmf](
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46818cm.
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17.4.

a) Nếu một cạnh dài 13cm thì tổng hai cạnh còn lại là: 
[image: image58.wmf](
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251312cm.
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Ta thấy một cạnh lớn hơn tổng của hai cạnh còn lại, không thỏa mãn bất đẳng thức tam giác. Vậy không thể uốn đoạn dây thép trên thành một hình tam giác có một cạnh là 13cm.

b) Nếu một cạnh dài 12cm thì tổng hai cạnh còn lại là: 
[image: image59.wmf](

)

251213cm.
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Đoạn dây thép 13cm này có thể uốn thành hai đoạn chẳng hạn 8cm và 5cm. Rõ ràng 
[image: image60.wmf]851285
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 thỏa mãn bất đẳng thức tam giác.

Vậy có thể uốn đoạn dây théo 25cm thành một tam giác có một cạnh 12cm.

[image: image183.png]Hinh 17.7



17.5. (h.17.7)

Xét 
[image: image61.wmf]MBC

D

ta có: 
[image: image62.wmf](
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Xét 
[image: image63.wmf]MNC

D

ta có: 
[image: image64.wmf](

)
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Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image65.wmf].
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Do đó 
[image: image66.wmf]BCMAMNNA
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 (vì 
[image: image67.wmf]MAMB

=

và 
[image: image68.wmf]NANC

=

).

Suy ra 
[image: image69.wmf] chu vi .
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17.6. Gọi a, b, c là ba cạnh của tam giác ABC.

Giả sử a là cạnh lớn nhất: 
[image: image70.wmf];.
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a) Theo quan hệ giữa ba cạnh của tam giác ta có 
[image: image71.wmf].
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Cộng a vào hai vế của bất đẳng thức này ta được 
[image: image72.wmf],
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do đó 
[image: image73.wmf]2,

aabc

<++

suy ra 
[image: image74.wmf].
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b) Vì 
[image: image75.wmf];
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nên 
[image: image76.wmf]2.
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Cộng a vào hai vế ta được 
[image: image77.wmf]3.
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Suy ra 
[image: image78.wmf].
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17.7. (h.17.8)

· Xét 
[image: image79.wmf]ABD

D

và 
[image: image80.wmf],

ACD

D

ta có: 
[image: image81.wmf];.
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Suy ra 
[image: image82.wmf](
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Tương tự, 
[image: image83.wmf](
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[image: image84.wmf](
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Cộng từng vế các bất đẳng thức (1), (2), (3) ta được:


[image: image85.wmf](
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(

)

(

)

(

)

2.

ADBECFABACBCBCBAACCACBABABBCCA
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[image: image184.png]K
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Do đó 
[image: image86.wmf](
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· Trên tia đối của tia DA lấy điểm K sao cho 
[image: image87.wmf].
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[image: image88.wmf] (c.g.c).

ABDKCDABCK
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Xét 
[image: image89.wmf]ACK
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có 
[image: image90.wmf]AKACCKACAB
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[image: image91.wmf]2.
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Chứng minh tương tự ta được


[image: image92.wmf]2;2.

BEBABCCFCBCA

<+<+


Cộng từng vế ba bất đẳng thức trên ta được


[image: image93.wmf](
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ADBECFABBCCA
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Do đó


[image: image94.wmf](

)

chu vi .**

ADBECFABBCCAABC
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Từ (*) và (**), suy ra điều phải chứng minh.

17.8. (h.17.9)
Gọi các điểm 
[image: image95.wmf]11111

,,,,

ABCDE

là các điểm như trong hình 17.9. Theo quan hệ giữa ba cạnh của tam giác ta có 
[image: image96.wmf]1111111111

;;;;.
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.

[image: image185.png]


Cộng từng vế các bất đẳng thức ta được:


[image: image97.wmf]ABBCCDDEEA
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image98.wmf](
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image99.wmf](
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image100.wmf]+



[image: image101.wmf](
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[image: image102.wmf].
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17.9. (h.17.10)
a) Gọi M là điểm bất kì, ta có: 
[image: image103.wmf]MAMCAC

+³

(dấu “=” xảy ra 
[image: image104.wmf][

]

MAC

ÛÎ

).


[image: image105.wmf]MBMDBD
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(dấu “=” xảy ra 
[image: image106.wmf][

]

MBD

ÛÎ

).

Suy ra 
[image: image107.wmf]MAMCMBMDACBD

+++³+

(không đổi).

[image: image186.png]Hinh 17.10



Do đó tổng 
[image: image108.wmf]MAMBMCMD

+++

nhỏ nhất bằng 
[image: image109.wmf]ACBD

+

khi và chỉ khi M là giao điểm O của AC và BD.

b) Xét các tam giác AOB, BOC, COD, DOA ta có:


[image: image110.wmf];;
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[image: image111.wmf];.
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Cộng từng vế bốn đẳng thức trên ta được:


[image: image112.wmf](
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Suy ra 
[image: image113.wmf](

)

2.

ACBDABBCCDDA
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Do đó 
[image: image114.wmf].
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17.10. (h.17.11)
· [image: image187.png]Hinh 17.11



Chứng minh 
[image: image115.wmf]MAMBMCp
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Xét các tam giác MAB, MBC và MCA ta có:


[image: image116.wmf];;

MAMBABMBMCBC
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[image: image117.wmf].

MCMACA

+>


Cộng từng vế ba bất đẳng thức trên ta được:


[image: image118.wmf](
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Suy ra 
[image: image119.wmf](
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· Chứng minh 
[image: image120.wmf]2
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Gọi D là giao điểm của tia CM với cạnh AB. Xét 
[image: image121.wmf]MDB

D

có 
[image: image122.wmf].
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Cộng thêm MC vào hai vế ta được 
[image: image123.wmf].

MBMCMCMDDB
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Suy ra 
[image: image124.wmf](
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Xét 
[image: image125.wmf]ADC

D

có 
[image: image126.wmf].
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Cộng thêm DB vào hai vế ta được 
[image: image127.wmf].
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Suy ra 
[image: image128.wmf](
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CDDBABAC
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Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image129.wmf].
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Chứng minh tương tự ta được: 
[image: image130.wmf];
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[image: image131.wmf].
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Cộng từng vế ba bất đẳng thức trên ta được:


[image: image132.wmf](
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Suy ra 
[image: image133.wmf](
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Từ (*) và (**) suy ra 
[image: image134.wmf]2.

pMAMBMCp

<++<
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17.11. (h.17.12)
Trên tia đối của tia AB lấy điểm D sao cho 
[image: image135.wmf].
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[image: image136.wmf] (c.g.c).
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Suy ra 
[image: image137.wmf].
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Ta có 
[image: image138.wmf](
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[image: image139.wmf](
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Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image140.wmf].
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17.12. (h.17.13)
Ta chứng minh bằng phương pháp phản chứng

Giả sử đồng thời xảy ra 
[image: image141.wmf]1
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BNAC
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và 


[image: image142.wmf]1
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Khi đó 
[image: image143.wmf](
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Gọi G là giao điểm của BN và CM.

Xét 
[image: image144.wmf]MBG

D

và 
[image: image145.wmf],

NCG

D

theo quan hệ giữa ba cạnh của tam giác ta có:


[image: image146.wmf];.
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Suy ra 
[image: image147.wmf]BMCNGBGMGCGN
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 hay 
[image: image148.wmf]BMCNBNCM
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Do đó 
[image: image149.wmf](
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(1) và (2) mâu thuẫn. Vậy điều giả sử là sai.

Do đó không thể xảy ra đồng thời 
[image: image150.wmf]1

2
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và 
[image: image151.wmf]1

.

2

CMAB

<


[image: image190.png]


17.13. (h.17.14)
Gọi O là trung điểm của AB.

Ta chứng minh được (xem bài 17.7):
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[image: image153.wmf](
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Cộng từng vế ba bất đẳng thức trên ta được:


[image: image154.wmf](
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17.14. (h.17.15)
[image: image191.png]Hinh 17.15



Trên nửa mặt phẳng bờ AC không

chứa B ta vẽ tia Ax sao cho 
[image: image155.wmf]·

·

x.
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Trên tia Ax lấy điểm D sao cho 
[image: image156.wmf].
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[image: image157.wmf] (c.g.c).
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Ta có 
[image: image158.wmf]·
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[image: image159.wmf]AKD

D

có 
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và 
[image: image161.wmf]·
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nên là tam giác đều 
[image: image162.wmf].

KAKD

Þ=


Gọi O là giao điểm của AC với KD.

Xét ba điểm N, K, D ta có 
[image: image163.wmf]KNDNKD

+³

(dấu “=” xảy ra 
[image: image164.wmf]NO

Ûº

).

Do đó 
[image: image165.wmf]KNDNKA

+³

(vì 
[image: image166.wmf]KAKD
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17.15. (h.17.16)
Đặt 
[image: image167.wmf]ACb

=

. Theo bất đẳng thức tam

giác ta có 
[image: image168.wmf]3232

b

-<<+

hay 
[image: image169.wmf]15.

b

<<


Vì b nguyên nên 
[image: image170.wmf]{

}

2;3;4.

b

Î


Mặt khác, tam giác ABC không có hai

cạnh nào bằng nhau nên 
[image: image171.wmf]4.

bcm

=


Vì 
[image: image172.wmf]xy

M

Î

nên ta chứng minh được


[image: image173.wmf].
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Ta có 
[image: image174.wmf].

MAMBMAMC
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Xét ba điểm M, A, C ta có 
[image: image175.wmf]4.

MAMCACcm
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(Dấu “=” xảy ra 
[image: image176.wmf]MO

Ûº

với O là giao điểm của xy với AC).

Suy ra 
[image: image177.wmf]4.

MAMBcm

+³

 Do đó tổng 
[image: image178.wmf]MAMB

+

có giá trị nhỏ nhất là 4cm khi và chỉ khi M là giao điểm của xy với AC.
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