Chuyên đề 6. SỐ CHÍNH PHƯƠNG
A. Kiến thức cần nhớ
1. Khái niệm Số chính phương là bình phương của một số tự nhiên.

2. Tính chất.

Số chính phương chỉ có thể tận cùng bằng 0, 1,4, 5, 6, 9 không thể tận cùng bằng 2, 3, 7, 8.

Khi phân tích ra thừa số nguyên tố, số chính phương chỉ chứa các thừa số nguyên tố với mũ chẵn, không chứa thừa số nguyên tố với số mũ lẻ.

Hệ quả. Số chính phương chia hết cho số nguyên tố P thì phải chia hết cho 
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Một số chính phương khi và chỉ khi số ước của nó là số lẻ.

3. Một số kiến thức khi sử dụng

Hệ thập phân
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Các hằng đẳng thức.

Nếu a = b.c mà a là số chính phương; (b; c) = 1 thì b và c đều là số chính phương.
B. Một số ví dụ
Ví dụ 1: Cho 
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; với n là số tự nhiên lớn hơn 1.

Chứng minh rằng 
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 là số chính phương.

Giải
Tìm cách giải. Để chứng minh 
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 là số chính phương, chúng ta cần biến đổi thành bình phương một số tự nhiên. Suy luận rất tự nhiên là dùng hệ thập phân, để đưa chúng về lũy thừa của 10 bằng công thức 
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 sau đó dùng hằng đẳng thức đưa về bình phương của một số tự nhiên.

Trình bày lời giải
Ta có 
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Xét 
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Mà 
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 là số chính phương.

Ví dụ 2: Tìm số tự nhiên n để 
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 là các số chính phương.

(Thi học sinh giỏi Toán 9, Quảng Ngãi, năm học 2012 - 2013) 

Giải
Tìm cách giải. Để tìm số tự nhiên n thỏa mãn điều kiện trên, chúng ta đồng nhất hai điều kiện đó bằng cách đặt 
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. Sau đó khử n bằng phép trừ vế cho vế, khi đó ta sẽ tìm được số tự nhiên a, b bằng con đường ước số.

Trình bày lời giải
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Suy ra 
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Do đó 
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Ví dụ 3: Chứng minh rằng với mọi 
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 không là số chính phương.

Giải
Tìm cách giải. Để chứng tỏ một số không phải là số chính phương, chúng ta thường có hai cách: hoặc sử dụng chữ số tận cùng hoặc chứng minh số đó nằm giữa hai số chính phương liên tiếp. Trong ví dụ này chúng ta vận dụng cách hai. 
Trình bày lời giải

Với mọi 
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 là hai số chính phương liên tiếp. Vậy 
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Ví dụ 4: Chứng minh rằng nếu 
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 đều là số chính phương. 
Giải
Tìm cách giải. Nếu 
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 đều là số chính phương thì 
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 cũng là số chính phương. Khi khai triển đẳng thức này cho chúng ta bóng dáng của giả thiết. Do vậy với suy nghĩ ấy chúng ta cần:

- Từ giả thiết biến đổi 
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 thành số chính phương.

- Chứng minh rằng 
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Trình bày lời giải

Từ 
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Đặt 
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Vậy 
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 nguyên tố cùng nhau, kết hợp với (*) ta có: 
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 đều là số chính phương.

Ví dụ 5: Cho x, y là những số nguyên lớn hơn 1 sao cho 
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Giải

Tìm cách giải. Nếu 
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 ta chỉ cần chứng minh 
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Trình bày lời giải

Do x, y là các số nguyên lớn hơn 1 nên 
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Suy ra 
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Ví dụ 6: Giả sử a là số nguyên dương và d là một ước số nguyên dương của 
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Giải
Giả sử 
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 là số chính phương.

Mà 
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 không thể là số chính phương 
Vậy 
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Ví dụ 7: Chứng minh rằng với x, y là hai số tự nhiên thỏa mãn 
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Giải
Vì 
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 điều phải chứng minh.

Ví dụ 8: Cho 
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 nguyên tố cùng nhau và thỏa mãn 
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Giải
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Nếu 
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 là các số chính phương
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Vậy 
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Vậy 
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 là số chính phương
C.Bài tập vận dụng
6.1. Chứng minh rằng số 
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Hướng dẫn giải – đáp số

Ta có:


[image: image105.wmf]+

-+

=++

123123

1

2 2 

22499.....900.....0109

n

nn

A



[image: image106.wmf]++

-

=´++

123

21

2

22499.....910109

nn

n

A



[image: image107.wmf]++

-

æö

=-´++

ç÷

ç÷

èø

123

21

2 

22500.....0110109

nn

n

A



[image: image108.wmf](

)

-++

=-++

221

225.101.10109

nnn

A



[image: image109.wmf]++

=-++

221

225.1010109

nnn

A



[image: image110.wmf]=-+

2

225.1090.109

nn

A



[image: image111.wmf](

)

2

15,103

n

A

=-

 số chính phương
6.2. Cho số nguyên dương n. Đặt 
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Chứng minh rằng 
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 là số chính phương

Hướng dẫn giải – đáp số

Ta có: 
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Xét 
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Ta có điều phải chứng minh.
6.3. Cho 
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 là số chính phương.
Hướng dẫn giải – đáp số

Ta có: 
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Đặt 
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Mà 
[image: image124.wmf]210...0231

xab

+=Þ++

M

 là số chính phương.
6.4. Tìm tất cả các số tự nhiên n sao cho 
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Hướng dẫn giải – đáp số

Đặt 
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Suy ra 
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Vậy với 
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6.5. Chứng minh rằng không tồn tại số tự nhiên n thỏa mãn 
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Hướng dẫn giải – đáp số

Giả sử tồn tại số tự nhiên n thỏa mãn đề bài. Đặt 
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Khi đó:

+ Nếu m và n khác tính chẵn lẻ thì 
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+ Nếu m và n cùng tính chẵn lẻ thì 
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Vậy không tồn tại số tự nhiên n thỏa mãn 
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6.6. Chứng minh rằng có thể biểu diễn lập phương của một số nguyên dương bất kì dưới dạng hiệu của hai số chính phương.
Hướng dẫn giải – đáp số

Đặt a là số nguyên dương bất kì.

Xét a chẵn. Đặt 
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Ta có: 
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Xét a lẻ. Đặt 
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Ta có: 
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Từ (1 ) và (2) suy ra điều phải chứng minh.

6.7. Cho a, b, c, d là các số nguyên thỏa mãn 
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Chứng minh rằng 
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Hướng dẫn giải – đáp số

Vì 
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Vậy 
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Do đó: 
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Đó là tổng của ba số chính phương.

6.8. Cho hàm số 
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Chứng minh rằng 
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(Thi học sinh giỏi Toán 9, Lâm Đồng, năm học 2012 - 2013)

Hướng dẫn giải – đáp số

Ta có:
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Với x là số nguyên thì 
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Vậy 
[image: image177.wmf](

)

fx

 luôn có giá trị là sổ chính phương.

6.9. Chứng minh rằng:
a) Với mọi số tự nhiên 
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b) Các số a và b đều là tổng 2 số chính phương thì tích ab cũng là tổng của 2 số chính phương.

(Thi học sinh giỏi Toán lớp 9, tỉnh Nghệ An, năm học 2006 - 2007)

Hướng dẫn giải – đáp số

a) Giả sử A là số chính phương. Đặt 
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Ta có: 
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Suy ra 
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Mà 
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Vậy A không phải số chính phương. 

b) Giả sử 
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6.10. Tìm số tự nhiên n để 
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(Tuyển sinh lớp 10, Trường THPT Chuyên ĐHKHTN, ĐHQG Hà Nội,

năm học 2015 - 2016)

Hướng dẫn giải – đáp số
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Từ đó ta có hệ: 
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6.11. Cho hai số tự nhiên a và b. Chứng minh rằng nếu tích a.b là số chẵn thì luôn luôn tìm được số nguyên c sao cho 
[image: image200.wmf]222

abc

++

 là số chính phương.

Hướng dẫn giải – đáp số
Ta có a.b là số chẵn, xảy ra hai trường hợp.

- Trường hợp 1. Nếu hai số cùng chẵn thì 
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- Trường hợp 2. Nếu một số chẵn, một số lẻ thì ta đặt 
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Vậy luôn chọn được số c sao cho 
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6.12.
a) Tìm số tự nhiên  sao cho 
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b) Chứng minh rằng nếu m, n là 2 số chính phương lẻ liên tiếp thì 
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) Đặt 
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Mà 
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Bạn đọc tự giải được 
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 Ta có 16 chia hết cho 16.

- Nếu k lẻ thì 
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- Nếu k chẵn thì 
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6.13. Tìm 
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Hướng dẫn giải – đáp số

* Với 
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Ta có: 
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Bạn đọc tự giải được 
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6.14. Tìm số nguyên dương n để tổng 
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Hướng dẫn giải – đáp số

Đặt 
[image: image246.wmf]++++=

4322

1

nnnnk

 (1) với k nguyên dương, ta có: 

[image: image247.wmf](

)

Û++++=

4322

1444414

nnnnk

 


[image: image248.wmf](

)

(

)

(

)

Û++++=

2

22

22

2222

nnnnk

 (2)

Cách 1. Từ (2) 
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Do k, n nguyên dương
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Thay vào (1) thử lại, ta được kết quả duy nhất 
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Cách 2. Xét hiệu 
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Từ (2) và (3) suy ra: 
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Khi đó 
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6.15. Nếu 
[image: image259.wmf],

ab

+

Î

¢

 thỏa mãn 
[image: image260.wmf]22

23

aabb

+=+

 thì 
[image: image261.wmf]ab

-

 và 
[image: image262.wmf]221

ab

++

 là những số chính phương.
Hướng dẫn giải – đáp số
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Vậy 
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